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� ¡®²  ¢»¯®«¥  ¢ �±²¨²³²¥  °µ¨²¥ª²³°» ¨ ±²°®¨²¥«¼±²¢  �¨¡¨°±ª®£®

£®±³¤ °±²¢¥®£® ³¨¢¥°±¨²¥² 

� ³·»¥ °³ª®¢®¤¨²¥«¨:

¤®ª²®° ´¨§¨ª®-¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ  ³ª,

¯°®´¥±±®° �®§³²®¢ �.�.

¤®ª²®° ´¨§¨ª®-¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ  ³ª,

¯°®´¥±±®° �³ª®¢ �.�.

�´¨¶¨ «¼»¥ ®¯¯®¥²»:

·«¥-ª®°°¥±¯®¤¥² ���,

¤®ª²®° ´¨§¨ª®-¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ  ³ª,

¯°®´¥±±®° � §³°®¢ �.�.

¤®ª²®° ´¨§¨ª®-¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ  ³ª,

¯°®´¥±±®° �«¥¯ª¨ �.�.

�¥¤³¹ ¿ ®°£ ¨§ ¶¨¿:

�±²¨²³² ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ¨ ¬¥µ ¨ª¨ �°� ���

� ¹¨²  ±®±²®¨²±¿ "10" ®¿¡°¿ 2007 £. ¢ · ±®¢   § ±¥¤ ¨¨ ¤¨±-

±¥°² ¶¨®®£® ±®¢¥²  � 212.099.02 ¢ �¨¡¨°±ª®¬ ´¥¤¥° «¼®¬ ³¨¢¥°±¨²¥-

²¥ ¯®  ¤°¥±³: 660041, £. �° ±®¿°±ª, ¯°. �¢®¡®¤»©, 79.

� ¤¨±±¥°² ¶¨¥© ¬®¦® ®§ ª®¬¨²¼±¿ ¢ ¡¨¡«¨®²¥ª¥ �¨¡¨°±ª®£® ´¥¤¥-

° «¼®£® ³¨¢¥°±¨²¥² .

�¢²®°¥´¥° ² ° §®±«  " "

�·¥»© ±¥ª°¥² °¼ ¤¨±±¥°² ¶¨®®£® ±®¢¥² ,

ª ¤¨¤ ² ´¨§¨ª®-¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ  ³ª,

¤®¶¥² �®«®¢ ®¢ �.�.



�¡¹ ¿ µ ° ª²¥°¨±²¨ª  ° ¡®²»

�ª²³ «¼®±²¼ ²¥¬».

�±«¨ ¬®¦¥±²¢® ½«¥¬¥²®¢ ª®¥·®£® ¯®°¿¤ª  ¢ ¡¥±ª®¥·®© £°³¯¯¥

G ª®¥·®, ²® ¢¢¨¤³ ¨§¢¥±²®£® °¥§³«¼² ²  �¨¶¬   [3] ®¨ ±®±² ¢«¿-

¾² ª®¥·³¾ ¢¯®«¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª³¾ ¯®¤£°³¯¯³ £°³¯¯» G. �±«¨ ¦¥

¬®¦¥±²¢® ² ª¨µ ½«¥¬¥²®¢ ¢ G ¡¥±ª®¥·®, ²® ¥±²¥±²¢¥® ¢®§¨ª ¾²

° §«¨·»¥ ¢®¯°®±» ®¡ ¨µ ° ±¯®«®¦¥¨¨ ¢ £°³¯¯¥ [19].

�®£¨¥ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¢ ²¥®°¨¨ ¡¥±ª®¥·»µ £°³¯¯ ¯®±¢¿¹¥» ¤®ª -

§ ²¥«¼±²¢ ¬ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¢ £°³¯¯¥ "µ®°®¸¨µ" ¡¥±ª®¥·»µ ¯®¤£°³¯¯.

� ª ¯® ¨§¢¥±²®© ²¥®°¥¬¥ � °£ ¯®«®¢ -�®«« -�³« ²¨« ª¨ [4, 22] «¾¡ ¿

¡¥±ª®¥· ¿ «®ª «¼® ª®¥· ¿ £°³¯¯  ±®¤¥°¦¨² ¡¥±ª®¥·³¾  ¡¥«¥¢³

¯®¤£°³¯¯³. �³¹¥±²¢³¥² ®¯°¥¤¥«á ¿ ¯ ° ««¥«¼ ¬¥¦¤³ ¯®¤£°³¯¯ ¬¨ �¨-

«®¢  ¢ ª®¥·»µ £°³¯¯ µ ¨ µ®°®¸¨¬¨ ¯®¤£°³¯¯ ¬¨ ¢ ¡¥±ª®¥·»µ £°³¯-

¯ µ, ¯®§¢®«¿¾¹¨¬¨ ¯°¨¬¥¿²¼ ¯°¨ ¨§³·¥¨¨ ¡¥±ª®¥·»µ £°³¯¯ ¬¥²®¤»

«®ª «¼®£®   «¨§ . �·¨²»¢ ¿ ¢ ¦®±²¼ ² ª¨µ ¯®¤£°³¯¯,   ¯¥°¢®¬ �±¥-

±®¾§®¬ ±¨¬¯®§¨³¬¥ ¯® ²¥®°¨¨ £°³¯¯ �.�.� °£ ¯®«®¢»¬ ¡»« ¯®±² ¢«¥

¢®¯°®± ® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨ ¡¥±ª®¥·®©  ¡¥«¥¢®© ¯®¤£°³¯¯» ¢ ¯°®¨§¢®«¼®©

¡¥±ª®¥·®© £°³¯¯¥ (¢®¯°®± 1.24 ¨§ [5]).

� 1967 £. �.�. �³ª®¢ [14] ¤®ª § « ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¡¥±ª®¥·»µ ¯®¤-

£°³¯¯ ± ¥²°¨¢¨ «¼»¬ ¶¥²°®¬ ¢ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ £°³¯¯ µ ± ¨¢®«¾¶¨¿-

¬¨. � ²®¬ ¦¥ £®¤³ �.�. �²°³ª®¢ ¯®«®¦¨²¥«¼® °¥¸¨« ¢®¯°®± �.�. � °£ -

¯®«®¢  ¢ ª« ±±¥ ¡¨ °® ª®¥·»µ £°³¯¯ [12, 13]. �.�.�®¢¨ª®¢ ¨ �.�.�¤¿

[1] ¯®ª § «¨, ·²® ¢®¯°®± �.�. � °£ ¯®«®¢  ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ °¥¸ ¥²±¿ ®²°¨-

¶ ²¥«¼®. �¤ ª® ¢®¯°®± � °£ ¯®«®¢   ª²³ «¥ ¤«¿ ª ¦¤®£® ª®ª°¥²®£®

ª« ±±  £°³¯¯. � 1974 £. �.�. �³ª®¢ ¤®ª § « ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¡¥±ª®¥·»µ

 ¡¥«¥¢»µ ¯®¤£°³¯¯ ¢ ¡¨¯°¨¬¨²¨¢® ª®¥·»µ £°³¯¯ µ [16] ¨ ±®¯°¿¦¥®

¡¨¯°¨¬¨²¨¢® ª®¥·»µ £°³¯¯ µ [17].

� ¢®¯°®±®¬ �.�.� °£®¯®«®¢  ²¥±® ±¢¿§  ¢®¯°®± �.�. �²°³ª®¢  2.75

¨§ [5]: �³±²¼ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª ¿ £°³¯¯  G ±®¤¥°¦¨² ¡¥±ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²-

¢® ª®¥·»µ ¯®¤£°³¯¯, ®¡¹¥¥ ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ª®²®°»µ ±®¤¥°¦¨² ¥¤¨¨·»¥

½«¥¬¥²». �®¤¥°¦¨²±¿ «¨ ²®£¤  ¢ G ¥¥¤¨¨·»© ½«¥¬¥², ¶¥²° «¨-

§ ²®° ª®²®°®£® ¡¥±ª®¥·¥?

� ª ¯®ª § « �.�.�®±±®¢ [6, 7], ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ®²¢¥²   ¢®¯°®±

�.�.�²°³ª®¢  ®²°¨¶ ²¥«¥. � ¤°³£®© ±²®°®», ¥±®¬¥»©,   ¤«¿ £°³¯¯

±® ±« ¡»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ ª®¥·®±²¨ | § ·¨²¥«¼»© ¨²¥°¥±, ¯°¥¤±² ¢-

«¿¾² ¥®¡µ®¤¨¬»¥ ¨ ¤®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ¯®«®¦¨²¥«¼®£® (®²°¨¶ ²¥«¼-

®£®) °¥¸¥¨¿ ¢®¯°®±  �.�.�²°³ª®¢  ¤«¿ ª ¦¤®© ª®ª°¥²®© £°³¯¯».
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�  ±²®¿¹¥© ¤¨±±¥°² ¶¨¨ ¢®¯°®±» �.�. � °£ ¯®«®¢  ¨ �.�.�²°³ª®¢ 

°¥¸ ¾²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼® ¯°¨ ¡®«¥¥ ±« ¡»µ ³±«®¢¨¿µ ª®¥·®±²¨, ·¥¬ ¢

³ª § »µ ¢»¸¥ ° ¡®² µ.

�®±«¥ °¥¸¥¨¿ ¢ 1970 £. �.�. �³ª®¢»¬ °¿¤  ¨§¢¥±²»µ ¯°®¡«¥¬ ¬¨-

¨¬ «¼®±²¨ ¢ ª« ±±¥ «®ª «¼® ª®¥·»µ £°³¯¯,  ª²¨¢¨§¨°®¢ «¨±¼ ¨±-

±«¥¤®¢ ¨¿ £°³¯¯, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¿¬ ª®¥·®±²¨ ¡®«¥¥ ±« ¡»¬,

·¥¬ «®ª «¼ ¿ ª®¥·®±²¼. �  ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿ ¨§¢¥±²® ¡¥±ª®¥·® ¬®-

£® ª« ±±®¢ £°³¯¯ ± ° §«¨·»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ ª®¥·®±²¨ [2, 8, 9]. �®¯°®±»

�.�. � °£ ¯®«®¢  ¨ �.�. �²°³ª®¢  °¥¸ «¨±¼ �.�. �³ª®¢»¬ ¤«¿ ° §-

«¨·»µ ª« ±±®¢ £°³¯¯ [14]-[20], ®¯¨° ¿±¼   ª®¥·®±²¼ ¨ ° §°¥¸¨¬®±²¼

¯®¤£°³¯¯ ¢¨¤  Lg = ha; agi. � ª®© ½«¥¬¥² a  §»¢ ¥²±¿ ¢ ¤¨±±¥°² ¶¨¨

ª®¥·»¬ ° §°¥¸¨¬»¬. �±«¨ ³ª § »¥ ³±«®¢¨¿ ¢»¯®«¿¾²±¿ ¯®·²¨ ¤«¿

¢±¥µ ½«¥¬¥²®¢ a
g , ²® ½«¥¬¥² a  §»¢ ¥²±¿ ¯®·²¨ ª®¥·»¬ ° §°¥¸¨-

¬»¬. � ¡®«¼¸¨±²¢¥ °¥§³«¼² ²®¢ ¤¨±±¥°² ¶¨¨ ¢ ®±®¢³ ¯®«®¦¥® ³±«®-

¢¨¥ ¯®·²¨ ª®¥·®±²¨ ¨ ° §°¥¸¨¬®±²¨ ¯®¤£°³¯¯ ¢¨¤  Lg = ha; bgi, £¤¥
½«¥¬¥²» a, b ¬®£³² ®ª § ²¼±¿ ¥ ±®¯°¿¦á»¬¨ ¨ ° §«¨·»µ ¯®°¿¤ª®¢.

�³±²¼ G | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ¡¥±ª®¥· ¿ £°³¯¯ . �¾¡³¾ ¥¥ ¡¥±ª®¥·-

³¾ ¯®¤£°³¯¯³ H ± ¥²°¨¢¨ «¼»¬ «®ª «¼® ª®¥·»¬ ° ¤¨ª «®¬  -

§®¢¥¬ f -«®ª «¼®© ¯®¤£°³¯¯®©. �±«¨ ¯°¨ ½²®¬ H ±®¤¥°¦¨² ¡¥±ª®¥·®

¬®£® ½«¥¬¥²®¢ ª®¥·®£® ¯®°¿¤ª ,  §®¢á¬ ¥á  ±»¹¥®©. �¥¥¤¨¨·-

»© ½«¥¬¥² a ª®¥·®£® ¯®°¿¤ª  ¯°®¨§¢®«¼®© ¡¥±ª®¥·®© £°³¯¯» G

 §®¢á¬ ®¡®¡¹á® ª®¥·»¬, ¥±«¨ a ¯°¨ ¤«¥¦¨² ®±®¢ ¨¾ ¢¥¥°  ª®-

¥·»µ ¯®¤£°³¯¯,  ¬ «¼£ ¬  ª®²®°®£® ¯®·²¨ ¯®«®±²¼¾ ±®¤¥°¦¨² ¥¥¤¨-

¨·»© ª« ±± ±®¯°¿¦á»µ ½«¥¬¥²®¢ £°³¯¯»G. �°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨ ¯®·²¨

¤«¿ ¢±¥µ ½«¥¬¥²®¢ c ¥ª®²®°®£® ¥¥¤¨¨·®£® ª« ±±  bG ¯®¤£°³¯¯» ha; ci
ª®¥·», ².¥. ¢»¯®«¿¥²±¿ (a; b)-³±«®¢¨¥ ª®¥·®±²¨ [19].

� ±«³· ¥, ª®£¤  ±¢®©±²¢® ®¡®¡¹á®© ª®¥·®±²¨ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿ ¢±¥µ

½«¥¬¥²®¢ ¯°®±²®£® ¯®°¿¤ª  ¨§ G ¨  ±«¥¤³¥²±¿ ¢±¥¬¨ ¥¥ ¯®¤£°³¯¯ ¬¨ ¨

´ ª²®°-£°³¯¯ ¬¨ ¯® ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬ ®°¬ «¼»¬ ¯®¤£°³¯¯ ¬,  §®¢¥¬ G

®¡®¡¹¥® ª®¥·®© £°³¯¯®©.

�¥«¼ ¤¨±±¥°² ¶¨¨. � ©²¨ ¤®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¢

£°³¯¯¥  ±»¹¥»µ f -«®ª «¼»µ ¯®¤£°³¯¯, ±®¤¥°¦ ¹¨µ ´¨ª±¨°®¢ »©

½«¥¬¥², ¨ ¤®ª § ²¼ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¡¥±ª®¥·»µ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ  ¡¥«¥-

¢»µ ¯®¤£°³¯¯ ¢ ®¡®¡¹á® ª®¥·»µ £°³¯¯ µ.

�¥²®¤» ¨±±«¥¤®¢ ¨¿. �°¨¬¥¿¾²±¿ ²¥®°¥²¨ª®-£°³¯¯®¢»¥ ¬¥²®-

¤» ¨±±«¥¤®¢ ¨¿.

� ³· ¿ ®¢¨§ . �±¥ ®±®¢»¥ °¥§³«¼² ²» ¤¨±±¥°² ¶¨¨ ¿¢«¿¾²±¿
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®¢»¬¨.

�° ª²¨·¥±ª ¿ ¶¥®±²¼. �¥§³«¼² ²», ¨§«®¦¥»¥ ¢ ¤¨±±¥°² ¶¨¨,

¨¬¥¾² ²¥®°¥²¨·¥±ª®¥ § ·¥¨¥ ¨ ¬®£³² ¡»²¼ ¨±¯®«¼§®¢ » ª ª ¢ ¤ «¼-

¥©¸¨µ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿µ ¢ ²¥®°¨¨ £°³¯¯, ² ª ¨ ¯°¨ ·²¥¨¨ ±¯¥¶¨ «¼»µ

ª³°±®¢ ¯®  «£¥¡°¥.

�²°³ª²³°  ¨ ®¡ºá¬ ° ¡®²». �¨±±¥°² ¶¨¿ ±®±²®¨² ¨§ ¢¢¥¤¥-

¨¿ ¨ ·¥²»°¥µ £« ¢ ®±®¢®£® ²¥ª±² . �¯¨±®ª «¨²¥° ²³°» ±®±²®¨² ¨§ 67

 ¨¬¥®¢ ¨©. � ¡®²  ¨§«®¦¥    75 ±²° ¨¶ µ ²¥ª±² ,  ¡° ®£® ¢

°¥¤ ª¶¨®®-¨§¤ ²¥«¼±ª®© ±¨±²¥¬¥ LATEX.

�±®¢»¥ °¥§³«¼² ²».

� ¯. 1 { 3 ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¿ £°³¯¯  G ±®¤¥°¦¨² ¡¥±ª®¥·® ¬®£® ½«¥-

¬¥²®¢ ª®¥·®£® ¯®°¿¤ª .

1. �®ª §   ¢«®¦¨¬®±²¼ ¯®·²¨ ª®¥·®£® ° §°¥¸¨¬®£® ½«¥¬¥²  ¯°®±-

²®£® ¥·á²®£® ¯®°¿¤ª  ¨ ¯®°¿¤ª  4 £°³¯¯» G ¢  ±»¹¥³¾ f -

«®ª «¼³¾ ¯®¤£°³¯¯³.

2. �°¨ ³±«®¢¨¿µ ª®¥·®±²¨ ¨ ° §°¥¸¨¬®±²¨ ¯®¤£°³¯¯ Lg = ha; bgi
¯®·²¨ ¤«¿ ¢±¥µ ½«¥¬¥²®¢ bg , £¤¥ ¯®°¿¤ª¨ jaj, jbj «¨¡® ¯°®±²», «¨¡®
° ¢» 2 ¨ 4, ¤®ª §   ¢«®¦¨¬®±²¼ µ®²¿ ¡» ®¤®£® ¨§ ½²¨µ ½«¥¬¥²®¢

¢  ±»¹¥³¾ f -«®ª «¼³¾ ¯®¤£°³¯¯³.

3. �®ª § ® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¡¥±ª®¥·»µ «®ª «¼® ª®¥·»µ ¯®¤£°³¯¯

¢ ®¡®¡¹á® ª®¥·®© £°³¯¯¥ G,   ² ª¦¥ ¢«®¦¨¬®±²¼ 2-½«¥¬¥²®¢ ¢

¡¥±ª®¥·»¥ «®ª «¼® ª®¥·»¥ ¯®¤£°³¯¯», ª®£¤  G ¨¬¥¥² ¯¥°¨®¤

2m � n (n | ¥·¥²®) ¨ ¢±¥ £°³¯¯» ¯¥°¨®¤  n «®ª «¼® ª®¥·».

�®¤¥°¦ ¨¥ ¤¨±±¥°² ¶¨¨.

� ¯¥°¢®© £« ¢¥ ¯°¨¢¥¤¥» °¥§³«¼² ²» ¨ ¬¥²®¤», ¨±¯®«¼§³¥¬»¥ ¯°¨

¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ®±®¢»µ °¥§³«¼² ²®¢ ¤¨±±¥°² ¶¨¨. � ¯®¬¨¬, ·²® ±¬¥-

¸  ¿ £°³¯¯  G ®¡« ¤ ¥² ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© · ±²¼¾, ¥±«¨ ¢±¥ ¥á ½«¥¬¥²»

ª®¥·®£® ¯®°¿¤ª  ±®±² ¢«¿¾² ¯®¤£°³¯¯³ [19].

� £« ¢¥ 2 ¤®ª § » 3 ²¥®°¥¬».

�¥®°¥¬  1. �³±²¼ G | ¡¥±ª®¥· ¿ £°³¯¯ , a ¨ b | ¨¢®«¾¶¨¨,

a =2 b
G ¨ ¯®·²¨ ¤«¿ ¢±¥µ ½«¥¬¥²®¢ c 2 b

G ¯®¤£°³¯¯» ha; ci ª®¥·».

�®£¤  «¨¡® G ®¡« ¤ ¥² ª®¥·®© ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© · ±²¼¾, «¨¡® ¨¢®«¾¶¨¨

a ¨ b ¯°¨ ¤«¥¦ ²  ±»¹¥»¬ f-«®ª «¼»¬ ¯®¤£°³¯¯ ¬.
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�°¨¢¥¤¥» ¯°¨¬¥°» £°³¯¯, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ¢±¥¬ ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬»

1, §  ¨±ª«¾·¥¨¥¬ ³±«®¢¨¿ a =2 b
G, ¤«¿ ª®²®°»µ ®  ¥ ¢¥° .

�¥®°¥¬  2. �³±²¼ G | ¡¥±ª®¥· ¿ £°³¯¯ , a | ½«¥¬¥² ¯°®±²®-

£® ¯®°¿¤ª  p > 2 ¨§ G ¨ ¯®·²¨ ¤«¿ ¢±¥µ ½«¥¬¥²®¢ a
g 2 a

G ¯®¤£°³¯¯»

ha; agi ª®¥·» ¨ ° §°¥¸¨¬». �®£¤  «¨¡® G ®¡« ¤ ¥² ª®¥·®© ¯¥°¨®¤¨-

·¥±ª®© · ±²¼¾, «¨¡® ½«¥¬¥² a ¯°¨ ¤«¥¦¨²  ±»¹¥®© f-«®ª «¼®©

¯®¤£°³¯¯¥.

�¥®°¥¬  2 ®·¥¼ ¡«¨§ª  ¯® ±®¤¥°¦ ¨¾ ª ®¤®¬³ ¨§ ®±®¢»µ °¥§³«¼-

² ²®¢ ¬®®£° ´¨¨ [19] (²¥®°¥¬  4.1). �¤ ª® ¢ ³±«®¢¨¿µ ²¥®°¥¬» 4.1 ¨§

[19] ²°¥¡³¥²±¿ ª®¥·®±²¼ ¢±¥µ ¯®¤£°³¯¯ ha; agi. � ¦³¹ ¿±¿ ®·¥¢¨¤®©

° ¢®±¨«¼®±²¼ ±« ¡®£® ¨ ±¨«¼®£® ³±«®¢¨© (a; a)-ª®¥·®±²¨ ¤® ±¨µ ¯®°

¥ ¤®ª §   [5] (¢®¯°®± 13.53). �°®¬¥ ²®£®, ²¥®°¥¬  2 ±³¹¥±²¢¥® ¨±-

¯®«¼§³¥²±¿ ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 5 ¤¨±±¥°² ¶¨¨, ¯®±ª®«¼ª³ ¤®ª § ²¼

ª®¥·®±²¼ ¢±¥µ ¯®¤£°³¯¯¯ ¢¨¤  hb; bgi ¥ ³¤ «®±¼. �®¥·®±²¼ ² ª¨µ ¯®¤-
£°³¯¯ ¤®ª §   ²®«¼ª® ¯®·²¨ ¤«¿ ¢±¥µ ½«¥¬¥²®¢ bg.

�¥®°¥¬  3. �³±²¼ G | ¡¥±ª®¥· ¿ £°³¯¯ , a | ¨¢®«¾¶¨¿, b |

½«¥¬¥² ¯°®±²®£® ¯®°¿¤ª  p > 2 ¨§ G ¨ ¯®·²¨ ¤«¿ ¢±¥µ ½«¥¬¥²®¢ c 2 b
G

¯®¤£°³¯¯» ha; ci ª®¥·» ¨ ° §°¥¸¨¬». �®£¤  «¨¡® G ®¡« ¤ ¥² ª®¥·®©

¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© · ±²¼¾, «¨¡® µ®²¿ ¡» ®¤¨ ¨§ ½«¥¬¥²®¢ a; b ¯°¨ ¤«¥¦¨²

 ±»¹¥®© f-«®ª «¼®© ¯®¤£°³¯¯¥.

� ²¥®°¥¬¥ 4 £« ¢» 3 ¤ ¾²±¿ ®±®¢» ¬¥²®¤  ®¡®¡±®¡«¥»µ ¿¤¥° �°®-

¡¥¨³± . �³±²¼ G | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ £°³¯¯ . �«¿ ¥¥¤¨¨·®£® ½«¥¬¥² 

x 2 G ·¥°¥§ Nx ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ½«¥¬¥²®¢ ¨§ ¿¤¥°

ª®¥·»µ ´°®¡¥¨³±®¢»µ ¯®¤£°³¯¯ £°³¯¯» G, ¤®¯®«¥¨¥¬ ¢ ª®²®°»µ

¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤£°³¯¯  hxi. �®¯³±²¨¬, ·²® ½«¥¬¥² x ¥ ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢  ±»-

¹¥®© f -«®ª «¼®© ¯®¤£°³¯¯¥. �®£« ±® ½²®¬³ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ª ¦¤ ¿

ª®¥· ¿ x-¤®¯³±²¨¬ ¿ ¯®¤£°³¯¯  F0 � Nx ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ª®¥·®© ¬ ª-

±¨¬ «¼®© ¯®¤£°³¯¯¥ F � Nx. � ±±¬®²°¨¬ ¢¥¥° Fx ¢±¥µ ¬ ª±¨¬ «¼»µ

´°®¡¥¨³±®¢»µ ¯®¤£°³¯¯ ± ¤®¯®«¥¨¿¬¨, ±®¤¥°¦ ¹¨¬¨ ½«¥¬¥² x.

�¥®°¥¬  4. �³±²¼ G| £°³¯¯ , Fx | ¡¥±ª®¥·»© ¢¥¥° ª®¥·»µ ¬ ª-

±¨¬ «¼»µ ´°®¡¥¨³±®¢»µ ¯®¤£°³¯¯ £°³¯¯» G, T | ®±®¢ ¨¥ ¢¥¥°  ¨ ½«¥-

¬¥² x 2 T ¯°®±²®£® ¯®°¿¤ª  ¥ ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢  ±»¹¥®© f-«®ª «¼®©

¯®¤£°³¯¯¥. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ° §¡¨¥¨¥ Fx = Y [X1 [X2 [ : : :[Xn ¢¥¥° 
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Fx   ª®¥·»© ¨«¨ ¯³±²®© ¢¥¥° Y ¨ ª®¥·®¥ ·¨±«® n ¯° ¢¨«¼»µ ¢¥¥°®¢

Xi ± ®±®¢ ¨¿¬¨ Ti. �°¨ ½²®¬ ª ¦¤ ¿ ¯®¤£°³¯¯  H 2 Xi ¥±²¼ £°³¯¯ 

�°®¡¥¨³±  ± ¥¨¢ °¨ ²»¬ ¬®¦¨²¥«¥¬ Ti (i = 1; :::; n) ¨ ¿¤°® «¾¡®©

¯®¤£°³¯¯» ¨§ ¢¥¥°  X1 [X2 [ : : : [Xn ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ²°¨¢¨ «¼® ± ¿¤°®¬

«¾¡®© ¤°³£®© ¯®¤£°³¯¯» ½²®£® ¢¥¥° .

� «¥¥ ¢ £« ¢¥ 3 ¨§³· ¾²±¿ £°³¯¯» ± ®¡®¡¹á® ª®¥·»¬¨ ½«¥¬¥² -

¬¨ a, b ¯°®±²»µ ¯®°¿¤ª®¢, ¯°¨ jaj � jbj > 4.

�¥®°¥¬  5. �³±²¼ G | ¡¥±ª®¥· ¿ £°³¯¯ , a ¨ b | ½«¥¬¥²» ¯°®±-

²»µ ¯®°¿¤ª®¢ ¨§ G, jaj � jbj > 4 ¨ ¯®·²¨ ¤«¿ ¢±¥µ ½«¥¬¥²®¢ c 2 b
G ¯®¤-

£°³¯¯» ha; ci ª®¥·» ¨ ° §°¥¸¨¬». �®£¤  «¨¡® ·¨±«® ½«¥¬¥²®¢ ª®¥·®£®

¯®°¿¤ª  ¢ G ª®¥·®, «¨¡® µ®²¿ ¡» ®¤¨ ¨§ ½«¥¬¥²®¢ a; b ¯°¨ ¤«¥¦¨²

 ±»¹¥®© f-«®ª «¼®© ¯®¤£°³¯¯¥.

�¥®°¥¬  6. �³±²¼ ¢±¥ ª®¥·»¥ ¯®¤£°³¯¯» £°³¯¯» G ° §°¥¸¨¬» ¨

ª ¦¤®¥ ¥á ±¥·¥¨¥ ¯® ª®¥·®© ¯®¤£°³¯¯¥ «¨¡® ¥±²¼ £°³¯¯  ¡¥§ ª°³·¥¨¿,

«¨¡® ®¡« ¤ ¥² ®¡®¡¹á® ª®¥·»¬ ½«¥¬¥²®¬ ¯°®±²®£® ¯®°¿¤ª  > 2.

�®£¤  «¨¡® G ®¡« ¤ ¥² ª®¥·®© ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© · ±²¼¾, «¨¡® G ±®¤¥°¦¨²

¡¥±ª®¥·³¾ «®ª «¼® ª®¥·³¾ ¯®¤£°³¯¯³.

�§ ²¥®°¥¬» 6 ¢»²¥ª ¥²

�«¥¤±²¢¨¥ 1. �±«¨ ¢ ®¡®¡¹á® ª®¥·®© £°³¯¯¥ ¬®¦¥±²¢® ½«¥¬¥-

²®¢ ª®¥·®£® ¯®°¿¤ª  ¡¥±ª®¥·® ¨ ¢±¥ ¥á ª®¥·»¥ ¯®¤£°³¯¯» ° §°¥¸¨-

¬», ²® ®  ±®¤¥°¦¨² ¡¥±ª®¥·³¾ «®ª «¼® ª®¥·³¾ ¯®¤£°³¯¯³.

� £« ¢¥ 4 ° ±±¬®²°¥ ±«³· © ¯®·²¨ ª®¥·®£® ½«¥¬¥²  ¯®°¿¤ª  4 ¨

¯ °» (a; b) ¯°¨ jaj � jbj = 8 (²¥®°¥¬» 7, 8). �®ª § ® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¡¥±ª®-

¥·»µ «®ª «¼® ª®¥·»µ ¯®¤£°³¯¯ ¢ ¥ª®²®°»µ ®¡®¡¹¥® ª®¥·»µ

£°³¯¯ µ (²¥®°¥¬  9),   ² ª¦¥ ¢ ¡¥±ª®¥·»µ £°³¯¯ µ ¯¥°¨®¤  12 (²¥®°¥¬ 

10 ¨ ±«¥¤±²¢¨¥ 2).

�¥®°¥¬  7. �³±²¼ G | ¡¥±ª®¥· ¿ £°³¯¯ , a | ½«¥¬¥² ¯®°¿¤ª 

4 ¨§ G ¨ ¯®·²¨ ¤«¿ ¢±¥µ ½«¥¬¥²®¢ ag 2 a
G ¯®¤£°³¯¯» ha; agi ª®¥·» ¨

° §°¥¸¨¬». �®£¤  «¨¡® £°³¯¯  G ®¡« ¤ ¥² ª®¥·®© ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© · ±-

²¼¾, «¨¡® ½«¥¬¥² a ¯°¨ ¤«¥¦¨² f-«®ª «¼®© ¯®¤£°³¯¯¥, ±®¤¥°¦ ¹¥©

¡¥±ª®¥·® ¬®£® ½«¥¬¥²®¢ ª®¥·®£® ¯®°¿¤ª .
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�¥®°¥¬  8. �³±²¼ G | ¡¥±ª®¥· ¿ £°³¯¯ , a; b | ½«¥¬¥²» ¨§ G,

®¤¨ ¨§ ª®²®°»µ ¨¢®«¾¶¨¿,   ¢²®°®© | ½«¥¬¥² ¯®°¿¤ª  4, ¨ ¯®·²¨

¤«¿ ¢±¥µ ½«¥¬¥²®¢ bg 2 b
G ¯®¤£°³¯¯» ha; bgi ª®¥·» ¨ ° §°¥¸¨¬». �®£¤ 

«¨¡® £°³¯¯  G ®¡« ¤ ¥² ª®¥·®© ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© · ±²¼¾, «¨¡® µ®²¿ ¡»

®¤¨ ¨§ ½«¥¬¥²®¢ a; b ¯°¨ ¤«¥¦¨² f-«®ª «¼®© ¯®¤£°³¯¯¥, ±®¤¥°¦ ¹¥©

¡¥±ª®¥·® ¬®£® ½«¥¬¥²®¢ ª®¥·®£® ¯®°¿¤ª .

�¥®°¥¬  9. �±«¨ ¢±¥ ª®¥·»¥ ¯®¤£°³¯¯» £°³¯¯» G ° §°¥¸¨¬» ¨ ª ¦-

¤®¥ ¥á ±¥·¥¨¥ ¯® ª®¥·®© ¯®¤£°³¯¯¥ «¨¡® ¥±²¼ £°³¯¯  ¡¥§ ª°³·¥¨¿, «¨¡®

®¡« ¤ ¥² ®¡®¡¹á® ª®¥·»¬ ½«¥¬¥²®¬ ¯®°¿¤ª  > 2, ²® «¨¡® G ®¡-

« ¤ ¥² ª®¥·®© ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© · ±²¼¾, «¨¡® G ±®¤¥°¦¨² ¡¥±ª®¥·³¾

«®ª «¼® ª®¥·³¾ ¯®¤£°³¯¯³.

�¥®°¥¬  10. �³±²¼ G | ¡¥±ª®¥· ¿ £°³¯¯  ¯¥°¨®¤  2mn, £¤¥ m > 0,

n | ¥·¥²® ¨ ª ¦¤ ¿ £°³¯¯  ¯¥°¨®¤  n «®ª «¼® ª®¥· . �®£¤  «¾¡®©

2-½«¥¬¥² £°³¯¯» G ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¯®¤µ®¤¿¹¥© ¡¥±ª®¥·®© «®ª «¼® ª®-

¥·®© ¯®¤£°³¯¯¥.

�« £®¤ °¿ ¨§¢¥±²»¬ °¥§³«¼² ² ¬ �¥°± ©¤ , � ®¢ , �®««  ® «®ª «¼-

®© ª®¥·®±²¨ £°³¯¯ ¯¥°¨®¤  3, 4, 6, ¢ ¯®±«¥¤¨¥ £®¤» ³±¨«¨«±¿ ¨²¥°¥±

ª £°³¯¯ ¬ ¯¥°¨®¤  12 (±¬. ¢®¯°®± �³ª®¢  11.127 [5] ¨ [23]).

�«¥¤±²¢¨¥ 2. � ¡¥±ª®¥·®© £°³¯¯¥ ¯¥°¨®¤  12 ª ¦¤»© 2-½«¥¬¥²

±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¯®¤µ®¤¿¹¥© ¡¥±ª®¥·®© «®ª «¼® ª®¥·®© ¯®¤£°³¯¯¥.

�¯°®¡ ¶¨¿. �¥§³«¼² ²» ¤¨±±¥°² ¶¨¨ ¡»«¨ ¨§«®¦¥»   �¥¦¤³ °®¤-

»µ ª®´¥°¥¶¨¿µ ¢ �®¬±ª¥ (2003 £.), �°ª³²±ª¥ (2004 £.), ¢ �ª ²¥°¨¡³°-

£¥ (2005 £.)   "� «¼¶¥¢±ª¨µ ·²¥¨¿µ" ¢ �®¢®±¨¡¨°±ª¥ (2003 {2005 ££.) ¨

�° ±®¿°±ª¥ "�«£¥¡°  ¨ ¥á ¯°¨«®¦¥¨¿" (2007 £.). �°®¬¥ ²®£®, ®¨ ®¡±³¦-

¤ «¨±¼   ±¥¬¨ ° µ ¯°¨ �° ±®¿°±ª®¬ �®±³¤ °±²¢¥®¬ �£° °®¬ �¨-

¢¥°±¨²¥²¥ ¨ �° ±®¿°±ª®© �®±³¤ °±²¢¥®© �°µ¨²¥ª²³°®-�²°®¨²¥«¼®©

�ª ¤¥¬¨¨,   ² ª¦¥   ª° ±®¿°±ª®¬ £®°®¤±ª®¬ ±¥¬¨ °¥ "�«£¥¡° ¨·¥±-

ª¨¥ ±¨±²¥¬»".

�³¡«¨ª ¶¨¨. �±®¢»¥ °¥§³«¼² ²» ¯® ²¥¬¥ ¤¨±±¥°² ¶¨¨ ®¯³¡«¨ª®-

¢ » ¢ [24] { [32].

�® ¢°¥¬¿ ° ¡®²»  ¤ ¤¨±±¥°² ¶¨¥©  ¢²®° ¯®«³· « ¯®¤¤¥°¦ª³ �®±-

±¨©±ª®£® ´®¤  ´³¤ ¬¥² «¼»µ ¨±±«¥¤®¢ ¨©, £° ²» é99-01-00542,

é03-01-00356 ¨ �° ±®¿°±ª®£® ª° ¥¢®£® ´®¤   ³ª¨, £° ² é9F0132.
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�¢²®° ¢»° ¦ ¥² ¡« £®¤ °®±²¼  ³·»¬ °³ª®¢®¤¨²¥«¿¬ ¯°®´¥±±®° ¬

�.�. �³ª®¢³ ¨ �.�. �®§³²®¢³ §  ¯®±² ®¢ª³ § ¤ ·¨, ¯®¬®¹¼ ¢ ° ¡®²¥ ¨

¢¨¬ ¨¥ ± ¨µ ±²®°®».
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