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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 
Актуальность исследования.  
В связи с появлением в 1974 году монографии «Введение в теорию кубатурных 

формул» С.Л. Соболева интерес к задачам приближенного интегрирования с помощью ку-
батурных формул, точных на многочленах степени не выше заданного числа m , сильно 
возрос в последние десятилетия. 

Этот факт отчетливо проявляется в работах  не только математиков, но и ряда дру-
гих специалистов. 

В работе С.Л. Соболева [13] исследование кубатурных формул ведется на основе 
современных функционально-аналитических методов. Основным результатом С.Л. Собо-
лева по теории кубатурных формул является доказательство асимптотической оптималь-
ности кубатурных формул с регулярным пограничным слоем на решетке в пространстве 

2
mL . 

 Исследования С.Л. Соболева по асимптотически оптимальным формулам были 
продолжены в различных функциональных пространствах М.Д. Рамазановым, В.И. Поло-
винкиным, Ц.Б. Шойнжуровым, В.Л. Васкевичем, А.В. Войтишек, Н.Н. Осиповым и дру-
гими. 

Актуальность темы диссертации определяется необходимостью дальнейшего разви-
тия методов приближенного вычисления интегралов. 

Цель работы: В диссертационной работе целью является построение и исследова-
ние кубатурных формул, содержащих значения функции и ее производных с коэффициен-
тами, зависящими от уравнения границы. 

Основные задачи исследования: 
1. Определение оптимального распределения узлов в зависимости от поведения по-

дынтегральной функции и ее производных; 
2. Построение формул с переменным шагом интегрирования для произвольной облас-

ти интегрирования с гладкой границей. Функционалы погрешности полученных формул 
должны быть асимптотически оптимальны; 

3. Построение кубатурных формул с пограничным слоем на решетке и коэффициен-
тами в пограничном слое, зависящими от уравнения гладкой границы области; 

4. Построение эрмитовых кубатурных формул с коэффициентами, зависящими от 
уравнения границы области. Функционалы погрешности построенных формул, учиты-
вающих значение первой производной, должны быть  асимптотически оптимальны. 

Объект исследования. В данной работе объектом исследования являются формулы 
приближенного вычисления многомерных интегралов, в которых участвуют как значения 
самой функции, так и значения ее производных, область интегрирования Ω  при этом ог-
раничена гладкой поверхностью конечной площади в −n мерном евклидовом пространст-
ве. 

Теоретико-методологическая основа исследования  
Методы исследования: Основные результаты получены благодаря функциональ-

но-аналитическому подходу. Это предполагает, что подынтегральные функции принадле-
жат некоторому банахову пространству, а разность между интегралом и приближающей 
его комбинацией значений подынтегральной функций и значением ее производных рас-
сматривается как результат действия некоторого линейного функционала. Этот функцио-
нал, называемый функционалом погрешности кубатурной формулы общего вида является 
непрерывным. Знание численного значения его нормы позволяет получать гарантирован-
ные оценки точности кубатурной формулы общего вида на элементах выбранного про-
странства. 

При функциональном подходе лучшей считается та формула, функционал погреш-
ности которой имеет наименьшую норму. 
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Достоверность результатов. Достоверность результатов диссертации обеспечена 
доказательствами всех утверждений, сформулированных в данной работе и численными 
расчетами интегралов.  

 Научная новизна и положения, выносимые на защиту: На защиту выносятся 
следующие результаты: 

1. Определено оптимальное распределение узлов в зависимости от поведения подын-
тегральной функции и ее производных; 

2. Построены формулы с переменным шагом интегрирования для произвольной об-
ласти интегрирования с гладкой границей. Функционалы погрешности полученных фор-
мул асимптотически оптимальны; 

3. Построены кубатурные формулы с пограничным слоем на решетке и коэффициен-
тами в пограничном слое, зависящими от уравнения гладкой границы области; 

4. Построены эрмитовы кубатурные формулы с коэффициентами, зависящими от 
уравнения границы области. Функционалы погрешности построенных формул, учиты-
вающих значение первой производной, асимптотически оптимальны. 

Все основные результаты и выводы диссертации являются новыми. 
В первой главе рассматривается оптимизация расположения узлов.  В работе Н.С. 

Бахвалова рассмотрены аналогичные вопросы в одномерном случае, в данной работе ис-
следовано оптимальное распределение узлов в произвольной области с гладкими граница-
ми в −n мерном случае. 

В этой работе  область Ω разбивается на k  различных частей и в каждой области 
строятся кубатурные формулы с различными шагами интегрирования. Доказаны лемма 1 и 
теорема 1 для нахождения оптимального шага интегрирования для каждой области  jΩ . В 
лемме 1 получена оценка нормы функционала погрешности с переменным шагом интегри-
рования  для пространства mW∞
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Данная оценка для пространства  mW∞   получена впервые. 
Также в одномерном случае построены квадратурные формулы с переменным ша-

гом интегрирования, причем в отличие от многомерного случая на границе соединения 
строится пограничный слой с одной стороны, для которого вычисляются коэффициенты.  

Далее исследуется одномерный случай, где подынтегральная функция принадлежит 
классу { }m

FB f C= ∈ . У Н.С. Бахвалова рассмотрено при  2m =  (формула трапеции).  

Оптимальное распределение узлов определяется из дифференциального уравнения 
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Рассматриваются кубатурные формулы для −n мерного куба с переменным шагом 
интегрирования. Отличие от работ Л.В. Войтишек заключается в том, что в пограничном 
слое на границе разбиения односторонние пограничные слои, полученные в одномерном 
случае. Коэффициенты кубатурной формулы получены в явном виде. 

Во второй главе построены кубатурные формулы для областей с гладкими граница-
ми. Вычисление коэффициентов, в построенных формулах проще, чем в работах М.Д. Ра-
мазанова, А.Н. Игнатьева. 
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Во втором параграфе второй главы построены эрмитовы кубатурные формулы.  
Функционалы погрешности построенных формул, учитывающих значение первой произ-
водной, асимптотически оптимальны. 

Отличие от работ других авторов заключается во введение производных в  кубатур-
ные формулы. 

Построенные формулы легко программируются и дают небольшую погрешность. 
Личный вклад автора. Все результаты, включенные в диссертацию, принадле-

жат лично диссертанту. В совместных работах вклад соавторов равнозначен. 
Теоретическая и практическая значимость. Результаты диссертационной рабо-

ты имеют теоретическое значение и могут быть использованы в дальнейших исследовани-
ях кубатурных формул общего вида с пограничным слоем. Полученные в диссертации ку-
батурные формулы можно применять для приближенного вычисления интегралов. 

Апробация результатов исследования. Результаты, изложенные в диссертации, 
докладывались  на VIII Международном семинаре-совещании «Кубатурные формулы и их 
приложения» в г.Улан-Удэ (2005г.), на Международной конференции «Математика, ее 
приложения и математическое образование» в г.Улан-Удэ (2002г.), на II Всероссийской 
конференции с международным участием «Инфокоммуникационные и вычислительные 
технологии и системы» в г.Улан-Удэ  (2006г.), на ежегодных научно-практических конфе-
ренциях Восточно-Сибирского государственного технологического университета (2004-
2005гг.),  на научном семинаре кафедры «Прикладная математика» Красноярского госу-
дарственного технического университета (2006г.),  на Уфимской международной матема-
тической конференции «Теория функций, дифференциальные уравнения, вычислительная 
математика» (Satellite Conference “Cubature Formulae and Their Applications”) (2007г.). 

Публикации. Основные результаты опубликованы в 9 работах, список которых 
помещен в конце автореферата. 

Структура  и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, двух глав, 
заключения, списка литературы и приложений. В тексте диссертации имеется 17 рисунков, 
15 таблиц. Список литературы включает 96 наименований. Объем работы - 139 машино-
писных страниц. 

 
ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 

 
Во введении обосновывается актуальность темы диссертационного исследования, 

показана научная новизна, теоретическая и практическая значимость работы, приведены 
основные определения и постановка задач, дается общее описание основных результатов 
по теории кубатурных формул в функционально-аналитическом направлении, а также 
краткое изложение результатов диссертационной работы. 

В первой главе рассматривается задача об оптимальном распределении узлов в за-
висимости от поведения подынтегральной функции и ее производных, строятся кубатур-
ные формулы с переменным шагом интегрирования для произвольной области интегриро-
вания Ω с гладкой границей. 

В параграфе 1.1 приведены основные понятия теории кубатурных формул, опреде-
лены основные пространства ( )m

p nW E , )(Ωm
pW , ).( n

m EW∞  

В диссертационной работе рассматривается пространство ( )m
p nW E  с нормой 

( )

1

!
( ) , 1 .

!m
p n

n

p
p

W E
mE

D x dx pα

α

α
ϕ ϕ

α≤

⎡ ⎤
= < ∞ ≤ < ∞⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∫    (1) 

Аналогично определяется норма функции ( )xϕ  в  ( )m
pW Ω  
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( ) ( )
1

!
,
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p

pp

W
m

D x dxα

α

α
ϕ ϕ

αΩ
≤Ω

⎡ ⎤
= < ∞⎢ ⎥
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∑∫      (2) 

Определено пространство ( ) .m m
nW E W∞ ∞=  

Пространство mW∞
 есть множество всех измеримых и существенно ограниченных на 

nE  функций ( )xϕ , имеющих всевозможные обобщенные производные ( ),D xαϕ  mα ≤  
до −m го порядка  включительно и удовлетворяющих условию 

( )
1

!
lim lim .

!m
p

n

p
p

Wp p mE

D x dxα

α

α
ϕ ϕ

α→∞ →∞
≤

⎡ ⎤
= < ∞⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∫     (3) 

В данном параграфе доказана следующая лемма: 
Лемма 1. Если существует верхний предел в норме (3) и ( )m

p nW Eϕ∈  для доста-

точно больших  p  и имеет место lim ,m
pWp

ϕ
→∞

< ∞  то функции ( ),D xαϕ  mα ≤  сущест-

венн ограничены на nE  
Норма функции в  ( )m

nW E∞  определяется предельным неравенством  

( ) ( )
1

!
lim .

!m
n

n

p
p

W E p mE

D x dxα

α

α
ϕ ϕ

α∞ →∞
≤

⎡ ⎤
= < ∞⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∫    (4) 

Экстремальная функция функционала ( )xρ  в ( )m
p nW E  определяется равенством 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1
2 2 2* * sgn * ,p

m m m
m

x D G x D G x x D G x xα α α
ρ

α

ϕ ρ ρ−

≤

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑    (5) 

где  ( )
( )

1
2 2

1

1 2
m mG x F

πε

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥

+⎢ ⎥⎣ ⎦

 - фундаментальное решение m −метагармонического 

уравнения ( ) ( )
0

!1 1 ,
!( )!

m
m m

m
α α

α α α=

− Δ = − Δ
−∑  pm n> . 

Функция ( )2mG x  убывает на бесконечности по экспоненциальному закону, а в на-
чале координат имеет такие же свойства, как у фундаментального решения полигармони-
ческого уравнения. 

Норма финитного функционала ( )xρ  в ( )m
p nW E  равна 

( ) ( ) ( ) ( )*

1
''

2 *m
p n

n

pp

mW E
mE

x D G x x dxα

α

ρ ρ
≤

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∫ .   (6) 

Отсюда следует, что норма финитного функционала ( )xρ  в ( )m
nW E∞  равна 

( ) ( ) ( ) ( )* 2 *m
n

n

mW E
mE

x D G x x dxα

α

ρ ρ
∞ ≤

= ∑∫     (7) 

и экстремальная  функция ( )xρϕ  в mW∞   выражается формулой 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2*sgn *m m
m

x D G x D G x xα α
ρ

α

ϕ ρ
≤

= ∑    (8) 
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Рассмотрим разбиение единицы в −n мерном пространстве. 
Сначала остановимся на одномерном случае. 
Пусть ( )xω −шапочка, обладающая следующими свойствами: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 , 0, 1, , supp 1,1 ,mx C E x x x x xω ω ω ω ω ω∈ > ≤ = − = − и 

( ) 1xω =  при 1 .
2

x ≤  

Пусть −ε достаточно малое положительное число. 
Рассмотрим следующее разложение единицы 

1
3 1, .
2

x x E
β

ω β
ε

∞

=−∞

⎛ ⎞− = ∀ ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑       (9) 

Разложение единицы в −n мерном пространстве имеет следующий вид: 

1

3 1.
2

i

n
i

i
i

x
β

ω β
ε

∞

=−∞=

⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∏       (10) 

В формуле (9) группируем в отдельную функцию ( )j xΦ  те слагаемые, носители 

которых пересекаются с , 1, 2, ,j j kΩ = … .  Если слагаемое попадает в несколько груп-
пировок, то относим его в какую-нибудь из них. 

В параграфе 1.2 рассматривается задача об оптимальном распределении узлов в 
зависимости от поведения подынтегральной функции и ее производных, строятся кубатур-
ные формулы с переменным шагом интегрирования для произвольной области интегриро-
вания Ω с гладкой границей. 

Построены кубатурные формулы, используя идею из монографии Ц.Б. Шойнжурова 
([16], стр.188-192) и схемы из работ Н.С. Бахвалова [1] и Л.В. Войтишек [2] по теории ку-
батурных формул. 

Пусть область Ω  с гладкой границей разбита на k частей , 1, 2, ,j j kΩ = … . Для 
каждой области строятся кубатурные формулы с пограничным слоем. Пограничным слоем 
функционала ( )xlΩ  будем называть множество точек βh , где коэффициенты γC  отличны 
от единицы или которые лежат вне области Ω . 

Значения 
jN  должны быть целыми, поэтому в формулах берем целую часть 

jN , т.е. 

.jN⎡ ⎤⎣ ⎦  

Введем класс функций 1B : 

1
,

| sup . , 1, 2, , .
m

j

j j
x m

B W vra i D M D M j kα α

α
ϕ ϕ ϕ∞

∈Ω ≤

⎧ ⎫
= ∈ = ≤ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

…        (11) 

Доказана следующая лемма: 
Лемма 2.  Пусть Ω- область определения  с гладкой границей и разбивается на k  

частей , 1, 2, , ,j j kΩ = …  ,j n
j

j

h
N
Ω

=  ( ) 2

0 2
0

2
,

2

i x

m
m

i e
B dx

α π β

β α

π β
πβ≠ ≤Δ

= ∑∑∫  
1

,
k

j
j

N N
=

=∑    

( ) ( )
1

j

j

k
h

j
l x l xΩ Ω

=

=∑ , где  ( )j

j

hl xΩ  - функционалы погрешности с пограничным слоем для jΩ . 

Тогда имеет место при N →∞  асимптотическое равенство  

( )( )* 0
1

1 1 .m

k
m

j jW
j

l B h o
∞

Ω
=

= Ω +∑       (12) 

Теорема 1. При выполнении условия леммы лучший размер сетки в классе функций 
1B  определяется равенством 
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1

1

1
m n

k m n
n

j i im n
in

j

h M
N M

+
+

+
=

⎡ ⎤
⎢ ⎥= Ω⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑     (13) 

Отсюда видно, что размер сетки области меньше там, где норма больше. 
Рассмотрим одномерный случай. 
Сначала была формула с симметричным пограничным слоем с мелким шагом  h .  

(0,1) (0,1)
{ | ([0,1], ) }

( ) ( ) ( )h
s

hs x x Lh
l x x h C x hs

ρ

ε δ
∈ ≤

= − −∑ . 

Разбили отрезок [0,1]  на непересекающиеся интервалы с концами { }jt  в некото-

рых узлах hβ : (1) (2)

1

[0,1] , ( , )
k

j j j j
j

t t
=

= Ω Ω =∪ . Для каждого интервала jΩ  взяли свой 

функционал погрешности с шагом jh  более крупным, кратным h , j
j

h
k

h
=  - целые числа. 

(1) ( 2)[ , ]

( ) ( ) ( ) ( )j

j j

j j j

h
j j

h t t

l x x h K j x hβ
β

ε δ βΩ Ω
∈

= − −∑ . 

Условия для вычисления коэффициентов ( )K jβ  таковы. 

Пусть h
N
Ω

=  и ( )hl xΔ − функционал с симметричным пограничным слоем с узлами 

на решетке с шагом h , [ ]0,1Δ = . 
Разобьем Δ  на непересекающиеся интервалы , 1, 2, ,j j kΩ = …  с концами в узлах 

[ ]0,1hβ ∈ , 
1

k

j
j=

Δ = Ω∑  и 0.jΩ >  

Функционал с переменным шагом интегрирования представим в виде 

( ) ( ) ( )0,1
0

.j
j

k
hh

j

l x l xΔ

=

=∑      (14) 

Вспомогательный  точечный функционал  

( ) ( ) ( ) ( )
0

m
j s

s j jl x h x hs C j x h hγ
γ

δ δ γ
=

= − − −∑ ,  0, 1, 2, , 1,js k= −…  (15) 

должен удовлетворять условиям: 
, 0, 0, 1, , .j

sl x mα α= = …      (16) 

Отсюда коэффициенты ( )sC jγ  определяется из систем: 

( )
1

0

, 0, 1, , , 0, 1, , 1
m

s
j

j

hC j S m s k
h

α

α α
γ

γ

γ α
+

=

⎛ ⎞
= = = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ … …

  

(17) 

Вычисление показывает, что  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1
,

!

m
s

j

mhC j
h m

γ

γ

η η η
γ γ η γ

−− − −
= ⋅

− −
…     (18) 
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где 1, 1, 2, , 1.j
j j

h ss s k
h k

η = = < = −…  

Обозначим через ( )1
jt  и ( )2

jt  соответственно левые и правые концы интервалов jΩ , 
1, 2, ,j k= … . 

Суммируя функционалы по jh β ∈Ω  и s , имеем  

( ) ( ) ( )( )
( )

( )

( )

( )

( ) ( )
2 2

1 1

1 1

0 0
,

j j j

j j j j

t k t mm
s

j j j j j
sh t h t

l x h C j x h h K j x hγ β
γβ β

δ β γ δ β
− + −

= == =

= − + = −∑ ∑∑ ∑
  

(19) 

где ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
2

1
1 1

0 0

1 2

1 1
2 2

0 0

, 1 ,

1, ,

, .

j

j j

km
s

j j j j
s

j j j j

t m k
s
m j j j j

s

C j t h m h t

K j t mh h t

C j t h t mh

γ
γ

β

β

γ
γ

β

β

β

−

= =

+ − − −

−
= =

⎧
≤ ≤ − +⎪

⎪
⎪= + ≤ <⎨
⎪
⎪ ≤ < +⎪⎩

∑∑

∑ ∑

   (20) 

Искомый функционал (19) построен. 
Особенность этого функционала заключается в том, что он аннулирует точечные 

функционалы по малым участкам ( ) ( )1 2,j jt t⎡ ⎤
⎣ ⎦  и заменяет их функционалами с шагами jh . 

Пусть ( )F x  - модельная функция, характеризующая свойства подкласса FB   m  раз 

непрерывно дифференцируемых функций ( ) ( )mf F x≤  на отрезке [ ]0,1 .   

Теорема 2. Пусть Ff B∈ , ( )x tϕ=  -монотонная,  непрерывно дифференцируемая 

функция, ( )0 0ϕ =  и ( )1 1ϕ =  и ( )t t x=  обратная функция к ( ) ( ) ( ), 0 0, 1 1t t tϕ = =  и 

1

N

j
j

Sf S f
=

=∑  - квадратурная формула с остаточным членом  

( ) ( ) ( )
1

1
0

0

1 ' 1 .
m

nR t B F t dt o
N

ϕ ϕ
+

= +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  

Тогда при ∞→N  асимптотически оптимальное распределение узлов xβ  формулы 

1

N

j
j

Sf S f
=

=∑  выражается формулой ( )
( )

( )

1
1

0
1 1

1

0

.

x
m

m

F x dx
t x

F x dx

+

+

=
∫

∫
 

Такой подход позволяет оценить функционалы погрешности на малых участках, в 
этом заключается отличие от работы Л.В. Войтишек [2]. 

Рассмотрим −n мерный случай. 
Построенные функционалы используются для вычисления  −n кратных интегралов 

для −n мерного куба и в этом направлении вычисления интегралов обобщают исследова-
ния Л.В. Войтишек. 

Интеграл по кубу Δ сводится к вычислению интегралов 
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.),...,,...,,(

),...,,(......)(

21
00

21
000

21
21

n
ni

Nn

i

n
n

NNN

hhhhhK

hhhhKKKdxx

i
i

n
n

ββββϕ

βββϕϕ

β
β

βββ
βββ

∑Π

∑∑∑∫

==

===Δ

=

==

 

 (21) 

Построена кубатурная формула, содержащая значения функции и ее производных, 
на плоскости: 

),(),()( 21
00

2
21

00

2
2121

1

0

1

0
21

21
21

21

γγϕγγϕϕ γγ
γγ

hhKKhhhCChdxdxxx SS

N

S

N

S

NN

′+≅ ∑∑∑∑∫∫
====

 (22) 

Пусть −Δ −n мерный куб, 1 , jh
N
= Δ ∈Δ − прямоугольные −n мерные параллеле-

пипеды, 1, 2, , ,j k= …  с вершинами в узлах решетки с шагом h  с длинами ребер jj ab − , 

1, 2, , ,j k= …  где  ja  и jb  принадлежат  решетке с шагом jh . 

Пусть ( )hl xΔ − функционал с симметричным пограничным слоем для Δ . 
Построим точечный функционал с пограничным слоем путем суммирования точеч-

ных функционалов, построенных  выше, с шагом jh  вдоль положительных направлений 
осей координат. В результате получаем односторонний пограничный слой вдоль jΔ  - 
−n мерного параллелепипеда. 

Тогда искомый функционал  ( )hl xΔ  имеет вид 

( ) ( ) ( )
0

,j

j

k
hh

j
l x x l xεΔ Δ Δ

=

= −∑  

где ( )j

j

hl xΔ  - функционал с шагом jh  с точечным пограничным слоем вдоль координатных 

осей для области jΔ  

Минимизируя норму этого функционала в  пространстве ( )m
nW E∞  при определен-

ных условиях,  указанных в лемме 2, находим лучший размер сетки. 
Во второй главе исследуются кубатурные формулы с пограничным слоем с коэф-

фициентами, зависящими от уравнения границы. 
В параграфе 2.1 рассматриваются кубатурные формулы с пограничным слоем на 

решетке с коэффициентами, зависящими от уравнения границы области только в погра-
ничном слое. Ранее в работе [11] М.Д. Рамазанова  изучались аналогичные формулы. В 
данной работе упрощены вычисления коэффициентов. 

Пусть ( )∫
Ω

dxxf - многомерный интеграл, ( )1 2,γ γ γ=  и hβΔ  - куб, сдвинутый на век-

тор hβ . Сначала дадим пояснения в двумерном случае.  βh'Δ - криволинейный параллело-

грамм, Ω – ограниченная область с гладкой границей ( )Γ = Γ Ω  на плоскости, начало ко-

ординат ( )0,0 ⊂Ω , все пространство 2E  и область Ω делятся на k частей, ∪
k

j
j

1=

=Ω ω . 

Для разбиения единицы используем следующие многочлены (из работ М.Д. Рамаза-
нова) 

Пусть ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 , 0,1 ,
0, 0,1 ,

mmt t tt
t

ϕ
⎧ − ∈⎪= ⎨

∉⎪⎩
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 1 1

0 0

t

t d dϕ ϕ τ τ ϕ τ τ= ∫ ∫  и ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2t t tϕ ϕ ϕ= + ⋅ − . 
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Тогда ( )t Cϕ ∞∈ , ( ) [ ]supp t 1,1ϕ = − ,  

( ) 1tϕ =  при 1
2

t <  и ( ) , 0,mt Ch Cϕ = >  при , 0.t Lh L< >  

Разложение единицы в nE  имеет  следующий вид: 

1

3 1
2

i

n
i

ii

xП
β

ϕ β
ε

∞

=
=−∞

⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ , где 0.ε >  

Слагаемые, носители которых пересекаются с jω , в сумме сгруппируем в отдель-
ные функции ( ), 1, 2, ,j x j kΦ = … . Если слагаемое попадает в несколько группировок, то 
отнесем его к какой-нибудь из них.  

Пусть ( )jsuppjS x= Φ , j jω ⊆ Ω  и 
1 1

kk

j jj j

Sω
=

=

Ω = ∪ ⊂∑ . 

Для каждой функции ( ), 1, 2, ,j x j kΦ = …  построим свой функционал ( )xjρ так, 

чтобы функционал ( )hl xΩ  с пограничным слоем получился по следующей формуле 

( ) ( ) ( )
1

k
h

j j
j

l x x xρΩ
=

= Φ∑ .      (23) 

( )2 1x xλ=  - уравнение границы области Ω . 

Замена ( )2 2 1

1 1

,y x x
y x

λ= −⎧⎪
⎨

=⎪⎩
 преобразует области jω  в область ',j jSω  в ( )',j jS xΦ  

в ( )ˆ
j yΦ , границу ( )jГ ω  области jω  в кусок оси 02 =y  и криволинейный параллелограмм 

βh'Δ  переходит в прямоугольник βhΔ  со стороной h. 
В переменных y построен следующий функционал 

( )( ) ( )( )1 2
1 21

2
1 1 1 2 2 2

0
, 1 .

h
hh

m
l y y h C C y h y h dy

β
ββ

α α
γ γ

γ γ
δ β γ δ β γΔ

∈Δ =Δ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − − + − +
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑∫  (24) 

Сначала строится функционал с узлами на криволинейной решетке. Для этого 
функцию ( )( )2 2 2y hδ β γ− +  в формуле (24) аппроксимируем с помощью линейной комби-

нацией функции ( ) ( )( )2 2 2 1y h s hδ β γ η β− + + + , где ( ) ( )1
1

h
h

λ β
η β

⎧ ⎫
= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

  дробная часть чис-

ла ( )1h
h

λ β . 

Элементарный функционал для куба βhΔ  принимает вид 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
1 1

2
1 1 1 1 2 2 2 1

0

,

1 ,

h

hh

m

s
s

l y

y h C K y h y h s h dy

β

ββ

α

α
γ

γ
β δ β γ δ β γ η β

Δ

∈Δ =Δ

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − − + − + + +
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑∫
(25) 

где коэффициенты определяются из следующей системы 

( )( )1
0

, 0,1,...
m

s
s

K s mαα η β α
=

= =∑      (26) 

Узлы кубатурной формулы, соответствующей функционалу (25), лежат в вершинах 
криволинейной решетки. 
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С помощью обратной замены переменных ( )2 2 1x y yλ= +  и 1 1x y= , получен функ-
ционал 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
1 21

2
1 1 1 1 2 1 2 2

0 0
,

h h

h

m m

s
s

l x x

h C K x h x h h s

β β

β

γ
γ γ

ε

β δ γ β δ σ β γ β

′ ′Δ Δ

∈Δ = =

= −

− − + − + + +∑ ∑ ∑
 (27) 

где ( )1σ β  - целая часть числа ( )1h
h

λ β . 

Для определенности рассматривается одна из областей 1 2, ,... ,kω ω ω  например 1ω , в 
переменных x. 

Учитывая срезывающую функцию ( )1
ˆ yΦ , элементарные функционалы 

h
l

βΔ  сум-

мируем по всем 1β  и 2β , ( )1 2,β β β= .  При этом, по свойству функционала 
h

l
βΔ ,  коэф-

фициенты при суммировании по 1β  и 2β  будут равны единице. 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

1 2
1 1 21

2
1 2

2
1 1 1 1 2 2 2 1

0 0

2
1 2 2 1 1 1

0
,

h

m m

s
s

h C y h C K y h s h

h C y h h y h

β

γ γ
β γ γ

β
β β

δ γ β β δ γ β η β

β δ β η β δ β

∞

=−∞ ∈Δ = =

∞ ∞

=−∞ =

− + − + + + =

= − + −

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

 (28) 

где для простоты записи в этом выражении характеристические функции не включены. 
После преобразования коэффициенты формулы (28) определяются следующей сис-

темой 

( )

( )
( ) ( )

( )
( )

2 2

2

2

min , min ,

1 2
0 0

min ,m

1 1 2
0 0

2

, 0 ,

, 2 ,

1, 2 ,

m m s

s
s

m s

s
s

K C если m

C K C если m m

если m

β β

γ
γ

β

β γ
γ

β β

β β β

β

−

= =

−

= =

⎧
≤ ≤⎪

⎪
⎪
⎪= < <⎨
⎪
⎪ ≥
⎪
⎪⎩

∑ ∑

∑ ∑   (29) 

где коэффициенты ( )1sK β  и Cγ  определяются из систем 

0

1 , 0,1,...
1

m
C mα
γ

γ
γ α

α=

= =
+∑  и ( ) ( )1 1

0
, 0,1,...

m

s
s

K s mα αβ η β α
=

= =∑ .  (30) 

В результате построены функционалы погрешности для областей , 2,3,...j j kω = . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1j
j

n j
j j j

h
x x x x h C x hω β

β ω
ρ ε β δ β

∈

⎡ ⎤
⎢ ⎥Φ =Φ − −
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ .  (31) 

После вспомогательного построения основных формул ( ) ( ), 1,2,...j jx x j kρΦ = , 
получена, на основании формулы (23), кубатурная формула с пограничным слоем с узлами 
на решетке и коэффициентами, зависящими от уравнения границы в пограничном слое.  

В качестве примера приведено вычисление двойного интеграла 

( ) ( )1 2 1 2 1 2
1

, ,
N

k k k
k

f x x dx dx C f x x
=Ω

≅ ∑∫∫ , где { }2 4
1 2 1 2 21, ,x x x x EΩ = + ≤ ∈ . 
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В параграфе 2.2 исследуются эрмитовы кубатурные формулы, содержащие зна-
чения функции и её производных в направлении одной из координатных осей для областей 

kjj ,,2,1, …=ω  в n-мерном пространстве. Вычисляются коэффициенты в узлах, лежащих 
на прямой параллельной в указанном направлении, а в других направлениях коэффициен-
ты равны единице. 

Пусть выпуклая область Ω  имеет гладкую границу ( ) ( )1+∈Ω= mСГГ  в n-мерном 
пространстве, любая прямая пересекает границу области не более чем в двух точках и все 
пространство nE делится на k частей kjj ,,2,1, …=ω , гиперплоскостями параллельными 

координатным плоскостям  и ( )( ){ }LhГxx jjhj ≤∈= ωρωω ,,, , kj ,,2,1 …= . ( )xjΦ  - 

срезывающие финитные функции, соответствующие областям jω , и ( )∑
=

≡Φ
k

j
j x

1
1 - разло-

жение единицы в −n мерном пространстве (из работ М.Д. Рамазанова).  ( )nxxx ,'= , 

( ) ( )1 2 1 1 2 1' , , , , ' , , , ,n nx x x x y y y y− −= =… … ( )11 ,,' −= nβββ … ,  ( )11 ,,' −= nγγγ …  и гра-
ница ( )jГ ω  области jω  выражается уравнением: ( ).'xx jn λ=  

Замена '' xy =  и ( )'n n jy x xλ= −  преобразует области jω  в область ( )xjj Φ,'ω  в 

( )yjΦ̂ , границу ( )jГ ω  области jω  в кусок гиперплоскости 0=ny  и криволинейный па-

раллелограмм βh'Δ  в куб βhΔ . 

Построен элементарный функционал погрешности в переменных ( )nyyy ,'= . 
( ) ( ) ( )[

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,'1''''

1ˆˆ

0 0 0
11,

' 0'
'

11'

0

1

⎥
⎦

⎤
+−−−−−−−

−Φ=Φ

∑∑ ∑∑∑ ∑
∞

= = =

∞

−∞= = =n n

n

m

nnnn

m

s

m

s

m
n dyhhshhyhKCdyhhyCh

yyyl

β γ

σ

σ

σσσ
γ

β γ
γ

ω

βηβγδββγδ
 

(32) 

где  ( )11 ,,' −= nβββ … ,  ( )11 ,,' −= nγγγ … ,  ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

h
h '' 1 βλ

βη . 

Коэффициенты вычисляются из следующих систем уравнений 

,,,2,1,,,1,0,
1

1
0

kjmС
m

j
j

j
…… ==

+
=∑

=

α
α

γ
γ

α
γ  

( ) ( ) ( ) ( ) 2
,1 1

0 0

' , 0, 1, 2, , 1 1,
m m

s
s

K Z m
σσ α α

σ

β η β α
= =

⎡ ⎤ = = + −⎣ ⎦∑∑ …  

где 
( )

Z
σα⎡ ⎤⎣ ⎦  - означает, что взята производная порядка σ  от степени αy  и вычислена при 

y Z= . 
В общем виде построен функционал погрешности ( )x1ρ  для области 1ω  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

'
'''1

0 0

1
1,

'
11 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡−−−−Φ=Φ ∑∑∑
∞

= =

∞

−∞= n

n

m

nn
n h

h
hxhBhxhxxx

β σ

σσσ
β

β

βλ
βδββδρ  (33) 

где ( ) ( )
( ) ( )

.1'
,min

0

,min

0
1, ∑∑

−

==

−=
smm

s
s

n

nn
CKB

β

γ
γ

β
σσσ

β β      (34) 

Аналогичные функционалы погрешностей строятся для остальных областей 
kjj ,,3,2, …=ω .  Следовательно, функционал погрешности ( )xlΩ  для области Ω  по-

строен  
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( ) ( ) ( )∑
=

Ω Φ=
k

j
jj xxxl

1
.ρ       (35) 

Рассмотрен пример при m=3, S=2 и 1=σ  (в нижеследующих преобразованиях для 

удобства записи индекс n и единица в индексе коэффициента σ
1,sK пропущены). 

Выражение  
( ) ( )

( ) ( ) ( )[∑∑

∑∑ ∑∑
∞

= =

∞

= = =

−

=

+−−−+−−−+−−=

=−−−

0

3

0

0
2

0
1

0
0

0

3

0

1

0

2

0

2
β γ

γ

β γ σ

σ
σσ

γ

γβδγβδγβδ

γβδ

hhhxKhhhxKhhxKC

hshhxKС
s

s

 

( ) ( )],'' 1
1

1
0 hhhxhKhhxhK −−−+−−+ γβδγβδ      (36) 

где коэффициенты γС  и σ
sK  определяется из систем: 

3,2,1,0,
1

13

0
=

+
=∑

=

α
α

γ
γ

α
γC  и [ ]( ) .4,3,2,1,0,

1

0

2

0
==∑∑

=

−

=

αηα

σ

σ σασ

s
s SK  (37) 

после дальнейших преобразований формула (36) принимает следующий вид: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=

−+−=
0

1
1

1
0 '

β
ββ βδββδβ hxhBhxBhS n ,   (38) 

где ( )
( ) ( )

,'
,2min

0

,2min

0

00 ∑∑
−

==

=
s

s
s CKB

β

γ
γ

β

β β     ( )
( ) ( )

∑∑
−

==

=
s

s
s CKB

β

γ
γ

β

β β
,3min

0

,1min

0

11 '     (39) 

Построен функционал погрешности для 1ω  
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−−−Φ=

=Φ

∑∑
∞

=
Ω

0

10

'
'1

11

'''''
,1

β
ββ

β
βδββδββδε

ρ

hxhBhxBhxhxx

xx

n

h

 (40) 

Аналогично строятся формулы для других областей. 
Рассмотрен функционал ( )x1ρ . Вспомогательный функционал имеет вид: 

( ) ∑
Ω=Ω∈

Δ=
1.1

*
,1 /

'1
hh

h
Sh

lxg
β

β
. 

[ ] ( ) ( )( )[ ],''')()()( 1
'

111 ∑∑
∞

−∞=

−−−−=+Φ
n

nnnn
n hxhKhxhxhxgxx

ββ

βδβδβδρ  (41) 

где ( ).'1
1,1 ββn

BK =  
Преобразуем (41) 

[ ] ( ) .')()()( 0101111 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ΦΦ=+Φ

h
xhK

h
xxxgxx ρ    (42) 

Аналогичные функционалы получаются и для остальных jω  при .,,3,2 kj …=  
Окончательно имеем 

( ) ( ) ( )∫ ∑
Ω =

Φ≈
k

j
jj xxdxx

1
.ρϕ      (43) 

Следовательно, построена кубатурная формула, содержащая в узлах значения 
функции и значения ее первой производной для областей с гладкими границами. 

В данном параграфе доказана следующая теорема: 
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Теорема 3. Пусть ( ),n
m
p EW∈ϕ  npm >  и ,10

p
nm −<≤  

( ) ( ) ( ) ( )∑
=

ΩΩ Φ−=
k

j
jj xxxxl

1
ρε  - функционал погрешности, где  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,'''''
0 0

1
,

0
,

'
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−−= ∑ ∑∑

∞

=

∞

=n n

nn nnjnnj
n

j hxhBhxBhxhx
β β

ββ
β

βδββδββδρ  

то при 0→h  функционал асимптотически оптимален в m
pW  и норма функционал равна 

( ) ( )*

1
' '221

1

0 1 0
,

2 2m
p n

p pi xi x kp
jh m mp

m mW E
m j

D K eD el h dx O h
α π βα π β

α β βπβ πβΩ

−
+

≤ ≠ = ≠Δ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= Ω + +
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑ ∑∑∫
  

(44)  

где ( )1
, ' , 1, 2, , .

nj jK B j kβ β= = …  
 

Основные результаты работы 
1. Определено оптимальное распределение узлов в зависимости от поведения по-

дынтегральной функции и ее производных; 
2. Построены формулы с переменным шагом интегрирования для произвольной 

области интегрирования с гладкой границей. Функционалы погрешности полу-
ченных формул асимптотически оптимальны; 

3. Построены кубатурные формулы с пограничным слоем на решетке и коэффици-
ентами, зависящими от уравнения гладкой границы области в пограничном 
слое; 

4. Построены эрмитовы кубатурные формулы с коэффициентами, зависящими от 
уравнения границы области. Функционалы погрешности построенных формул, 
учитывающих значение первой производной, асимптотически оптимальны. 

Пользуясь случаем, автор выражает искреннюю благодарность своему научному 
руководителю д.ф.-м.н., профессору Ц.Б. Шойнжурову за постоянное внимание и помощь 
в работе. 
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