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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Теория абстрактных групп, т.е. групп, не наде-

ленных изначально никакой дополнительной (геометрической, топологиче-

ской, физической) структурой, зародившаяся на рубеже 19-го и 20-го веков,

первое время развивалась как теория конечных групп. Усилиями несколь-

ких математиков, среди которых несомненно нужно выделить В.Бернсайда

и Г.Фробениуса, были получены основополагающие результаты теории ко-

нечных групп. Вклад Бернсайда в развитие теории групп составляет не

только его выдающиеся результаты, положившие начало локальному ана-

лизу конечных групп, и его замечательная книга [29], в которой подведен

итог первоначального развития теории конечных групп, но и его знаме-

нитые проблемы, во многом определившие развитие теории периодических

групп. В одной из них речь шла о гипотезе, согласно которой порядок

любой конечной простой неабелевой группы четен или, другими словами,

любая конечная группа нечетного порядка разрешима, в другой задавался

вопрос о локальной конечности периодической группы G, порядки элемен-

тов которой ограничены некоторым числом. Для групп, период n которых

не превосходит 3, положительный ответ был известен самому Бернсайду. В

случае n = 2 группа G абелева. При n = 3 в 1928 году Б.Л.Ван-дер-Варден

и Ф.Леви [35] показали, что G трехступенно нильпотентна. В 1942 году

появилась знаменитая работа И.Н. Санова [16], в которой доказывалась

локальная конечность групп G в случае n = 4.

Глубокая работа Ф. Холла и Г. Хигмана [33] стимулировала появле-

ние доказательства локальной конечности групп периода 6 [32], но наи-

большее влияние она оказала на решение другой проблемы Бернсайда:

идеи этой работы наряду с глубокими теоретико-характерными методами,

связанными с конечными группами, близкими к группам Фробениуса, при-

вели У.Фейта и Дж.Томпсона [30] к доказательству разрешимости конеч-

ных групп нечетного порядка. Работа Томпсона и Фейта и последующие

работы Томпсона о группах с разрешимыми локальными подгруппами да-

ли старт бурному развитию теории конечных групп, которое привело к

классификации конечных простых групп (см. [27], [31]).
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Между тем надежда на положительность решения проблемы Берн-

сайда для любого конечного периода была развеяна сенсационной работой

П.С.Новикова и С.И. Адяна [10], в которой содержалось доказательство

бесконечности свободной бернсайдовой группы B(n, r) периода n с r по-

рождающими при r ≥ 2 и достаточно большом n. Эта работа предопредели-

ла появление неожиданных примеров групп С.И.Адяна, А.Ю.Ольшанского,

Р.И.Григорчука и их учеников (см. [1]-[3], [4], [5],[11]-[14]), показавших

бесконечность глубины пропасти между локально конечными группами и

периодическими группами.

Все эти исследования ясно показали, что прогресс в "положительном"

направлении изучения периодических групп возможен в первую очередь

при условии существования в этих группах элементов небольших простых

порядков, в частности, порядков 2 и 3 (отметим, что вопрос о локальной ко-

нечности групп периода 5 до сих пор открыт). Надежда на такой прогресс

подкреплялась и мощными методами в исследовании конечных неразре-

шимых групп, связанными, как правило, с существованием в конечных

простых группах подгрупп четного порядка.

Некоторые приемы техники работы с элементами порядка 2 (инво-

люциями) в конечных группах, в первую очередь идеи работы Р.Брауэра

и П.Фаулера [28], в которой доказывалась конечность числа конечных

простых групп с заданным централизатором инволюции, были развиты

и адаптированы к бесконечным группам с инволюциями в ряде работ

В.П.Шункова и его учеников. Отметим прежде всего одну из первых ра-

бот В.П.Шункова в этом направлении [22] и его классическую теорему

о локальной конечности периодической группы с конечным централиза-

тором инволюции [23]. Современное состояние соответствующей теории

изложено в серии монографий Шункова [24]-[26] (см. также библиогра-

фию в этих книгах). В последнее время ряд глубоких результатов в отме-

ченном направлении был получен также А.И.Созутовым, Н.М.Сучковым,

А.К.Шлёпкиным и другими представителями Красноярской алгебраической

школы. К этому направлению относится и настоящая диссертация.

Цель работы. Одной из основных характеристик периодической груп-
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пы является её спектр, т.е. множество порядков её элементов. Не менее

важна информация о конечных подгруппах. Настоящая работа посвящена

исследованию групп с заданным спектром или с заданным набором конеч-

ных подгрупп.

Основные результаты.

1. Описание периодических групп, порядки элементов которых не пре-

восходит числа 4 (теорема 1).

2. Доказательство однозначной определимости по спектру в классе всех

групп с точностью до изоморфизма проективной специальной линей-

ной группы размерности 3 над полем из двух элементов — решение

задачи из "Коуровской тетради" (теорема 2).

3. Описание периодических групп, множество конечных подгрупп кото-

рых с точностью до изоморфизма совпадает с множеством подгрупп

расширений группы порядка 2 посредством проективных специальных

линейных групп размерности 2 (теорема 3).

4. Доказательство конечности периодической группы, конечные подгруп-

пы которой такие же, как у простой унитарной группы размерности 3

над полем порядка 9 (теорема 5).

5. Классификация периодических групп, множество конечных подгрупп

которых такое же, как у проективных специальных линейных групп

размерности 3 над полями чётного порядка (теорема 6).

Общая методика исследований. Методы локального анализа конеч-

ных групп приспосабливаются для целей исследования строения периоди-

ческих групп. При этом используются машинные вычисления для установ-

ления конечности некоторых групп, заданных образующими и определяю-

щими соотношениями.

Научная новизна и практическая ценность. Все результаты диссерта-

ционной работы являются новыми. Они носят теоретический характер. Ре-

зультаты и методы работы могут быть использованы в теории групп и её

приложениях.
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Апробация работы. Результаты диссертации докладывались на Меж-

дународной алгебраической конференции (Екатеринбург, 2005), Междуна-

родной научной студенческой конференции (Новосибирск, 2006), Между-

народной конференции "Мальцевские чтения" (Новосибирск, 2006), семи-

наре "Алгебра и Логика" (Новосибирск, 2007), Международном российско-

китайском семинаре „Алгебра и логика“ (Иркутск, 2007), Международной

конференции „Алгебра и её приложения“ (Красноярск, 2007). Они неодно-

кратно обсуждались на семинарах при КрасГАУ и КрасГАСА.

Публикации. Основные результаты опубликованы с полными доказа-

тельствами в работах [39] - [43], при этом статья [42] написана в нераз-

дельном соавторстве с научным руководителем доцентом К.А. Филиппо-

вым, статьи [40] и [43] — в нераздельном соавторстве с А.А. Кузнецовым

и В.Д. Мазуровым, соответственно. Работы [39] и [41] выполнены диссер-

танткой единолично.

Cтруктура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит из

введения, трех глав и списка литературы (73 наименования), занимает 76

страницы текста, набранного в пакете LATEX. Нумерация теорем и лемм

сквозная.

Содержание работы

Диссертация состоит из трёх глав, первая из которых носит предва-

рительный характер: здесь собраны вспомогательные результаты, исполь-

зуемые в доказательстве основных результатов. Вторая глава посвящена

изучению периодических групп с заданным спектром.

В знаменитой работе Санова [16] о локальной конечности групп пе-

риода 4 содержится набросок доказательства того, что группа, порядки

элементов которой не превосходят числа 4, локально конечна. Мы следую-

щим образом уточняем этот результат, попутно реконструируя и несколько

упрощая доказательство Санова.

Теорема 1 Пусть G — группа, спектр которой содержится во множе-

стве {1, 2, 3, 4}. Тогда справедливо одно из следующих утверждений:

1. G — группа периода 3 или 4.
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2. В G есть нормальная элементарная абелева 3-подгруппа N и

G/N изоморфна подгруппе группы кватернионов порядка 8.

3. В G есть нормальная элементарная абелева 2-подгруппа N и

G/N изоморфна S3.

4. В G есть нормальная 2-подгруппа N ступени нильпотентности

2 и |G/N | = 3.

Эта теорема, доказательство которой опубликовано в [39], существен-

ным образом используется при доказательстве распознаваемости по спек-

тру в классе всех групп конечной простой группы L3(2).

По определению, группа G из класса C распознаваема по спектру в

классе C, если любая группа из C, спектр которой совпадает со спектром

группы G, изоморфна G.

Первые примеры групп, распознаваемых по спектру в классе конеч-

ных групп (сейчас такие группы для краткости называют распознаваемы-

ми) были указанны в средине 80-х годов прошлого столетия китайским

математиком Ши Вуджи [36, 37]. А именно, Ши показал, что знакопере-

менная группа Alt5 и простая линейная группа L2(7) распознаваемы. Позже

ему удалось доказать распознаваемость уже бесконечной серии конечных

простых групп L2(2
k) [38], и эти результаты положили начало широкому

направлению исследований распознаваемости конечных групп. К настояще-

му времени в этом направлении получено большое количество результатов,

рассеянных по многочисленным работам (см. библиографию в обзоре [8]).

Тем не менее, единственными примерами конечных групп, распознавае-

мых по спектру в классе всех групп, до последнего времени оставались

проективные специальные линейные группы размерности два над полями

характеристики 2 [6]. Следующая теорема даёт новый пример группы, рас-

познаваемой по спектру в классе всех групп, и отвечает на вопрос 16.57 из

[9] (см. также [8]) о распознаваемости простой группы L2(7) по спектру.

Теорема 2 Если спектр группы G равен {1, 2, 3, 4, 7}, то G ≃ L2(7) ≃

L3(2).

Доказательство этой теоремы опубликовано в [40].
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В третьей главе изучается строение периодических групп с заданным

множеством конечных подгрупп.

По определению, введённому в обиход А.К. Шлёпкиным [19], группа

G насыщена группами из множества M, если любая конечная подгруп-

па из G содержится в подгруппе, изоморфной некоторой группе из M.

Пусть группа G насыщена группами из некоторого множества M, и для

любой группы X ∈ M в G найдется подгруппа L, изоморфная X. В этом

случае будем говорить, что G насыщена множеством групп M, а само

множество M будем называть насыщающим множеством групп для G.

Понятно, что любая группа насыщена множеством, состоящим из всех её

попарно неизоморфных конечных подгрупп, поэтому выбор насыщающего

множества имеет важное значение для успеха описания тех или иных клас-

сов групп. Например, существует континуум простых локально конечных

групп, для которых насыщающее множество состоит из конечных знакопе-

ременных групп (О.Кегель [34]). С другой стороны, как показали незави-

симо В.В. Беляев, А.В. Боровик, С. Томас, Б. Хартли и Ф. Шют, локально

конечная группа, насыщенная множеством конечных простых групп лиева

типа ограниченного ранга, сама является простой группой лиева типа над

локально конечным полем. Вопрос о возможности отказа в этом последнем

результате от условия локальной конечности исследуемой группы внесён

А.К. Шлёпкиным в "Коуровскую тетрадь". Отметим, что в примерах Оль-

шанского не локально конечных групп, все подгруппы которых конечны,

насыщающее множество состоит из одной группы простого порядка.

А.К. Шлепкин изучил группы Шункова, насыщенные группами лие-

ва типа ранга 1, а также периодические группы, насыщенные группами из

множества
{

Re(q)|q = 32n+1
}

, О.В. Васильева установила структуру групп

Шункова, насыщенных центральными расширениями групп L2(q). А.Г. Ру-

башкин рассматривал конечные периодические группы ограниченного пе-

риода, насыщенные группами диэдра, как необходимый случай характе-

риризации групп L2(P ) в классе периодических групп. Им совместно с

А.К.Шлёпкиным доказана конечность периодических групп, насыщенных

конечными простыми неабелевыми группами из конечного множества, не
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содержащего групп, в централизаторах силовских 2-подгрупп которых есть

элементы нечётного порядка ≥ 5. К.А. Филиппов доказал, что периодиче-

ская группа G, насыщенная конечными простыми Z-группами, изоморфна

либо L2(P ), либо Sz(Q), где P и Q – подходящие локально конечные по-

ля. Им же получен критерий локальной конечности периодической группы,

насыщенной группами диэдра, и доказанно, что периодическая финитно ап-

проксимируемая группа, насыщенная группами диэдра, является локально

конечным диэдром.

В первом параграфе третьей главы диссертации изучаются периоди-

ческие группы, насыщенные группами из множества M, состоящего из

расширений группы порядка 2 посредством проективных специальных ли-

нейных групп размерности 2 над конечными полями. Здесь доказываются

следующие результаты.

Теорема 3 Пусть G — периодическая группа, насыщенная группами

из класса M, определенного перед формулировкой теоремы. Тогда G

счетна и справедливо одно из следующих утверждений:

1. G ≃ SL2(Q), где Q — локальное конечное поле нечетной харак-

теристики.

2. G ≃ Z2 × L2(Q), где Z2 — группа порядка 2, Q — локально

конечное поле.

3. Все инволюции группы G сопряжены и централизатор произ-

вольной инволюции t изоморфен 〈t〉 × L2(Q), где Q — бесконечное ло-

кально конечное поле характеристики 2. Все силовские подгруппы 2-

подгруппы из G сопряжены и являются бесконечными элементарны-

ми абелевыми подгруппами. Если T — силовская 2-подгруппа из G, то

CG(T ) = T и NG(T ) действует при сопряжении на множестве инволю-

ций T транзитивно.

Теорема 4 Пусть существует периодическая группа G, насыщенная

группами из класса M, для которой выполнено утверждение 3 теоре-

мы 3. Тогда существует счетная периодическая дважды транзитивная

группа S подстановок счетного множества Ω, обладающая следующи-

ми свойствами:
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а) S содержит нормальную регулярную элементарную абелеву 2-

подгруппу;

б) стабилизатор R точки не содержит инволюций, любая конеч-

ная подгруппа из R циклическая и любой нетривиальный элемент из R

оставляет неподвижными ровно две точки;

в) стабилизатор P двух точек — локально циклическая группа,

изоморфная мультипликативной группе бесконечного локально конеч-

ного поля характеристики 2;

г) Число орбит P на Ω равно четырем, и P действует точно на

каждой из двух нетривиальных орбит;

д) стабилизатор любого двухточечного множества ∆ изоморфен

〈t〉 × P и действует транзитивно на Ω \ ∆;

е) стабилизатор трех точек тривиален.

Вопрос о существовании группы S остаётся открытым.

Доказательство теорем 3 и 4 опубликовано в [42].

В [21] высказана гипотеза о том, что периодическая группа, насы-

щенная конечным множеством M конечных неабелевых простых групп,

конечна, и там же эта гипотеза подтверждена для случая, когда централи-

заторы силовских 2-подгрупп групп из M не содержат элементов нечетного

порядка, большего трех.

В связи с этим интересно исследовать группы, насыщенные одной

простой группой (точнее, одноэлементным множеством, состоящим из од-

ной конечной простой группы), в которой централизатор силовской 2–

подгруппы содержит элемент нечетного порядка, большего трех. Все такие

конечные простые группы перечислены в [7].

Простой группой наименьшего порядка, в которой централизатор си-

ловской 2–подгруппы содержит элемент нечетного порядка, большего трёх,

является группа U3(9) ≃ SU3(81). Во втором параграфе третьей главы до-

казывается следующий результат.

Теорема 5 Периодическая группа G, насыщенная группой U3(9), изо-

морфна U3(9).
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Доказательство теоремы 5 опубликовано в [41].

В [9] (вопрос 14.101) высказана гипотеза о том, что периодическая

группа, насыщенная группами из множества простых конечных групп ли-

ева типа, ранги которых ограничены в совокупности, сама является про-

стой группой лиева типа над локально конечным полем. В [15, 18, 20]

эта гипотеза подтверждена для случаев, когда M состоит, соответственно,

из групп Ри, проективных специальных линейных групп размерности 2 и

групп Сузуки.

Завершающая теорема диссертации подтверждает эту гипотезу для

периодических групп, насыщенных группами из множества L = {L3(2
m)|m =

1, 2, . . .}.

Теорема 6 Пусть G — периодическая группа, насыщенная группами из

множества L. Тогда найдётся такое локально конечное поле Q харак-

теристики 2, что G ≃ L3(Q). В частности, G локально конечна.

Очевидно, что верно и обратное: группа L3(Q) для произвольного

локально конечного поля Q характеристики 2 насыщена группами из мно-

жества L.

Доказательство теоремы 6 опубликовано в [43].

В заключении автор выражает глубокую благодарность своему науч-

ному руководителю Константину Анатольевичу Филиппову за всесторон-

нюю помощь.
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