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# 
	���(���� ��

�������� ���������
# �� ������# �	����� �
�	�������A�
# 	
�	���� ���������� ��&	���

1 1	���. 3���	 ��
�������
# 
	�������	� 
	
�	#��� ��	&���� 
�#�����!

 ��
������ ��)����� ����� ��	��� �����	
�� �� ��	�	��	��

	���! �� 
��
��������! 
�
����!� 1 
��� �	�	� ��	 �����# ��&	�� ���A���� ��
�	���	
������	�� 	��	
#7�!
# � ��������� ����������
��� ��
��������� ������
	&�	� �������� �� �#�� ��
���� 1 ������� ��� ����
# 	&�	� ��&	�� �	
�#7�� 
��! ���	��� �	�����	����# �	��	��! ��	��

	� � ������! 
����!� 1 ��� 
���� ��$ ��

�	����� 	
�	���� ���	�� ��
���������� ��
����	� 	&��
���
1 ������� ��� ����
������� ��&	��� �	
�#7����� �	
��	���A ����	
���!

!�� ��# ��)���# �����&	����
��! 
�
��� ���������� 1 ������� ��: ��� 	& 
�	� ���	�	� �	�����	����# ��	���(�A7�! ��������! �
�	���� %����� ��
�	
�#7�� 	
�	��� 	���������� ����
����� �� ��	�	��	��

	���! 
�
����!�
@��������	�� �! �
�	���	����A � ��)���� &	��)�! ������

1	 �&���. 3���	 ��

������� ��

���������
# ���	���� ��)���# ���! 
����	� �����	� ������ 
 �	�	7�A ���	�� ����������
�	�	 ��
7������# �	
��	
����
������� �		�������� � ���������# ����
��	� �	�	�	��	� JKL 

!��� +�������	� �	�����	�+�

1 �� $�� ����
# ����������
��# �	
���	��� ������ �	

���	�����# �	��	 
��! �	��� � ��
	��	 	��	�	��	� 	&��
�� Ω ∈ R

3 �	 ������	� 
���� ���)���	
�	����
���#� D����	������
#� ��	 �
!	���# 
���� ����� 
�	(��A 
������ 
�� � 
	���(�� ���������� �	���!�	
�� ������� ��������	� 
 
�7�
�����	

�



�������A7���
# ��!�����
���� 
�	�
������ ��������� (�
���� ���A����#
��&	��)	�	 �������� 1����� 	&��
�� ���	��#��
# ��������# 
�
���� ���� 
����� ������	� ��������
�	� ��	��� �����	
��� ���A7�# 
����A7�� ���0

ρ v̇ = ∇ · σ,

σ̇ = λ(∇ · v)I + µ(∇⊗ v + v ⊗∇).
E�F

9��
� ρ � ��	��	
�� ���������� λ � µ � ��������� >���� 	������#A7��
������� 
�	�
���� v � ����	� 
�	�	
��� σ � ����	� ����#(���#� ∇ � ��������
�	 ��	
����
������� �		��������� I � ��������� ����	�� 8	��� ��� 
���	 
�	�� ��� 	&���	� 	������� ��	���	���A �	 �������� D����	������
#� ��	 �
Ω �����	 �������	� ��
���������� 
�	�	
��� � ����#(����0

v(x, 0) = v0(x), σ(x, 0) = σ0(x). E$F

"�	�� �	�	� ����
��� ���)��� 
���� ���
���A7�� �� ��
�� ������� Ω � ��
�����	� �	���!�	
��0

σ · n = q, E�F

��� n � ����	� ���)��� �	������ /� 	
�����	� ��
�� ����A�
# ��	���(� 
A7�� ��������� �
�	��#� �	������A7�� &�
����#�
�����	� ��	!	(�����
�	��� G�� �
�	��# �	�������A�
# � ���	�	�	� 
��������	� ���� �� @����
�	
��	���# ����
�������	�	 ���	������ /� ���������! �������! �������
����	�� 
�	�	
�� v � ����	�� ����#(���� σ · n �����	����A�
# �������� 
����� ��	 
		����
����� (�
��	� 
������ &�	�	��

1 � $�$ 	��
�����
# ���	���� �	
��	���# ��
����	� 
���� �� 	
�	�� ����& 
�����
�	�	 ���	��� 
	
�	#7��	 � ��!	(����� ������	 	��	�����	�	 	�	&�� 
(���# ����
�������	� 	&��
�� � ���� �������	�	 ��&� [0, 1]3 
 ����	����	�

���	� �� ������
��A 	&��
��� D���� �	
��	����� 
���� ��# ����	�
��� 
��� ��������! �	���!�	
��� 	&��
�� � ���������! �	���!�	
��� ������� �
 
!	���# ��
	��	 	��	�	���# 	&��
�� Ω ����
����#��
# �����#���� ��&	�	�
&�	�	�0 Ω =

⋃m1

i=1
⋃m2

j=1
⋃m3

k=1 Ωijk, ��� m1 � �	����
��	 
�	��� m2 � �	���� 

��	 �	�	
 � 
�	� � m3 � �	����
��	 &�	�	� � �	�	
�� 4���� ��
������ 
����

��	#�
# ������
��	 � ��(�	� &�	��� )�� 
���� ��&�����
# � ����
��	
�� 	�
������! 
�	�
�� ��������� � !��������	� ����� �	�&�(�����! �	��� 3�	& 
��(���� ����
�������	� 	&��
�� �� ������
��A 	&��
�� &�	�� �7��
# �
���� ��	�	����	�	 ��&���
�	�	 
������0 4(ξ) =

∑3
i,j, l=0 cij l (ξ1)

i (ξ2)
j (ξ3)

l�
1���	���� �	@��������� cij l ��!	�#�
# � #��	� �	��� �� �
�	��� 
	��# 
(���# � ���)���! &�	�	�� ����A��A7�!
# � �	�� ��	 �	�	(���# ���)��
������� � ����������# ��!	�� �		��������! ����� � ���)���! 	������# 
A�
# �� 
		&��(���� 	��	�	�����	
���

�



1 �� $�� 
��	��
# ����
��������� ���	���� �� 	
�	�� 
��	��	 !������ 
��
����
�	�	 ���	��� D�� �	
��	���� ����	
��	� 
!��� � ������ E�F�E�F �
 
!	���# 
�
���� E�F ����
�����
# � �������	� �	���0

∂5
∂t

=
3∑

i=1

Ai
∂5
∂xi

. E:F

9��
� 5 = [v, σ]T = (v1, v2, v3, σ11, σ22, σ33, σ23, σ13, σ12)
T � ����	� ������#�


	
��������# �� �	��	���� ����	�� 
�	�	
�� � ����	�� ����#(����� Ai �
������� �	@��������� �������	
�� 9×9� ��	��������� �	�	��! �� ����	�
u ������
# �����
��	�

Ai

[
v
σ

]
=

⎡
⎣ 1

ρ
ei · σ

λ(ei · v)I + µ(ei ⊗ v + v ⊗ ei)

⎤
⎦ ,

��� e1� e2� e3 � 	��� ������	�	� 
�
���� �		�������
4�# ��)���# 
�
���� E:F �
�	������ 
!��� ��������	����# �� 	
�	�� �� 

�	�� ����������
�	�	 ��
7������#� D�� @�	� ��
7������� ��	�	���
# �� �
������
�	�� � � �����������
�	� ��	
����
���� -
!	���A 
�
���� ���	&�� 
���� � ����

∂5
∂t

=
3∑

i=1

Ãi
∂5
∂ξi

, Ãi =
3∑

j=1

∂ξi

∂xj
Aj. EF

� ����	� 	&	�������# αααi = ∇ · ξi� �	������
# 
����A7�# �	����� ��# �� 
��
����# ��	��������# ������ �� ����	�0

Ãi

[
v
σ

]
=

⎡
⎣ 1

ρ
αi · σ

λ(αi · v)I + µ(αi ⊗ v + v ⊗ αi)

⎤
⎦ .

D��������� ���	�� ����������
�	�	 ��
7������# �	 ��	
����
������� �� 
�������� � 
�
���� EF ����	��� � 
���� �� )�
�� 	��	�����! ����� ��
��������� t ∈ [tn, tn + τ ]� "�(��# �! �	�������! 	��	�����! 
�
��� #� 
�#��
# �����&	����
�	�� 	&������ �	���� ��&	�	� 
	&
������! ����	�	� 

���
����������� 
	&
�������� �������#��� �	@�	�� ��(��A �� ����! 
� 

��� �	(�	 ������
��� � ����

∂u

∂t
= Q−1ΛQ

∂u

∂ξ
, E<F

��� Q � �������� 
	
��������# �� ������	 ������
���! 
	&
������! ����	 
�	�� Λ � ����	������# �������� @��������� �	�	�	� #��#A�
# 
	&
�������

�



�������#� 4�# ����������# ξ = ξi

Λ = TUVW
{
cp|αi|,−cp|αi|, cs|αi|, cs|αi|,−cs|αi|,−cs|αi|, 0, 0, 0},

|αi| =
√

(αi
1)

2 + (αi
2)

2 + (αi
3)

2� cp =
√

(λ + 2µ)/ρ � 
�	�	
�� ��	�	����! �	���
cs =

√
µ/ρ � 
�	�	
�� �	�������! �	�� � 
�����

" 	��	������ 
�
����� E<F ������#��
# #���# �	�	�	���# JKL 
!���
�������	� �	�����	� 
 ��������	� ���	�
�������� ��)���#� /� )��� *��� 
����	�+� �
!	�# �� !��������
����
��! 
		&��(����� �	 ����
���� ������� 
#� �� n � �������X	� 
�	� ����
�#A�
# �������# ��)���# �� �������! #�����
��
���� E<F �	
�� ������ ������
��	� ����	� ������� �	 �	����� w ≡ Qu
��
������
# �� ���#�� ������
���! 
���#���! ��������� �����	
�

∂w

∂t
= Λ

∂w

∂ξ
,

��# ��)���# �	�	��! �� ���� (ξj, tn + τ/2) Ej = 0, 1, . . . , NF 	��
��A�
# !� 
�������
���� �� 
�	� t = tn� "	��	����� ����	�� w �	
�	#��� ��	�� !� 
�������
���� �	@�	�� w

n+1/2
k (ξj) = wn

k (ξj + λk j+1/2 τ/2)� ��� λk j+1/2 � ���	 
�	� �	@�������� k 	� !��������
���� � j 	� #������ Y��������
����� ��	 
�������� �� ���� (ξj, tn + τ/2)� �	��� �� �	��
�� �	��	 � ��
�����Z ����
(ξj±1/2, tn)� � �	�	��! 	��������	 ��)����� �	@�	�� ������#��
# ��	���� 
�� ��������	� ���	�
�������0 
��	���# ������# wn

k 
 ���	���� ������� 
#�� wn

k j+1/2 �� ��(�	� �� 	�����	� [ξj, ξj+1] �����#��
# ��
	��	 ��������

�����	� w̃n

k (ξ) = an
k j+1/2ξ + wn

k j+1/2� �	@��������� �	�	�	�	 �	�&���A�
#
�� �
�	��# �������� 
���� �	����� 
����	� 
������ �� �������! #����� 1
��	�� ����	� w

n+1/2
j ����� 
����A7�� ���0

w
n+1/2
k j =

⎧⎪⎨
⎪⎩

wn
k j+1/2 −

an
k j+1/2

2
(ξj+1 − ξj) +

τ

2
λk j+1/2a

n
k j+1/2, �
�� λk j+1/2 ≥ 0,

wn
k j−1/2 +

an
k j−1/2

2
(ξj − ξj−1) +

τ

2
λk,j−1/2 an

k j−1/2, �
�� λk j−1/2 < 0.

D	
�� @�	�	 �	

�����������
# �
�	�	� ��)����0 u
n+1/2
j = Q−1w

n+1/2
j �

D	
����AA �	����� �����# �
�	���	���� � �����������! #�����!� �	 

�	���� � ��� �!	�#� �������� wn

k j±1/2 � �	���!� �	�	��� ��!	�#�
# �� ��� 
������ 	&��
�� ��������	����#� "	������	� ��)���� ������ �� ������� ��� 
&��� �	
���	��� ��������! �
�	��� � �	����
���� ����	� ��
�� �!	�#7�!
!��������
���� 4�# ���	� ������� 	&��
�� �!	�#7��� #��#A�
# !������ 
��
����� 	�����A7�� 	������������ 
	&
������� �������#�� ��# ����	�
������� � �	�	(��������� 1 ����
��� ���	
��A7�! �
�	��� �� �����	� �	 
���!�	
�� 	&��
�� Ω ��
����A� ��������� �
�	��# E�F� /� 	
�����	� ��
��

��



�	���!�	
�� 
���#�
# �
��

������� ��������� �
�	��# �� 	
�	�� ������ 
�� ��	���(���# �	��� �����# @�	�� ��������� �	����A�
# ������� ���A
��������� �������# !��������
����
��! ���������! �� �!	�#7�! !������ 
��
����!� ��	 @����������	 	�
��
���A 	���(����! �	�� � 	��	����	� �� 
����� 1 
������ �
�� ������� &�	�� �� #��#��
# ���)���� ��# ����
����#
�������� � ��������! #�����! Eu

n+1/2
0 � u

n+1/2
N F �
�	������
# ���	���� 
���� 

�� ��)���# �� �������! 
	
����! &�	�	��
4�# 
	!������# 
�	�
�� �	�
��������	
�� 
!��� �� ����	�������! 
�� 

��!� �	��� ������� �	@��������� Ãi ����
#� 	� �		������� ����	�
�����#
	��	�����! 
�
��� ��������� �� )��� *�	�����	�+ ��	���	���
# 
 �	�	7�A
������	 ������	�#��	��	�	 ���	��� 1 ���������� ��������	����# 
�
����
EF �	 ����	������	� #����� � ������
�	� 	&��
�� 
 �	
����A7�� ������� 
���� �	����� ?���� �	������
# 
����A7�� �����
��	

∂5
∂t

=
1

ω

6∑
k=1

γk(nk
1A1 + nk

2A2 + nk
3A3)5

k, E=F

� �	�	�	� ni � �������#A7�� �	
���
� ���)��� �	������ ω � 	&H�� #������
u � 
������ ����������	� �������� ����	�� ��)���#� � �����
 k 	��	
��
#
� ����#� #������ � ��
��	
�� γk � ��	7��� 
		����
���A7�� ������ 4����

���� � ����	� ��
�� E=F ���&�����
# �� ��� ���� 
�������! �	 ��	���	�	 
�	(��� ����#�� ��(��# �� �	�	��! 	������� ����	�
������ ��	���	���!
�	 ��	
����
������� ���������� � 	��	�����! 
�
����! E<F� /��������

��������� 	��	
#7��
# � �		��������� �	���!�	
�#� ξ2, ξ3� ��A� ����	� 

�����A ����(���# Ã1∂u/∂ξ1�

9������� ��	 ������#���# 
!��� ��)���# 	��	�����! ����� #��#��
# �� 
�����	� 
��	��	 !��������
����
�	� 
!��� ��	�	�	 �	�#��� �	��	
�� � 	& 
��
�#! �	�	�	��	�	 �	������# �
!	���! �������� 2��	� ����������
�	�	
��
7������# 
	!���#�� ��	�	� �	�#�	�� "�	�� �	�	� ��	��	� ����
��� 	� 
�	� � �	� (� 
�
���� ��������� �� ������� � �������	� @����! ��
7���� 
��# ����������� �
�	����	
�� ���	�� ��� ���	������ 	��	����	�	 �
�	��#
"�������'�����!
��>����

1 &�	&'	. 3���	 ��������
# ��!�	�	��# ��
�������������# �����	(�� 
�	�	 �	 ��	�	� ����� ����
�������	�	 ���	����� ��# ��	�	��	��

	���!
����
��������! 
�
��� ���
����	�	 ���� 
 ��
���������	� ���#��A�

1 �� ��� 	&
�(��A�
# 	
�	���� ��	&���� ���������� �����������! �� 
�	����	�� 
�#������ 
 ��	&!	���	
��A 	
�7�
������# � !	�� ����
�����
��(��	��

	���! 	&���	� � ����
� ���������	� � ������ ��	 ������ �� 
	 
&	� ����������� � 
���	�������	 
��(���� @��������	
�� ��
����������� 
��#� '	�������A�
# 	
�	���� �������� ����
��� �����������! ������� 

��



��� ���	����	�� 1	 �����!� @�	 �! �
�	����� 
 �	
�	� ��
�� ��	��

	�	��
�	 ��	��!� � ��������	
�� �	
��	��������# �	���������! #������� 4���
#
	���������� �
�	����# ���	����� ��� 	��	)���# ������� 
���� �	
���	�� 
�����	�	 ���	����� �	 ������� 
���� ����������	�	 ��������� @������� 
�	
�� ��
�������������# 	������#��
# ��� 	��	)���� �
�	����# � �	���� 

��� ��	��

	�	�� �� �	�	�	� 	�	 �	
������	� � ��	�����!� ��	��	������#
@��������	
�� 
		����
����� �������	�� �
�	����A� �	��� �
�	���	����� n

��	��

	�	� � ����
����#! ���� �
�	����� � n ���� /� �������� (� ��&�A 
����
# 
��(���� @��������	
�� 
 �	
�	� ��
�� ��	��

	�	�� ��	 
�#���	

 �������� � ��	������ 
�7�
�����	 �	
���	��������! ��������	�� ���&� 
���
��	��� ����
����� � �����������! ��	��

�! � ��(��	��

	���! 	& 
���	��

4�# 
&����
��	����	
�� ����
����� � ����������� ��(��	��

	���!
	&���	� ��A����# �	�� 	��	���
# ��&	�� 
�	
	&� ��
���������# �����! �
����
����� �	 ��	��

	���� 4�# ��&	�� �	������	� ��!�	�	��� ��
����� 
��������# ���	����� � ����$ ����	���
# 
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ρ(x)
∂v

∂t
− ∂σ

∂x
= 0,

∂σ

∂t
− ρ(x)c2(x)

∂v

∂x
= 0.
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����������� ��

���
%�
���������� 	������#��
# 	��	������� 
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�	������ ����
����� � 	&��� #��#A�
# ������
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