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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ1

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà âîïðîñàì,
ñâÿçàííûì ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ãðóïï, ïîíÿòèå
êîòîðîé áûëî ââåäåíî â ðàáîòàõ Á.È. Ïëîòêèíà. Â äèññåðòà-
öèè îïðåäåëåí íîâûé êëàññ ãðóïï � ãåîìåòðè÷åñêîå ìíîãîîá-
ðàçèå ãðóïï, ñâÿçàííîå ñ äàííûì ïîíÿòèåì è ðàññìîòðåíû åãî
ñâîéñòâà è ñâÿçü ñ äðóãèìè êëàññàìè ãðóïï. Ðàññìîòðåí âî-
ïðîñ î ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï
áåç êðó÷åíèÿ ñâîèì ìèíèìàëüíûì ïîïîëíåíèÿì.

Â ñåðèè ðàáîò Á.È. Ïëîòêèíà [5] � [7] è Ã. Áàóìñëàãà,
À. Ìÿñíèêîâà, Â. Ðåìåñëåííèêîâà, Â. Ðîìàíüêîâà [2] � [4] áû-
ëè çàëîæåíû îñíîâû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä ãðóïïàìè.
Â ýòèõ ðàáîòàõ, íàðÿäó ñ îáùèìè âîïðîñàìè, áûëî ââåäåíî ïî-
íÿòèå ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàññìîòðåíû îñíîâíûå
ñâîéñòâà ýòîãî ïîíÿòèÿ è ïîñòàâëåíû îòêðûòûå âîïðîñû.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè è ââîäèòñÿ íîâûé êëàññ � ãåîìåòðè÷å-
ñêîå ìíîãîîáðàçèå ãðóïï. Ýòîò êëàññ ãðóïï çàìêíóò îòíîñè-
òåëüíî ïîäãðóïï è îòíîñèòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè, è îáëàäàåò äðóãèìè èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè. Â ÷àñò-
íîñòè, êëàññû íèëüïîòåíòíûõ è ðàçðåøèìûõ ãðóïï ÿâëÿþòñÿ
ãåîìåòðè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

Äðóãîé àñïåêò ðàññìàòðèâàåìûõ âîïðîñîâ � ýòî âîïðîñ,
ïîñòàâëåííûé Á.È. Ïëîòêèíûì íà Ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðà-
è÷åñêîé êîíôåðåíöèè ïàìÿòè Ä.Ê. Ôàääååâà â Ñ-Ïåòåðáóðãå
â 1997 ãîäó: áóäåò ëè ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà êîíå÷íîïî-
ðîæäåííàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ ñâîåìó ìèíè-
ìàëüíîìó ïîïîëíåíèþ. Â äèññåðòàöèè ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð êî-

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò � 03-01-
00320
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íå÷íî ïîðîæäåííîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ ñòóïå-
íè òðè, ìèíèìàëüíîå ïîïîëíåíèå êîòîðîé ãåîìåòðè÷åñêè íå ýê-
âèâàëåíòíî èñõîäíîé ãðóïïå, à òàêæå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêàÿ
íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 2 è ñòóïåíè íèëüïî-
òåíòíîñòè ≤ 4 ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ñâîåìó ìèíèìàëü-
íîìó ïîïîëíåíèþ. Ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí êðèòåðèé ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ
è èõ ìèíèìàëüíûõ ïîïîëíåíèé è, êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷åíà òå-
îðåìà î ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè äâóñòóïåííî íèëüïî-
òåíòíûõ ãðóïï è èõ ìèíèìàëüíûõ ïîïîëíåíèé.

Îáå òåìû èññëåäîâàíèé � ãåîìåòðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå
ãðóïï è âîïðîñ î ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè íèëüïîòåíò-
íûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ñâîèì ìèíèìàëüíûì ïîïîëíåíèÿì �
ñâÿçàíû åäèíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèé: ïîíÿòèåì ãåîìåòðè-
÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ãðóïï.

Öåëè ðàáîòû:

• èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ãåîìåòðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ
ãðóïï è íàõîæäåíèå åãî ñâÿçåé ñ äðóãèìè êëàññàìè ãðóïï;

• èññëåäîâàíèå âîïðîñà î ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè
íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ñâîèì ìèíèìàëüíûì
ïîïîëíåíèÿì;

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Èñïîëüçîâàíû ìåòîäû îáùåé
àëãåáðû è êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ãðóïï.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè è ñíàáæåíû äîêàçàòåëüñòâàìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèÿ
íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò
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áûòü èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè
ãðóïï, ïðè ÷òåíèè ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ ëåêöèé ïî àëãåáðå è
ïðè íàïèñàíèè ìîíîãðàôèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
áûëè ïðåäñòàâëåíû íà íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî òå-
îðèè ãðóïï (Åêàòåðèíáóðã, 2001), Ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåí-
öèÿõ "Àëãåáðà è åå ïðèëîæåíèÿ" (Êðàñíîÿðñê, 2002, 2007),
Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Àëãåáðà, ëîãèêà è êèáåðíåòè-
êà" (Èðêóòñê, 2004), Ìåæäóíàðîäíîì ðîññèéñêî-êèòàéñêîì ñå-
ìèíàðå "Àëãåáðà è ëîãèêà" (Èðêóòñê, 2007) à òàêæå íåîäíî-
êðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ Èðêóòñêîãî ãîñóäàðñòâåí-
íîãî óíèâåðñèòåòà è Èðêóòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ïåäàãîãè÷å-
ñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëè-
êîâàíû â ðàáîòàõ [8]− [13].

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñî-
ñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 9 ïàðàãðàôîâ,
çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû (26 íàçâàíèé), çàíèìàåò 62
ñòðàíèö òåêñòà, íàáðàííîãî â ïðîãðàììå LATEX. Íóìåðàöèÿ òå-
îðåì, ëåìì, ñëåäñòâèé è ïðèìåðîâ â äèññåðòàöèè äâîéíàÿ: ïåð-
âîå ÷èñëî � íîìåð ãëàâû, âòîðîå � íîìåð òåîðåìû, ëåììû,
ñëåäñòâèÿ èëè ïðèìåðà.
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ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ê îñíîâíûì ðåçóëüòàòàì äèññåðòàöèè îòíîñÿòñÿ òåîðå-
ìû 2.1, 3.1, 3.2, 3.5 è 4.1, ñëåäñòâèÿ 2.2, 2.3, 2.5 è 2.6.

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè òåìû èññëå-
äîâàíèé.

Ïåðâàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ ââîäíîé. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå
ïîÿñíÿåòñÿ òåðìèíîëîãèÿ è îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â
ðàáîòå. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ãåîìåòðè-
÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ãðóïï. Òðåòèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí
èçëîæåíèþ ïîíÿòèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ãðóïï ñ
òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé â ãðóïïå. Â ÷åòâåð-
òîì ïàðàãðàôå äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûì êëàññàì ãðóïï
(ìíîãîîáðàçèÿ, êâàçèìíîãîîáðàçèÿ è ïðåäìíîãîîáðàçèÿ) è ïðè-
âîäÿòñÿ ðÿä ðåçóëüòàòîâ ïî íèì, èñïîëüçóåìûõ âî âòîðîé ãëàâå.
Ïÿòûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èçëîæåíèþ èçâåñòíûõ ðåçóëüòà-
òîâ ïî ïîïîëíåíèþ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, êîòîðûå èñïîëüçó-
þòñÿ â òðåòüåé ãëàâå.

Âî âòîðîé ãëàâå îïðåäåëÿåòñÿ íîâûé êëàññ ãðóïï � ãåî-
ìåòðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, èçó÷àþòñÿ åãî ñâîéñòâà è óêàçûâà-
þòñÿ åãî ñâÿçè ñ äðóãèìè êëàññàìè ãðóïï, â ÷àñòíîñòè ñ ïðåä-
ìíîãîîáðàçèåì. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèÿ,
êîòîðîå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàíî ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâè-
âàëåíòíîñòüþ, ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ ãðóïï. Äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòîãî êëàñ-
ñà ãðóïï, òàêèå êàê, çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè, îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïï, äåêàðòîâûõ ñòåïåíåé
è ëîêàëüíàÿ çàìêíóòîñòü. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ
òî, êàê ñîîòíîñèòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ äðóãèìè èç-
âåñòíûìè êëàññàìè ãðóïï. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðàôà
ÿâëÿåòñÿ:
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Òåîðåìà 2.1 Åñëè ãåîìåòðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ïîðî-
æäåííîå êëàññîì ãðóïï K, çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî äåêàðòî-
âûõ ïðîèçâåäåíèé, òî gvar K = Lpvar K.

Èç ýòîé òåîðåìû è èç ðàíåå äîêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ âûòå-
êàþò ñëåäóþùèå ñëåäñòâèÿ:

Ñëåäñòâèå 2.2 Åñëè êëàññ ãðóïï X çàìêíóò îòíîñèòåëü-
íî äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé, òî gvar X = Lpvar X.

Ñëåäñòâèå 2.3 Ãåîìåòðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåí-
íîå îäíîé ãðóïïîé, ñîâïàäàåò ñ ëîêàëüíûì çàìûêàíèåì ïðåä-
ìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæäåííîãî ýòîé ãðóïïîé.

Ñëåäñòâèå 2.5Ìíîãîîáðàçèå (êâàçèìíîãîîáðàçèå) ãðóïï
îáðàçóåò ãåîìåòðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Ïðåäìíîãîîáðàçèå
ãðóïï îáðàçóåò ãåîìåòðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî ëîêàëüíî çàìêíóòî.

Ñëåäñòâèå 2.6Êëàññ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï è êëàññ ðàç-
ðåøèìûõ ãðóïï îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíû ñâîèì ìèíèìàëüíûì ïîïîëíåíèÿì è ïðèâîäÿòñÿ ïðèìå-
ðû íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï ãåîìåòðè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ñâî-
èì ìèíèìàëüíûì ïîïîëíåíèÿì (ïðèìåðû 3.1 � 3.3). Â ïåðâîì
ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ êðèòåðèé ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ è åå ìèíèìàëüíîãî
ïîïîëíåíèÿ:

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü G � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà áåç êðó-
÷åíèÿ è G] åå ìèíèìàëüíîå ïîïîëíåíèå. Äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè ãðóïï G è G] íåîáõîäèìà è äîñòàòî÷íà ãåî-
ìåòðè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ãðóïïû G ïîäãðóïïàì Gn ïðè
êàæäîì íàòóðàëüíîì n.

C ïîìîùüþ äàííîé òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ åùå îäèí âàæ-
íûé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 3.2 Äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû áåç
êðó÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû ñâîèì ìèíèìàëüíûì
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ïîïîëíåíèÿì.
Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ðàçáîðó ïðèìåðà òðåõñòóïåí-

íî íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ îò ÷åòûðåõ ïîðîæäà-
þùèõ ãåîìåòðè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíîé ñâîåìó ìèíèìàëüíîìó
ïîïîëíåíèþ. Â êîíöå ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ:

Òåîðåìà 3.5 Íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ ñ äâóìÿ
ïîðîæäàþùèìè ñòóïåíè ìåíüøåé èëè ðàâíîé ÷åòûðåì ãåîìåò-
ðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ñâîåìó ìèíèìàëüíîìó ïîïîëíåíèþ. Â
÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü êâàçèìíîãîîáðàçèé ñ
ãåîìåòðè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè, â ÷àñòíîñòè ïîðîæäåííûìè
ãåîìåòðè÷åñêè íåòåðîâûìè ãðóïïàìè. À òàêæå ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ñâÿçü ìåæäó êâàçèìíîãîîáðàçèÿìè, ïîðîæäåííûìè íèëüïî-
òåíòíîé ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ è åå ìèíèìàëüíûì ïîïîëíåíèåì.
Ïî òåîðåìå Ã. Áàóìñëàãà [1], ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå íèëü-
ïîòåíòíîé ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ, ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì,
ïîðîæäåííûì ìèíèìàëüíûì ïîïîëíåíèåì ýòîé ãðóïïû. Êàê
ïîêàçûâàåò ïðèâåäåííàÿ íèæå òåîðåìà, ýòîò ðåçóëüòàò íå ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ íà êâàçèìíîãîîáðàçèÿ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï.

Òåîðåìà 4.1 Êâàçèìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå íèëüïî-
òåíòíîé ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ, íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàåò ñ
êâàçèìíîãîîáðàçèåì, ïîðîæäåííûì ìèíèìàëüíûì ïîïîëíåíè-
åì ýòîé ãðóïïû.
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

1. Îïðåäåëÿåòñÿ íîâûé êëàññ ãðóïï � ãåîìåòðè÷åñêîå ìíî-
ãîîáðàçèå, è äîêàçûâàþòñÿ åãî ñâîéñòâà: çàìêíóòîñòü
îòíîñèòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè, îòíîñè-
òåëüíî ïîäãðóïï, äåêàðòîâûõ ñòåïåíåé è ëîêàëüíàÿ çà-
ìêíóòîñòü.

2. Óêàçûâàåòñÿ ñâÿçü ãåîìåòðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ ïðåä-
ìíîãîîáðàçèÿìè è äðóãèìè êëàññàìè ãðóïï.

3. Ïðèâîäèòñÿ êðèòåðèé ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè
íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ñâîèì ìèíèìàëüíûì
ïîïîëíåíèÿì è, êàê ñëåäñòâèå, äîêàçàíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï áåç
êðó÷åíèÿ è èõ ìèíèìàëüíûõ ïîïîëíåíèé.

4. Ïðèâåäåí ïðèìåð íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ
ñòóïåíè òðè ãåîìåòðè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíîé ñâîåìó ìè-
íèìàëüíîìó ïîïîëíåíèþ è äîêàçàíî, ÷òî êâàçèìíîãîîá-
ðàçèå, ïîðîæäåííîå íèëüïîòåíòíîé ãðóïïîé áåç êðó÷å-
íèÿ, íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàåò ñ êâàçèìíîãîîáðàçèåì, ïî-
ðîæäåííûì ìèíèìàëüíûì ïîïîëíåíèåì ýòîé ãðóïïû.
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