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Ââåäåíèå

Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè è äèôôåðåíöèàëû Ïðèìà ïîÿâèëèñü â

êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ Ô. Ïðèìà, Ã. Ðîñòà è Ï. Àïïåëÿ [23; 12], êàê åñòå-

ñòâåííîå îáîáùåíèå àáåëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ è èõ ïåðèîäîâ. Äëÿ ñëó-

÷àÿ ñïåöèàëüíûõ õàðàêòåðîâ íà êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè îíè

íàøëè ïðèëîæåíèÿ â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêîé

òåîðèè ÷èñåë (Õ.Ôàðêàø, È. Êðà), òåîðèè âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íàä

êîìïëåêñíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè (Ð. Ãàííèíã, È. Åðãåíññîí, Äæ.Ôàó, Ã.

Êåìïô, Ý. Äæåáëîó ) è â óðàâíåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè [15 � 22].

Â ðàáîòå [10] íà÷àòî ïîñòðîåíèå îñíîâ òåîðèè ìóëüòèïëèêàòèâíûõ

ôóíêöèé è äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà íà êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõ-

íîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ õàðàêòåðîâ. Ïðîâåäåííûå â ðàáîòå èññëåäîâà-

íèÿ áåðóò íà÷àëî â îñíîâíîé ðàáîòå Ð. Ãàííèíãà (1980 ã.)[19], êîòîðûé

âîçðîäèë èíòåðåñ ê ïåðèîäàì äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà äëÿ ëþáûõ õà-

ðàêòåðîâ è âìåñòî ïðîñòðàíñòâà ïåðèîäîâ ïðåäëîæèë òàê íàçûâàåìîå

êîãîìîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå Ãàííèíãà äëÿ ôèêñèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè

è äëÿ ëþáûõ õàðàêòåðîâ. ×óåøåâ Â. Â.[10] ïðåäëîæèë îáîáùèòü ïîíÿ-

òèå êîãîìîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ Ãàííèíãà íàä áàçîé èç ïðîñòðàíñòâà

Òåéõìþëëåðà è ãðóïïû õàðàêòåðîâ.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå Ïóøêàðåâîé Ò.À. íà÷àòî ïîñòðîåíèå îñíîâ

òåîðèè äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà è èõ êëàññîâ ïåðèîäîâ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

õàðàêòåðîâ, ïðè÷åì äëÿ ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.

Òåîðèÿ êëàññîâ ïåðèîäîâ ãàðìîíè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà äëÿ

ëþáûõ õàðàêòåðîâ ñîçäàåòñÿ êàê àíàëîã òåîðèè ïåðèîäîâ àáåëåâûõ äèô-

ôåðåíöèàëîâ. Îòìåòèì, ÷òî îáùàÿ êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïåðèîäîâ àáåëå-

âûõ äèôôåðåíöèàëîâ ñòðîèëàñü òîëüêî íà ôèêñèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè

[2; 4; 8; 15].
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Ïîñòðîåííûå â ýòîé ðàáîòå îñíîâû òåîðèè ìåðîìîðôíûõ è ãàðìîíè-

÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà è èõ ïåðèîäîâ íà ïåðåìåííîé ðèìàíîâîé

ïîâåðõíîñòè è ñ ïåðåìåííûìè õàðàêòåðàìè ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò

îñíîâ êëàññè÷åñêîé òåîðèè. Ïðè÷åì èñïîëüçóþòñÿ íîâûå ñðåäñòâà ãåî-

ìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé: ïðîñòðàíñòâà Òåéõìþëëåðà, ãðóïïû õà-

ðàêòåðîâ, âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ èç äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà íàä ïðî-

ñòðàíñòâîì Òåéõìþëëåðà, óíèâåðñàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ßêîáè, ðàññëî-

åíèÿ öåëûõ äèâèçîðîâ ñ ãîëîìîðôíûìè ñå÷åíèÿìè íàä ïðîñòðàíñòâîì

Òåéõìþëëåðà, êîãîìîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå Ãàííèíãà è ñëîæ-

íóþ òåõíèêó ðàáîòû ñ êëàññàìè äèâèçîðîâ íà êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé

ïîâåðõíîñòè.

Èçâåñòíî, ÷òî àáåëåâû äèôôåðåíöèàëû è èõ ïåðèîäû íàøëè ìíîãî-

÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â óðàâíåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ïðè àëãåá-

ðî-ãåîìåòðè÷åñêîì èíòåãðèðîâàíèè ðÿäà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ðàáî-

òàõ Ñ.Ï. Íîâèêîâà [6], È.Ì. Êðè÷åâåðà [5] è â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå (Ð.

Äèê, Ñ. Êëèìåê), à òàêæå â òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Òåéõìþëëåðà â ðàáîòàõ

Ë.Â. Àëüôîðñà, Ë. Áåðñà [1], Ñ.Ë. Êðóøêàëÿ è Ê. Ýðëà [14].

Îòìåòèì ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ íàøèõ ðåçóëüòàòîâ îò èìåþùèõñÿ

êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûõ â êíèãàõ Äæ. Ñïðèíãåðà [8],

Ôàðêàøà � Êðà [15] è äðóãèõ êíèãàõ ïî êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðè÷åñêîé

òåîðèè ôóíêöèé íà êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Ñíà÷àëà çàìå-

òèì, ÷òî âñå îáúåêòû ðàññìàòðèâàþòñÿ íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðè-

ìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Fµ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè îäíîçíà÷íûõ äèôôå-

ðåíöèàëîâ áîëüøóþ ðîëü èãðàþò, òàê íàçûâàåìûå, ýëåìåíòàðíûå äèô-

ôåðåíöèàëû ëþáîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå èìåþò ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî

ïîëþñîâ: ëèáî îäèí ïîëþñ ïîðÿäêà ≥ 2, ëèáî äâà ïðîñòûõ ïîëþñà [8; 15],

è ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèå îò ìîäóëåé [µ] êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõ-
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íîñòåé Fµ. Â íàøåé ðàáîòå äàíî ïîñòðîåíèå è êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå

äèâèçîðîâ ýëåìåíòàðíûõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà òðåõ ðîäîâ ëþáûõ öå-

ëûõ ïîðÿäêîâ. Êðîìå òîãî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ àáåëåâûõ äèôôåðåíöè-

àëîâ ïðè q = 1, äëÿ ñëó÷àÿ q > 1 íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé

ïîâåðõíîñòè ðîäà g ≥ 2 ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàë Ïðèìà ïîðÿäêà q äëÿ

ñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ñ åäèíñòâåííûì ïðîñòûì ïîëþñîì.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì î ïîëíîé

ñóììå âû÷åòîâ äëÿ (ρ, q)−äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà ïðè ëþáûõ õàðàêòå-

ðàõ ρ íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.

Êàê ñëåäñòâèå äîêàçûâàþòñÿ çàêîíû âçàèìíîñòè äëÿ îäíîçíà÷íûõ ìå-

ðîìîðôíûõ ôóíêöèé è äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà, è íàõîäÿòñÿ íåîáõîäè-

ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ (ρ, q)−äèôôåðåíöèàëîâ ñ çà-

äàííûìè ïîëþñàìè è âû÷åòàìè â íèõ.

Â ýòîé ãëàâå òàêæå ïîñòðîåíû ÷åòûðå îñíîâíûõ òèïà ýëåìåíòàðíûõ

äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà ëþáîãî öåëîãî ïîðÿäêà, ëîêàëüíî ãîëîìîðôíî

çàâèñÿùèå îò õàðàêòåðà ρ è ìîäóëåé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.

Äàíî ïîëíîå îïèñàíèå äèâèçîðîâ ýëåìåíòàðíûõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðè-

ìà íà ïîâåðõíîñòè. Ëþáîé ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå êîíå÷íîé ñóììû ýëåìåíòàðíûõ äèôôåðåíöèàëîâ òðåõ ðîäîâ.

Ïîëó÷åíû íîâûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ ìåðîìîðôíûõ ìóëüòèïëèêàòèâ-

íûõ ôóíêöèé ñ çàäàííûìè ïîëþñàìè íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìà-

íîâîé ïîâåðõíîñòè è äëÿ ïåðåìåííûõ õàðàêòåðîâ. Êðîìå òîãî, äîêàçàíû

àíàëîãè ôîðìóëû ðàçëîæåíèÿ Ï. Àïïåëÿ [12] äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ

ôóíêöèé íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè íàéäåíû: îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ íà ïå-

ðèîäû è âñå âèäû áèëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïåðèîäàìè ýëåìåí-

òàðíûõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà òð¼õ ðîäîâ íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé
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ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè äëÿ ëþáûõ õàðàêòåðîâ. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé

ãëàâå ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ áèëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ äèôôåðåí-

öèàëîâ Ïðèìà íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ðîäà

g ≥ 2. Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòíûå ñëó÷àè áèëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé â ðàáî-

òàõ Ï. Àïïåëÿ, Ð. Ãàííèíãà, Â.Â. ×óåøåâà, Äæ. Êåìïôà, Ý. Äæåáëîó

[12; 17�20; 10; 22] ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî íà ôèêñèðîâàííîé ïîâåðõíî-

ñòè è äëÿ ñïåöèàëüíûõ õàðàêòåðîâ. Äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü îñíîâíûõ

ñîîòíîøåíèé Ï.Àïïåëÿ [12] è Ð.Ãàííèíãà [19] íà ïåðèîäû ãîëîìîðôíûõ

äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëû Ïðèìà íà ñïåöè-

àëüíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Â. Ì. Áóõøòàáåð è À. Ê. Öèõ îáðàòèëè

íàøå âíèìàíèå íà âàæíîñòü èçó÷åíèÿ òåîðèè ôóíêöèé íà ñïåöèàëüíûõ

ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ, ò. å. çàäàííûõ êîíêðåòíûìè ïîëèíîìèàëüíûìè

óðàâíåíèÿìè. Â ýòîé ãëàâå ïîëó÷åíû ÿâíûå áàçèñû â ïðîñòðàíñòâàõ ãî-

ëîìîðôíûõ (ρ, q)−äèôôåðåíöèàëîâ äëÿ íåñóùåñòâåííûõ õàðàêòåðîâ íà

÷åòûðåõ ñïåöèàëüíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ è íà âñåõ êðèâûõ Ôåðìà

Fn : yn = xn − 1, n ≥ 3.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ïåðèîäû ãàðìîíè÷åñêèõ äèôôåðåíöèà-

ëîâ Ïðèìà äëÿ ñóùåñòâåííûõ è íåñóùåñòâåííûõ õàðàêòåðîâ íà ïåðåìåí-

íîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.

Äîêàçàí àíàëîã òåîðåì äå Ðàìà è Õîäæà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ äèô-

ôåðåíöèàëîâ Ïðèìà íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ôèêñèðîâàííîé ïî-

âåðõíîñòè áûëè ïîëó÷åíû Ð. Ãàííèíãîì [18] è Ý. Äæåáëîó [20] ñ ïîìîùüþ

êîãîìîëîãèé ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïó÷êàõ. Â íàøåé ðàáîòå ñòðîèì ïðÿìîå

äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé

ïîâåðõíîñòè ýëåìåíòàðíûìè ñïîñîáàìè, èñïîëüçóÿ êëàññû ïåðèîäîâ Ãàí-
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íèíãà.

Äîêàçàíî, ÷òî ãàðìîíè÷åñêîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå Ïðèìà, ñî ñëî-

ÿìè ñîñòîÿùèìè èç ïðîñòðàíñòâ ãàðìîíè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðè-

ìà, âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêè èçîìîðôíî êîãîìîëîãè÷åñêîìó ðàññëîå-

íèþ Ãàííèíãà íàä ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâà Òåéõìþëëåðà è ãðóïïû

íîðìèðîâàííûõ íåòðèâèàëüíûõ õàðàêòåðîâ. Êðîìå òîãî, èçó÷åíû êëàñ-

ñû ïåðèîäîâ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà äëÿ ñóùåñòâåííûõ

õàðàêòåðîâ íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.

Ñòðîÿòñÿ êàíîíè÷åñêèå áàçèñû ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðè-

ìà, ëîêàëüíî ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèõ îò ñóùåñòâåííûõ õàðàêòåðîâ è ìî-

äóëåé êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ñòðîÿòñÿ êàíîíè÷åñêèå áàçèñû ãàðìîíè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðè-

ìà, êîòîðûå âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò íîðìèðîâàííûõ õà-

ðàêòåðîâ è êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêè îò ìîäóëåé êîìïàêòíûõ ðèìàíî-

âûõ ïîâåðõíîñòåé.
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Ãëàâà 1.

Âû÷åòû è ýëåìåíòàðíûå äèôôåðåíöèàëû Ïðèìà

�1.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü F áóäåò ôèêñèðîâàííàÿ êîìïàêòíàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõ-

íîñòü ðîäà g ≥ 2, ñ îòìå÷àíèåì {ak, bk}gk=1, ò. å. íàáîðîì îáðàçóþùèõ äëÿ

ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(F ); F0 - ôèêñèðîâàííàÿ êîìïëåêñíî-

àíàëèòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà F [15; 11]. Â äàëüíåéøåì ðèìàíîâó ïîâåðõ-

íîñòü (F ;F0) äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç F0. Ïî òåîðåìå óíè-

ôîðìèçàöèè ñóùåñòâóåò êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ôóêñîâà ãðóïïà Γ ïåðâîãî

ðîäà, èíâàðèàíòíî äåéñòâóþùàÿ íà åäèíè÷íîì êðóãå U = {z ∈ C : |z| <

< 1} òàêàÿ, ÷òî U/Γ êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíà F0, Γ èçîìîðôíà π1(F ).

Ýòà ãðóïïà èìååò ïðåäñòàâëåíèå

Γ = ⟨A1, ..., Ag, B1, ..., Bg :

g∏
j=1

AjBjA
−1
j B−1

j = 1⟩[1; 15].

Ëþáàÿ äðóãàÿ êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà F ìîæåò áûòü

îòîæäåñòâëåíà ñ íåêîòîðûì äèôôåðåíöèàëîì Áåëüòðàìè µ íà F0, ò. å.

âûðàæåíèåì âèäà µ(z)dz/dz, êîòîðîå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âûáî-

ðà ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà íà F0, µ(z) - êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà

F0 è ∥µ∥L∞(F0)
< 1 [1; 15]. Ýòó ñòðóêòóðó íà F áóäåì îáîçíà÷àòü ÷å-

ðåç Fµ. ßñíî, ÷òî µ = 0 ñîîòâåòñòâóåò F0. Ïóñòü M(F ) - ìíîæåñòâî

âñåõ êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà F ñ òîïîëîãèåé C∞ ñõîäè-

ìîñòè íà F0, Diff
+(F ) - ãðóïïà âñåõ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãëàäêèõ

äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòè F íà ñåáÿ, Diff0(F ) - íîðìàëüíàÿ ïîä-

ãðóïïà â Diff+(F ), ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ äèôôåîìîðôèçìîâ ãîìîòîïíûõ

òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçìó id íà F. Ãðóïïà Diff+(F ) äåéñòâóåò

íà M(F ) ïî ïðàâèëó µ → f ∗µ, ãäå f ∈ Diff+(F ), µ ∈ M(F ). Òîãäà
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ïðîñòðàíñòâî Òåéõìþëëåðà Tg(F ) = Tg(F0) åñòü ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî

M(F )/Diff0(F ) [1; 11; 7].

Òàê êàê îòîáðàæåíèå π : U → F0 = U/Γ ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì,

òî ëþáîé äèôôåðåíöèàë Áåëüòðàìè µ íà F0 ïîäíèìàåòñÿ äî Γ−äèôôåðåí-

öèàëà Áåëüòðàìè µ íà U, ò. å. µ ∈ L∞(U), ∥µ∥L∞(U) = ess supz∈U |µ(z)| <

< 1, è µ(T (z))T ′(z)/T
′
(z) = µ(z), z ∈ U, T ∈ Γ [1].

Åñëè Γ−äèôôåðåíöèàë µ íà U ïðîäîëæèòü ïîëîæèâ µ = 0 íà U ∗ =

= {z ∈ C : |z| ≥ 1}, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êâàçèêîíôîðìíûé

ãîìåîìîðôèçì wµ : C → C ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè +1,−1, i, êîòîðûé

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Áåëüòðàìè wz = µ(z)wz. Îòîáðàæåíèå

T → Tµ = wµT (wµ)−1 çàäàåò èçîìîðôèçì ãðóïïû Γ íà êâàçèôóêñîâó

ãðóïïó Γµ = wµΓ(wµ)−1 = ⟨Aµ
1 , ...., B

µ
g :
∏g

j=1[A
µ
j , B

µ
j ] = 1⟩, èíâàðèàíò-

íî äåéñòâóþùóþ íà îáëàñòè wµ(U) [1]. Äâà Γ−äèôôåðåíöèàëà Áåëü-

òðàìè µ è ν íàçûâàþòñÿ êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå h : Fµ → Fν ãîìîòîïíîå id íà F. Êëàññ [µ] êîí-

ôîðìíî ýêâèâàëåíòíûõ Γ−äèôôåðåíöèàëîâ ñîîòâåòñòâóåò òî÷íî îäíîé

òî÷êå [Fµ] = [µ] ïðîñòðàíñòâà Òåéõìþëëåðà Tg(F ) êëàññîâ êîíôîðìíîé

ýêâèâàëåíòíîñòè îòìå÷åííûõ êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ðî-

äà g [1; 15; 11]. Èçâåñòíî, ÷òî Tg(F ) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèì

ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè 3g−3 ïðè g ≥ 2 è ýëåìåíòû èç Γµ ãîëîìîðô-

íî çàâèñÿò îò [µ]. Êðîìå òîãî, Tg(F ) èìååò åäèíñòâåííóþ êîìïëåêñíî-

àíàëèòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó òàêóþ, ÷òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

Φ :M(F ) →M(F )/Diff0(F ) = Tg(F )

áóäåò ãîëîìîðôíûì è ïðè ýòîì Φ èìååò òîëüêî ëîêàëüíûå ãîëîìîðôíûå

ñå÷åíèÿ [1].

Äâà Γ−äèôôåðåíöèàëà Áåëüòðàìè µ è ν áóäóò êîíôîðìíî ýêâèâà-

ëåíòíûìè, åñëè è òîëüêî åñëè wµT (wµ)−1 = wνT (wν)−1, T ∈ Γ. Åñòå-
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ñòâåííî, ÷òî âûáîð îáðàçóþùèõ {ak, bk}gk=1 â π1(F ) ýêâèâàëåíòåí âûáîðó

ñèñòåìû îáðàçóþùèõ {aµk , b
µ
k}

g
k=1 â π1(Fµ), è {Aµ

j , B
µ
j }

g
j=1 â Γµ äëÿ ëþáîãî

[µ] èçTg.Îòñþäà ïîëó÷àåì îòîæäåñòâëåíèÿM(F )/Diff0(F ) = Tg(F ) =

= Tg(Γ), ïîëîæèâ [µ] = [Fµ; {aµk , b
µ
k}

g
k=1] = Γµ. Ïðè ýòîì èìååì âçàèìíî

îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè äèôôåðåíöèàëîâ Áåëüòðàìè

[µ], êëàññàìè êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíûõ îòìå÷åííûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõ-

íîñòåé [Fµ; {aµk , b
µ
k}

g
k=1] è îòìå÷åííûìè êâàçèôóêñîâûìè ãðóïïàìè Γµ [1;

7; 11].

Óíèâåðñàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ßêîáè ðîäà g åñòü ðàññëîåííîå ïðîñòðàí-

ñòâî íàä Tg, ÷åé ñëîé íàä [µ] ∈ Tg åñòü ìíîãîîáðàçèå ßêîáè J(Fµ) äëÿ

ïîâåðõíîñòè Fµ [14].

Â ðàáîòå Áåðñà [1] äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî [µ] ∈ Tg ïîñòðîåíû

ζ1[µ] = ζ1([µ], ξ)dξ, ..., ζg[µ] = ζg([µ], ξ)dξ - ãîëîìîðôíûå ôîðìû ÿâëÿþ-

ùèåñÿ ïîäíÿòèÿìè íà wµ(U) êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà ãîëîìîðôíûõ àáåëå-

âûõ äèôôåðåíöèàëîâ ζ1[µ], ..., ζg[µ] íà Fµ, äâîéñòâåííîãî ê êàíîíè÷åñêî-

ìó áàçèñó {aµk , b
µ
k}

g
k=1 íà îòìå÷åííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè

Fµ. Ïðè÷åì îí ãîëîìîðôíî çàâèñèò îò ìîäóëåé [µ] îòìå÷åííîé ïîâåðõíî-

ñòè Fµ. Êðîìå òîãî, ìàòðèöà b−ïåðèîäîâ äëÿ Fµ, ñîñòîèò èç êîìïëåêñíûõ

÷èñåë πjk[µ] =
Bµ

k (ξ)∫
ξ

ζj([µ], w)dw, ξ ∈ wµ(U) è ãîëîìîðôíî çàâèñèò îò [µ]

[1; 15].

Äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ [µ] ∈ Tg è ξ0 ∈ wµ(U) îïðåäåëèì êëàñ-

ñè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ßêîáè φ : wµ(U) → Cg ïî ïðàâèëó φj(ξ) =

=
ξ∫
ξ0

ζj([µ], w)dw, j = 1, ..., g. Òîãäà φ èíäóöèðóåò ãîëîìîðôíîå âëîæå-

íèå èç Fµ â J(Fµ) [15; 10].

Äàëåå, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ≥ 1 ñóùåñòâóåò ðàññëîåííîå

ïðîñòðàíñòâî πn íàä Tg, ó êîòîðîãî ñëîé íàä [µ] ∈ Tg åñòü ïðîñòðàíñòâî

âñåõ öåëûõ äèâèçîðîâ ñòåïåíè n íà êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíî-
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ñòè Fµ. Ãîëîìîðôíûå ñå÷åíèÿ ýòîãî ðàññëîåíèÿ îïðåäåëÿþò íà êàæäîé

Fµ öåëûé äèâèçîð Dµ ñòåïåíè n, êîòîðûé ãîëîìîðôíî çàâèñèò îò [µ].

Òàêæå ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå φn èç ýòîãî ðàññëîåíèÿ íà

óíèâåðñàëüíîå ðàññëîåíèå ßêîáè, n ≥ 1, ÷ü¼ îãðàíè÷åíèå íà ñëîè ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîäîëæåíèåì êëàññè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ßêîáè φ : Fµ → J(Fµ).

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ n = g îòîáðàæåíèå φ : Fg[µ]\F 1
g [µ] → Wg[µ]\W 1

g [µ] ÿâ-

ëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì, ãäå Fg[µ] - g−êðàòíîå ñèììåòðè-

÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå ïîâåðõíîñòè Fµ èW
1
g [µ] = φ(F 1

g [µ]) èìååò êîìïëåêñ-

íóþ ðàçìåðíîñòü, íå ïðåâûøàþùóþ g−2 [15; 14]. Óñòàíîâëåíî â [14], ÷òî

ïðè n ≥ 2g − 2 cóùåñòâóþò ãëîáàëüíûå ãîëîìîðôíûå ñå÷åíèÿ äëÿ πn,

ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ëþáóþ çàäàííóþ òî÷êó â ðàññëîåíèè äèâèçîðîâ. Ëî-

êàëüíûå ãîëîìîðôíûå ñå÷åíèÿ äëÿ πn íàä îêðåñòíîñòüþ U([µ0]) ⊂ Tg

ìîæíî ïîëó÷èòü (äëÿ ëþáîãî n ≥ 1 ) èç ëîêàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ ñå÷å-

íèé Ê. Ýðëà s̃ äëÿ Φ :M(F ) → Tg íàä U([µ0]) [14].

Õàðàêòåðîì ρ äëÿ Fµ íàçûâàåòñÿ ëþáîé ãîìîìîðôèçì ρ : (π1(Fµ), ·) →

→ (C∗, ·), C∗ = C \ {0}. Õàðàêòåð åäèíñòâåííî çàäàåòñÿ íàáîðîì

(ρ(aµ1), ρ(b
µ
1), ..., ρ(a

µ
g ), ρ(b

µ
g )) ∈ (C∗)2g.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèåé íà êîìïàêòíîé

ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Fµ äëÿ õàðàêòåðà ρ íàçîâåì ìåðîìîðôíóþ ôóíê-

öèþ f íà wµ(U) òàêóþ, ÷òî f(Tz) = ρ(T )f(z), z ∈ wµ(U), T ∈ Γµ.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. q-äèôôåðåíöèàëîì Ïðèìà îòíîñèòåëüíî ôóêñî-

âîé ãðóïïû Γ äëÿ ρ, ò. å. (ρ, q)−äèôôåðåíöèàëîì, íàçûâàåòñÿ äèôôå-

ðåíöèàë ω(z)dzq òàêîé, ÷òî ω(Tz)(T ′z)q = ρ(T )ω(z), z ∈ U, T ∈ Γ,

ρ : Γ → C∗.

Åñëè f0[µ] - ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ íà Fµ äëÿ õàðàêòåðà ρ áåç

íóëåé è ïîëþñîâ, òî df0
f0

- ãîëîìîðôíûé àáåëåâ äèôôåðåíöèàë íà Fµ. Îò-
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ñþäà f0([µ], P ) = exp
P∫

P0[µ]

∑g
j=1 cj([µ], ρ)ζj([µ]), P0[µ] = f s[µ](P0), P0[µ] ∈

∈ Fµ, cj([µ], ρ) ∈ C, j = 1, ..., g, ãäå cj çàâèñÿò ãîëîìîðôíî îò [µ] è îò ρ.

Ïðè ýòîì èíòåãðèðîâàíèå îò ôèêñèðîâàííîé P0[µ] äî òåêóùåé P íà ïåðå-

ìåííîé ïîâåðõíîñòè Fµ, è s[µ] - ñå÷åíèå Ê. Ýðëà [14] íàä ïðîñòðàíñòâîì

Òåéõìþëëåðà Tg.

Õàðàêòåð ρ äëÿ f0 èìååò âèä

ρ(aµk) = exp ck([µ], ρ), ρ(b
µ
k) = exp

( g∑
j=1

cj([µ], ρ)πjk([µ])

)
,

k = 1, ..., g. Òàêèå õàðàêòåðû ρ áóäåì íàçûâàòü íåñóùåñòâåííûìè, à f0 -

åäèíèöåé. Õàðàêòåðû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè, áóäåì íà-

çûâàòü ñóùåñòâåííûìè íà π1(Fµ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hom(Γ,C∗) ãðóïïó

âñåõ õàðàêòåðîâ íà Γ, à ÷åðåç Lg ïîäãðóïïó íåñóùåñòâåííûõ õàðàêòåðîâ

íà Γ [19; 15; 10].

Ëåììà 1.1.1. [10, ñ.106]. Ãîëîìîðôíîå ãëàâíîå Hom(Γ,C∗)−ðàññëîåíèå

E áèãîëîìîðôíî èçîìîðôíî òðèâèàëüíîìó ðàññëîåíèþ Tg(F )×Hom(Γ,C∗)

íàä Tg(F ).

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Äèôôåðåíöèàë Ïðèìà ϕ íà êîìïàêòíîé ðèìà-

íîâîé ïîâåðõíîñòè F äëÿ õàðàêòåðà ρ íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíî

òî÷íûì, åñëè ϕ = df(z) è f(Tz) = ρ(T )f(z), T ∈ Γ, z ∈ U, ò. å. f -

ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ íà F äëÿ ρ, ãäå F = U/Γ.

Ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé àáåëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ íàçî-

âåì ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë Ïðèìà ϕ = ϕ(z)dzq ïåðâîãî, âòîðîãî

è òðåòüåãî ðîäà, åñëè îí ëèáî íå èìååò ïîëþñîâ, ëèáî èìååò ïîëþñà âòî-

ðîãî èëè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà áåç âû÷åòîâ, ëèáî èìååò ïîëþñ ïåðâîãî

ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâåííî [11; 8; 15].

Äèâèçîðîì íà Fµ íàçîâåì ôîðìàëüíîå ïðîèçâåäåíèå D = P n1

1 · · ·P nk

k ,

Pj ∈ Fµ, nj ∈ Z, j = 1, ..., k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç rρ(D
−1) è iρ−1(D) ðàçìåð-
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íîñòè ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé f, êðàòíûõ äèâèçîðó D−1 äëÿ õàðàêòåðà

ρ, è ïðîñòðàíñòâà äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà, êðàòíûõ äèâèçîðó D äëÿ õà-

ðàêòåðà ρ−1, ñîîòâåòñòâåííî íà F.

Òåîðåìà 1.1.1 (Ðèìàíà-Ðîõà äëÿ õàðàêòåðîâ) [15; 10]. Ïóñòü F -

êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ðîäà g ≥ 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî äèâè-

çîðà D íà F è ëþáîãî õàðàêòåðà ρ âåðíî ðàâåíñòâî

rρ(D
−1) = degD − g + 1 + iρ−1(D).

Ââåäåì, ïî àíàëîãèè ñ àáåëåâûìè äèôôåðåíöèàëàìè, ïðîñòðàícòâî

Ωq
ρ(D) ìåðîìîðôíûõ q-äèôôåðåíöèàëîâ ϕ = ϕ(z)dzq íà F äëÿ õàðàêòåðà

ρ òàêèõ, ÷òî (ϕ) ≥ D, ãäå q ∈ Z. Åãî êîìïëåêñíàÿ ðàçìåðíîñòü åñòü ÷èñëî

iρ,q(D).

Òåîðåìà (Ðèìàíà-Ðîõà äëÿ (ρ, q)-äèôôåðåíöèàëîâ) [10; 15]. Äëÿ ëþ-

áûõ g > 0 è q ∈ Z âåðíî ðàâåíñòâî

iρ,q(D) = (g − 1)(2q − 1)− degD + i((f)Zq/D) =

= (g − 1)(2q − 1)− degD + r((f)Zq−1/D)

ïðè ëþáîì õàðàêòåðå ρ, ãäå f - ëþáàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ

ρ, f ̸= 0, à Z � êàíîíè÷åñêèé êëàññ äèâèçîðîâ àáåëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ

íà êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè F ðîäà g.

Ïóñòü ζk, k = 1, ..., g, - êàíîíè÷åñêèé áàçèñ ãîëîìîðôíûõ àáåëåâûõ

äèôôåðåíöèàëîâ, ò. å.
∫
al

ζk = δkl, τPjP0
- íîðìèðîâàííûé ýëåìåíòàðíûé

àáåëåâ äèôôåðåíöèàë ñ ïðîñòûìè ïîëþñàìè Pj, P0 ñ âû÷åòàìè + 1 è - 1

ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, τ
(m)
R - íîðìèðîâàííûé àáåëåâ äèôôåðåíöèàë

âòîðîãî ðîäà (ò. å. áåç âû÷åòîâ) ñ åäèíñòâåííûì ïîëþñîì R ïîðÿäêà m,

ãäå m ≥ 2 [8; 11; 15].
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Òåîðåìà 1.1.2 (Àáåëÿ äëÿ õàðàêòåðîâ) [15; 10]. Ïóñòü D - äèâè-

çîð íà îòìå÷åííîé ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè

[Fµ, {aµ1 , ..., aµg , b
µ
1 , ..., b

µ
g}] ðîäà g ≥ 1 è ρ - õàðàêòåð íà π1(Fµ). Òîãäà D

áóäåò äèâèçîðîì ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè f íà Fµ äëÿ õàðàêòåðà

ρ ⇔ degD = 0 è

φ(D) =
1

2πi

g∑
j=1

log ρ(bµj )e
(j)[µ]− 1

2πi

g∑
j=1

log ρ(aµj )π
(j)[µ](≡ ψ(ρ, [µ]))

â Cg ïî ìîäóëþ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè L(Fµ), ïîðîæäåííîé ñòîëáöà-

ìè e(1)[µ], ..., e(g)[µ], π(1)[µ], ..., π(g)[µ] ìàòðèöû aµ−ïåðèîäîâ è bµ−ïåðèîäîâ

êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà ζ1[µ], ..., ζg[µ], ãäå φ[µ] - îòîáðàæåíèå ßêîáè èç Fµ

â ìíîãîîáðàçèå ßêîáè J(Fµ).

Îòìåòèì, ÷òî, ïî òåîðåìå Áåðñà, îòîáðàæåíèå ψ çàâèñèò ëîêàëüíî

ãîëîìîðôíî îò ρ è [µ] [1].

Òåîðåìà 1.1.3 (î ïîëíîé ñóììå âû÷åòîâ äëÿ àáåëåâûõ 1-äèôôåðåíöèà-

ëîâ) [8; 15; 11]. Äëÿ ëþáîãî ìåðîìîðôíîãî àáåëåâà äèôôåðåíöèàëà ω íà

êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè F ðîäà g ≥ 1 ñ ïîëþñàìè â ïîïàðíî

ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ Q1, ..., Qs âåðíî ðàâåíñòâî
s∑

j=1

res
Qj

ω = 0.

Òåîðåìà (î ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïðîáåëàõ Âåéåðøòðàññà) [10; 15; 8].

Äëÿ ëþáîãî ñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ è ëþáîé òî÷êè P íà êîìïàêò-

íîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè F ðîäà g ≥ 2 ñóùåñòâóåò òî÷íî g − 1

÷èñåë (ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïðîáåëîâ Âåéåðøòðàññà) ni, óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ íåðàâåíñòâàì

0 < n1 < ... < ng−1 < 2g,

êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ òàê, ÷òî äëÿ êàæäîãî i, i = 1, ..., g−1, íå ñóùå-

ñòâóåò ìåðîìîðôíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè äëÿ ρ íà F, èìå-

þùåé â êà÷åñòâå åäèíñòâåííîé îñîáåííîñòè ïîëþñ â P òî÷íî ïîðÿäêà

ni.
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Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Òî÷êà P íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé òî÷-

êîé Âåéåðøòðàññà äëÿ íåñóùåñòâåííîãî (ñóùåñòâåííîãî) õàðàêòåðà ρ íà

F, åñëè äëÿ P ñóùåñòâóåò ìóëüòèïëèêàòèâíûé íå ïðîáåë j, 1 < j ≤ g,

(j, 1 < j ≤ g − 1), ò. å. ñóùåñòâóåò ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ f äëÿ ρ

íà F ñ åäèíñòâåííûì ïîëþñîì â P òî÷íî ïîðÿäêà j, j ≤ g (j, j ≤ g − 1)

[8; 15; 10].

Àðáàðåëëî Ý. äîêàçàë, ÷òî (êëàññè÷åñêèå) òî÷êè Âåéåðøòðàññà íà ïå-

ðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Fµ ëîêàëüíî ãîëîìîðôíî

çàâèñÿò îò ìîäóëåé [µ] äëÿ ïîâåðõíîñòè. Óñòàíîâèì àíàëîã ýòîãî ðåçóëü-

òàòà äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ òî÷åê Âåéåðøòðàññà.

Òåîðåìà [3; 9] Äëÿ ëþáîãî q ≥ 1, q ∈ N, ìóëüòèïëèêàòèâíûå

q−òî÷êè Âåéåðøòðàññà äëÿ ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõ-

íîñòè Fµ ðîäà g ≥ 2, ëîêàëüíî ãîëîìîðôíî çàâèñÿò îò ìîäóëåé [µ] è

õàðàêòåðîâ ρ, à ïðîáåëû â ìóëüòèïëèêàòèâíûõ 1-òî÷êàõ Âåéåðøòðàñ-

ñà è âåñà â ìóëüòèïëèêàòèâíûõ q-òî÷êàõ Âåéåðøòðàññà ÿâëÿþòñÿ ëî-

êàëüíî ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè îò [µ] è ρ ñî çíà÷åíèÿìè â N.

�1.2. Òåîðåìû î âû÷åòàõ äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà

Òåîðåìà î ïîëíîé ñóììå âû÷åòîâ äëÿ àáåëåâà 1-äèôôåðåíöèàëà íà

êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè èãðàåò áîëüøóþ ðîëü â òåîðèè ôóíê-

öèé. Âû÷åòû äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà ìîæíî îïðåäåëÿòü òîëüêî äëÿ

âåòâåé ýòèõ ìíîãîçíà÷íûõ äèôôåðåíöèàëîâ. Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò

íàéäåíû òåîðåìû î ïîëíîé ñóììå âû÷åòîâ äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðè-

ìà ëþáîãî ïîðÿäêà íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ñ

ëþáûìè ïåðåìåííûìè õàðàêòåðàìè.

Òåîðåìà 1.2.1 (î ïîëíîé ñóììå âû÷åòîâ äëÿ 1-äèôôåðåíöèàëà Ïðè-

ìà). Äëÿ ëþáîãî 1-äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà ω ñ ëþáûì õàðàêòåðîì ρ è
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äèâèçîðîì (ω) ≥ 1
P

α1
1 ...Pαm

m
, αj ∈ N, j = 1, ...,m, ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè

òî÷êàìè P1, ..., Pm,m ≥ 2, íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïî-

âåðõíîñòè Fµ ðîäà g ≥ 2 ñóùåñòâóåò ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ f

äëÿ ρ−1 òàêàÿ, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî
m∑
j=1

res
Pj

ωf = 0, ïðè÷åì

1) f - åäèíèöà íà Fµ, åñëè ρ - íåñóùåñòâåííûé õàðàêòåð;

2) f - åäèíñòâåííàÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâóþ êîí-

ñòàíòó, ôóíêöèÿ ñ åäèíñòâåííûì ïðîñòûì ïîëþñîì P1 íà Fµ, åñëè ρ

- ñóùåñòâåííûé õàðàêòåð.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû î âû÷åòàõ äëÿ àáåëåâà

äèôôåðåíöèàëà ωf íà Fµ. Ïðè ýòîì:

1) åñëè ρ - íåñóùåñòâåííûé õàðàêòåð, òî âûáåðåì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ

åäèíèöó f äëÿ ρ−1, ãäå

f(P ) = exp

[
−

P∫
Q0

g∑
j=1

log ρ(aj)ζj

]
, Q0 ̸= P1, ..., Pm;

2) åñëè ρ - ñóùåñòâåííûé õàðàêòåð, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìóëü-

òèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ f äëÿ ρ−1 ñ åäèíñòâåííûì ïðîñòûì ïîëþñîì P1

[9]. Òàêàÿ ôóíêöèÿ f èìååò äèâèçîð R1

P1
, ãäå φ(R1) = φ(P1)−ψ(ρ) â ìíî-

ãîîáðàçèè ßêîáè J(Fµ), ψ(ρ) ̸= 0. Ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ÿâíî

â âèäå

f(P ) = exp

[ P∫
Q0

(τR1P1
−

g∑
j=1

log ρ(aj)ζj)

]
, Q0 ̸= P1, ..., Pm[10].

Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü òàêîé ôóíêöèè. Åñëè èìååòñÿ òî÷êà R2 òàêàÿ,

÷òî âåðíî ðàâåíñòâî φ(R1) = φ(P1) − ψ(ρ) = φ(R2), òî φ(R1/R2) = 0.

Ïî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Àáåëÿ ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ h ñ

äèâèçîðîì (h) = R1/R2, èìåþùàÿ åäèíñòâåííûé ïðîñòîé ïîëþñ íà êîì-

ïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ïîëîæèòåëüíîãî ðîäà. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 1.2.1 (î ïîëíîé ñóììå âû÷åòîâ äëÿ 1-äèôôåðåíöèàëà

Ïðèìà ñ íåñóùåñòâåííûì õàðàêòåðîì). Íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðè-

ìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Fµ ðîäà g ≥ 2 äëÿ ëþáîãî 1-äèôôåðåíöèàëà Ïðè-

ìà τ ñ íåñóùåñòâåííûì õàðàêòåðîì ρ è ïðîñòûìè ïîëþñàìè Q1, ..., Qm

âåðíî ðàâåíñòâî
m∑
j=1

f−1
0 (Qj) res

Qj

τ = 0, ãäå ñëàãàåìûå íå çàâèñÿò îò âû-

áîðà âåòâåé τ è f0 äëÿ ρ, ò. å. ñóììà êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà Fµ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äëÿ ïðîñòîãî ïîëþñàQ èìååì ðàçëîæåíèÿ äëÿ

íåêîòîðîé âåòâè äèôôåðåíöèàëà τ = (c−1

z +O(1))dz, c−1 ̸= 0, è

1
f0

= ( 1
f0
)(Q) +O(z), ãäå z(Q) = 0, â îêðåñòíîñòè U(Q). Îòñþäà

τ
f0

= ( c−1

f0(Q) ·
1
z +O(1))dz. Êðîìå òîãî, âåðíî ðàâåíñòâî τ(Tz)dTz

f0(Tz)
= ρ(T )τ(z)dz

ρ(T )f0(z)

äëÿ T ∈ Γµ, z ∈ wµ(U), à çíà÷èò âû÷åò íå áóäåò çàâèñåòü îò âûáîðà âåò-

âåé äëÿ τ è f0. Òåïåðü ïðèìåíÿåì òåîðåìó 1.1.3 î ïîëíîé ñóììå âû÷åòîâ

äëÿ àáåëåâà äèôôåðåíöèàëà τ
f0
. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Òåîðåìà 1.2.2 (î ïîëíîé ñóììå âû÷åòîâ äëÿ (ρ, q)−äèôôåðåíöèàëà).

Äëÿ ëþáîãî (ρ, q)−äèôôåðåíöèàëà τ ñ ëþáûì õàðàêòåðîì ρ è äèâèçî-

ðîì (τ) ≥ 1
Q

α1
1 ...Qαs

s
, αj ∈ N, j = 1, . . . , s, ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè

Q1, ..., Qs, s ≥ 2, è ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà q ̸= 0, 1 íà ïåðåìåííîé êîìïàêò-

íîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Fµ ðîäà g ≥ 2 ñóùåñòâóåò ìóëüòèïëèêà-

òèâíàÿ ôóíêöèÿ f äëÿ ρ−1 òàêàÿ, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî

s∑
j=1

res
Qj

τf

ωq−1
0

+

g+1∑
j=1

res
Sj

τf

ωq−1
0

= 0,

ïðè÷åì

1) f - åäèíèöà íà Fµ, åñëè ρ - íåñóùåñòâåííûé õàðàêòåð;

2) f - åäèíñòâåííàÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâóþ êîí-

ñòàíòó, ôóíêöèÿ ñ åäèíñòâåííûì ïðîñòûì ïîëþñîì P1 íà Fµ, åñëè ρ

- ñóùåñòâåííûé õàðàêòåð.

Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ω0 - ãîëîìîðôíûé àáåëåâ äèôôåðåíöèàë

ñ äèâèçîðîì (ω0) = S1...SgS
g−2
g+1 , φSg+1

(S1...Sg) = −2K â ìíîãîîáðàçèè
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ßêîáè J(Fµ) è {S1, ..., Sg, Sg+1} ∩ {Q1, ..., Qs} = ∅ íà Fµ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî íàéòè àáå-

ëåâ ãîëîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë ω0 òàêîé, ÷òî (ω0)∩{Q1, . . . , Qs} = ∅ íà

Fµ, òàê êàê äèâèçîðû ãîëîìîðôíûõ àáåëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ íå èìåþò

áàçèñíûõ òî÷åê íà Fµ [15]. Âûáåðåì ëþáîé òàêîé àáåëåâ äèôôåðåíöèàë

ω0 ñ äèâèçîðîì (ω0) = S1 · · ·S2g−2. Ïîñòðîèì àáåëåâ 1-äèôôåðåíöèàë

τf

ωq−1
0

, ãäå f èìååò õàðàêòåð ρ−1 íà Fµ.

Âûáåðåì ω0 òàê, ÷òîáû â åãî äèâèçîðå áûëî áû ïî âîçìîæíîñòè ìåíü-

øåå ÷èñëî òî÷åê. Èìååì ðàâåíñòâî φP0
(S1...S2g−2) = −2K â ìíîãîîá-

ðàçèè ßêîáè J(Fµ), ãäå K - âåêòîð êîíñòàíò Ðèìàíà äëÿ îòìå÷åííîé

êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Fµ c áàçèñíîé òî÷êîé P0 [15]. Ïåðå-

ïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â äðóãîì âèäå φSg+1
(S1...Sg) = −2K − φSg+1

(Sg−2
g+1),

ãäå P0 = Sg+1 = ... = S2g−2. Îòñþäà ïîëó÷àåì àáåëåâ äèôôåðåíöèàë ω0

ñ äèâèçîðîì âèäà (ω0) = S1...SgS
g−2
g+1 . Ïî òåîðåìå î ïîëíîé ñóììå âû÷å-

òîâ äëÿ àáåëåâà äèôôåðåíöèàëà τf

ωq−1
0

ïîëó÷àåì íàøå ðàâåíñòâî. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.2.1. Îòìåòèì, ÷òî ïðè q < 0 â ïðåäûäóùåé òåîðåìå

íåò âòîðîé ñóììû â óòâåðæäåíèè òåîðåìû.

1) Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå (ρ, q)−äèôôåðåíöèàëû τ,

(τ) ≥ 1
Q1...Qs

, ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà s ≥ 2 ïðè ôèêñèðîâàííûõ

g ≥ 2 è q < 0. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà äëÿ (ρ, q)−äèôôåðåíöèàëîâ

èìååì ðàâåíñòâî

iρ,q

(
1

Q1...Qs

)
= (2q − 1)(g − 1)− deg

1

Q1...Qs
+ r((f)Zq−1Q1...Qs).

Íàéäåì ñòåïåíü deg ((f)Zq−1Q1...Qs) = 0 + (q − 1)(2g − 2) + s. Åñëè

deg ((f)Zq−1Q1...Qs) > 0, ò. å. s > −(q − 1)(2g − 2), òî

r((f)Zq−1Q1...Qs) = 0 è ðàçìåðíîñòü iρ,q(
1

Q1...Qs
) = (2q− 1)(g− 1)+ s > 0
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ïðè s > −(2q − 1)(g − 1). Äëÿ s, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

s > (2 − 2q)(g − 1)(≥ 4), ïðè ôèêñèðîâàííûõ g ≥ 2 è −q ≥ 1 èìååì

iρ,q(
1

Q1...Qs
) > 0 è ðàâåíñòâî â ïðåäûäóùåé òåîðåìå ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæà-

òåëüíûì, ò. å. íå ñâîäèòñÿ ê òîæäåñòâó 0 ≡ 0.

2) Ïðè g ≥ 2 è q ≥ 2, s ≥ 2 òàêæå èìååì

iρ,q

(
1

Q1...Qs

)
= (2q − 1)(g − 1) + s+ r((f)Zq−1Q1...Qs)(≥ 5),

ò. å. ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé (ρ, q)−äèôôåðåíöèàë τ ñ (τ) ≥ 1
Q1...Qs

íà Fµ,

ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ.

Çàìå÷àíèå 1.2.2. Ï. Àïïåëü [12] ðàññìàòðèâàë òåîðåìó î âû÷åòàõ

òîëüêî â îäíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå q = 0 è äëÿ ôèêñèðîâàííîé ðèìàíîâîé

ïîâåðõíîñòè. Ñëåäóÿ åãî ðàáîòå íàéä¼ì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïðîñòûìè

ïîëþñàìè Q1, ..., Qs è âû÷åòàìè A1, ..., As â íèõ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ âåòâè

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè f ñ õàðàêòåðîì ρ íà Fµ.

Âîçüìåì ëþáîé íåíóëåâîé ãîëîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë Ïðèìà ϕ(z)dz

ñ îáðàòíûì õàðàêòåðîì ρ−1. Ïðîèçâåäåíèå f(z)ϕ(z)dz áóäåò îäíîçíà÷-

íûì ìåðîìîðôíûì äèôôåðåíöèàëîì íà Fµ ñ ïðîñòûìè ïîëþñàìè âQ1, ...,

Qs è âû÷åòàìè A1ϕ(Q1), ..., Asϕ(Qs) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïî êëàññè÷å-

ñêîé òåîðåìå î âû÷åòàõ ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 1.2.3 [12] (Àíàëîã òåîðåìû î ïîëíîé ñóììå âû÷åòîâ äëÿ

ôóíêöèé). Ïóñòü f - ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ρ ñ ïðîñòû-

ìè ïîëþñàìè Q1, ..., Qs è âû÷åòàìè A1, ..., As â ýòèõ òî÷êàõ ñîîòâåò-

ñòâåííî äëÿ íåêîòîðîé âåòâè ýòîé ôóíêöèè íà ïåðåìåííîé êîìïàêò-

íîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Fµ ðîäà g ≥ 2. Òîãäà

1) åñëè ρ - ñóùåñòâåííûé õàðàêòåð, òî ñóùåñòâóåò òî÷íî g−1 ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûõ íàä C ñîîòíîøåíèé A1ϕj(Q1) + ...+ Asϕj(Qs) = 0,

j = 1, ..., g − 1, ãäå ϕ1(z)dz, ..., ϕg−1(z)dz - áàçà ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåí-
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öèàëîâ Ïðèìà íà Fµ äëÿ ρ−1;

2) åñëè ρ - íåñóùåñòâåííûé õàðàêòåð, òî ñóùåñòâóåò ðîâíî g ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûõ íàä C ñîîòíîøåíèé A1ϕj(Q1) + ...+ Asϕj(Qs) = 0,

j = 1, ..., g, ãäå ϕ1(z)dz, ..., ϕg(z)dz - áàçèñ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ

Ïðèìà äëÿ ρ−1 íà Fµ.

Çàìå÷àíèå 1.2.3. Â íàøåé òåîðåìå 1.2.1 ω - ìåðîìîðôíûé äèôôå-

ðåíöèàë Ïðèìà ñ ïîëþñàìè Q1, ..., Qs, à f ëèáî íå èìååò îñîáûõ òî÷åê,

ëèáî îñîáåííîñòü òîëüêî â Q1. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì, ÷òî ω è f áóäóò

1-äâîéñòâåííû òîëüêî ïî õàðàêòåðó, íî ýòî íå áóäåò ñòðîãîé äâîéñòâåí-

íîñòüþ, òàê êàê äèâèçîðû íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé [10]. Çàìåòèì, ÷òî

òåîðåìà Àïïåëÿ ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà êðàòíûå ïîëþñà.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàøà òåîðåìà 1.2.1 è àíàëîã òåîðåìû Àïïåëÿ èçó÷à-

þò 1-äâîéñòâåííûå îáúåêòû ôóíêöèè è äèôôåðåíöèàëû. Ýòè òåîðåìû

ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è äîïîëíèòåëüíûìè äðóã ê äðóãó â ñìûñëå 1-

äâîéñòâåííûõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà è ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé

íà Fµ [10].

�1.3. Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû î âû÷åòàõ è çàêîíû âçàèìíîñòè

äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû î ïîëíîé ñóì-

ìå âû÷åòîâ äëÿ 1-äèôôåðåíöèàëà ω ñ ëþáûì õàðàêòåðîì ρ, â ÷àñòíîì

ñëó÷àå, êîãäà ω = df, ò. å. ω - ìóëüòèïëèêàòèâíî òî÷åí íà Fµ.

Ïóñòü P1, ..., Pm - íóëè f ñ êðàòíîñòüþ λ1, ..., λm è Q1, ..., Qs - ïîëþñà

äëÿ f ñ êðàòíîñòüþ µ1, ..., µs. Ðàññìîòðèì òàêæå îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ

R íà Fµ ñ ïîëþñàìè M1, ...,Ml êðàòíîñòè p1, ..., pl ñîîòâåòñòâåííî, ãäå

òî÷êèMi íå âõîäÿò â íîñèòåëü äèâèçîðà supp (f). Çàìåòèì, ÷òî
df
f áóäåò
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àáåëåâ äèôôåðåíöèàë ñ ïðîñòûìè ïîëþñàìè P1, ..., Pm, Q1, ..., Qs è âû÷å-

òàìè λ1, ..., λm,−µ1, ...,−µs ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, â ñèëó îäíîçíà÷íîñòè

ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, ïî òåîðåìå 1.1.3 ïîëó÷èì, ÷òî

0 =
1

2πi

∫
∂∆µ

R
df

f
=

m∑
k=1

λkR(Pk)−
s∑

j=1

µjR(Qj) +
l∑

i=1

res
Mi

R
df

f
, (1)

ãäå ∆µ - ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü äëÿ ãðóïïû Γµ â îáëàñòè wµ(U) [1;

15].

Èç (1) ïîëó÷èì ôîðìóëû, ñâÿçàííûå ñî ñïåöèàëüíûì âûáîðîì ôóíê-

öèè R íà Fµ :

1) Ïóñòü R íå èìååò ïîëþñîâ íà Fµ, à çíà÷èò R áóäåò êîíñòàíòîé.

Òîãäà
m∑
k=1

λk =
s∑

j=1

µj, ÷òî ðàâíîñèëüíî êëàññè÷åñêîìó ôàêòó deg(f) = 0

[8; 15];

2) Ïóñòü R èìååò òîëüêî ïðîñòûå ïîëþñà â ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ

M1, ...,Ml, ò. å. R =
c
(i)
−1

z−z(Mi)
+ O(1) â îêðåñòíîñòè Mi, i = 1, ..., l. Òîãäà

ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

s∑
j=1

µjR(Qj)−
m∑
k=1

λkR(Pk) =
l∑

i=1

f ′(Mi)

f(Mi)
res
Mi

R;

3) Åñëè R èìååò êðàòíûå ïîëþñà â òî÷êàõ Mi, ò. å. R =
c
(i)
−pi

(z−z(Mi))pi
+ ...

+
c
(i)
−1

z−z(Mi)
+O(1), i = 1, ..., l, òî â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

s∑
j=1

µjR(Qj)−
m∑
k=1

λkR(Pk) =

=
l∑

i=1

[(
f ′

f

)(pi−1)

(Mi)
c
(i)
−pi

(pi − 1)!
+

(
f ′

f

)(pi−2)

(Mi)
c
(i)
−pi+1

(pi − 2)!
+ ...

...+

(
f ′

f

)′
(Mi)c

(i)
−2 +

f ′

f
(Mi)c

(i)
−1

]
.

Çàìå÷àíèå 1.3.1. Ýòè òðè ðàâåíñòâà âûðàæàþò çàêîíû âçàèìíîñòè

ñâÿçûâàþùèå íóëè è ïîëþñà äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè f ñ ïî-

ëþñàìè îäíîçíà÷íûõ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé R íà Fµ.
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Êàê ñëåäñòâèå èç òåîðåìû î ïîëíîé ñóììå âû÷åòîâ äëÿ 1-äèôôåðåíöè-

àëà ñ õàðàêòåðîì ρ ïîëó÷èì àíàëîã íåîáõîäèìîãî è äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ 1-äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà ñ ëþáûì õàðàêòåðîì íà ïåðå-

ìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Fµ ðîäà g ≥ 2 ñ çàäàííûìè

ïðîñòûìè ïîëþñàìè è âû÷åòàìè â íèõ äëÿ âåòâè ýòîãî äèôôåðåíöèàëà

[8].

Ñëåäñòâèå 1.3.1. Ïóñòü Q1, ..., Qs áóäóò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷-

êè íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Fµ ðîäà g ≥ 2

è c1, ..., cs - êîìïëåêñíûå ÷èñëà, s ≥ 2, è ρ - ïðîèçâîëüíûé õàðàêòåð.

Òîãäà ñóùåñòâóåò 1-äèôôåðåíöèàë Ïðèìà ω = h(z)dz äëÿ ρ ñ ïðîñòû-

ìè ïîëþñàìè Q1, ..., Qs è âû÷åòàìè c1, ..., cs â íèõ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ

íåêîòîðîé åãî âåòâè åñëè è òîëüêî, åñëè
s∑

j=1

res
Qj

ωf = 0. (2)

Ïðè÷åì:

1) ðàâåíñòâî (2) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó
s∑

j=1

cjf(Qj) = 0, ãäå f -

ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ åäèíèöà äëÿ íåñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ−1;

2) ðàâåíñòâî (2) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó
s∑

j=2

cjf(Qj) + c1 lim
z→z(Q1)

d

dz
[f(z)(z − z(Q1))]+

+(res
Q1

f) lim
z→z(Q1)

d

dz
[h(z)(z − z(Q1))] = 0,

ãäå f - ôóíêöèÿ äëÿ ñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ−1, (f) = R1

Q1
,

φ(R1) = φ(Q1)− ψ(ρ), ψ(ρ) ̸= 0, â ìíîãîîáðàçèè ßêîáè J(Fµ).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Íåîáõîäèìîñòü ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.2.1

äëÿ 1-äèôôåðåíöèàëà ñ õàðàêòåðîì ρ íà Fµ.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðè íàøèõ óñëîâèÿõ ωf áóäåò àáåëåâûì äèôôåðåíöè-

àëîì íà Fµ è äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (2). Ïî êëàññè÷åñêîé òåî-
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ðåìå ñóùåñòâóåò àáåëåâ äèôôåðåíöèàë ω1 ñ âû÷åòàìè res
Qj

ωf, j = 1, ..., s.

Îòñþäà èñêîìûé äèôôåðåíöèàë ω = ω1

f .

Åñëè ρ - ñóùåñòâåííûé õàðàêòåð, òî âû÷åò res
Qj

ωf = f(Qj) res
Qj

ω,

j = 2, ..., s. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè Q1 âåðíû ðàçëîæåíèÿ ω = ( c1
z−z(Q1)

+

+ C
(1)
0 + C

(1)
1 (z − z(Q1)) + ...)dz è f = c−1

z−z(Q1)
+ C0 + C1(z − z(Q1)) + ...

Òîãäà

res
Q1

ωf = C0c1 + c−1C
(1)
0 =

= (res
Q1

ω) lim
z→z(Q1)

d

dz
[f(z)(z − z(Q1))] + (res

Q1

f) lim
z→z(Q1)

d

dz
[h(z)(z − z(Q1))].

Äëÿ íåñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ ñóùåñòâóåò ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ åäè-

íèöà f0 äëÿ ρ
−1 è å¼ äèâèçîð (f0) = 1. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì áîëåå ïðîñòûå

ôîðìóëû äëÿ âû÷åòîâ res
Qj

ωf0 = f0(Qj) res
Qj

ω, j = 1, ..., s. Ñëåäñòâèå äîêà-

çàíî.

Çàìå÷àíèå 1.3.2. Äëÿ ñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ è ëþáîé òî÷êè Q1

ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàë Ïðèìà ω ñ åäèíñòâåííûì ïðîñòûì ïîëþñîì â

Q1 è íå íóëåâûì âû÷åòîì íà êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè F ðîäà

g ≥ 2. Ýòî ïîêàçûâàåò ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå òåîðèè äèôôåðåíöèàëîâ

Ïðèìà îò òåîðèè àáåëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ íà êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé

ïîâåðõíîñòè F ðîäà g ≥ 2 [8; 15].

Ñôîðìóëèðóåì àíàëîã òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ (ρ, q)−äèôôåðåíöèàëà

Ïðèìà ñ çàäàííûìè ïîëþñàìè è âû÷åòàìè.

Ñëåäñòâèå 1.3.2. Ïóñòü Q1, ..., Qs áóäóò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷-

êè íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Fµ ðîäà g ≥ 2

è c1, ..., cs - êîìïëåêñíûå ÷èñëà, s ≥ 2, ρ - ïðîèçâîëüíûé õàðàêòåð, è q

- ëþáîå öåëîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóåò (ρ, q)−äèôôåðåíöèàë Ïðèìà τ

ñ ïðîñòûìè ïîëþñàìè Q1, ..., Qs è âû÷åòàìè c1, ..., cs â íèõ ñîîòâåò-
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ñòâåííî äëÿ íåêîòîðîé åãî âåòâè íà Fµ, åñëè è òîëüêî, åñëè âåðíî ðà-

âåíñòâî
s∑

j=1

res
Qj

τf

ωq−1
0

+

g+1∑
j=1

res
Sj

τf

ωq−1
0

= 0.

Ïðè ýòîì:

1) åñëè ρ - íåñóùåñòâåííûé õàðàêòåð, òî f - ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ

åäèíèöà äëÿ ρ−1;

2) åñëè ρ - ñóùåñòâåííûé õàðàêòåð, òî f - ôóíêöèÿ äëÿ ρ−1, (f) = R1

Q1

è òî÷êè S1, ..., Sg+1 íà Fµ, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ òåîðåìû 1.2.2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.2.2

è ïðåäûäóùåìó ñëåäñòâèþ. Ïðè ýòîì èñêîìûé äèôôåðåíöèàë τ = ω1ω
q−1
0

f ,

ãäå ω1 - àáåëåâ äèôôåðåíöèàë ñ ïîëþñàìè: â òî÷êàõ Q1, ..., Qs ñ âû÷åòàìè

res
Qj

τf

ωq−1
0

, j = 1, ..., s, è â äîïîëíèòåëüíûõ òî÷êàõ S1, ..., Sg+1 ñ âû÷åòàìè

res
Sk

τf

ωq−1
0

, k = 1, ..., g + 1.

Çàìå÷àíèå 1.3.3. Ïðè q < 0 íå áóäåò âòîðîé ñóììû â óòâåðæäåíèè

ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ.

�1.4. Ýëåìåíòàðíûå äèôôåðåíöèàëû Ïðèìà

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáùåé òåîðèè îäíîçíà÷íûõ è ìóëüòèïëèêàòèâíûõ

äèôôåðåíöèàëîâ áîëüøóþ ðîëü èãðàþò, òàê íàçûâàåìûå, ýëåìåíòàðíûå

äèôôåðåíöèàëû ëþáîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå èìåþò ìèíèìàëüíîå êîëè÷å-

ñòâî ïîëþñîâ: ëèáî îäèí ïîëþñ ïîðÿäêà≥ 1, ëèáî äâà ïðîñòûõ ïîëþñà [8;

15], è ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèå îò õàðàêòåðîâ ρ è îò ìîäóëåé [µ] êîìïàêò-

íûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé. Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò íàéäåí îáùèé âèä

ýëåìåíòàðíûõ (ρ, q)−äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà íà Fµ.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.1 [9]. 1) Äëÿ ëþáîãî ñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ,

òî÷êè Q ∈ Fµ, íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q ≥ 1 è íåñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà

25



ρ, òî÷êè Q ∈ Fµ, íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q > 1 ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíûé

(ρ, q)−äèôôåðåíöèàë τρ,q;Q òðåòüåãî ðîäà ñ åäèíñòâåííûì ïðîñòûì ïî-

ëþñîì Q = Q[µ] íà Fµ ðîäà g ≥ 2, ëîêàëüíî ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèé îò

ρ è [µ];

2) Äëÿ ëþáîãî íåñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ, òî÷êè Q ∈ Fµ è q = 1

íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíûé (ρ, 1)−äèôôåðåíöèàë τρ;Q òðåòüåãî ðîäà

ñ åäèíñòâåííûì ïðîñòûì ïîëþñîì Q íà Fµ.

Â íàøåé ðàáîòå äàäèì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.4.1 è

áîëåå äåòàëüíîå îïèñàíèå åãî àñèìïòîòèêè â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê.

Òåîðåìà 1.4.1. Äëÿ ëþáîãî ñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ, òî÷êè Q ∈

∈ Fµ ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ âåòâü ýëåìåíòàðíîãî äèôôåðåíöèàëà τρ,Q

òðåòüåãî ðîäà ñ åäèíñòâåííûì ïðîñòûì ïîëþñîì â òî÷êå Q íà Fµ ðîäà

g ≥ 2, ëîêàëüíî ãîëîìîðôíî çàâèñÿùåãî îò [µ] è ρ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Áóäåì èñêàòü òàêîé äèôôåðåíöèàë â ñëåäóþ-

ùåì âèäå τρ,Q = fω0. Çäåñü ω0 - ôèêñèðîâàííûé ãîëîìîðôíûé àáåëåâ

äèôôåðåíöèàë, ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèé îò [µ], ñ äèâèçîðîì (ω0) =

= Q1 · · ·Q2g−2, ñîñòîÿùèì èç òî÷åê îòëè÷íûõ îò Q, è f - ìóëüòèïëèêà-

òèâíàÿ ôóíêöèÿ ñ äèâèçîðîì (f) =
P1···P2g−1

QQ1···Q2g−2
. Òàêóþ ôóíêöèþ ìîæíî

çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå [10; 15]. Ïî òåîðåìå Àáåëÿ äëÿ õàðàêòåðîâ âåðíî

ðàâåíñòâî

g∑
j=1

φ(Pj) = φ(Q)− 2K + ψ(ρ)−
2g−1∑
j=g+1

φ(Pj) = A. (3)

Ìîæíî âûáðàòü g−1 íóëåé Pg+1, . . . , P2g−1 ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèõ îò

[µ], òàê ÷òîáû A /∈ W 1
g [15]. Ðåøàÿ ïðîáëåìó îáðàùåíèÿ ßêîáè, åäèí-

ñòâåííî îïðåäåëèì g íóëåé P1, . . . , Pg, ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèõ îò [µ] è

ρ.
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Äîêàæåì äâóìÿ ñïîñîáàìè, ÷òî Q äåéñòâèòåëüíî ïðîñòîé ïîëþñ, ò. å.

Q íå ñîêðàùàåòñÿ ñ íóëÿìè íàøåé ôóíêöèè f.

Ñíà÷àëà âûáåðåì Pg+1, . . . , P2g−1, îòëè÷íûìè îò Q. Ðåøàÿ ïðîáëåìó

ßêîáè ïîëó÷èì íóëè P1, . . . , Pg. Îò ïðîòèâíîãî. Åñëè Q = P1, òî (3)

ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

g+1∑
j=2

φ(Pj) = −2K + ψ(ρ)−
2g−1∑
j=g+2

φ(Pj).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà äèâèçîðû P2 · · ·Pg+1 ñòåïåíè g îïðåäåëÿþòñÿ

îäíîçíà÷íî, êàê ôóíêöèè îò äèâèçîðîâ Pg+2 · · ·P2g−1 ñòåïåíè g − 2. Òà-

êèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ëîêàëüíî àíàëèòè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäó äî-

ñòàòî÷íî ìàëûìè îêðåñòíîñòÿìè â ïðîñòðàíñòâå Wg è â ïðîñòðàíñòâå

Wg−2. Ýòî íåâîçìîæíî èç-çà ðàçëè÷íîé êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè òàêèõ

ïðîñòðàíñòâ â îêðåñòíîñòè îáùåé òî÷êè èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ [15]. Ïðî-

òèâîðå÷èå.

Ýòî æå óòâåðæäåíèå ìîæíî äîêàçàòü ïî äðóãîìó. Åñëè ñíîâà Q = P1,

òî èìååì ðàâåíñòâî

g∑
j=2

φ(Pj) = −2K + ψ(ρ)−
2g−1∑
j=g+1

φ(Pj), (4)

èëè
g∑

j=2

φ(Pj) +
2g−1∑
j=g+1

φ(Pj) = −2K + ψ(ρ). Ðàññìîòðèì öåëûé äèâèçîð

D = P2 · · ·PgPg+1 · · ·P2g−1. Ó ýòîãî äèâèçîðà åñòü g − 1 ñâîáîäíûõ òî÷åê

Pg+1, . . . , P2g−1 è îí èìååò ñòåïåíü 2g−2. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà èìååì

i(D) = −degD + g − 1 + r( 1
D). Òîãäà ïî òåîðåìå î ñâîáîäíûõ òî÷êàõ

[15] èìååì íåðàâåíñòâî g − 1 + 1 ≤ r( 1
D) = g − 1 + i(D) è i(D) ≥ 1.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ãîëîìîðôíûé àáåëåâ äèôôåðåíöèàë ω

òàêîé, ÷òî (ω) ≥ D, à çíà÷èò (ω) = D è φ(D) = −2K. Ñëåäîâàòåëüíî

èç (4) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî −2K = −2K + ψ(ρ) â J(Fµ). Òàêèì îáðàçîì

ψ(ρ) = 0 è õàðàêòåð ρ áóäåò íåñóùåñòâåííûé. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Âûáèðàÿ äèâèçîð Pg+1 · · ·P2g−1, êàê ëîêàëüíî ãîëîìîðôíîå ïî [µ] ñå-

÷åíèå Ýðëà íàä Tg [14], è ðåøàÿ çàäà÷ó (3) îáðàùåíèÿ ßêîáè ïîëó÷èì

äèâèçîð P1 · · ·Pg, ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèé îò [µ] è ρ.

Òàêèì îáðàçîì f è ω0 ãîëîìîðôíî çàâèñÿò îò [µ] è ρ, à çíà÷èò τρ,Q

òîæå ãîëîìîðôíî çàâèñèò îò [µ] è ρ. Ïðè÷åì Q íà Fµ òàêæå âûáèðàåì

êàê ëîêàëüíî ãîëîìîðôíîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ öåëûõ äèâèçîðîâ ñòåïåíè

1 íàä Tg. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.4.1. Â ëîêàëüíîì ïàðàìåòðå â îêðåñòíîñòè òî÷êè Q

èìååì ðàçëîæåíèå τρ,Q = (1z +O(1))dz, z(Q) = 0.

Çàìå÷àíèå 1.4.2. Â [9] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ρ íà Fµ ðîäà g ≥ 2

ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíûé äèôôåðåíöèàë τρ,Q1Q2
òðåòüåãî ðîäà òî÷íî ñ

ïðîñòûìè ïîëþñàìè â ïðîèçâîëüíûõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ Q1, Q2, ëîêàëüíî

ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèé îò ρ è [µ].

Äëÿ íåñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ íå ñóùåñòâóåò τρ,Q1
, íî ñóùåñòâóåò

τρ,Q1,Q2
. Òàêîé äèôôåðåíöèàë τρ,Q1Q2

= f0τQ1Q2
, ãäå f0 - ìóëüòèïëèêàòèâ-

íàÿ åäèíèöà äëÿ ρ, τQ1,Q2
- àáåëåâ äèôôåðåíöèàë ñ âû÷åòîì +1 è -1 â

òî÷êàõ Q1, Q2 ñîîòâåòñòâåííî, ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèå îò [µ], ρ è òî÷åê

Q1, Q2 [8; 15].

Äëÿ ñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ ñóùåñòâóþò τρ,Q1
, à çíà÷èò è τρ,Q1,Q2

=

c1τρ,Q1
+ c2τρ,Q2

, c1 ̸= 0, c2 ̸= 0.

Äëÿ ëþáîãî ñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà äèôôåðåíöèàë τ
(m)
ρ,Q = (τρ,Q)

(m−1)
Q ,

ïîëó÷åííûé (m − 1)−êðàòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî ïàðàìåòðó Q,

áóäåò äèôôåðåíöèàëîì Ïðèìà âòîðîãî ðîäà ñ åäèíñòâåííûì ïîëþñîì â

Q è àñèìïòîòèêàìè âèäà ( 1
zm +O(1))dz, z(Q) = 0 [15].

Òåîðåìà 1.4.2. Íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè
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Fµ ðîäà g ≥ 2 äëÿ ëþáîé òî÷êè Q, ëþáîãî õàðàêòåðà ρ è m ≥ 2, m ∈ N,

ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàë Ïðèìà τ
(m)
ρ,Q ñ ïîëþñîì Q òî÷íî ïîðÿäêà m,

ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèé îò [µ] è ρ. Ïðè÷åì äëÿ ñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà

îí èìååò àñèìïòîòèêó ( 1
zm +O(1))dz, z(Q) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî â [9] äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðà ïîëó÷åí äèôôåðåíöèàë τ̃
(m)
ρ,Q ,

íî â òî÷êåQ îí ìîæåò èìåòü íåíóëåâîé âû÷åò. Äðóãèì ìåòîäîì äîêàæåì,

÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå äèôôåðåíöèàëû Ïðèìà âòîðîãî ðîäà äëÿ ëþáîé

òî÷êè Q è äëÿ ëþáîãî ñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ íà Fµ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äëÿ ëþáîãî m ≥ 2 íàéäåì äèôôåðåíöèàë

Ïðèìà τ̃
(m)
ρ,Q äëÿ ρ â âèäå fω0, ãäå (f) =

P̃1···P̃mP1···P2g−2

QmQ1···Q2g−2
, Q ̸= Q1, ..., Q2g−2.

Ïî òåîðåìå Àáåëÿ äëÿ õàðàêòåðîâ èìååì ðàâåíñòâî

g∑
j=1

φ(Pj) = mφ(Q)−
m∑
k=1

φ(P̃k)−
2g−2∑
j=g+1

φ(Pj)− 2K + ψ(ρ) = A. (5)

Âûáåðåì äèâèçîð P̃1P̃2...P̃mPg+1 · · ·P2g−2, ëîêàëüíî ãîëîìîðôíî çàâè-

ñÿùèé îò [µ], òàê, ÷òîáû òî÷êà Q íå âõîäèëà â íîñèòåëü ýòîãî äèâèçîðà.

Íàéäåì îñòàëüíûå òî÷êè P1, . . . , Pg, êàê åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðîáëåìû

îáðàùåíèÿ ßêîáè (5), åñëè A /∈ W 1
g [15].

Ðàññóæäàÿ, êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.4.1, ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

P1, . . . , Pg ̸= Q. Òîãäà òî÷êà Q áóäåò äåéñòâèòåëüíî ïîëþñ òî÷íî ïîðÿäêà

m äëÿ ôóíêöèè f. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü Q = P1. Òîãäà èìååì ðàâåíñòâî

g∑
j=2

φ(Pj) = φ(Qm−1)−
m∑
k=1

φ(P̃k)−
2g−2∑
j=g+1

φ(Pj)− 2K + ψ(ρ).

Óæå âûáðàíû òî÷êè P̃k ̸= Q, k = 1, ...,m, è òî÷êè Pj ̸= Q, j = g + 1,

g+2, ..., 2g−2. Ðàññìîòðèì äèâèçîð D = P2...PgP̃1Pg+1...P2g−2. Îí èìååò

g − 1 ñâîáîäíûõ òî÷åê P̃1, Pg+1, ..., P2g−2. Êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
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1.4.1 ïîëó÷àåì, ÷òî φ(D) = −2K. Îòñþäà èìååì ðàâåíñòâî

φ(Qm−1) + ψ(ρ) =
m∑
k=2

φ(P̃k).

Òåïåðü âûáåðåì ïåðåìåííûå òî÷êè P̃k ̸= Q, k = 2, ...,m, òàê, ÷òîáû ïî-

ñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íå âûïîëíÿëîñü â ìíîãîîáðàçèè ßêîáè J(Fµ). Ýòî

âîçìîæíî òàê êàê êîìïëåêñíûå ðàçìåðíîñòè áóäóò íóëü è m−1 ≥ 1 äëÿ

ëåâîé è ïðàâîé ñòîðîí. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå äèôôåðåíöèàëà τ̃
(m)
ρ,Q ñ ðàçëî-

æåíèåì

τ̃
(m)
ρ,Q =

(
c−m

zm
+
c−m+1

zm−1
+ · · ·+ c−2

z2
+
c−1

z
+O(1)

)
dz, c−m ̸= 0, z(Q) = 0,

äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðà ρ. Ãîëîìîðôíàÿ çàâèñèìîñòü îò [µ] è ρ äîêàçûâà-

åòñÿ àíàëîãè÷íî, êàê â ïðåäûäóùåé òåîðåìå.

Äëÿ ñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ â îêðåñòíîñòè òî÷êè Q â òåðìèíàõ

ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà èìååì ðàçëîæåíèå

τ̃
(2)
ρ,Q =

(
1

z2
+
c−1

z
+ C0 + C1z + . . .

)
dz,

ãäå c−1 - âû÷åò â ïîëþñåQ äëÿ âåòâè íà∆µ, êîòîðàÿ âûäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

z2f(z)ω0(z) → 1, z → z(Q) = 0. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë

τ
(2)
ρ,Q = τ̃

(2)
ρ,Q − c−1τρ,Q =

(
1

z2
+O(1)

)
dz.

Äàëüøå áóäåì ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà m.

Ïóñòü ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ (m− 1)

âêëþ÷èòåëüíî è äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ m. Äëÿ äàííîãî m èìååì

äèôôåðåíöèàë

τ̃
(m)
ρ,Q =

(
c−m

zm
+
c−m+1

zm−1
+ · · ·+ c−2

z2
+
c−1

z
+O(1)

)
dz, c−m ̸= 0, z(Q) = 0.

Òîãäà ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ âåòâü äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà

τ
(m)
ρ,Q =

τ̃
(m)
ρ,Q − c−1τρ,Q − c−2τ

(2)
ρ,Q − . . .− c−m+1τ

(m−1)
ρ,Q

c−m
=

(
1

zm
+O(1)

)
dz,
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ãäå z(Q) = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.4.3. Ýòèì æå ìåòîäîì ïðåäûäóùóþ òåîðåìó ìîæíî

îáîáùèòü íà (ρ, q)−äèôôåðåíöèàëû Ïðèìà τ
(m)
ρ,q;Q ñ ïîëþñîì Q òî÷íî ïî-

ðÿäêà m ≥ 2, q > 1, òàêæå ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèå îò [µ] è ρ.

Ñëåäñòâèå 1.4.1. Íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíî-

ñòè Fµ ðîäà g ≥ 2 ëþáîé ìåðîìîðôíûé 1-äèôôåðåíöèàë τ äëÿ ñóùå-

ñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé ýëåìåíòàð-

íûõ äèôôåðåíöèàëîâ òðåõ ðîäîâ äëÿ ρ, êîòîðûå ãîëîìîðôíî çàâèñÿò

îò [µ] è ρ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü äèôôåðåíöèàë τ äëÿ ñóùåñòâåííîãî õà-

ðàêòåðà ρ èìååò ïðîñòûå ïîëþñà â òî÷êàõ Q1, ..., Qn è ïîëþñà R1, ..., Rm

ïîðÿäêîâ α1, ..., αm ñîîòâåòñòâåííî. Âûïèøåì ãëàâíûå ÷àñòè ðÿäà Ëîðà-

íà äëÿ íåêîòîðîé âåòâè ýòîãî äèôôåðåíöèàëà : gRk
(zk) =

(
c
(k)
−1

zk
+

c
(k)
−2

z2k
+...+

+
c
(k)
−αk

z
αk
k

)
dzk â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè Rk, zk(Rk) = 0, k = 1, ...,m,

è gQl
(zl) =

C
(l)
−1

zl
dzl â ïðîñòûõ ïîëþñàõ Ql, l = 1, ..., n. Ðàññìîòðèì âûðà-

æåíèå

τ −
n∑

j=1

C
(j)
−1τρ,Qj

−
m∑
k=1

(c
(k)
−1τρ,Rk

+ c
(k)
−2τ

(2)
ρ,Rk

+ ...+ c
(k)
−αk

τ
(k)
ρ,Rk

).

Îíî ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì äèôôåðåíöèàëîì íà Fµ äëÿ ρ, êîòîðûé ðà-

âåí
g−1∑
j=1

cj ζ̃j. Çäåñü äèôôåðåíöèàë τ
(j)
ρ,Rk

, j ≥ 2, äëÿ ρ èìååò ïðîñòåéøóþ

àñèìïòîòèêó è íóëåâîé âû÷åò â òî÷êå Rk, k = 1, ...,m, à ζ̃1, ..., ζ̃g−1 - áà-

çèñ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà äëÿ ρ, êîòîðûé ãîëîìîðôíî

çàâèñèò îò [µ] è ρ. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ïóñòü ρ - íåñóùåñòâåííûé õàðàêòåð. Ïî òåîðåìå 1.4.2 èìååì äèôôå-

ðåíöèàë Ïðèìà τ
(2)
ρ,Q = ω0f, ãäå (f) =

P̃1P̃2P1···P2g−2

Q2Q1···Q2g−2
, f - ôóíêöèÿ äëÿ ρ íà

Fµ.
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Àáåëåâ äèôôåðåíöèàë
τ
(2)
ρ,Q

f0
, ãäå f0 - ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ åäèíèöà äëÿ

ρ, èìååò ïîëíóþ ñóììó âû÷åòîâ ðàâíóþ íóëþ. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè

Q, z(Q) = z0, èìååì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ëîðàíà

τ
(2)
ρ,Q =

(
1

(z − z0)2
+

c−1

z − z0
+ c0 + ...

)
dz,

1

f0(z)
= exp

(
−

g∑
j=1

λjφj(z)

)
=

=
1

f0(z0)
− (z − z0)

f0(z0)
(λ1φ

′

1(z0) + ...+ λgφ
′

g(z0)) + ...,

ãäå λj = log ρ(aj), j = 1, ..., g. Îòñþäà

0 = res
z0

τ
(2)
ρ,Q

f0
=

c−1

f0(z0)
−
λ1φ

′

1(z0) + ...+ λgφ
′

g(z0)

f0(z0)
,

òàê êàê òî÷êà Q åäèíñòâåííûé ïîëþñ íàøåãî àáåëåâà äèôôåðåíöèàëà.

Ïîýòîìó c−1 =
g∑

j=1

λjφ
′

j(z0) è c−1 = 0 òîëüêî â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê Q íà

△µ. Äåéñòâèòåëüíî, df0 = exp

(
g∑

j=1

λjφj(P )

)
g∑

j=1

λjφ
′
jdz(P ) è èìååò ìå-

ñòî ýêâèâàëåíòíîñòü
g∑

j=1

λjφ
′
j(Q) = 0 ⇔ df0(Q) = 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

íåñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ íå ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà âòî-

ðîãî ðîäà ñ åäèíñòâåííûì ïîëþñîì âòîðîãî ïîðÿäêà â ïðîèçâîëüíîé òî÷-

êå Q è ãëàâíîé ÷àñòüþ 1
(z−z0)2

, òàê êàê óñëîâèå λ1φ
′

1(z0)+...+λgφ
′

g(z0) = 0

âåðíî òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê Q íà △µ, ò. å. â òî÷êàõ Q êîòî-

ðûå ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè äèôôåðåíöèàëà df0.

Ïîýòîìó äèôôåðåíöèàë Ïðèìà âòîðîãî ðîäà äëÿ íåñóùåñòâåííîãî õà-

ðàêòåðà ρ äîëæåí èìåòü ïî-êðàéíåé ìåðå äâà ïîëþñà âòîðîãî ïîðÿäêà â

ïðîèçâîëüíûõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ Q1 è Q2 íà△µ, è ñ íóëåâûìè âû÷åòàìè

â Q1 è Q2.

Ðàññìîòðèì ñëåäóÿ Ï. Àïïåëþ [12] åù¼ îäèí äèôôåðåíöèàë Ïðè-

ìà τρ,Q1Q2
= f0τQ1Q2

òðåòüåãî ðîäà íà Fµ. Äèôôåðåíöèàë Ïðèìà τ
(2)
ρ,Q1

èìååò ðàçëîæåíèå ( 1
(z−z1)2

+
c
(1)
−1

z−z1
+ O(1))dz â îêðåñòíîñòè òî÷êè Q1, ãäå
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c
(1)
−1 =

∑g
j=1 λjφ

′

j(Q1). Äèôôåðåíöèàë Ïðèìà τ
(2)
ρ,Q2

òîæå èìååò ðàçëîæå-

íèå ( 1
(z−z2)2

+
c
(2)
−1

z−z2
+O(1))dz â îêðåñòíîñòè òî÷êè Q2 íà Fµ, ãäå

c
(2)
−1 =

∑g
j=1 λjφ

′

j(Q2).

Äèôôåðåíöèàë ñ äâóìÿ ïîëþñàìè âòîðîãî ïîðÿäêà è íóëåâûìè âû÷å-

òàìè â ýòèõ òî÷êàõ ìîæíî çàäàòü â ñëåäóþùåì âèäå

τρ,Q2
1Q

2
2
= c

(2)
−1f0(Q1)τ

(2)
ρ,Q1

− c
(1)
−1f0(Q2)τ

(2)
ρ,Q2

− c
(1)
−1c

(2)
−1τρ,Q1Q2

.

Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì, ÷òî ãëàâíàÿ ÷àñòü äëÿ τρ,Q1Q2
â òî÷êå Q1

èìååò âèä f0(Q1)
z−z1

è â òî÷êå Q2 èìååò âèä −f0(Q2)
z−z2

. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ïîñòðîåííûé âûøå äèôôåðåíöèàë τρ,Q2
1Q

2
2
èìååò ïîëþñà âòîðîãî ïîðÿäêà

â Q1 è Q2, è íóëåâûå âû÷åòû â ýòèõ òî÷êàõ. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè Q1 åãî

ãëàâíàÿ ÷àñòü èìååò âèä

c
(2)
−1f0(Q1)

[
1

(z − z1)2
+

c
(1)
−1

z − z1

]
− c

(1)
−1c

(2)
−1

f0(Q1)

z − z1
=
c
(2)
−1f0(Q1)

(z − z1)2
;

àíàëîãè÷íî â òî÷êå Q2 -

−c(1)−1f0(Q2)

[
1

(z − z2)2
+

c
(2)
−1

z − z2

]
+ c

(1)
−1c

(2)
−1

f0(Q2)

z − z2
= −

c
(1)
−1f0(Q2)

(z − z2)2
.

ßñíî, ÷òî ïîñòðîåííûé äèôôåðåíöèàë τρ,Q2
1Q

2
2
ãîëîìîðôíî çàâèñèò îò [µ]

è ρ. Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4.3. Äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê Q1 è Q2 íà ïåðåìåííîé

êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Fµ ðîäà g ≥ 2 äëÿ ëþáîãî íåñóùå-

ñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàë τρ,Q2
1Q

2
2
âòîðîãî ðîäà

ñ ïîëþñàìè âòîðîãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ Q1 è Q2, ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèé

îò [µ] è ρ, è èìåþùèé íóëåâûå âû÷åòû â òî÷êàõ Q1 è Q2.

Ñëåäñòâèå 1.4.2. Äëÿ ëþáîãî íåñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ íà ïå-

ðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Fµ ðîäà g ≥ 2 â òî÷êàõ

Q1, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè äèôôåðåíöèàëà df0, ñóùåñòâóåò äèôôå-
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ðåíöèàë τ
(2)
ρ,Q1

âòîðîãî ðîäà ñ åäèíñòâåííûì ïîëþñîì â òî÷êå Q1, ãîëî-

ìîðôíî çàâèñÿùèé îò [µ] è ρ, è èìåþùèé íóëåâîé âû÷åò â Q1.

Ñëåäñòâèå 1.4.3. Íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíî-

ñòè Fµ ðîäà g ≥ 2 ëþáîé ìåðîìîðôíûé 1-äèôôåðåíöèàë τ äëÿ íåñóùå-

ñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé ýëåìåíòàð-

íûõ äèôôåðåíöèàëîâ òðåõ ðîäîâ äëÿ ρ, êîòîðûå ãîëîìîðôíî çàâèñÿò

îò [µ] è ρ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü ãëàâ-

íûå ÷àñòè ðÿäà Ëîðàíà íåêîòîðîé âåòâè äèôôåðåíöèàëà τ â ïðîñòûõ ïî-

ëþñàõ Q1, ..., Qn è ïîëþñàõ R1, ..., Rm ïîðÿäêîâ α1, ..., αm ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì àáåëåâ äèôôåðåíöèàë

τ

f0
=

n∑
j=1

c
(j)
−1

f0(Qj)
τQjP0

−
m∑
k=1

c
(k)
−1

f0(Rk)
τRkP0

−
m∑
k=1

αk∑
j=2

c
(k)
−j

f0(Rk)
τ
(j)
Rk

−
g∑

k=1

Akζk,

ãäå Ak =
∫
ak

τ
f0
, k = 1, ..., g, - a-ïåðèîäû äëÿ àáåëåâà äèôôåðåíöèàëà τ

f0

è òî÷êà P0 íå ñîâïàäàåò ñ ïîëþñàìè äëÿ τ. Ïî òåîðåìå 1.1.3 î âû÷åòàõ

òî÷êà P0 íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé äëÿ ïåðâûõ äâóõ ñóìì. Ýòî âûðàæåíèå áó-

äåò ãîëîìîðôíûì àáåëåâûì äèôôåðåíöèàëîì ñ íóëåâûìè a-ïåðèîäàìè,

à çíà÷èò îíî áóäåò òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ íà Fµ. Òàêèì îáðàçîì ïî-

ëó÷àåì, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî

τ =
n∑

j=1

c
(j)
−1

f0(Qj)
τQjP0

f0 +
m∑
k=1

c
(k)
−1

f0(Rk)
τRkP0

f0+

+

g∑
k=1

Akζkf0 +
m∑
k=1

αk∑
j=2

c
(k)
−j

f0(Rk)
τ
(j)
Rk
f0

íà Fµ. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 1.4.4. Â ñëåäñòâèÿõ 1.4.1 è 1.4.3 äëÿ ëþáûõ ìåðîìîðô-

íûõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà ñ ëþáûì õàðàêòåðîì ρ ïîëó÷àåòñÿ åäèí-

ñòâåííîå ðàçëîæåíèå ïî îñîáûì òî÷êàì è ãëàâíûì ÷àñòÿì â íèõ äëÿ
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íåêîòîðîé åãî âåòâè íà Fµ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ρ = 1 ïîëó÷àåì êëàññè÷å-

ñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ àáåëåâûõ ìåðîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ íà ïåðå-

ìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Fµ ðîäà g ≥ 2. Íàïîìíèì,

÷òî òàêîå êëàññè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïîëó÷àëîñü òîëüêî äëÿ ôèêñèðîâàí-

íîé ïîâåðõíîñòè F [8; 15].

Òåîðåìà 1.4.4. Ëþáîé ìåðîìîðôíûé (ρ, q)-äèôôåðåíöèàë ω åäèí-

ñòâåííî ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ äèô-

ôåðåíöèàëîâ ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà äëÿ ρ íà Fµ, ãîëîìîðôíî

çàâèñÿùèõ îò [µ] è ρ, ïðè q ≥ 1.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. à) Ïóñòü ρ - ñóùåñòâåííûé õàðàêòåð è q ≥ 1

èëè ρ - íåñóùåñòâåííûé õàðàêòåð è q > 1. Òîãäà äèôôåðåíöèàë ω èìååò

åäèíñòâåííûé äèâèçîð Q1...Qs

P1...PN
= D, ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, ãäå

degD = (2g − 2)q. Çàïèøåì ýòîò äèâèçîð ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè ïîëþñîâ

D = Q1...Qs

P
α1
1 ...P

αl
l Pl+1...Pn

. Ðàññìîòðèì (ρ, q)-äèôôåðåíöèàë

ω0 = ω−C−1,1τ
(1)
ρ,q;P1

− ...−C−α1,1τ
(α1)
ρ,q;P1

− ...−C−1,lτ
(1)
ρ,q;Pl

− ...−C−αl,lτ
(αl)
ρ,q;Pl

−

C−1,l+1τρ,q;Pl+1
− ...− C−1,nτρ,q;Pn

è τ
(m)
ρ,q;P = ( 1

zm + O(1))dzq â U(P ), z(P ) = 0,m ≥ 1, ãäå êîýôôèöèåíòû

C−i,j íàõîäÿòñÿ èç ãëàâíûõ ÷àñòåé ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ëîðàíà íåêîòîðîé

ôèêñèðîâàííîé âåòâè äèôôåðåíöèàëà ω â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

Pj íà Fµ. Òîãäà ω0 ãîëîìîðôíûé (ρ, q)-äèôôåðåíöèàë äëÿ ñóùåñòâåííîãî

ρ, è âñå ýëåìåíòàðíûå äèôôåðåíöèàëû, âõîäÿùèå â ýòó ñóììó èìåþò òîò

æå õàðàêòåð ρ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ω0 =
d∑

j=1

Cjζj, ãäå ζ1, ..., ζd - áàçèñ ñ d = g − 1 ïðè

q = 1 è d = (2q − 1)(g − 1) ïðè q > 1.

Òàêèì îáðàçîì, ω =
l∑

j=1

αj∑
i=1

C−i,jτ
(i)
ρ,q;Pj

+
n∑

k=l+1

C−1,kτρ,q;Pk
+

d∑
j=1

Cjζj.

á) Ïóñòü ρ - íåñóùåñòâåííûé õàðàêòåð è q = 1. Ïîäåëèì ω íà (ãî-

ëîìîðôíóþ) ìóëüòèïëèêàòèâíóþ åäèíèöó f0 äëÿ òîãî æå õàðàêòåðà ρ.
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Òîãäà ( ω
f0
) ≥ 1

P
α1
1 ...P

αl
l Pl+1...Pn

, ãäå ω
f0
- àáåëåâ 1-äèôôåðåíöèàë íà Fµ.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

ω0 =
ω

f0
− (C−1,1τP0P1

+ C−2,1τ
(2)
P1

+ ...+ C−α1,1τ
(α1)
P1

+ ...+

+C−1,lτP0Pl
+ C−2,lτ

(2)
Pl

+ ...+ C−αl,lτ
(αl)
Pl

) + C−1,l+1τP0Pl+1
+ ...+ C−1,nτP0Pn

,

ãäå τP0Pj
- íîðìèðîâàííûå àáåëåâû äèôôåðåíöèàëû òðåòüåãî ðîäà,

j = 1, ..., n è τ
(j)
Pk

- íîðìèðîâàííûå àáåëåâû äèôôåðåíöèàëû âòîðîãî ðîäà

ñ åäèíñòâåííûì ïîëþñîì òî÷íî ïîðÿäêà j ≥ 2 â òî÷êå Pk, à òàêæå Cj,k -

êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ëîðàíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷-

êè Pk ïðè ñòåïåíÿõ 1
zjk
. Çäåñü P0 ̸= P1, ..., Pn íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé,

òàê êàê âû÷åò â íåé ðàâåí 0 èç-çà âûáîðà êîýôôèöèåíòîâ Cj,k è ïî òåî-

ðåìå î âû÷åòàõ äëÿ àáåëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ. Çäåñü ω0 - ãîëîìîðôíûé

àáåëåâ äèôôåðåíöèàë è ω0 =
g∑

j=1

Cjζj. Òàêèì îáðàçîì, ω ðàçëîæèëè â

ñóììó ýëåìåíòàðíûõ äèôôåðåíöèàëîâ òðåõ ðîäîâ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

�1.5. Ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé ñ

ïðåäïèñàííûìè ïîëþñàìè

Ïóñòü ρ - ñóùåñòâåííûé õàðàêòåð. Ñäåëàåì ðÿä çàìå÷àíèé î âûáîðå

íóëåé P1, ..., Pl è ïðîñòûõ ïîëþñîâ Q1, ..., Ql ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíê-

öèè f äëÿ ρ íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Fµ ðîäà

g ≥ 2. Ïî òåîðåìå Àáåëÿ äëÿ õàðàêòåðîâ èìååì ðàâåíñòâî

φ(D) =
l∑

j=1

(φ(Pj)− φ(Qj)) ≡ ψ(ρ), ãäå D = P1...Pl

Q1...Ql
.

Åñëè l ≥ g, òî ïîëþñà Q1, ..., Ql è l − g íóëåé Pg+1, ..., Pl ìîãóò áûòü

âûáðàíû ïðîèçâîëüíî, íî îñòàëüíûå g íóëåé P1, ..., Pg äîëæíû ïîëó÷àòü-

ñÿ èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà, ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûì îáðàçîì, åñëè íà-

ëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà âûáîð Q1, ..., Ql, Pg+1, ..., Pl. Áîëåå
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òî÷íî, ïåðåïèñûâàÿ ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî â âèäå

g∑
j=1

φ(Pj) = ψ(ρ)−
l∑

j=g+1

φ(Pj) +
l∑

j=1

φ(Qj), (6)

íàäî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà íå ïðèíàäëåæà-

ëà ìíîæåñòâó W 1
g â ìíîãîîáðàçèè ßêîáè J(Fµ). Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê

èìååì 2l − g(≥ g) ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê, òî ïðàâàÿ ñòîðîíà ìîæåò áûòü

âñåãäà âûáðàíà íå ïðèíàäëåæàùåéW 1
g , â âèäó òîãî, ÷òî dim

C
W 1

g ≤ g−2.

Ñëåäîâàòåëüíî çàäà÷à îáðàùåíèÿ ßêîáè (6) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå P1...Pg ∈ Fg ãîëîìîðôíî çàâèñÿùåå îò [µ] è ρ. Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ

ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ f ñ (f) = D è ñóùåñòâåííûì õàðàêòåðîì ρ

çàâèñèò îò 2l− g + 1 êîìïëåêñíûõ ïàðàìåòðîâ. Íàïðèìåð, òàêóþ ôóíê-

öèþ, ãîëîìîðôíî çàâèñÿùóþ îò [µ] è ρ, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f(P ) = C exp

[ ∫ P

P0

τP1Q1
+ ...+

∫ P

P0

τPlQl
+

g∑
j=1

(log ρ(Aj))φj(P )

]
. (7)

Îíà áóäåò èìåòü õàðàêòåð ρ, è ñîäåðæèò 2l − g + 1 ïðîèçâîëüíûõ ïàðà-

ìåòðîâ Q1, ..., Ql, Pg+1, ..., Pl, C, åñëè P1, ..., Pg óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

(6). Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ èìååì ðàâåíñòâà 1 = rρ(
1

Q1...Qg
) = g − g + 1 +

+ iρ−1(Q1...Qg) è iρ−1(Q1...Qg) = 0. Èç íåðàâåíñòâà äëÿ äèâèçîðîâ

Q1...Qg+r ≥ Q1...Qg ñëåäóåò, ÷òî 0 ≤ iρ−1(Q1...Qg+r) ≤ iρ−1(Q1...Qg) = 0.

Îòñþäà rρ(
1

Q1...Qg+r
) = 1+r. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåé òåîðåìû îáî-

çíà÷èì ÷åðåç Lρ(
1

Q1...Qg+r
, Fµ) âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f íà Fµ

äëÿ ρ ñ äèâèçîðîì (f) ≥ 1
Q1...Qg+r

. Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.5.1. Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå
∪
[µ],ρ

Lρ(
1

Q1...Qg+r
, Fµ) áóäåò ãîëî-

ìîðôíûì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì ðàíãà r+1 íàä Tg×(Hom (Γ,C∗)\Lg)

äëÿ ëþáîãî g ≥ 2, r ≥ 0 è ëþáîãî äèâèçîðà Q1[µ]...Qg+r[µ] ñòåïåíè g+ r,

ëîêàëüíî ãîëîìîðôíî çàâèñÿùåãî îò [µ], òàêîãî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü â

(6) íå ïðèíàäëåæèò W 1
g â J(Fµ).
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Çàìå÷àíèå 1.5.1. Åñëè 0 < l < g è ρ - ñóùåñòâåííûé õàðàêòåð, ò. å.

ψ(ρ) ̸= 0, òî óðàâíåíèå φ(P1...Pl) = φ(Q1...Ql) + ψ(ρ) = a ðàçðåøèìî â

J(Fµ), ò. å. ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ñ (f) = P1...Pl

Q1...Ql
, åñëè è òîëüêî åñëè

a ∈ Wl = φ(Fl). Ïî-äðóãîìó, ïîñëåäíåå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùå-

ìó óñëîâèþ a ∈ Wl∩(Wl+ψ(ρ)). Îïèñàíèå ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ äàíî â [10].

Ïîýòîìó òîëüêî ïðè òàêîì óñëîâèè ñóùåñòâóþò ôóíêöèè f ñ (f) = P1...Pl

Q1...Ql

ñ ïðåäïèñàííûìè ïîëþñàìè ïðè 0 < l < g.

Äëÿ íåñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ f ñ

(f) = D =
P1...Pg+r

Q1...Qg+r
íà Fµ èìååò âèä f(P ) = (exp(λ1φ1(P )+ ...+λgφg(P ))·

·R(P ) = f0(P )R(P ), ãäå λj = log ρ(aj), j = 1, ..., g, R - îäíîçíà÷íàÿ

ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà Fµ ñ äèâèçîðîì (R) = D. Ïîýòîìó

rρ(D) = r(D).

Ïóñòü g + r > 2g − 2, òîãäà i(Q1...Qg+r) = 0 è r( 1
Q1...Qg+r

) = r + 1.

Ïðè ýòîì ïî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Àáåëÿ ñóùåñòâóåò R íà Fµ ñ òàêèìè

óñëîâèÿìè, åñëè è òîëüêî åñëè φ(D) = 0 â J(Fµ). Ïîñëåäíåå óñëîâèå

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

φ(P1...Pg) = φ(Q1...Qg+r)− φ(Pg+1...Pg+r), (8)

êàê ðàâåíñòâî â ìíîãîîáðàçèè ßêîáè. Ïðîáëåìà îáðàùåíèÿ ßêîáè îäíî-

çíà÷íî ðàçðåøèìà, ïîñêîëüêó ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ïðàâàÿ ÷àñòü â ïîñëåä-

íåì óðàâíåíèè ìîæåò áûòü âûáðàíà íå ïðèíàäëåæàùåé W 1
g (Fµ).

Åñëè äîïîëíèòåëüíî âûáðàòü Q1, ..., Qg+r, Pg+1, ..., Pg+r ãîëîìîðôíî

çàâèñÿùèìè îò [µ], òî ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå P1...Pg òîæå ãî-

ëîìîðôíî çàâèñÿùåå îò [µ] è ρ. Òàêèì îáðàçîì äîêàçàëè òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.5.2. Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå
∪
[µ],ρ

Lρ(
1

Q1...Qg+r
, Fµ) áóäåò ãî-

ëîìîðôíûì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì ðàíãà r+1 íàä Tg ×Lg äëÿ ëþáîãî

g ≥ 2, r > g− 2 è ëþáîãî äèâèçîðà Q1[µ]...Qg+r[µ] ñòåïåíè g+ r, ëîêàëü-
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íî ãîëîìîðôíî çàâèñÿùåãî îò [µ], òàêîãî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü â (8) íå

ïðèíàäëåæèò W 1
g â J(Fµ).

�1.6. Àíàëîã ôîðìóëû Àïïåëÿ ðàçëîæåíèÿ

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé

ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò íàéäåí àíàëîã ôîðìóëû Àïïåëÿ, â êîòîðîé

ïðîñòûå ýëåìåíòû (ñëàãàåìûå) èìåþò ïîëþñà òîëüêî â îäíîé òî÷êå íà

Fµ [12].

Ïóñòü f - ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ íà Fµ äëÿ ñóùåñòâåííîãî õà-

ðàêòåðà ρ ñ s ïðîñòûìè ïîëþñàìè Q1, Q2, ..., Qs è âû÷åòàìè c1, ..., cs â

íèõ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ íåêîòîðîé åå âåòâè. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

f1 = f − c1T
(1)
ρ,Q1

− ...− csT
(1)
ρ,Qs

,

ãäå T
(1)
ρ,Qk

(z) = −
∫
τ
(2)
ρ,Qk

- ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë Ïðèìà âòîðîãî ðîäà äëÿ

ρ ñ åäèíñòâåííûì ïðîñòûì ïîëþñîì â Qk è âû÷åòîì +1 â Qk, êîòîðûé

ãîëîìîðôíî çàâèñèò îò [µ] è ρ. Òîãäà f1 - îäíîçíà÷íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ

âåòâü èíòåãðàëà Ïðèìà ñ ñóùåñòâåííûì õàðàêòåðîì ρ íà ôóíäàìåíòàëü-

íîì ìíîãîóãîëüíèêå △µ. Îòñþäà

f =
s∑

j=1

cjT
(1)
ρ,Qj

+

g−1∑
j=1

Cj

∫
ζ̃j,

ãäå Cj ∈ C, j = 1, ..., g − 1, è ζ̃1, ..., ζ̃g−1 - áàçèñ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà

ïåðâîãî ðîäà äëÿ ñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ íà Fµ, ãîëîìîðôíî çàâèñÿ-

ùèé îò [µ] è ρ [10].

Åñëè Q1 - ïîëþñ ïîðÿäêà n1, n1 ≥ 2, òî â ïðåäûäóùåé ôîðìóëå íàäî

ñëàãàåìîå c1T
(1)
ρ,Q1

çàìåíèòü íà ñóììó âèäà

A11T
(1)
ρ,Q1

+ A12

∂T
(1)
ρ,Q1

∂Q1
+
A13

2

∂2T
(1)
ρ,Q1

∂Q2
1

+ ...+
A1,n1

(n1 − 1)!

∂n1−1T
(1)
ρ,Q1

∂Qn1−1
1

,
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ãäå A1j - êîýôôèöèåíòû â ãëàâíîé ÷àñòè ðÿäà Ëîðàíà äëÿ íåêîòîðîé

âåòâè ôóíêöèè f â òî÷êå Q1, j = 1, ..., n1(Q1). Äåéñòâèòåëüíî, ïðîâåäåì

âû÷èñëåíèÿ è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: â îêðåñòíîñòè òî÷êè Qk èìååì ðàçëî-

æåíèÿ Πρ,Qk
(z) =

∫
τρ,Qk

= ln(z − z(Qk)) + O(1); T
(1)
ρ,Qk

= 1
z−z(Qk)

+ O(1);

(T
(1)
ρ,Qk

)′ak = 1
(z−ak)2

+ O(1), z(Qk) = ak; ...; (T
(1)
ρ,Qk

)
(m)
ak = m!

(z−ak)m+1 + O(1),

1 ≤ m ≤ nk(Qk) − 1, ãäå nk(Qk) - ïîðÿäîê ïîëþñà â òî÷êå Qk äëÿ f,

k = 1, ..., s. Îòñþäà ñëåäóåò

Òåîðåìà 1.6.1. Ïóñòü f - âåòâü ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè äëÿ

ñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïî-

âåðõíîñòè Fµ ðîäà g ≥ 2 ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè îñîáûìè òî÷êàìè Q1, ..., Qr

è ëîãàðèôìè÷åñêèìè âû÷åòàìè c1, ..., cr â íèõ, ïðîñòûìè ïîëþñàìè

Qr+1, ..., Ql è âû÷åòàìè cr+1, ..., cl â íèõ, è ïîëþñàìè â Ql+1, ..., Qs êðàò-

íîñòåé nl+1, ..., ns, nk ≥ 2, k = l+1, ..., s, ñ çàäàííûìè ãëàâíûìè ÷àñòÿ-

ìè â íèõ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

f =
r∑

j=1

cjΠρ,Qj
+

l∑
j=r+1

cjT
(1)
ρ,Qj

+

+
s∑

k=l+1

[
Ak,1T

(1)
ρ,Qk

+Ak,2

∂T
(1)
ρ,Qk

∂Qk
+
Ak,3

2!

∂2T
(1)
ρ,Qk

∂Q2
k

+ ...+
Ak,nk

(nk − 1)!

∂nk−1T
(1)
ρ,Qk

∂Qnk−1
k

]
+

+C1

∫
ζ̃1 + ...+ Cg−1

∫
ζ̃g−1,

ãäå f =
Ak,nk

(z−z(Qk))
nk

+ ...+
Ak,2

(z−z(Qk))2
+

Ak,1

z−z(Qk)
+O(1) äëÿ íåêîòîðîé âåòâè

â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Qk, k = l + 1, ..., s íà Fµ, è âñå ñëàãàåìûå

ãîëîìîðôíî çàâèñÿò îò [µ] è ρ.

Ïóñòü òåïåðü ρ - íåñóùåñòâåííûé õàðàêòåð. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäûäó-

ùåé ôîðìóëû ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà íå ïðèìåíèìî,

òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò èíòåãðàëà Ïðèìà âòîðîãî ðîäà ñ

îäíèì åäèíñòâåííûì ïðîñòûì ïîëþñîì íà Fµ. Â ýòîì ñëó÷àå íàäî èñ-
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ïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëû Ïðèìà

Tρ,Q1Q2
=

P∫
Q0

τρ,Q2
1Q

2
2
âòîðîãî ðîäà ñ äâóìÿ ïðîñòûìè ïîëþñàìè Q1 è Q2, è

ãëàâíûìè ÷àñòÿìè −c
(2)
−1f0(Q1)

z−z(Q1)
è

c
(1)
−1f0(Q2)

z−z(Q2)
â íèõ ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 1.6.2. Äëÿ âåòâè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè f ñ íåñó-

ùåñòâåííûì õàðàêòåðîì ρ è ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ïðîñòûìè ïîëþñà-

ìè Q1, ..., Qs è âû÷åòàìè c1, ..., cs â íèõ ñîîòâåòñòâåííî íà ïåðåìåííîé

êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Fµ ðîäà g ≥ 2 âåðíà ôîðìóëà ðàç-

ëîæåíèÿ

f(P ) =
s−1∑
r=1

cr
dsf0(Qr)

Tρ,QsQr
+ C1

P∫
Q0

f0ζ1 + ...+ Cg

P∫
Q0

f0ζg + C,

ãäå C = 0 ïðè ρ ̸= 1, dk =
g∑

j=1

λjφ
′

j(Qk), k = 1, ..., s, íà Fµ, è âñå ñëàãàåìûå

ãîëîìîðôíî çàâèñÿò îò [µ] è ρ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñîâïàäåíèå ãëàâíûõ ÷à-

ñòåé ñëåâà è ñïðàâà â ýòîé ôîðìóëå. Äëÿ îêðåñòíîñòè òî÷êè Qr èìååì

ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà

s−1∑
r=1

(
dsf0(Qr)

z −Qr
− drf0(Qs)

z −Qs

)
cr

dsf0(Qr)
=

cr
z −Qr

+ ...,

r = 1, ..., s− 1. Äëÿ îêðåñòíîñòè òî÷êè Qs èìååì ðàçëîæåíèå

s−1∑
r=1

−drf0(Qs)

z −Qs

cr
dsf0(Qr)

=
1

z −Qs

f0(Qs)

ds

s−1∑
r=1

−drcr
f0(Qr)

+ ... =
cs

z −Qs
+ ...,

òàê êàê
s∑

r=1

−crdr
f0(Qr)

= 0,
f0(Qs)

ds

s−1∑
r=1

−drcr
f0(Qr)

= cs,

ïî ôîðìóëå î ïîëíîé ñóììå âû÷åòîâ äëÿ àáåëåâà äèôôåðåíöèàëà

f
f0
d

(
g∑

j=1

λjφj

)
òðåòüåãî ðîäà íà Fµ, êîòîðûé â òî÷êå Qk èìååò âû÷åò

ckdk
f0(Qk)

, k = 1, ..., s. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 2.

Áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïåðèîäîâ äèôôåðåíöèàëîâ

Ïðèìà íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè

Èçâåñòíî, ÷òî áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ Ðèìàíà äëÿ ïåðèîäîâ àáåëå-

âûõ äèôôåðåíöèàëîâ èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè

ôóíêöèé íà ôèêñèðîâàííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè [4; 7; 8;

11; 15].

Öåëü âòîðîé ãëàâû � íàéòè âñå îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ íà ïåðèîäû

è âèäû áèëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïåðèîäàìè ýëåìåíòàðíûõ äèô-

ôåðåíöèàëîâ Ïðèìà òðåõ ðîäîâ íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé

ïîâåðõíîñòè äëÿ ëþáûõ õàðàêòåðîâ.

�2.1. Îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå íà ïåðèîäû ãîëîìîðôíîãî

äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z1(Γ, ρ) äëÿ ρ ∈ Hom(Γ,C∗) ìíîæåñòâî âñåõ îòîá-

ðàæåíèé ϕ : Γ → C òàêèõ, ÷òî ϕ(ST ) = ϕ(S) + ρ(S)ϕ(T ), S, T ∈ Γ[19].

Ïóñòü ϕ � çàìêíóòûé äèôôåðåíöèàë Ïðèìà íà F0 äëÿ ρ. Ïðîèíòåãðèðî-

âàâ ýòîò äèôôåðåíöèàë îò ôèêñèðîâàííîé òî÷êè z0 äî z ∈ U, ïîëó÷èì,

÷òî f(Tz)− f(Tz0) = ρ(T )(f(z)− f(z0)), ãäå ϕ = df(z), z ∈ U, f(z) � èí-

òåãðàë Ïðèìà íà êðóãå U äëÿ äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà ϕ, îïðåäåëåííûé ñ

òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîãî ñëàãàåìîãî. Îòñþäà äëÿ T ∈ Γ âåðíî ðàâåí-

ñòâî f(Tz) = ρ(T )f(z)+ϕf,z0(T ), ãäå ϕf,z0(T ) = f(Tz0)−ρ(T )f(z0). Òàêèì

îáðàçîì, êàæäîìó T ∈ Γ ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëî ϕf,z0(T ), à çíà÷èò, îïðåäå-

ëåíî îòîáðàæåíèå ϕf,z0 : Γ → C, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ïåðè-

îäîâ äëÿ ϕ.Îíî çàâèñèò îò âûáîðà èíòåãðàëà Ïðèìà f(z) íà U è áàçèñíîé
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òî÷êè z0. Åñëè f1(z) = f(z)+c - äðóãîé èíòåãðàë Ïðèìà äëÿ òîãî æå äèô-

ôåðåíöèàëà Ïðèìà ϕ, òî ϕf1,z0(T ) = ϕf,z0(T ) + cσ(T ), T ∈ Γ, ãäå σ(T ) =

= 1 − ρ(T ), T ∈ Γ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îáà îòîáðàæåíèÿ ϕf,z0 è ϕf1,z0

óäîâëåòâîðÿþò êîöèêëè÷åñêîìó ñîîòíîøåíèþ ϕ(ST ) = ϕ(S)+ρ(S)ϕ(T ),

S, T ∈ Γ.

Äëÿ çàìêíóòîãî äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà ϕ ìîæíî îïðåäåëèòü, òàê íà-

çûâàåìûå, êëàññè÷åñêèå ïåðèîäû. Äëÿ T ∈ Γ ñîîòâåòñòâóþùèé åìó êëàñ-

ñè÷åñêèé ïåðèîä ϕz0(T ) =
∫ Tz0
z0

ϕ è âåðíî ðàâåíñòâî ϕz0(T ) = ϕf,z0(T )−

− f(z0)σ(T ) [8; 15; 10; 11].

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèÿ âèäà T → ϕf,z0(T ) (ïåðèîäû ïî Ð. Ãàí-

íèíãó) è âèäà T → ϕz0(T ) (êëàññè÷åñêèå ïåðèîäû) îïðåäåëÿþò îäèí è

òîò æå êëàññ ïåðèîäîâ [ϕ] ∈ H1(Γ, ρ) = Z1(Γ, ρ)/B1(Γ, ρ) äëÿ äèôôå-

ðåíöèàëà Ïðèìà ϕ íà F0 äëÿ ρ, ãäå ïðîñòðàíñòâî B1(Γ, ρ) ïîðîæäåíî

ýëåìåíòîì σ(T ) äëÿ ρ íà Γ.

Â ðàáîòå Ï.Àïïåëÿ [12] èñïîëüçóåòñÿ êàíîíè÷åñêîå ðàññå÷åíèå ñïåöè-

àëüíîãî âèäà äëÿ ôèêñèðîâàííîé êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè F ðîäà g ≥ 2.

Ýòî ðàññå÷åíèå ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1 äëÿ ïîâåðõíîñòè ðîäà g = 3.

�

	

9

� �

�

-

-

b1

a1

b2

c̃2 a2

b3

a3
c̃3

Puc.1

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâûå ak, bk, k = 1, ..., g, è c̃h, h =

2, ..., g, ôèêñèðîâàííû íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè F. Äàäèì âûâîä îñíîâ-

íîãî ñîîòíîøåíèÿ Àïïåëÿ äëÿ ïåðèîäîâ äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà â ñî-

âðåìåííûõ òåðìèíàõ Ãàííèíãà, ñâÿçàííûõ ñ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæå-

íèåì ðîñòêîâ äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà ïî ïåòëÿì ak, bk è ïåðèîäîâ ïî



Ãàííèíãó ϕ(ak), ϕ(bk), k = 1, ..., g. Òàê, íàïðèìåð, âìåñòî òåðìèíà ñêà-

÷îê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ðàçðåç ïî êðèâîé â òåðìèíàõ Àïïåëÿ áóäåì ãî-

âîðèòü îá àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ïî �òðàíñâåðñàëüíîé� êðèâîé.

Òåðìèí ìîäóëü ïåðèîäè÷íîñòè èíòåãðàëà Ïðèìà ïî Àïïåëþ çàìåíÿåì

òåðìèíîì: ëèáî êëàññè÷åñêèé ïåðèîä, ëèáî êîãîìîëîãè÷åñêèé ïåðèîä

ïî Ãàííèíãó. ×èñëî ïåðåñå÷åíèÿ (ak, bk) = +1, òàê êàê óïîðÿäî÷åííàÿ

ïàðà ïåòåëü ak, bk, k = 1, ..., g, ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòà-

öèè. Ïðîâåäÿ òàêîå êàíîíè÷åñêîå ðàññå÷åíèå äëÿ ïåðåìåííîé êîìïàêò-

íîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Fµ ðîäà g ≥ 2, ïîëó÷èì îäíîñâÿçíóþ îá-

ëàñòü Fµ = Fµ,a,b,c̃. Ïóñòü ϕ = ϕ(z)dz � ãîëîìîðôíûé äèôôåðåíöè-

àë Ïðèìà íà Fµ ñ õàðàêòåðîì ρ, êîòîðûé çàäà¼òñÿ ìóëüòèïëèêàòîðàìè

ρ(ak), ρ(bk), k = 1, ..., g. Äèôôåðåíöèàë ϕ = ϕ(z)dz, ïîäíÿòûé íà ôóíäà-

ìåíòàëüíóþ îáëàñòü ∆µ = wµ(∆) ãðóïïû Γµ, áóäåò òî÷íûì è ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ â âèäå ϕ(z)dz = df(z). Äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî èíòåãðàëà

Ïðèìà f(z) èìååì ðàâåíñòâà f(z−)− 1
ρ(bk)

f(z+) = −ϕ(bk)
ρ(bk)

íà êðàÿõ ðàçðåçà

ak; f(z
−)− ρ(ak)f(z

+) = ϕ(ak) íà êðàÿõ ðàçðåçà bk, k = 1, ..., g. Çäåñü ÷å-

ðåç ϕ(ak) è ϕ(bk) îáîçíà÷èì ak−ïåðèîä (ïî Ãàííèíãó ïðè àíàëèòè÷åñêîì

ïðîäîëæåíèè ïî ak èëè ìîäóëü ïåðèîäè÷íîñòè èíòåãðàëà f ïðè ïåðåõîäå

÷åðåç êðàÿ ðàçðåçà bk ñ + íà - â òåðìèíîëîãèè Àïïåëÿ) è bk−ïåðèîä îòíî-

ñèòåëüíî âûáðàííîãî èíòåãðàëà Ïðèìà f(z) äëÿ äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà

ϕ = ϕ(z)dz íà Fµ ïðè àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ïî ïåòëå ak è bk ñîîò-

âåòñòâåííî. Ïðè÷åì ñèìâîëû z− è z+ îçíà÷àþò îòðèöàòåëüíûå è ïîëî-

æèòåëüíûå êðàÿ ðàçðåçîâ ak è bk, k = 1, ..., g, ñîîòâåòñòâåííî. Íà êðàÿõ

ðàçðåçîâ c̃h, h = 2, ..., g, èìååì ðàâåíñòâà f(z−) − f(z+) = ϕ(c̃h). Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ èíòåãðàëà Ïðèìà f(z) ïåðâîãî ðîäà èìååòñÿ 3g−1 îñíîâíûõ

ïåðèîäîâ (ïî Ãàííèíãó) ϕ(a1), ..., ϕ(ag), ϕ(b1), ..., ϕ(bg), ϕ(c̃2), ..., ϕ(c̃g).

Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ ak, bk, c̃k è c̃k+1, è

44



îáîçíà÷åíèÿ, êàê íà ðèñóíêå 2.

- -

6

6

��

@I

ak � ak

bk

bk

c̃k+1

c̃k

α

+ η

β

ε

γ

δ

Puc.2

Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà: f(α)− − ρ(ak)f(β)
+ = ϕ(ak) �

ïåðèîä ïðè àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ïî ak èëè ïåðèîä ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé ñêà÷êó ïðè ïåðåñå÷åíèè bk ñ + íà -; f(β)−−f(γ)+ = ϕ(c̃k+1) � ñêà÷îê

ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ðàçðåç c̃k+1; f(γ)
− − 1

ρ(bk)
f(δ)+ = −ϕ(bk)

ρ(bk)
� ïåðèîä ïðè

ïðîäîëæåíèè ïî ïåòëå bk èëè ïåðèîä ñîîòâåòñòâóþùèé ñêà÷êó ïðè ïåðå-

ñå÷åíèè ðàçðåçà ak ñ + íà -; f(ε)− − f(δ)+ = ϕ(c̃k) � ïåðèîä ñîîòâåòñòâó-

þùèé ñêà÷êó ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ðàçðåç c̃k; f(η)
− − ρ(ak)f(ε)

+ = ϕ(ak)

� ïåðèîä ïðè ïðîäîëæåíèè ïî ak èëè ïåðèîä ñîîòâåòñòâóþùèé ñêà÷êó

ïðè ïåðåñå÷åíèè bk ñ + íà -; f(α)− − 1
ρ(bk)

f(η)+ = −ϕ(bk)
ρ(bk)

� ïåðèîä ïðè

àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ïî bk èëè ïåðèîä ñîîòâåòñòâóþùèé ñêà÷êó

ïðè ïåðåñå÷åíèè ak ñ + íà -.

Óìíîæàÿ ýòè ðàâåíñòâà: ïåðâîå íà 1, âòîðîå íà ρ(ak), òðåòüå íà ρ(ak),

÷åòâåðòîå íà−ρ(ak)
ρ(bk)

, ïÿòîå íà− 1
ρ(bk)

, è ïîñëåäíåå íà−1, èìååì ñëåäóþùèå

äðóãèå ðàâåíñòâà

f(α)− ρ(ak)f(β) = ϕ(ak),

ρ(ak)f(β)− ρ(ak)f(γ) = ρ(ak)ϕ(c̃k+1),

ρ(ak)f(γ)−
ρ(ak)

ρ(bk)
f(δ) = −ρ(ak)

ρ(bk)
ϕ(bk),

−ρ(ak)
ρ(bk)

f(ε) +
ρ(ak)

ρ(bk)
f(δ) = −ρ(ak)

ρ(bk)
ϕ(c̃k),
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− 1

ρ(bk)
f(η) +

ρ(ak)

ρ(bk)
f(ε) = − 1

ρ(bk)
ϕ(ak),

−f(α) + 1

ρ(bk)
f(η) =

1

ρ(bk)
ϕ(bk).

Ñêëàäûâàÿ âñå ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

0 =
ϕ(bk)σ(ak)− ϕ(ak)σ(bk)

ρ(bk)
− ρ(ak)

ρ(bk)
ϕ(c̃k) + ρ(ak)ϕ(c̃k+1),

k = 1, ..., g. Çäåñü íåò êðèâûõ c̃1 è c̃g+1 è ïîòîìó ñ÷èòàåì äëÿ óäîá-

ñòâà ϕ(c̃1) = 0 = ϕ(c̃g+1). Èñêëþ÷àÿ g − 1 êîíñòàíòó ϕ(c̃2), ..., ϕ(c̃g) èç

ýòèõ g óðàâíåíèé, ïîëó÷èì îäíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ϕ(ak), ϕ(bk) è ìóëü-

òèïëèêàòîðàìè ρ(ak), ρ(bk), k = 1, ..., g. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè óìíîæèì

ïåðâîå íà ρ(b1)
ρ(a1)

, âòîðîå � íà ρ(b1)ρ(b2)
ρ(a2)

, òðåòüå � íà ρ(b1)ρ(b2)ρ(b3)
ρ(a3)

, k-å � íà

ρ(b1)···ρ(bk)
ρ(ak)

, k ≤ g, òî èìååì ñèñòåìó

ϕ(b1)σ(a1)− ϕ(a1)σ(b1)

ρ(a1)
+ ρ(b1)ϕ(c̃2) = 0,

ϕ(b2)σ(a2)− ϕ(a2)σ(b2)

ρ(a2)
ρ(b1)− ρ(b1)ϕ(c̃2) + ρ(b1)ρ(b2)ϕ(c̃3) = 0,

ϕ(b3)σ(a3)− ϕ(a3)σ(b3)

ρ(a3)
ρ(b1)ρ(b2)−ρ(b1)ρ(b2)ϕ(c̃3)+ρ(b1)ρ(b2)ρ(b3)ϕ(c̃4) = 0,

...

ϕ(bg)σ(ag)− ϕ(ag)σ(bg)

ρ(ag)
ρ(b1) · · · ρ(bg−1)− ρ(b1) · · · ρ(bg−1)ϕ(c̃g) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

ϕ(bg)σ(ag)− ϕ(ag)σ(bg)

ρ(ag)
ρ(b1) · · · ρ(bg−1)+

+
ϕ(bg−1)σ(ag−1)− ϕ(ag−1)σ(bg−1)

ρ(ag−1)
ρ(b1) · · · ρ(bg−2) + · · ·+

+
ϕ(b2)σ(a2)− ϕ(a2)σ(b2)

ρ(a2)
ρ(b1) +

ϕ(b1)σ(a1)− ϕ(a1)σ(b1)

ρ(a1)
= 0.

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàëè, â ñîâðåìåííûõ òåðìèíàõ ïåðèîäîâ Ãàííèí-

ãà è äëÿ ïåðåìåííûõ êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé, ñëåäóþùóþ

òåîðåìó.
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Òåîðåìà 2.1.1. Äëÿ ïåðèîäîâ ãîëîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà ϕ

ñ õàðàêòåðîì ρ ̸= 1 íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè

Fµ ðîäà g ≥ 2, âåðíî ðàâåíñòâî

g∑
k=1

ϕ(bk)σ(ak)− ϕ(ak)σ(bk)

ρ(ak)
ρ(b1) · · · ρ(bk−1) = 0. (1)

Ýòî åñòü îñíîâíîå (è åäèíñòâåííîå) ñîîòíîøåíèå Àïïåëÿ [12] íà ïåðè-

îäû Ãàííèíãà ëþáîãî ãîëîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà. Çàìåòèì,

÷òî â àáåëåâîì ñëó÷àå ρ(ak) = 1 = ρ(bk), k = 1, ..., g, ýòî óðàâíåíèå áóäåò

òîæäåñòâîì âèäà 0 = 0 äëÿ F.

Â ñëó÷àå êàíîíè÷åñêîãî ðàññå÷åíèÿ âûõîäÿùåãî èç îäíîé òî÷êè íà F,

ò. å. âñå êðèâûå c̃h, h = 2, ..., g, ñòàíîâÿòñÿ òî÷å÷íûìè êðèâûìè, èìååì

òàêæå òîëüêî îäíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïåðèîäàìè ãîëîìîðôíîãî äèô-

ôåðåíöèàëà Ïðèìà.

Ïîñëå ýòîãî ïåðåâîäà íà ñîâðåìåííóþ òåðìèíîëîãèþ ñòàëî âîçìîæ-

íî ñðàâíåíèå îñíîâíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðèîäàìè ïî Àïïåëþ è ïî

Ãàííèíãó. Çàìåòèì, ÷òî îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå Àïïåëÿ äîêàçàíî äëÿ ãî-

ëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ, à îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå Ãàííèíãà äîêà-

çàíî äëÿ áîëåå îáùåãî êëàññà çàìêíóòûõ ãëàäêèõ è, â ÷àñòíîñòè, ãàð-

ìîíè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëîâ ïðè ëþáûõ õàðàêòåðàõ íà ôèêñèðîâàííîé

êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Â ðàáîòå Ð. Ãàííèíãà [19] è â êíè-

ãå [10], ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé äëÿ êâàçèôóêñîâîé ãðóïïû Γµ, êîòîðàÿ

óíèôîðìèçèðóåò Fµ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè wµ(U), ïîëó÷åíî äðóãîå ñî-

îòíîøåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.1 [12; 19]. Äëÿ êëàññà [ϕ] ïåðèîäîâ çàìêíóòîãî

äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà ϕ äëÿ ρ ̸= 1 íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíî-
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âîé ïîâåðõíîñòè Fµ ðîäà g ≥ 2, âåðíî ðàâåíñòâî

g∑
k=1

ϕ(Bk)σ(Ak)− ϕ(Ak)σ(Bk) = 0 (2)

Ýòî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ C1 . . . Cg = 1 â Γµ è ϕ(1) = 0, òàê êàê

0 = ϕ(1) =
g∑

j=1

ϕ(Ck) =
g∑

k=1

σ(Ak)ϕ(Bk)− σ(Bk)ϕ(Ak).

Ïðåäëîæåíèå 2.1.2. Ñîîòíîøåíèÿ Àïïåëÿ è Ãàííèíãà ýêâèâàëåíò-

íû äëÿ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà ïðè ëþáîì õàðàêòåðå ρ ̸= 1

íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Fµ ðîäà g ≥ 2.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïî îïðåäåëåíèþ 1−ρ(Ak) = σ(Ak), 1−ρ(Bk) =

σ(Bk) äëÿ k = 1, ..., g. Äëÿ ðàâåíñòâà Àïïåëÿ ðàññìîòðèì çàìåíó ïåðå-

ìåííûõ

ϕ̃(A1) =
1

ρ(A1)
ϕ(A1), ϕ̃(B1) =

1

ρ(A1)
ϕ(B1),

...

ϕ̃(Ak) =
ρ(B1...Bk−1)

ρ(Ak)
ϕ(Ak), ϕ̃(Bk) =

ρ(B1...Bk−1)

ρ(Ak)
ϕ(Bk),

...

ϕ̃(Ag) =
ρ(B1...Bg−1)

ρ(Ag)
ϕ(Ag), ϕ̃(Bg) =

ρ(B1...Bg−1)

ρ(Ag)
ϕ(Bg).

Èç âèäà áëî÷íî äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ýòîé çàìåíû ñëåäóåò, ÷òî åå

îïðåäåëèòåëü

1

ρ(A1)2
...
ρ(B1...Bk−1)

2

ρ(Ak)2
...
ρ(B1...Bg−1)

2

ρ(Ag)2
̸= 0.

Ïîýòîìó ýòà ìàòðèöà íåâûðîæäåííàÿ. Ïîñëå çàìåíû ôîðìóëà Àïïåëÿ

ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä
g∑

k=1

(ϕ̃(Bk)σ(Ak)− ϕ̃(Ak)σ(Bk)) = 0. Ïðåäëîæåíèå

äîêàçàíî.
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�2.2. Áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïåðèîäîâ

äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà ïåðâîãî ðîäà

Â ýòîì ïàðàãðàôå âûâîäÿòñÿ áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðè-

îäàìè Ãàííèíãà äâóõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà ïåðâîãî ðîäà ñî âçàèìíî

îáðàòíûìè õàðàêòåðàìè íà ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõ-

íîñòè Fµ ðîäà g ≥ 2. Ýòî ñîîòíîøåíèå áóäåò îáîáùåíèåì áèëèíåéíîãî

ñîîòíîøåíèÿ Ðèìàíà äëÿ ïåðèîäîâ àáåëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ ïåðâîãî

ðîäà íà ìóëüòèïëèêàòèâíûé ñëó÷àé [15; 11].

Ïóñòü f(z) - èíòåãðàë Ïðèìà ïåðâîãî ðîäà ñ ìóëüòèïëèêàòîðàìè ρ(ak),

ρ(bk) è ïåðèîäàìè ϕ(ak), ϕ(bk), ϕ(c̃h), k = 1, ..., g, h = 2, ..., g, äëÿ äèôôå-

ðåíöèàëà Ïðèìà ϕ = ϕ(z)dz = df(z) íà Fµ. Òàêæå ïóñòü f1(z) - èíòåãðàë

Ïðèìà ïåðâîãî ðîäà ñ ìóëüòèïëèêàòîðàìè ρ1(ak), ρ1(bk), è ïåðèîäàìè

ϕ1(ak), ϕ1(bk), ϕ1(c̃h), k = 1, ..., g, h = 2, ..., g, äëÿ äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà

ϕ1 = ϕ1(z)dz = df1(z) íà Fµ. Òàê êàê äèôôåðåíöèàë f1(z)ϕ(z)dz áóäåò

îäíîçíà÷íûì àíàëèòè÷åñêèì íà ∆µ, òî ïî òåîðåìå Êîøè èíòåãðàë

0 = I =

∫∫
∆µ

ϕ1 ∧ ϕ =

∫
∂∆µ

f1(z)df(z) =

g∑
k=1

(∫
ak

[f1(λ)df(λ)− f1(ϱ)df(ϱ)]+

+

∫
bk

[f1(λ)df(λ)− f1(ϱ)df(ϱ)]

)
+

g∑
h=2

∫
c̃h

[f1(λ)df(λ)− f1(ϱ)df(ϱ)].

Íà êðàÿõ ðàçðåçà ïî êðèâîé ak (èëè ïðè àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ïî

ïåòëå b−1
k ) èìååì ðàâåíñòâà

f1(λ) =
1

ρ1(bk)
f1(ϱ)− ϕ1(bk)

1

ρ1(bk)
, f(λ) =

1

ρ(bk)
f(ϱ)− ϕ(bk)

ρ(bk)
,

è

f1(λ)df(λ)−f1(ϱ)df(ϱ) =
(

1

ρ1(bk)
f1(ϱ)−ϕ1(bk)

1

ρ1(bk)

)
df(λ)−f1(ϱ)df(ϱ) =

=
1

ρ1(bk)
f1(ϱ)df(λ)− ϕ1(bk)

1

ρ1(bk)
df(λ)− f1(ϱ)df(ϱ) =
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= −ϕ1(bk)
ρ1(bk)

df(λ)+

(
1

ρ(bk)

1

ρ1(bk)
−1

)
f1(ϱ)df(ϱ) = −ϕ1(bk)

ρ1(bk)
df(λ), k = 1, ..., g.

Àíàëîãè÷íî äëÿ bk (èëè ïðè àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ïî ïåòëå ak)

èìååì ðàâåíñòâà

f1(λ) =
1

ρ(ak)
f1(ϱ) + ϕ1(ak), f(λ) = ρ(ak)f(ϱ) + ϕ(ak),

è

f1(λ)df(λ)− f1(ϱ)df(ϱ) = ϕ1(ak)df(λ), k = 1, ..., g.

Òàêæå äëÿ êðàåâ ðàçðåçà c̃h èìååì ðàâåíñòâî

f1(λ) = f1(ϱ) + ϕ1(c̃h), f(λ) = f(ϱ) + ϕ(c̃h),

è

f1(λ)df(λ)− f1(ϱ)df(ϱ) = ϕ1(c̃h)df(λ), h = 2, ..., g.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì

I =

g∑
k=1

[
− ϕ1(bk)

ρ1(bk)

∫
ak

df(λ) + ϕ1(ak)

∫
bk

df(λ)

]
+

g∑
h=2

ϕ1(c̃h)

∫
c̃h

df(λ).

Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ âû÷èñëåíèé íóæíî ââåñòè íîâûå îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿçàí-

íûå ñ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ: (ak, bk, c̃k, c̃k+1); (ak−1, bk−1, c̃k−1, c̃k);

(ak+1, bk+1, c̃k+1, c̃k+2). Ýòè îáîçíà÷åíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 3.
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bk−1

λ

ϱ

λ

ϱ

λ

ϱ λ

ϱ

ϱ

λ

α

η

λ

ϱ

λ ϱ

γ

δ

β

ε

Puc.3

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {α, β, γ, δ, ε, η}, {α′
, β

′
, γ

′
, δ

′
, ε

′
, η

′} è {α′′
, β

′′
, γ

′′
, δ

′′
,

ε
′′
, η

′′} íàáîðû êðà¼â ðàçðåçîâ, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ

êðèâûõ (ak, bk, c̃k, c̃k+1), (ak−1, bk−1, c̃k−1, c̃k) è (ak+1, bk+1, c̃k+1, c̃k+2) ñîîò-

âåòñòâåííî. Ñîãëàñíî ýòèì îáîçíà÷åíèÿì èìååì ðàâåíñòâà∫
ak

df(λ) = f(α)− f(γ),

∫
bk

df(λ) = f(η)− f(α),

∫
c̃k

df(λ) = f(ε)− f(β
′
),

∫
c̃k+1

df(λ) = f(ε
′′
)− f(β), k = 1, ..., g.

Ðàçîáü¼ì I íà g ñëàãàåìûõ Ik, êàæäîå èç êîòîðûõ ñâÿçàíî ñ òî÷êîé ïå-

ðåñå÷åíèÿ (ak, bk, c̃k, c̃k+1), à çíà÷èò, I =
g∑

k=1

Ik. Òîãäà

Ik = −ρ(bk)ϕ1(bk)[f(α)− f(γ)] + ϕ1(ak)[f(η)− f(α)]+

+ϕ1(c̃k)f(ε)− ϕ1(c̃k+1)f(β).
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Èç ñîîòíîøåíèé äëÿ èíòåãðàëà Ïðèìà f(z) èìååì

f(α) = ρ(ak)f(β) + ϕ(ak), f(β) = f(γ) + ϕ(c̃k+1),

f(α) =
1

ρ(bk)
f(η)− ϕ(bk)

ρ(bk)
, f(η) = ρ(ak)f(ε) + ϕ(ak).

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ âèäíî, ÷òî f(β), f(γ), f(ε), f(η) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç f(α).

Ó÷òÿ ρ(bk) =
1

ρ1(bk)
, ρ(ak) =

1
ρ1(ak)

, k = 1, ..., g, ïîëó÷èì, ÷òî

f(β) =
1

ρ(ak)
f(α)− 1

ρ(ak)
ϕ(ak) = ρ1(ak)f(α)− ρ1(ak)ϕ(ak),

f(γ) =
1

ρ(ak)
f(α)− 1

ρ(ak)
ϕ(ak)− ϕ(c̃k+1) =

= ρ1(ak)f(α)− ρ1(ak)ϕ(ak)− ϕ(c̃k+1),

f(η) =
1

ρ1(bk)
f(α)− 1

ρ1(bk)

(
− ϕ(bk)

ρ(bk)

)
=

1

ρ1(bk)
f(α) + ϕ(bk),

f(ε) =
1

ρ1(bk)
ρ1(ak)f(α)− ρ1(ak)

(
1

ρ1(bk)

(
− ϕ(bk)

ρ(bk)

)
+ ϕ(ak)

)
=

=
ρ1(ak)

ρ1(bk)
f(α) + ρ1(ak)ϕ(bk)− ρ1(ak)ϕ(ak).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî k, k = 1, ..., g, èìååì

Ik = f(α)

[
− ϕ1(bk)

ρ1(bk)
(1− ρ1(ak)) + ϕ1(ak)

(
1

ρ1(bk)
− 1

)
+
ρ1(ak)

ρ1(bk)
ϕ1(c̃k)−

−ρ1(ak)ϕ1(c̃k+1)

]
− ϕ1(bk)

ρ1(bk)
[ρ1(ak)ϕ(ak) + ϕ(c̃k+1)] + ϕ1(ak)ϕ(bk)+

+ϕ1(c̃k)[ρ1(ak)ϕ(bk)− ρ1(ak)ϕ(ak)] + ϕ1(c̃k+1)ρ1(ak)ϕ(ak).

Âûðàæåíèå â áîëüøèõ êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ðàâíî íóëþ èç-çà îñíîâíûõ

ñîîòíîøåíèé äëÿ f1(z). Äîìíîæèâ åãî íà ρ1(bk), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

−ϕ1(bk)(1− ρ1(ak)) + ϕ1(ak)(1− ρ1(bk))+

+ρ1(ak)ϕ1(c̃k)− ρ1(ak)ρ1(bk)ϕ1(c̃k+1) = 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1−ρ1(ak) = σ1(ak) è 1−ρ1(bk) = σ1(bk), âûðàçèì ϕ1(c̃k+1) :

ρ1(ak)ρ1(bk)ϕ1(c̃k+1) = ϕ1(ak)σ1(bk)− ϕ1(bk)σ1(ak) + ρ1(ak)ϕ1(c̃k),
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Çàìåòèì, ÷òî ϕ1(ak)σ1(bk)− ϕ1(bk)σ1(ak) = ϕ1(Ck) � êîììóòàòîðíûé ïå-

ðèîä è

ϕ1(c̃k+1) =
1

ρ1(ak)ρ1(bk)
ϕ1(Ck) +

1

ρ1(bk)
ϕ1(c̃k).

Òàê êàê k èçìåíÿåòñÿ îò 1 äî g, òî îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî

ϕ1(c̃k+1) =
k∑

i=1

1

ρ1(ai)ρ1(bi...bk)
ϕ1(Ci).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî

ϕ(c̃k+1) =
k∑

i=1

1

ρ(ai)ρ(bi...bk)
ϕ(Ci).

Âñïîìèíàÿ, ÷òî I = 0, ïîëó÷èì áèëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå

g∑
k=1

[
− ϕ1(bk)

ρ1(bk)
[ρ1(ak)ϕ(ak) + ϕ(c̃k+1)] + ϕ1(ak)ϕ(bk)+

+ϕ1(c̃k)[ρ1(ak)ϕ(bk)− ρ1(ak)ϕ(ak)] + ρ1(ak)ϕ1(c̃k+1)ϕ(ak)

]
= 0

ìåæäó ïåðèîäàìè äëÿ äâóõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà ϕ = ϕ(z)dz = df(z)

è ϕ1 = ϕ1(z)dz = df1(z) ïåðâîãî ðîäà. Çäåñü ϕ(c̃1) = ϕ1(c̃1) = ϕ(c̃g+1) =

ϕ1(c̃g+1) = 0 ïî ñîãëàøåíèþ. Çàòåì

g∑
k=1

[
− ϕ1(bk)

ρ1(bk)
[ρ1(ak)ϕ(ak) + ϕ(c̃k+1)] + ϕ1(ak)ϕ(bk)+

+ρ1(ak)ϕ(bk)ϕ1(c̃k) + ρ1(ak)ϕ(ak)[ϕ1(c̃k+1)− ϕ1(c̃k)]

]
= 0.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

ϕ1(c̃k+1)− ϕ1(c̃k) =

=
k∑

i=1

1

ρ1(ai)ρ1(bi...bk)
ϕ1(Ci)−

k−1∑
i=1

1

ρ1(ai)ρ1(bi...bk−1)
ϕ1(Ci) =

=
k−1∑
i=1

1

ρ1(ai)ρ1(bi...bk−1)
ϕ1(Ci) +

1

ρ1(ak)ρ1(bk)
ϕ1(Ck)−
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−
k−1∑
i=1

1

ρ1(ai)ρ1(bi...bk−1)
ϕ1(Ci) =

1

ρ1(ak)ρ1(bk)
ϕ1(Ck).

Îòñþäà èìååì ðàâåíñòâî

g∑
k=1

{
− ϕ1(bk)

ρ1(bk)

[
ρ1(ak)ϕ(ak) +

k∑
i=1

1

ρ(ai)ρ(bi...bk)
ϕ(Ci)

]
+ ϕ1(ak)ϕ(bk)+

+ρ1(ak)ϕ(bk)
k−1∑
i=1

1

ρ1(ai)ρ1(bi...bk−1)
ϕ1(Ci)+

+ρ1(ak)ϕ(ak)
1

ρ1(ak)ρ1(bk)
ϕ1(Ck)

}
= 0.

Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ïðè ϕ(ak) è ϕ(bk) ïîëó÷èì äðóãîå ðàâåíñòâî

g∑
k=1

{
ϕ(ak)

[
− ρ1(ak)

ρ1(bk)
ϕ1(bk) +

1

ρ1(bk)
ϕ1(Ck)

]
+

+ϕ(bk)

[
ρ1(ak)

k−1∑
i=1

1

ρ1(ai)ρ1(bi...bk−1)
ϕ1(Ci) + ϕ1(ak)

]
−

−ϕ1(bk)
ρ1(bk)

k∑
i=1

1

ρ(ai)ρ(bi...bk)
ϕ(Ci)

}
= 0.

Òàê êàê

k∑
i=1

1

ρ(ai)ρ(bi...bk)
ϕ(Ci) =

k∑
i=1

σ(bi)ϕ(ai)− σ(ai)ϕ(bi)

ρ(ai)ρ(bi...bk)
,

òî èìååì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

g∑
k=1

{
ϕ(ak)

[
− ρ1(ak)

ρ1(bk)
ϕ1(bk) +

1

ρ1(bk)
ϕ1(Ck)

]
+

+ϕ(bk)

[
ρ1(ak)

k−1∑
i=1

1

ρ1(ai)ρ1(bi...bk−1)
ϕ1(Ci) + ϕ1(ak)

]
−

−ϕ1(bk)
ρ1(bk)

[ k∑
i=1

σ(bi)ϕ(ai)

ρ(ai)ρ(bi...bk)
−

k∑
i=1

σ(ai)ϕ(bi)

ρ(ai)ρ(bi...bk)

]}
= 0.

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíà

Òåîðåìà 2.2.1. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðè-

ìà ϕ è ϕ1 ñî âçàèìíî îáðàòíûìè õàðàêòåðàìè ρ è ρ1 íà ïåðåìåííîé
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êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Fµ ðîäà g ≥ 2 âåðíî áèëèíåéíîå

ñîîòíîøåíèå (ðàâåíñòâî)

g∑
k=1

{
ϕ(ak)

[
− ρ1(ak)

ρ1(bk)
ϕ1(bk) +

1

ρ1(bk)
ϕ1(Ck)−

σ(bk)

ρ(ak)

g∑
j=k

ϕ1(bj)

ρ1(bj)ρ(bk...bj)

]
+

+ϕ(bk)

[
ρ1(ak)

k−1∑
i=1

1

ρ1(ai)ρ1(bi...bk−1)
ϕ1(Ci) + ϕ1(ak)+

+
σ(ak)

ρ(ak)

g∑
j=k

ϕ1(bj)

ρ1(bj)ρ(bk...bj)

]}
= 0.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ρ(ak) = ρ(bk) = ρ1(ak) = ρ1(bk) = 1, k = 1, ..., g, òî

ïîëó÷àåì áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ Ðèìàíà (ðàâåíñòâî)

g∑
k=1

(ϕ1(ak)ϕ(bk)− ϕ(ak)ϕ1(bk)) = 0

äëÿ äâóõ àáåëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ ϕ è ϕ1 ïåðâîãî ðîäà íà F [15; 11].

�2.3. Ïåðèîäû äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà òðåòüåãî ðîäà

Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíûé äèôôåðåíöèàë Ïðèìà τρ;Q òðåòüåãî ðîäà

ñ îäíèì ïðîñòûì ïîëþñîì â Q äëÿ ñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ íà Fµ è

âåòâü åãî èíòåãðàëà Ïðèìà Π(z; z0) =
z∫
z1

τρ;Q íà îäíîñâÿçíîé ïîâåðõíîñòè

∆µ ñ âû÷åòîì +1 â òî÷êå z0, òàêîé, ÷òî π(z0) = Q [15; 9].

Íàéäåì îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå íà ïåðèîäû ýòîãî äèôôåðåíöèàëà Ïðè-

ìà ñ ìóëüòèïëèêàòîðàìè ρ−1(bk), ρ(ak). Çàìåòèì, ÷òî íà ∆µ íàø èíòå-

ãðàë Π(z; z0) íå áóäåò îäíîçíà÷íûì, òàê êàê ïðè îäíîêðàòíîì îáõîäå z0 â

ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè ê íåìó ïðèáàâëÿåòñÿ 2πi. Ïîýòîìó âíóòðè

∆µ ïðîâåä¼ì ðàçðåç l, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ a1, b1, c̃2 ñ z0, êàê

íà ðèñóíêå 4,
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q
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-
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�

a2

a1

a2
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c̃3

c̃2

l

b2

b1

λ

ρ

λ

ρ

βα

z0
σ

Puc.4

è ïîëó÷èì îáëàñòü ∆µ,l, íà êîòîðîé èíòåãðàë Π(z; z0) óæå áóäåò îäíî-

çíà÷íûì. Ñíîâà íà ãðàíèöå èìååì ñîîòíîøåíèÿ: Π(λ; z0)− 1
ρ(bk)

Π(ρ, z0) =

= −Π(bk)
ρ(bk)

ïðè àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ïî ïåòëå bk; Π(λ; z0)−

− ρ(ak)Π(ρ, z0) = Π(ak) � ïî ïåòëå ak; Π(λ; z0)−Π(ρ; z0) = Π(c̃h) äëÿ c̃h,

k = 1, ..., g, h = 2, ..., g. Äëÿ ðàçðåçà l âåðíî ðàâåíñòâî Π(λ; z0)−

−Π(ρ; z0) = −2πi, òàê êàê dΠ(λ; z0) = dΠ(ρ; z0) è âû÷åò äëÿ dΠ(z; z0) â z0

ðàâåí 1. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëΠ(z; z0) èìååò 3g ïåðèîäîâΠ(ak),Π(bk),

Π(c̃h), k = 1, ..., g, h = 2, ..., g, è −2πi íà l.

Òàêæå, êàê äëÿ èíòåãðàëîâ Ïðèìà ïåðâîãî ðîäà íà Fµ ïîëó÷èì, ÷òî:

äëÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (a1, b1, c̃2, l) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Π(a1)

(
1− 1

ρ(b1)

)
+

Π(b1)

ρ(b1)
(1− ρ(a1)) + 2πi

1

ρ(b1)
ρ(a1) + ρ(a1)Π(c̃2) = 0;

äëÿ (a2, b2, c̃2, c̃3) -

Π(a2)

(
1− 1

ρ(b2)

)
+

Π(b2)

ρ(b2)
(1− ρ(a2))−

1

ρ(b2)
ρ(a2)Π(c̃2) + ρ(a2)Π(c̃3) = 0;
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äëÿ (ak, bk, c̃k, c̃k+1) -

Π(ak)

(
1− 1

ρ(bk)

)
+
Π(bk)

ρ(bk)
(1−ρ(ak))−

1

ρ(bk)
ρ(ak)Π(c̃k)+ρ(ak)Π(c̃k+1) = 0,

ãäå k = 3, ..., g. Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà ϕ(c̃1) = −2πi, ϕ(c̃g+1) = 0 è èñêëþ-

÷àÿ ϕ(c̃2), ..., ϕ(c̃g) èç ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 2.3.1. Äëÿ ïåðèîäîâ ýëåìåíòàðíîãî äèôôåðåíöèàëà

Ïðèìà τρ;Q òðåòüåãî ðîäà ñ îäíèì ïðîñòûì ïîëþñîì â Q äëÿ ñóùå-

ñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ íà Fµ âåðíî ðàâåíñòâî

2πi+

g∑
k=1

Π(bk)(1− ρ(ak))− Π(ak)(1− ρ(bk))

ρ(ak)
ρ(b1) · · · ρ(bk−1) = 0.

Íàéä¼ì áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðèîäàìè ýëåìåíòàðíîãî

èíòåãðàëà Ïðèìà Π(z; z0) òðåòüåãî ðîäà è èíòåãðàëà Ïðèìà ïåðâîãî ðîäà

ñî âçàèìíî îáðàòíûìè ñóùåñòâåííûìè õàðàêòåðàìè.

Ïóñòü f1(P ) - èíòåãðàë Ïðèìà ïåðâîãî ðîäà äëÿ ñóùåñòâåííîãî õà-

ðàêòåðà ρ ñ ìóëüòèïëèêàòîðàìè ρ(bk) =
1

ρ1(bk)
, ρ(ak) =

1
ρ1(ak)

, k = 1, ..., g,

è ïåðèîäàìè ϕ1(ak), ϕ1(bk), ϕ1(c̃h), k = 1, ..., g, h = 2, ..., g, äëÿ äèôôå-

ðåíöèàëà Ïðèìà ϕ1 = ϕ1(z)dz = df1(z) íà Fµ. Òîãäà ïî òåîðåìå Êîøè

J =
∫

∂∆µ,l

f1(z)dΠ(z; z0) = 0, òàê êàê f1(z)dΠ(z; z0) áóäåò àáåëåâûì äèô-

ôåðåíöèàëîì ïåðâîãî ðîäà íà Fµ,l. Íàéä¼ì ðàçíîñòè f1(λ)dΠ(λ; z0)−

−f1(ρ)dΠ(ρ; z0) äëÿ êàæäîãî ðàçðåçà îòäåëüíî. Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàâåí-

ñòâî:

J =

g∑
k=1

{∫
ak

[f1(λ)dΠ(λ; z0)− f1(ρ)dΠ(ρ; z0)]+

+

∫
bk

[f1(λ)dΠ(λ; z0)− f1(ρ)dΠ(ρ; z0)]

}
+

+

g∑
h=2

∫
c̃h

[f1(λ)dΠ(λ; z0)− f1(ρ)dΠ(ρ; z0)]+
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+

∫
l

[f1(λ)dΠ(λ; z0)− f1(ρ)dΠ(ρ; z0))] +

∫
σ

f1(z)dΠ(z; z0).

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå èìååò âèä

g∑
k=1

[
− ρ(bk)ϕ1(bk)

(
1

ρ(ak)
Π(ak) + Π(c̃k+1)

)
+ ϕ1(ak)Π(bk)−

− 1

ρ(ak)
ϕ1(c̃k)(−Π(bk) + Π(ak)) +

1

ρ(ak)
ϕ1(c̃k+1)Π(ak)

]
= 2πif1(z0), (3)

ãäå ϕ1(c̃1) = ϕ1(c̃g+1) = Π(c̃g+1) = 0,Π(c̃1) = −2πi.

Èç ñèñòåìû ðàâåíñòâ âòîðîãî ïàðàãðàôà âûðàçèì Π(c̃k+1) :

Π(c̃k+1) = −
k∑

i=1

(
Π(bi)σ(ai)− Π(ai)σ(bi)

ρ(bi)ρ(bi+1)...ρ(bk)ρ(ai)
+

2πi

ρ(b1)...ρ(bi)

)
.

Ïîäñòàâèì åãî â ðàâåíñòâî (3) è ñãðóïïèðîâàâ ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå

ïî Π(ak) è Π(bk), ïîëó÷èì

Òåîðåìà 2.3.1. Äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà τρ;Q è ϕ1 òðåòüåãî è

ïåðâîãî ðîäîâ ñî âçàèìíî îáðàòíûìè ñóùåñòâåííûìè õàðàêòåðàìè ρ è

ρ1 íà Fµ âåðíî áèëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå (ðàâåíñòâî) ìåæäó èõ ïåðèî-

äàìè
g∑

k=1

[
Π(ak)

ρ(ak)

(
− ρ(bk)ϕ1(bk) +

1

ρ1(ak)ρ1(bk)
ϕ1(Ck)

)
+

Π(bk)

ρ(ak)
(ρ(ak)ϕ1(ak)+

+
k−1∑
i=1

1

ρ1(ai)ρ1(bi...bk−1)
ϕ1(Ci))+

+ρ(bk)ϕ1(bk)
k∑

i=1

(
Π(bi)σ(ai)− Π(ai)σ(bi)

ρ(bi)ρ(bi+1)...ρ(bk)ρ(ai)
+

2πi

ρ(b1)...ρ(bi)

)]
= 2πif1(z0).

Îòìåòèì, ÷òî îáå ñòîðîíû ðàâåíñòâà (3), âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿò îò

âûáîðà âåòâåé èíòåãðàëîâ Ïðèìà, ò. å. f1(z) ìîæíî çàìåíèòü íà f1(z)+ c

è ê ïåðèîäàì äëÿ ϕ1 äîáàâÿòñÿ ñëàãàåìûå âèäà c(1 − ρ1(a)), a ∈ π1(F ),

à òàêæå è äëÿ èíòåãðàëà Π(z; z0). Îäíàêî, âñÿ äîáàâëÿåìàÿ ñóììà áóäåò

ðàâíà íóëþ.
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Ïóñòü òåïåðü çàäàí íåñóùåñòâåííûé õàðàêòåð ñ ìóëüòèïëèêàòîðàìè

ρ(ak), ρ(bk), k = 1, ..., g, è Π(z; z0, z1) - èíòåãðàë Ïðèìà òðåòüåãî ðîäà

äëÿ ýòîãî õàðàêòåðà, êîòîðûé èìååò âèä Π(z; z0, z1) =
z∫
z2

f0(z)τz0,z1, ãäå

π(z2) = P2, π(z0) = Q0, π(z1) = Q1, z2( ̸= z0, z1) - íà÷àëüíàÿ òî÷êà èíòå-

ãðèðîâàíèÿ íà∆µ; τz0,z1 - íîðìèðîâàííûé àáåëåâ äèôôåðåíöèàë òðåòüåãî

ðîäà ñ ïðîñòûìè ïîëþñàìè z0 è z1, è âû÷åòàìè +1 è -1 â íèõ ñîîòâåò-

ñòâåííî. Èíòåãðàë Π(z; z0, z1) èìååò ãëàâíûå ÷àñòè −f0(z1) log(z − z1) è

f0(z0) log(z−z0) â òî÷êàõ z1 è z0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîâåä¼ì äîïîëíèòåëü-

íî íà Fµ äâà ðàçðåçà m è l, êàê íà ðèñóíêå 5,

�
�
�

�
�
�

A
A
A

A
A
A

- -

�

�

��

�
��
c̃2

a1a1

b1

λ

ρ

α2

α1β

γz1
q

z0
qαδ

σ0σ1
l

m

Puc.5

è ïîëó÷èì íîâóþ îáëàñòüFµ,m,l, íà êîòîðîé èíòåãðàë ÏðèìàΠ(P ; z0, z1)

áóäåò îäíîçíà÷íûì àíàëèòè÷åñêèì. Îí èìååò âñåãî 3g+1 ïåðèîäîâΠ(ak),

Π(bk),Π(c̃h), k = 1, ..., g, h = 2, ..., g, L, M. Âû÷èñëèì êîíñòàíòû L, M.

Äëÿ íèõ èìååì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

L = Π(α2; z0, z1)− Π(α1; z0, z1) =

α2∫
α1

f0(z)τz0,z1 =

= resz0(f0(z)τz0,z1) = −2πif0(z0);M = Π(δ; z0, z1)− Π(α; z0, z1).

Ðàññìîòðèì åù¼ ðàçíîñòü

M−L = Π(δ; z0, z1)− Π(γ; z0, z1) + Π(β; z0, z1)− Π(α; z0, z1) =

= resz1(f0(z)τz0,z1) = −2πi(−f0(z1)).

Îòñþäà M = 2πi[f0(z1)− f0(z0)].
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Ñíîâà èç g ðàâåíñòâ

Π(ak)

(
1− 1

ρ(bk)

)
+
Π(bk)

ρ(bk)
(1−ρ(ak))−

1

ρ(bk)
ρ(ak)Π(c̃k)+ρ(ak)Π(c̃k+1) = 0,

k = 1, ..., g, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà Π(c̃1) = 2πi[f0(z1)− f0(z0)], Π(c̃g+1) = 0

è èñêëþ÷àÿ Π(c̃2), ...,Π(c̃g), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå

Ïðåäëîæåíèå 2.3.2. Äëÿ ïåðèîäîâ ýëåìåíòàðíîãî äèôôåðåíöèàëà

Ïðèìà f0τQ0,Q1
òðåòüåãî ðîäà ñ ïðîñòûìè ïîëþñàìè â Q0 è Q1 äëÿ

íåñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ ̸= 1 íà Fµ âåðíî ðàâåíñòâî

g∑
k=1

Π(bk)(1− ρ(ak))− Π(ak)(1− ρ(bk))

ρ(ak)
ρ(b1) · · · ρ(bk−1) =

= 2πi[f0(z0)− f0(z1)].

Äàëåå íàéä¼ì áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðèîäàìè èíòåãðàëà

Π(z; z0, z1) è èíòåãðàëà Ïðèìà f1(z) ïåðâîãî ðîäà ñî âçàèìíî îáðàòíûìè

íåñóùåñòâåííûìè õàðàêòåðàìè. Ñíîâà ïî òåîðåìå Êîøè

J =
∫

∂∆µ,m,l

f1(z)dΠ(z; z0, z1) = 0. Îòñþäà ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå âèäà

g∑
k=1

[
− ρ(bk)ϕ1(bk)

(
1

ρ(ak)
Π(ak) + Π(c̃k+1)

)
+ ϕ1(ak)Π(bk)−

− 1

ρ(ak)
ϕ1(c̃k)(−Π(bk) + Π(ak)) +

1

ρ(ak)
ϕ1(c̃k+1)Π(ak)

]
=

= 2πi[f1(z0)f0(z0)− f1(z1)f0(z1)].

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, êàê â �2.1, ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåä-

ëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 2.3.2. Äëÿ ïåðèîäîâ ãîëîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà

ϕ1 è ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà Ïðèìà Π(z; z0, z1) òðåòüåãî ðîäà ñî âçà-

èìíî îáðàòíûìè íåñóùåñòâåííûìè õàðàêòåðàìè ρ1 è ρ íà Fµ âåðíî
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áèëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå (ðàâåíñòâî) ìåæäó èõ ïåðèîäàìè

g∑
k=1

{
Π(ak)

[
− ρ1(ak)

ρ1(bk)
ϕ1(bk) +

1

ρ1(bk)
ϕ1(Ck)−

σ(bk)

ρ(ak)

g∑
j=k

ϕ1(bj)

ρ1(bj)ρ(bk...bj)

]
+

+Π(bk)

[
ρ1(ak)

k−1∑
i=1

1

ρ1(ai)ρ1(bi...bk−1)
ϕ1(Ci) + ϕ1(ak)+

+
σ(ak)

ρ(ak)

g∑
j=k

ϕ1(bj)

ρ1(bj)ρ(bk...bj)

]
+ ρ(bk)ϕ1(bk)

k∑
i=1

2πi

ρ(b1)...ρ(bi)

}
=

= 2πi[f1(z0)f0(z0)− f1(z1)f0(z1)].

Çàìå÷àíèå 2.3.1. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ρ(ak) = ρ(bk) = ρ1(ak) = ρ1(bk) =

= 1, k = 1, ..., g, èìååì f0(z) ≡ 1, è f1(z),Π(z; z0, z1) - àáåëåâû èíòåãðàëû

ïåðâîãî è òðåòüåãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî. Çàòåì âñå ϕ1(c̃j) = 0 = Π(c̃j),

j = 1, ..., g, à ϕ1(c̃g+1) = 0 = Π(c̃g+1) ïî ñîãëàøåíèþ. Êàê ñëåäñòâèå èç

ïðåäûäóùåé ôîðìóëû ïîëó÷àåì, ÷òî

g∑
k=1

[−ϕ1(bk)Π(ak) + ϕ1(ak)Π(bk)] = 2πi(f1(z0)− f1(z1)),

ò. å. èçâåñòíîå êëàññè÷åñêîå áèëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå Ðèìàíà äëÿ ïåðè-

îäîâ àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ òðåòüåãî è ïåðâîãî ðîäîâ íà F ðîäà g ≥ 2 [15;

11].

�2.4. Ïåðèîäû äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà âòîðîãî ðîäà

Íàéä¼ì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðèîäàìè èíòåãðàëà Ïðèìà âòîðîãî ðî-

äà íà Fµ. Ïóñòü Tz0(z) � âåòâü ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà Ïðèìà âòîðîãî

ðîäà ñ åäèíñòâåííûì ïðîñòûì ïîëþñîì â z0 è âû÷åòîì 1 â z0 äëÿ ëþ-

áîãî õàðàêòåðà ρ ̸= 1. Ýòîò èíòåãðàë áóäåò ãîëîìîðôíûì íà Fµ\{z0}, è

òàêæå êàê èíòåãðàë Ïðèìà ïåðâîãî ðîäà, èìååò 3g − 1 ïåðèîäîâ ϕ(ak),

ϕ(bk), ϕ(c̃h), k = 1, ..., g, h = 2, ..., g. Çäåñü Tz0(λ)− 1
ρ(bk)

Tz0(ρ) = −ϕ(bk)
ρ(bk)

ïðè
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àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ïî ïåòëå bk, Tz0(λ) − ρ(ak)Tz0(ρ) = ϕ(ak) �

ïî ïåòëå ak, k = 1, ..., g, è Tz0(λ) − Tz0(ρ) = ϕ(c̃h) íà c̃h, h = 2, ..., g,

ãäå ϕ = dTz0(z) íà ∆µ\{z0}. Äëÿ òàêîãî äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà ñ ëþ-

áûì õàðàêòåðîì ρ ̸= 1 åãî îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå ñîâïàäàåò ñ îñíîâíûì

ñîîòíîøåíèåì äëÿ èíòåãðàëà Ïðèìà ïåðâîãî ðîäà (ñì. òåîðåìó 2.1.1).

Íàéä¼ì òåïåðü áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðèîäàìè ýëåìåí-

òàðíîãî èíòåãðàëà Ïðèìà Tz0(z) âòîðîãî ðîäà è èíòåãðàëà Ïðèìà ïåðâîãî

ðîäà ñî âçàèìíî îáðàòíûìè ñóùåñòâåííûìè õàðàêòåðàìè.

Ïóñòü f1(z) - èíòåãðàë Ïðèìà ïåðâîãî ðîäà äëÿ õàðàêòåðà ñ ìóëüòè-

ïëèêàòîðàìè ρ1(ak) = 1
ρ(ak)

, ρ1(bk) = 1
ρ(bk)

è ñ ïåðèîäàìè ϕ1(ak), ϕ1(bk),

k = 1, ..., g, è ϕ1(c̃h), h = 2, ..., g. Òîãäà

I ′ =

∫
∂Fabc

f1(z)dTz0(z) = 2πiresz0f1(z)
dTz0(z)

dz
= −2πif

′

1(z0).

Äåéñòâèòåëüíî, íà∆µ ôóíêöèÿ f1(z)
dTz0

(z)

dz áóäåò îäíîçíà÷íà è ãîëîìîðô-

íà, êðîìå z0. Ïðè ýòîì â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 èìååì ðàçëîæåíèÿ

f1(z) = f1(z0) + (z − z0)f
′

1(z0) + ...,

dTz0(z)

dz
= − 1

(z − z0)2
+ c0 + c1(z − z0) + ...

Îòñþäà res
z0
f1(z)

dTz0
(z)

dz = −f ′

1(z0). Ñ äðóãîé ñòîðîíû

g∑
k=1

[
ϕ(ak)

ρ(ak)
(−ρ(bk)ϕ1(bk)−ϕ1(c̃k)+ϕ1(c̃k+1))+

ϕ(bk)

ρ(ak)
(ρ(ak)ϕ1(ak)+ϕ1(c̃k))+

+ρ(bk)ϕ1(bk)
k∑

i=1

ϕ(bi)σ(ai)− ϕ(ai)σ(bi)

ρ(bi)ρ(bi+1)...ρ(bk)ρ(ai)

]
= −2πif

′

1(z0),

ãäå ϕ(c̃1) = ϕ(c̃g+1) = ϕ1(c̃1) = ϕ1(c̃g+1) = 0.

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, êàê â �2.1, ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðà-

âåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 2.4.1. Äëÿ ïåðèîäîâ ãîëîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà

ϕ1 è ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà Ïðèìà Tz0(z) âòîðîãî ðîäà ñî âçàèìíî
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îáðàòíûìè ñóùåñòâåííûìè õàðàêòåðàìè ρ1 è ρ íà Fµ èìååò ìåñòî

áèëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå (ðàâåíñòâî)

g∑
k=1

{
ϕ(ak)

[
− ρ1(ak)

ρ1(bk)
ϕ1(bk) +

1

ρ1(bk)
ϕ1(Ck)−

σ(bk)

ρ(ak)

g∑
j=k

ϕ1(bj)

ρ1(bj)ρ(bk...bj)

]
+

+ϕ(bk)

[
ρ1(ak)

k−1∑
i=1

1

ρ1(ai)ρ1(bi...bk−1)
ϕ1(Ci) + ϕ1(ak)+

+
σ(ak)

ρ(ak)

g∑
j=k

ϕ1(bj)

ρ1(bj)ρ(bk...bj)

]}
= −2πif

′

1(z0).

Äëÿ íåñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà, â îáùåì ñëó÷àå, íàäî âìåñòî Tz0(z)

áðàòü ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë

T (z; z0, z1) =

z∫
z2

τρ;Q2
0Q

2
1
=

= c1−1

z∫
z3

f0(z)dTz0(z)− c−1

z∫
z3

f0(z)dTz1(z) + c−1c
1
−1

z∫
z3

f0(z)τQ0,Q1
(z),

ïðè÷¼ì c−1 = −
g∑

j=1

λjφ
′

j(z0), c
1
−1 = −

g∑
j=1

λjφ
′

j(z1) [1; 9; 10]. Çäåñü (φ1, ...,

φg) � îòîáðàæåíèå ßêîáè äëÿ Fµ [15; 11]. Ýòîò èíòåãðàë Ïðèìà âòî-

ðîãî ðîäà áóäåò îäíîçíà÷íûì ãîëîìîðôíûì íà ∆µ\{z0; z1} ñ âû÷åòàìè

c1−1f0(z0) è −c−1f0(z1) â ïðîñòûõ ïîëþñàõ z0 è z1 ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(ak), ϕ(bk), ϕ(c̃h), k = 1, ..., g, h = 2, ..., g, ïåðèîäû

äëÿ T (z; z0, z1). Òàêæå, êàê è ðàíåå, ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî

g∑
k=1

[
ϕ(ak)

ρ(ak)
(−ρ(bk)ϕ1(bk)−ϕ1(c̃k)+ϕ1(c̃k+1))+

ϕ(bk)

ρ(ak)
(ρ(ak)ϕ1(ak)+ϕ1(c̃k))+

+ρ(bk)ϕ1(bk)
k∑

i=1

ϕ(bi)σ(ai)− ϕ(ai)σ(bi)

ρ(bi)ρ(bi+1)...ρ(bk)ρ(ai)

]
=

= 2πi[c1−1f0(z0)f
′

1(z0)− c−1f0(z1)f
′

1(z1)],
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êîòîðîå åñòü ñëåäñòâèå ðàâåíñòâà

I =

∫
∂∆µ

f1(z)dT (z; z0, z1) =

= 2πi

(
res
z0
f1(z)

dT (z; z0, z1)

dz
+ resz1f1(z)

dT (z; z0, z1)

dz

)
.

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, êàê â �2.1, ïîëó÷èì, ÷òî âåðíà

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 2.4.2.Äëÿ ïåðèîäîâ ãîëîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà ϕ1

è ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà Ïðèìà T (z; z0, z1) âòîðîãî ðîäà ñî âçàèìíî

îáðàòíûìè íåñóùåñòâåííûìè õàðàêòåðàìè ρ1 è ρ íà Fµ èìååò ìåñòî

áèëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå (ðàâåíñòâî)

g∑
k=1

{
ϕ(ak)

[
− ρ1(ak)

ρ1(bk)
ϕ1(bk) +

1

ρ1(bk)
ϕ1(Ck)−

σ(bk)

ρ(ak)

g∑
j=k

ϕ1(bj)

ρ1(bj)ρ(bk...bj)

]
+

+ϕ(bk)

[
ρ1(ak)

k−1∑
i=1

1

ρ1(ai)ρ1(bi...bk−1)
ϕ1(Ci) + ϕ1(ak)+

+
σ(ak)

ρ(ak)

g∑
j=k

ϕ1(bj)

ρ1(bj)ρ(bk...bj)

]}
= 2πi[c1−1f0(z0)f

′

1(z0)− c−1f0(z1)f
′

1(z1)].
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Ãëàâà 3.

Ãîëîìîðôíûå äèôôåðåíöèàëû Ïðèìà íà ñïåöèàëüíûõ

ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ

Â îáùåé òåîðèè ôóíêöèé íà êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ðî-

äà g ≥ 2 âñòðå÷àþòñÿ â îñíîâíîì òîëüêî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ äèô-

ôåðåíöèàëîâ è ôóíêöèé [8; 15; 11]. Äëÿ ðÿäà ñïåöèàëüíûõ ðèìàíîâûõ

ïîâåðõíîñòåé óäàåòñÿ íàéòè ÿâíûé áàçèñ ãîëîìîðôíûõ àáåëåâûõ äèô-

ôåðåíöèàëîâ è äàòü îïèñàíèå èõ òî÷åê Âåéåðøòðàññà [15; 11].

Â.Ì. Áóõøòàáåð è À.Ê. Öèõ îáðàòèëè íàøå âíèìàíèå íà âàæíîñòü

ïîñòðîåíèÿ ÿâíûõ áàçèñîâ äëÿ ñïåöèàëüíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé,

êîòîðûå çàäàíû ïîëèíîìèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Ñïåöèàëüíûå ðèìàíî-

âû ïîâåðõíîñòè íàøëè ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â ãåîìåòðè÷åñêîé

òåîðèè ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë, â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåò-

ðèè è ïðè ðåøåíèè ðÿäà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

[4�7; 20�22].

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ñïåöèàëüíûì ðèìàíîâûì ïîâåðõíîñòÿì, çà-

äàííûõ ÿâíûìè ïîëèíîìèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, à òàêæå âñåì êðèâûì

Ôåðìà. Íà ýòèõ ñïåöèàëüíûõ êðèâûõ â �3.1 è �3.2 áóäóò ïîñòðîåíû ÿâ-

íûå áàçèñû ãîëîìîðôíûõ àáåëåâûõ q−äèôôåðåíöèàëîâ, à òàê æå ÿâíûå

áàçèñû ãîëîìîðôíûõ (ρ, q)−äèôôåðåíöèàëîâ äëÿ íåñóùåñòâåííûõ õà-

ðàêòåðîâ ρ.

�3.1. Ãîëîìîðôíûå äèôôåðåíöèàëû íà íåêîòîðûõ

ñïåöèàëüíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò ïîñòðîåíû ÿâíûå áàçèñû ãîëîìîðôíûõ àáå-

ëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ äëÿ ÷åòûðåõ ñïåöèàëüíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõ-

íîñòåé, çàäàííûõ ïîëèíîìèàëüíûì óðàâíåíèåì, è ïîëó÷åíî íåêîòîðîå
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îïèñàíèå òî÷åê Âåéåðøòðàññà è èõ âåñîâ íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ.

Ñïåöèàëüíàÿ êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü F åñòü ìíîæåñòâî

{(z, w) : A(z, w) = 0} ⊂ C2 (1)

� êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ â C2, ãäå A(z, w) � êîíêðåòíûé íåïðèâîäèìûé

ïîëèíîì [11]. Çäåñü (1) îïðåäåëÿåò àôôèííóþ ÷àñòü êðèâîé F. ×òîáû

ñäåëàòü êðèâóþ F êîìïàêòíîé íàäî äîáàâèòü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ëå-

æàùèõ íàä z = ∞ èëè w = ∞ [4; 15]. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðîäà g ðè-

ìàíîâîé ïîâåðõíîñòè F àëãåáðàè÷åñêîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé íåïðè-

âîäèìûì ïîëèíîìèàëüíûì óðàâíåíèåì, ïðèìåíÿþò ôîðìóëó Ðèìàíà-

Ãóðâèöà g = 1 − n + 1
2

r∑
j=1

nj, ãäå A(z, w) - êîíêðåòíûé íåïðèâîäèìûé

ïîëèíîì ñòåïåíè n ïî w è àëãåáðàè÷åñêèå òî÷êè âåòâëåíèÿ èìåþò ïî-

ðÿäêè n1, ..., nr [15; 11]

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Òî÷êà P íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Âåéåðøòðàññà äëÿ

êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè F ðîäà g, åñëè ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷-

íàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñ åäèíñòâåííûì ïîëþñîì â òî÷êå P ïîðÿäêà

k íå ïðåâûøàþùåãî g.

Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè P íà êîì-

ïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè F ðîäà g ≥ 2 ñóùåñòâóåò íàáîð èç g

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1 ≤ n1 < n2 < ... < ng < 2g òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî

nj íå ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f ñ åäèíñòâåííûì

ïîëþñîì â P òî÷íî ïîðÿäêà nj, ò. å. nj � ïðîáåë Âåéåðøòðàññà â òî÷êå

P íà F. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà n1 − 1, n2 − 1, ..., ng − 1 ýòî ïîðÿäêè íóëåé

àäàïòèðîâàííîãî â òî÷êå P áàçèñà φ1, φ2, ..., φg ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåí-

öèàëîâ íà F. Âåñ â òî÷êå Âåéåðøòðàññà P íà F íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

τ(P ) =
g∑

j=1

(nj − j) èëè ýòî ïîðÿäîê íóëÿ äëÿ âðîíñêèàíà áàçèñà ãîëî-

ìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ â òî÷êå P íà F [15].

Ñëåäóÿ ðàáîòå Áåííàìà [13] áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñïåöèàëüíûå ðèìà-
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íîâû ïîâåðõíîñòè âèäà

yq =

p∏
j=0

(x− aj)
αj ,

ãäå a0, ..., ap � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà è p, q, αj � íàòó-

ðàëüíûå ÷èñëà.

Ïóñòü q íå äåëèòñÿ íà p. Äëÿ êàæäîãî i, i = 0, ..., p (p > 1), ïîëîæèì

αi íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî 1 ≤ αi ≤ q − 1,
p∑

i=0

αi ≡

≡ 0(mod q). Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ∞ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé

âåòâëåíèÿ. Ïîëîæèì di = ÍÎÄ (q, αi) è d
′ = ÍÎÄ (q,

p∑
i=1

αi).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q - ïðîñòîå, òîãäà ðîä g ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè F

áóäåò g = (p−1)(q−1)
2 .

Åñëè q - íå ïðîñòîå, òî ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ãóðâèöà èìååì:

g =
1

2

(
(p− 1)q −

p∑
i=1

di − d′ + 2

)
.

Òåîðåìà (Áåííàìà [13]). Ïîëîæèì
ωm,d =

p∏
i=1

(x−ai)
bixddx

ym ,

0 ≤ d ≤ d′m = [
p∑

i=1

mαi

q ]−
q∑

i=1

[mαi

q ]− 1,

1 ≤ m ≤ q − 1, bi = [mαi

q ].

(2)

Òîãäà ωm,d áóäåò íå ãîëîìîðôíûì äëÿ m = j q
d′ è d = d′m ñ öåëûìè j è

1 ≤ j ≤ d′ − 1. Êðîìå òîãî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ áàçû ãîëîìîðôíûõ äèôôå-

ðåíöèàëîâ, íóæíî èñêëþ÷èòü d′ − 1 íå ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ,

êîòîðûå äàíû â (2).

Äëÿ äàííîãî ÷èñëà q äèôôåðåíöèàëû ïðèâåäåííûå â (2) ôîðìèðóþò

íåêîòîðûé áàçèñ, ïðè óñëîâèè èñêëþ÷åíèÿ òåõ, êîòîðûå íå ãîëîìîðôíû

íàä òî÷êàìè ai,∞.
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ï. 1. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì âèäà

y9 = x2(x− z)z6

Àôôèííàÿ ÷àñòü êðèâîé èìååò ñëåäóþùèé âèä y9 = x2(x−1). Íàéäåì

ðîä êðèâîé g = 1
2((2− 1) · 9− 2− 3+ 2) = 3. Âûïèøåì íàáîð ìåðîìîðô-

íûõ äèôôåðåíöèàëîâ èç (2) è íàéäåì èç íèõ ãîëîìîðôíûå. Ïîëó÷àåì

ñëåäóþùèå äèôôåðåíöèàëû:

ω′
1 =

dx

y3
, ω′

2 =
dx

y4
, ω′

3 =
xdx

y6
, ω′

4 =
xdx

y7
, ω′

5 =
xdx

y8
.

Ïî òåîðåìå Áåííàìà èñêëþ÷àåì íå ãîëîìîðôíûå äèôôåðåíöèàëû ïðè

m = j · q
d′ , 1 ≤ j ≤ 2, m1 = 3, m2 = 6.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ áàçó äèôôåðåíöèàëîâ

ω1 =
dx

y4
, ω2 =

xdx

y7
, ω3 =

xdx

y8
.

Ïðîâåðèì íà ãîëîìîðôíîñòü äèôôåðåíöèàëû â òî÷êàõ P (0, 0), P (1, 0),

P (∞,∞).

Â òî÷êå P (0, 0), x = t9, dx = 9t8dt, y9 = t18(t9 − 1), y = t2 9
√
t9 − 1.

Îòñþäà èìååì âûðàæåíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ

ω1 =
dx

y4
=

9t8dt

t8 9
√

(t9 − 1)4
=

9dt
9
√

(t9 − 1)4
,

ω2 =
xdx

y7
=

t99t8dt

t14 9
√

(t9 − 1)7
=

9t3dt
9
√
(t9 − 1)7

,

ω3 =
xdx

y8
=

t99t8dt

t16 9
√

(t9 − 1)8
=

9tdt
9
√
(t9 − 1)8

.

Ýòè äèôôåðåíöèàëû ãîëîìîðôíû ïðè t = 0 è àíàëèòè÷íû â P (0, 0).

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ â îñòàëüíûõ òî÷êàõ âåòâëåíèÿ.

Íàéäåì �ïðîáåëû� â òî÷êàõ:

Â òî÷êå P (0, 0) ïîðÿäêè íóëåé áóäóò 0, 1, 3, òîãäà �ïðîáåëû� 1, 2, 4. Âåñ

â ýòîé òî÷êå áóäåò ðàâåí τ(P (0, 0)) = (1− 1) + (2− 2) + (4− 3) = 1;
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Â òî÷êå P (1, 0) ïîðÿäêè íóëåé áóäóò 0, 1, 4, òîãäà �ïðîáåëû� 1, 2, 5. Âåñ

â ýòîé òî÷êå áóäåò ðàâåí τ(P (1, 0)) = (1− 1) + (2− 2) + (5− 3) = 2;

Â òî÷êå P (∞,∞) ïîðÿäêè íóëåé áóäóò 2, 3, 5, òîãäà �ïðîáåëû� 3, 4, 6.

Âåñ â ýòîé òî÷êå áóäåò ðàâåí τ(P (∞,∞)) = (3−1)+(4−2)+(6−3) = 7.

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.1. Íà ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì âèäà

y9 = x2(x − 1), áàçèñ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ èìååò ñëåäóþùèé

âèä:

ω1 =
dx

y4
, ω2 =

xdx

y7
, ω3 =

xdx

y8
.

Òî÷êè P (0, 0), P (1, 0), P (∞,∞) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè Âåéåðøòðàññà ñî-

îòâåòñòâóþùèõ âåñîâ 1, 2, 7.

ï. 2. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì âèäà

y8 = (x− z)2(x− 2z)3z3

Àôôèííàÿ ÷àñòü êðèâîé èìååò ñëåäóþùèé âèä y8 = (x− 1)2(x− 2)3.

Íàéäåì ðîä êðèâîé g = 1
2((2− 1) · 8− 3− 1 + 2) = 3.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.2. Áàçèñ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ äëÿ êðè-

âîé y8 = (x− 1)2(x− 2)3 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ω1 =
dx

y2
, ω2 =

(x− 1)(x− 2)dx

y5
, ω3 =

(x− 1)(x− 2)2dx

y7
.

Òî÷êà P (1, 0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Âåéåðøòðàññà âåñà 6, à òî÷êè P (2, 0) è

P (∞,∞) íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè Âåéåðøòðàññà.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðîâåðèì íà ãîëîìîðôíîñòü äèôôåðåíöèàëû:

ω1 =
dx

y2
, ω2 =

(x− 1)(x− 2)dx

y5
, ω3 =

(x− 1)(x− 2)2dx

y7
,

â òî÷êàõ âåòâëåíèÿ.
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Â òî÷êå P (1, 0), x− 1 = t8, x = t8 + 1, dx = 8t7dt, y8 = (t8 + 1−

− 1)2(t8 + 1− 2)3 = t16(t8 − 1)3, y = t2 8
√
(t8 − 1)3. Îòñþäà èìååì

ω1 =
dx

y2
=

8t7dt

t4 8
√

(t8 − 1)6
=

8t3dt
8
√

(t8 − 1)6
,

ω2 =
(x− 1)(x− 2)dx

y5
=

t8(t8 − 1)8t7dt

t10(t8 − 1) 8
√
(t8 − 1)7

=
8t5dt

8
√

(t8 − 1)7
,

ω3 =
(x− 1)(x− 2)2dx

y7
=
t8(t8 − 1)28t7dt

t14 8
√
(t8 − 1)21

=
8tdt

8
√
(t8 − 1)5

.

Ýòè äèôôåðåíöèàëû ãîëîìîðôíû ïðè t = 0 è àíàëèòè÷íû â P (1, 0).

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåì â îñòàëüíûõ òî÷êàõ âåòâëåíèÿ.

Ïîðÿäêè íóëåé â òî÷êå P (1, 0) áóäóò 1, 3, 5, òîãäà �ïðîáåëû� áóäóò

2, 4, 6. Âåñ áóäåò τ(P (1, 0)) = (2− 1) + (4− 2) + (6− 3) = 6.

Ïîðÿäêè íóëåé â òî÷êå P (2, 0) áóäóò 0, 1, 2, òîãäà �ïðîáåëû� áóäóò

1, 2, 3. Âåñ áóäåò τ(P (2, 0)) = (1 − 1) + (2 − 2) + (3 − 3) = 0. Ýòà òî÷êà

íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Âåéåðøòðàññà.

Ïîðÿäêè íóëåé â òî÷êå P (∞,∞) áóäóò 0, 1, 2, òîãäà �ïðîáåëû� áóäóò

1, 2, 3. Âåñ áóäåò τ(P (∞,∞)) = (1 − 1) + (2 − 2) + (3 − 3) = 0. Òî÷êà

P (∞,∞) íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Âåéåðøòðàññà. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

ï. 3. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì âèäà

y9 = (x− z)2(x− 2z)4z3

Àôôèííàÿ ÷àñòü êðèâîé èìååò ñëåäóþùèé âèä y9 = (x− 1)2(x− 2)4.

Íàéäåì ðîä êðèâîé g = 1
2 · ((2− 1) · 9− 2− 3 + 2) = 3.

Âûïèøåì íàáîð ìåðîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ èç (2) è âûáåðåì èç

íèõ ãîëîìîðôíûå. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå äèôôåðåíöèàëû:

ω′
1 =

dx

y2
, ω′

2 =
(x− 2)dx

y3
, ω′

3 =
(x− 2)dx

y4
,

ω′
4 =

(x− 1)(x− 2)2dx

y6
, ω′

5 =
(x− 1)(x− 2)3dx

y8
.
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Ïî òåîðåìå Áåííàìà èñêëþ÷àåì íå ãîëîìîðôíûå äèôôåðåíöèàëû ïðè

m = j · q
d′ , 1 ≤ j ≤ 2, m1 = 3, m2 = 6.

Ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ áàçó äèôôåðåíöèàëîâ

ω1 =
dx

y2
, ω2 =

(x− 2)dx

y4
, ω3 =

(x− 1)(x− 2)3dx

y8
.

Äåéñòâèòåëüíî:

1) Â òî÷êå P (1, 0) èìååì x = t9 +1, dx = 9t8dt, y9 = (t9 +1− 1)2(t9 +

1−2), y = t2 9
√
t9 − 1. Îòñþäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ

ω1 =
dx

y2
=

9t4dt
9
√
(t9 − 1)2

, ω2 =
(x− 2)dx

y4
=

9(t9 − 1)dt
9
√
(t9 − 1)4

,

ω3 =
(x− 1)(x− 2)3dx

y8
=

(t9 − 1)39tdt
9
√
(t9 − 1)8

.

Ýòè äèôôåðåíöèàëû ãîëîìîðôíû ïðè t = 0 è àíàëèòè÷íû â P (1, 0).

Ïîðÿäêè íóëåé â òî÷êå P (1, 0) áóäóò 0, 1, 4, òîãäà �ïðîáåëû� áóäóò

1, 2, 5. Âåñ ðàâåí τ(P (1, 0)) = (1− 1) + (2− 2) + (5− 3) = 2;

2) Â òî÷êå P (2, 0) èìååì x = t9+2, dx = 9t8dt, y9 = (t9+2− 1)2(t9+

2− 2)4, y = t4 9
√
(t9 + 1)2. Îòñþäà èìååì

ω1 =
dx

y2
=

9dt
9
√

(t9 + 1)4
, ω2 =

(x− 2)dx

y4
=

9tdt
9
√
(t9 + 1)8

,

ω3 =
(x− 1)(x− 2)3dx

y8
=

9t3dt
9
√

(t9 + 1)7
.

Ýòè äèôôåðåíöèàëû ãîëîìîðôíû ïðè t = 0 è àíàëèòè÷íû â P (2, 0).

Ïîðÿäêè íóëåé â òî÷êå P (2, 0) áóäóò 0, 1, 3, òîãäà �ïðîáåëû� áóäóò

1, 2, 4. Âåñ áóäåò ðàâåí τ(P (2, 0)) = (1− 1) + (2− 2) + (4− 3) = 1;

3) Â òî÷êå P (∞,∞), x = 1
t9 , dx = −9t−10dt, y9 =

(
1
t9 − 1

)2( 1
t9 − 2

)4
,

y = 1
t6

9
√
(1− t9)2(1− 2t9)4. Îòñþäà �

ω1 =
dx

y2
=

−9t2dt
9
√
(1− t9)4 9

√
(1− 2t9)8

, ω2 =
(x− 2)dx

y4
=

−9t5dt
9
√

(1− t9)8(1− 2t9)7

ω3 =
(x− 1)(x− 2)3dx

y8
=

−9t2dt
9
√

(1− t9)7 9
√
(1− 2t9)12

.
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Ýòè äèôôåðåíöèàëû ãîëîìîðôíû ïðè t = 0 è àíàëèòè÷íû â P (∞,∞).

Ýòîò áàçèñ íå àäàïòèðîâàííûé â òî÷êå P (∞,∞). Ïîýòîìó èç ω1 âû-

÷òåì ω3 è ïîëó÷èì àäàïòèðîâàííûé áàçèñ äëÿ êîòîðîãî â òî÷êå P (∞,∞)

ïîðÿäêè 0, 2, 5. Ïðîáåëû òîãäà áóäóò 1, 3, 6 è âåñ ðàâåí τ(P (∞,∞)) =

= (1− 1) + (3− 2) + (6− 3) = 4.

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.3. Äëÿ êðèâîé y9 = (x − 1)2(x − 2)4 áàçèñ ãîëî-

ìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ èìååò âèä:

ω1 =
dx

y2
, ω2 =

(x− 2)dx

y4
, ω3 =

(x− 1)(x− 2)3dx

y8
.

Òî÷êè Âåéåðøòðàññà: òî÷êà P (1, 0) âåñà 2; òî÷êà P (2, 0) âåñà 1; òî÷êà

P (∞,∞) âåñà 4.

ï. 4. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì âèäà

y13 = x9(x− 1)

Òàê êàê q ïðîñòîå, òî ðîä ïîâåðõíîñòè ñ÷èòàåì ïî ôîðìóëå

g = 1
2(p− 1)(q − 1) = 1

2(2− 1)(13− 1) = 6.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.4. Áàçèñ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ äëÿ êðè-

âîé Ñíàéäåðà y13 = x9(x− 1) èìååò ñëåäóþùèé âèä

ω1 =
x2dx

y4
, ω2 =

x4dx

y7
, ω3 =

x5dx

y8
, ω4 =

x6dx

y10
, ω5 =

x7dx

y11
, ω6 =

x8dx

y12
.

Òî÷êè Âåéåðøòðàññà P (0, 0), P (1, 0), P (∞,∞) âñå âåñà 5.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Íóæíî ïðîâåðèòü ýòè äèôôåðåíöèàëû íà ãî-

ëîìîðôíîñòü òîëüêî â òî÷êàõ âåòâëåíèÿ P (0, 0), P (1, 0), P (∞,∞).

Ïðîâåðèì â òî÷êå P (0, 0), x = t13, dx = 13t12dt, y13 = (t13)9(1− t13),

y = t9 13
√
t13 − 1. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

ω1 =
x2dx

y4
=

13t2dt
13
√

(t13 − 1)4
, ω2 =

x4dx

y7
=

13tdt
13
√
(t13 − 1)7

,
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ω3 =
x5dx

y8
=

13t5dt
13
√

(t13 − 1)8
, ω4 =

x6dx

y10
=

13dt
13
√
(t13 − 1)10

,

ω5 =
x7dx

y11
=

13t4dt
13
√
(t13 − 1)11

, ω6 =
x8dx

y12
=

13t8dt
13
√
(t13 − 1)12

.

Âñå ýòè äèôôåðåíöèàëû ãîëîìîðôíû ïðè t = 0 è àíàëèòè÷íû â P (0, 0).

Ïîðÿäêè íóëåé â òî÷êå P (0, 0) áóäóò 0, 1, 2, 4, 5, 8, òîãäà �ïðîáåëû�

áóäóò 1, 2, 3, 5, 6, 9. Âåñ áóäåò ðàâåí τ(P (0, 0)) = 5. Àíàëîãè÷íî ïîêàçû-

âàåòñÿ äëÿ òî÷åê P (1, 0), P (∞,∞) âåñà 5.

Ýòîò íàáîð äèôôåðåíöèàëîâ ëèíåéíî íåçàâèñèì, òàê êàê åñëè åñòü

ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè

C1
x2dx

y4
+ C2

x4dx

y7
+ C3

x5dx

y8
+ C4

x6dx

y10
+ C5

x7dx

y11
+ C6

x8dx

y12
= 0,

òî ñîêðàùàÿ íà x2dx
y12 èìååì óðàâíåíèå

C1y
8 + C2x

2y5 + C3x
3y4 + C4x

4y2 + C5x
5y + C6x

6 = 0.

Òàê êàê íå ñóùåñòâóåò ëèíåéíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó y8, x2y5, x3y4, x4y2,

x5y è x6, òî ýòè øåñòü äèôôåðåíöèàëîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä C.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

�3.2. Áàçèñû ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ íà êðèâûõ

Ôåðìà

Â ýòîì ïàðàãðàôå äëÿ âñåõ êðèâûõ Ôåðìà, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè

Fn : wn = zn − 1, n > 2, íàéäåì ÿâíûå áàçèñû ãîëîìîðôíûõ àáåëåâûõ

q−äèôôåðåíöèàëîâ è ãîëîìîðôíûõ (ρ, q)−äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà äëÿ

íåñóùåñòâåííûõ õàðàêòåðîâ ρ ïðè q > 0.

Äëÿ ëþáîãî n ≥ 3 êðèâàÿ Ôåðìà Fn : wn = zn − 1 =
n∏

j=1

(z − ej),

ãäå ej = exp 2πi
n j, j = 1, ..., n, èìååò ðîä g = (n−1)(n−2)

2 . Äåéñòâèòåëüíî,

ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî íà Fn òî÷êà (z = ∞, w = ∞) íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
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âåòâëåíèÿ íàä z = ∞. Ðîä n-îé êðèâîé Ôåðìà Fn íàõîäèì ïî ôîðìóëå

Ðèìàíà-Ãóðâèöà

g = 1− n+
1

2

n∑
j=1

nj = 1− n+
1

2
n(n− 1) =

(n− 1)(n− 2)

2
.

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü n-ëèñòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé, çàäàí-

íûõ óðàâíåíèÿìè âèäà

F (z, w) =
∑
i+j≤n

aijz
iwj = 0, (3)

ïðè âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ aij (ýòî òàê íàçûâàåìûå

ïëîñêèå êðèâûå ñòåïåíè n). Òîãäà äëÿ îáùåé ïîâåðõíîñòè âèäà (3) èìå-

åòñÿ n(n−1) òî÷åê âåòâëåíèÿ, è âñå îíè èìåþò êðàòíîñòü 1. Êðîìå òîãî,

äëÿ îáùåé ïîâåðõíîñòè âèäà (3) åå ãðóïïà ìîíîäðîìèè ñîâïàäàåò ñ ïîë-

íîé ñèììåòðè÷íîé ãðóïïîé Sn.

Òåîðåìà A [4]. Ïóñòü óðàâíåíèÿ

F (z, w) =
n∑

i,j=1

aijz
iwj = 0 (4)

çàäàþò n-ëèñòíûå êðèâûå òàêèå, ÷òî:

1) âñå òî÷êè ýòèõ êðèâûõ íå îñîáûå;

2) óðàâíåíèå
∑

i+j=n

aijz
i = 0 èìååò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîðíè. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî n ≥ 3 ãîëîìîðôíûå ôîðìû-âû÷åò Ïóàíêàðå

ηij(z)dz =
ziwjdz

nwn−1
, 0 ≤ i+ j ≤ n− 3

îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ íà ïî-

âåðõíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì (4).

Òåîðåìà 3.2.1. Äëÿ ëþáîãî n ≥ 3 íàáîð ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèà-

ëîâ
ziwjdz

nwn−1
, 0 ≤ i+ j ≤ n− 3
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íà êðèâîé Ôåðìà Fn : wn = zn − 1, ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå

ãîëîìîðôíûõ àáåëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ íà êðèâîé Fn.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðèìåíèì òåîðåìó A äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ

êðèâûõ Ôåðìà Fn : wn = zn − 1. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå äâóõ óñëîâèé

ýòîé òåîðåìû. Â ñëó÷àå êðèâûõ Ôåðìà èìååì óðàâíåíèå:

Fn(z, w) =
n∑

i,j=1

aijz
iwj = wn − zn + 1 = 0.

1) Íàéäåì ãðàäèåíò äëÿ ôóíêöèè Fn(z, w). Èìååì (∂Fn

∂z ;
∂Fn

∂w )(z0, w0) =

= (nzn−1
0 , nwn−1

0 ) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (z0, w0) = 0. Ïîýòîìó

êðèâàÿ Ôåðìà Fn íå ñîäåðæèò îñîáûõ òî÷åê ïðè ëþáîì n > 2.

2) Ïî óñëîâèþ a0,n = 1, an,0 = −1, a0,0 = 1, à îñòàëüíûå êîýôôèöè-

åíòû äëÿ êðèâîé Ôåðìà âñå ðàâíû íóëþ.

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå
∑

i+j=n

aijz
i = 0 èç òåîðåìû A. Â íàøåì ñëó÷àå îíî

èìååò âèä:

a0,n = z0 + an,0z
n = 0 èëè 1− zn = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîðíè z = exp 2πi
n k,

k = 0, 1, ..., n−1. Ñëåäîâàòåëüíî, îáà óñëîâèÿ òåîðåìû A âûïîëíåíû äëÿ

êðèâûõ Ôåðìà Fn : wn = zn−1 ïðè n > 2. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè íà-

áîð ãîëîìîðôíûõ àáåëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ âèäà ηij(z)dz =
ziwjdz
nwn−1 , 0 ≤

i + j ≤ n − 3. Èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî ñóììå (n−1)(n−2)
2 = g, òî åñòü ðîäó

êðèâîé Ôåðìà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.2.1. Ïðè n = 3 èìååì îäèí ýëåìåíò êàê áàçèñ

η00 =
z0w0dz
3w2 íà F3, êîòîðàÿ èìååò ðîä g = 1. Ïðè n = 4 áàçèñ èìååò âèä

dz
4w3 ,

zdz
4w3 ,

wdz
4w3 , ÷òî ñîâïàäàåò ñ áàçèñîì, íàéäåííûì â êíèãàõ [8; 15]. Ïðè

n = 5, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ 0 ≤ i+ j ≤ 2, áàçèñ èìååò âèä

z0w0dz

5w4
,
z1w0dz

5w4
,
z2w0dz

5w4
,
z0w1dz

5w4
,
z0w2dz

5w4
,
z1w1dz

5w4
.

Ñðàâíèì ìåòîä Áåííàìà è ìåòîä, ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû A, ïðè
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ïîñòðîåíèè áàçèñà ãîëîìîðôíûõ àáåëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ íà ñïåöè-

àëüíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ.

1) Ðàññìîòðèì êðèâóþ èç ïåðâîãî ïàðàãðàôà y8 = x2(x − 1)3. Èìååì

a00 = 0, a08 = 1, a80 = 0. Óðàâíåíèå y8 = 0 èìååò êðàòíûé êîðåíü è íå

óäîâëåòâîðÿåòñÿ âòîðîå óñëîâèå òåîðåìû A. Êðîìå òîãî, èìååì óðàâíå-

íèå (
∂F

∂x
;
∂F

∂y

)
= (5x4 − 12x3 + 9x2 − 2x, 8y7) = 0.

Òî÷êà (x = 0, y = 0) ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé íà ýòîé êðèâîé è íå óäî-

âëåòâîðÿåòñÿ ïåðâîå óñëîâèå òåîðåìû A.

2) Ðàññìîòðèì êðèâóþ y9 = x2(x−1). Èìååì a00 = 0, a09 = 0, a80 = 1.

Óðàâíåíèå y9 = 0 èìååò êðàòíûé êîðåíü è íå óäîâëåòâîðÿåòñÿ âòîðîå

óñëîâèå òåîðåìû A. Òàêæå èìååì óðàâíåíèå(
∂F

∂x
;
∂F

∂y

)
= (3x2 − 2x, 9y8) = 0.

Òî÷êà (x = 0, y = 0) ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé íà ýòîé êðèâîé. Ñëåäîâà-

òåëüíî íå âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå óñëîâèå òåîðåìû A.

Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî èìåþòñÿ êðèâûå, áàçèñ ãîëîìîðô-

íûõ äèôôåðåíöèàëîâ êîòîðûõ íåëüçÿ íàéòè ïî òåîðåìå A, íî ìîæíî

íàéòè ïî ìåòîäó Áåííàìà. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä Áåííàìà îõâàòûâàåò

áîëåå øèðîêèé êëàññ ñïåöèàëüíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé, ÷åì ìåòîä

òåîðåìû A.

Èç ãëàâû 1 èçâåñòíî, ÷òî åñëè ω1, ..., ωg êàíîíè÷åñêèé áàçèñ ãîëîìîðô-

íûõ àáåëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ, òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ åäèíèöà f0 äëÿ

ëþáîãî íåñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ èìååò âèä f0(P ) = exp 2πi
g∑

j=1

∫ P

P0
cjωj.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ êðèâûõ èç �3.1 è �3.2 (âñå êðèâûå Ôåðìà Fn,

n ≥ 3) ñóùåñòâóåò ÿâíûé áàçèñ f0ω1, ..., f0ωg â ïðîñòðàíñòâå Ωρ(1;Fn).

Êðîìå òîãî, òàê êàê âñå ïîâåðõíîñòè èç ýòèõ ïàðàãðàôîâ áûëè íåãèïåð-

ýëëèïòè÷åñêèìè, òî ïî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Í¼òåðà [15] ìîæíî ïîñòðî-
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èòü ÿâíî áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Ωq
ρ(1;Fn)(q ≥ 2, g ≥ 3) â âèäå f0ωi1 · ... ·ωiq ,

ãäå i1+ ...+iq = q, ik ≥ 0, ik ∈ Z, k = 1, ..., q, äëÿ ëþáîãî íåñóùåñòâåííîãî

õàðàêòåðà íà ýòèõ ñïåöèàëüíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ.
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Ãëàâà 4.

Ïåðèîäû ãàðìîíè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà íà

ïåðåìåííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè

Ãàðìîíè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëû Ïðèìà è èõ êëàññû ïåðèîäîâ èãðàþò

áîëüøóþ ðîëü â ñîâðåìåííîé òåîðèè ôóíêöèé íà êîìïàêòíûõ ðèìàíî-

âûõ ïîâåðõíîñòÿõ [2; 3; 9; 10; 16�21]. Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èññëåäîâàíî ãàð-

ìîíè÷åñêîå ðàññëîåíèå Ïðèìà, ñëîè êîòîðîãî åñòü ïðîñòðàíñòâà ãàðìî-

íè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà íà ïåðåìåííûõ êîìïàêòíûõ ðèìàíî-

âûõ ïîâåðõíîñòÿõ è íàéäåíà åãî ñâÿçü ñ êîãîìîëîãè÷åñêèì ðàññëîåíèåì

Ãàííèíãà íàä ïðîñòðàíñòâîì Òåéõìþëëåðà äëÿ äâóõ âàæíûõ ïîäãðóïï

íåñóùåñòâåííûõ è íîðìèðîâàííûõ õàðàêòåðîâ íà êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé

ïîâåðõíîñòè.

�4.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z1(Γµ, ρ) äëÿ ρ ∈ Hom(Γµ,C
∗) ìíîæåñòâî âñåõ îòîá-

ðàæåíèé ϕ : Γµ → C òàêèõ, ÷òî ϕ(ST ) = ϕ(S) + ρ(S)ϕ(T ), S, T ∈ Γµ[19].

Êàæäûé ýëåìåíò ϕ ∈ Z1(Γµ, ρ) áóäåò åäèíñòâåííî îïðåäåëÿòüñÿ óïî-

ðÿäî÷åííûì íàáîðîì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ϕ(A1), ..., ϕ(Ag), ϕ(B1), ..., ϕ(Bg),

óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ
g∑

j=1

[σ(Bj)ϕ(Aj)− σ(Aj)ϕ(Bj)] = 0, êîòîðîå

ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
g∏

j=1

Cj = I â Γµ, ãäå σ(T ) = 1− ρ(T ), T ∈ Γµ.

Òîãäà Z1(Γµ, ρ) � êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå (2g − 1)−ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî

äëÿ ρ ̸= 1 è 2g−ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ ρ = 1. Ïóñòü B1(Γµ, ρ) � îä-

íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Z1(Γµ, ρ), ïîðîæäåííîå ýëåìåíòîì σ. Òîãäà

H1(Γµ, ρ) = Z1(Γµ, ρ)/B
1(Γµ, ρ) � êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå (2g−2)−ìåðíîå

ïðîñòðàíñòâî äëÿ ρ ̸= 1. Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî G =
∪

ρ̸=1,[µ]

H1(Γµ, ρ)
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êîãîìîëîãè÷åñêèì ðàññëîåíèåì Ãàííèíãà íàä Tg × (Hom(Γ,C∗)\{1})

[19].

Ïóñòü ϕ � çàìêíóòûé äèôôåðåíöèàë Ïðèìà íà F0 äëÿ ρ. Òîãäà, îïðå-

äåëåííûå â ãëàâå 2, îòîáðàæåíèÿ âèäà T → ϕf,z0(T ) (ïåðèîäû ïî Ð. Ãàí-

íèíãó) è âèäà T → ϕz0(T ) (êëàññè÷åñêèå ïåðèîäû) îïðåäåëÿþò îäèí

è òîò æå êëàññ ïåðèîäîâ [ϕ] ∈ H1(Γ, ρ) äëÿ äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà ϕ

íà F0 äëÿ ρ. Ïîýòîìó êîððåêòíî îïðåäåëåíî C−ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

p : ϕ → [ϕ] èç âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà çàìêíóòûõ äèôôåðåíöèàëîâ

Ïðèìà ϕ íà F0 äëÿ ρ â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî H
1(Γ, ρ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω2,ρ(Fµ) ïðîñòðàíñòâî äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà âòî-

ðîãî ðîäà íà Fµ äëÿ õàðàêòåðà ρ [8; 15].

Ëåììà 4.1.1 [9; 10]. Åñëè ω ∈ Ω2,ρ(Fµ) èìååò êëàññ ïåðèîäîâ [ω] = 0

â H1(Γµ, ρ), òî ω - ìóëüòèïëèêàòèâíî òî÷íûé äèôôåðåíöèàë íà Fµ

äëÿ ρ.

Ïóñòü ϕ = df(z) = φ(z)dz, òîãäà φ(Tz)T ′(z) = ρ(T )φ(z), T ∈ Γ, z ∈ U,

è ϕ äëÿ ρ íà F = U/Γ åñòü ãîëîìîðôíàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ êàñï-ôîðìà

äëÿ (Γ, ρ) âåñà (−2) [10; 15; 16].

Òàêæå èìååì φ(Tz) = (1/T ′(z))ρ(T )φ(z) = k(T, z)ρ(T )φ(z), T ∈ Γ,

z ∈ U, ãäå k(T, z) - êàíîíè÷åñêèé ôàêòîð àâòîìîðôíîñòè äëÿ U/Γ, êî-

òîðûé çàâèñèò òîëüêî îò êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà U/Γ.

Ñëåäîâàòåëüíî, φ(z) - ãîëîìîðôíîå ñå÷åíèå äëÿ ãîëîìîðôíîãî ëèíåéíî-

ãî ðàññëîåíèÿ k ⊗ ρ íàä U/Γ, ãäå ⊗ îáîçíà÷àåò òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå

ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íàä U/Γ [17�19].

Ëåììà 4.1.2 [10; ãëàâà 3, ëåììà 3.2.1]. Ëþáîé äèôôåðåíöèàë Ïðèìà

ϕ íà F êëàññà C∞ äëÿ ρ åäèíñòâåííî ðàçëàãàåòñÿ íà ñóììó äèôôåðåí-

öèàëà Ïðèìà ϕ1 òèïà (1, 0) íà F êëàññà C∞ äëÿ ρ è äèôôåðåíöèàëà

Ïðèìà ϕ2 òèïà (0, 1) íà F êëàññà C∞ äëÿ ρ.
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Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Ãàðìîíè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëîì Ïðèìà íà F

äëÿ ρ ∈ Hom(Γ,C∗) íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ (îäíîçíà÷íàÿ) äèôôå-

ðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà ϕ = ϕ1(z)dz+ϕ2(z)dz íà U òàêàÿ, ÷òî ϕ1(Tz)dTz+

+ ϕ2(Tz)dTz = ρ(T )(ϕ1(z)dz + ϕ2(z)dz), T ∈ Γ, z ∈ U.

Ãàðìîíè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë Ïðèìà ϕ íà U ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âè-

äå ϕ = ϕ1(z)dz + ϕ2(z)dz, ãäå ϕ1(z)dz = df1(z), ϕ2(z)dz = df2(z), fj(z)

- ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè íà U, j = 1, 2, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷-

íîñòüþ äî àääèòèâíûõ êîìïëåêñíûõ êîíñòàíò. Ïîýòîìó ϕ = df(z), ãäå

f(z) = f1(z) + f2(z) - êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà U

(ãàðìîíè÷åñêèé èíòåãðàë Ïðèìà äëÿ äèôôåðåíöèàëà ϕ). Îòñþäà ïîëó-

÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

f(Tz) = ρ(T )f(z) + ϕ(T ), ϕ(ST ) = ϕ(S) + ρ(S)ϕ(T ), S, T ∈ Γ,

ãäå ϕ(T ) = f(Tz0)− ρ(T )f(z0) = ϕ1(T ) + ϕ2(T ), ϕ1(T ) = f1(Tz0)−

− ρ(T )f1(z0), ϕ2(T ) = f2(Tz0)− ρ(T )f2(z0). Çäåñü

ϕ1(Tz)dTz = ρ(T )ϕ1(z)dz, ϕ2(Tz)dTz = ρ(T )ϕ2(z)dz, T ∈ Γ, z ∈ U.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå ïåðèîäîâ ϕ : T → ϕ(T ) èëè ϕ : Γ → C,

îòíîñèòåëüíî ãàðìîíè÷åñêîãî èíòåãðàëà Ïðèìà f(z), åñòü ýëåìåíò èç

Z1(Γ, ρ). Åñëè f̂1(z) = f1(z) + c1, f̂2(z) = f2(z) + c2 - äðóãèå èíòåãðàëû

Ïðèìà äëÿ ϕ1(z)dz, ϕ2(z)dz ñîîòâåòñòâåííî, òî ϕ̂1(T ) = ϕ1(T ) + c1σ(T ),

ϕ̂2(T ) = (f2(Tz0) + c2)− ρ(T )(f2(z0) + c2) = ϕ2(T )+ c2σ(T ). Òàêèì îáðà-

çîì, ϕ̂(T ) = ϕ(T ) + (c1 + c2)(1 − ρ(T )), T ∈ Γ, è îòîáðàæåíèÿ ïåðèîäîâ

ïðè ðàçëè÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ èíòåãðàëàõ Ïðèìà äëÿ îäíîãî è òîãî æå

ãàðìîíè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà áóäóò îòëè÷àòüñÿ íà ýëåìåíò èç

B1(Γ, ρ). Ïîýòîìó C−ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå p : ϕ → [ϕ] ∈ H1(Γ, ρ),

êîòîðîå ãàðìîíè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë Ïðèìà ϕ ïåðåâîäèò â åãî êëàññ

ïåðèîäîâ [ϕ], êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

80



Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ(F,H1(ρ)) ïðîñòðàíñòâî âñåõ ãàðìîíè÷åñêèõ äèô-

ôåðåíöèàëîâ Ïðèìà äëÿ ρ íà F [17; 18].

Òåîðåìà 4.1.1[10; ãëàâà 3, òåîðåìà 3.2.3]. Åñëè ϕ, ψ - çàìêíóòûå äèô-

ôåðåíöèàëû Ïðèìà íà F êëàññà C∞ äëÿ ρ1 è ρ2 ñîîòâåòñòâåííî, òî:∫∫
∆

ϕ ∧ ψ =

∫
∂∆

h(z)ψ =

=

g∑
j=1

[(1− ρ1ρ2(Bj))

∫
z∈ãj

h(z)ψ − (1− ρ1ρ2(Aj))

∫
z∈b̃j

h(z)ψ]+

+

g∑
j=1

{[ϕ(C1...Cj−1)(1− ρ2(Bj))− ρ2(Bj)(ϕ(Cj) + ϕh(Bj))]

∫
z∈ãj

ψ+

+[(ρ2(Aj)− 1)ϕ(C1...Cj−1) + ρ2(Aj)ϕh(Aj)− ϕ(Cj)]

∫
z∈b̃j

ψ},

ãäå ∆ - ôèêñèðîâàííàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü äëÿ Γ â U ; ϕ = dh(z)

íà U, h(Tz) = ρ(T )h(z) + ϕh(T ), T ∈ Γ;

∫
ãj

ψ =

Ajz0∫
z0

ψ;

∫
b̃j

ψ =

Bjz0∫
z0

ψ,

ïðè÷åì ýòî ðàâåíñòâî èíâàðèàíòíî, îòíîñèòåëüíî âûáîðà èíòåãðàëà

h(z) äëÿ ϕ ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîãî ñëàãàåìîãî.

Çàäàäèì êîíå÷íîå ïîêðûòèå äëÿ Hom(Γ,C∗)\1 îòêðûòûìè îêðåñòíî-

ñòÿìè Uj = {ρ : ρ(Aj) ̸= 1}, Ug+j = {ρ : ρ(Bj) ̸= 1}, j = 1, ..., g.

�4.2. Ïåðèîäû ãàðìîíè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà äëÿ

ñóùåñòâåííûõ õàðàêòåðîâ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [S1]2g ïîäãðóïïó â Hom(Γ,C∗), ñîñòîÿùóþ èç íîð-

ìèðîâàííûõ õàðàêòåðîâ ρ íà Γ, ò.å. |ρ(T )| = 1, T ∈ Γ.
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Ïðåäëîæåíèå 4.2.1. Ïóñòü F - êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõ-

íîñòü ðîäà g ≥ 2, ϕ - ãàðìîíè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë Ïðèìà íà F äëÿ

ρ ∈ [S1]2g è [ϕ] = 0 â H1(Γ, ρ). Òîãäà ϕ = 0 íà F.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ 1 [10, ñ. 155]. Ïî ëåììå 4.1.2 äèôôåðåíöèàë

ϕ = ϖ + φ, ãäå ϖ è φ - ãîëîìîðôíûå äèôôåðåíöèàëû Ïðèìà äëÿ ρ è ρ

ñîîòâåòñòâåííî íà F. Èç óñëîâèÿ [ϕ] = 0 è ëåììû 4.1.1 ñëåäóåò ñóùåñòâî-

âàíèå ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè f íà F äëÿ ρ òàêîé, ÷òîϖ+φ = df(z)

íà U. Ïîêàæåì, ÷òî ϖ = 0 = φ íà U. Îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

φ ̸= 0 íà ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè ∆ äëÿ ãðóïïû Γ (èëè íà F ). Òîãäà,

ïîëîæèâ φ = g(z)dz íà ∆, èìååì

i

2

∫∫
∆

φ ∧ φ =

∫∫
∆

|g(z)|2dx ∧ dy > 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, φ ∧ φ = φ ∧ϖ + φ ∧ φ = φ ∧ df = −d(fφ). Îòñþäà∫∫
∆

φ ∧ φ =

∫∫
∆

φ ∧ df = −
∫
∂∆

fφ = 0

ïî òåîðåìå 4.1.1, òàê êàê ρ1 = ρ, ρ2 = ρ, ρρ = 1 è äëÿ äèôôåðåíöèàëà df

âñå a−ïåðèîäû è b−ïåðèîäû ðàâíû 0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó

ϕ = ϖ.

Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ ñ ϖ, ïîëó÷èì, ÷òî ϖ = 0 íà U.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ 2. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðåäûäóùåãî äîêà-

çàòåëüñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî

0 ≤ (ϕ, ϕ) =

∫∫
∆

ϕ ∧ ∗ϕ =

∫
∂∆

f(z)(∗ϕ) = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñíîâà âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû 4.1.1. Îòñþäà

(ϕ, ϕ) = 0 íà ∆ è ϕ = 0 íà ∆. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ = 0 íà F. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.2.1. Ãàðìîíè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë Ïðèìà ϕ íà F äëÿ

ρ ∈ [S1]2g\1 åäèíñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì êëàññîì ïåðèîäîâ

[ϕ] ∈ H1(Γ, ρ) è Γ(F,H1(ρ)) ∼= H1(Γ, ρ).
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Òàê êàê îòîáðàæåíèå ïåðèîäîâ p ÿâëÿåòñÿ

C−ëèíåéíûì èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì (2g − 2)−ìåðíîãî âåêòîðíî-

ãî ïðîñòðàíñòâà Γ(F,H1(ρ)) â (2g − 2)−ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

H1(Γ, ρ), òî Γ(F,H1(ρ)) ∼= H1(Γ, ρ) äëÿ ρ ∈ [S1]2g\1. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ìíîæåñòâî âñåõ ãàðìîíè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà ϕ äëÿ

ρ ∈ Hom(Γµ,C
∗) îáðàçóåò êîìïëåêñíîå (2g − 2)−ìåðíîå âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî Γ(Fµ,H1(ρ)) ïðè ρ /∈ Lg ∪ Lg, òàê êàê

Γ(Fµ,H1(ρ)) = Γ(Fµ, O
1,0(ρ))⊕ Γ(Fµ, O

0,1(ρ)),

ãäå Lg - îáðàç Lg ïðè îòîáðàæåíèè êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ρ → ρ.

Âûáåðåì áàçèñ {ϕj(z; ρ, [µ])dz}g−1
j=1 äëÿ Γ(Fµ, O

1,0(ρ)), ãîëîìîðôíî çàâè-

ñÿùèé îò ρ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè U(ρ0) ⊂ Hom(Γµ,C
∗)\(Lg∪

∪ Lg) è ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèé îò [µ] â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè

U([µ0]) ⊂ Tg [10, c. 105]. Îäíîâðåìåííî âûáåðåì áàçèñ {ϕj(z; ρ, [µ])dz}g−1
j=1

â Γ(Fµ, O
1,0(ρ)), ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèé îò ρ â U(ρ0) (îáðàç U(ρ0) ïðè

îòîáðàæåíèè ρ → ρ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì íà Lg ∪ Lg) è

ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèé îò [µ] â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè U([µ0]).

Çäåñü êëàññ [µ] èìååò ìîäóëè (c1, c2, ..., c3g−3) ∈ C3g−3, à êëàññ [µ] èìååò

ìîäóëè (c1, c2, ..., c3g−3) ∈ C3g−3.

Ïîýòîìó íàáîð ãàðìîíè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà

ϕ1(z; ρ, [µ])dz, ..., ϕg−1(z; ρ, [µ])dz;ϕ1(z; ρ, [µ])dz, ..., ϕg−1(z; ρ, [µ])dz

îáðàçóåò áàçèñ, ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèé îò ρ ∈ U(ρ0) è îò [µ].

Òàêèì îáðàçîì, íà êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ðàññëîåíèè (ýòî åñòü òàê

íàçûâàåìîå ãàðìîíè÷åñêîå ðàññëîåíèå Ïðèìà)

HP =
∪

[µ],ρ/∈Lg∪Lg

Γ(Fµ,H1(ρ)) = P1,0 ⊕P0,1

ðàíãà 2g− 2 íàä Tg ×Hom(Γ,C∗)\(Lg ∪Lg) îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà ãîëî-

ìîðôíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ.
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Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ñëîå Γ(Fµ,H1(ρ)) îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå:

(ϕ1, ϕ2) = i

∫∫
ws([µ)](∆)

(u1u2 + v1v2)dz ∧ dz,

ãäå∆ - ôèêñèðîâàííàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü äëÿ Γ â U ; ϕj = uj(z)dz+

+vj(z)dz, j = 1, 2. Çäåñü s([µ)] � ëîêàëüíî ãîëîìîðôíîå ñå÷åíèå Ýðëà íàä

ïðîñòðàíñòâîì Òåéõìþëëåðà [14].

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýðìèòîâî, òàê êàê (ϕ1, ϕ2) = (ϕ2, ϕ1). Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî C−ëèíåéíûé îïåðàòîð ∗ (çâåçäà Õîäæà) áóäåò èçîìåòðèåé

íà ñëîå Γ(Fµ,H1(ρ)). Îïåðàòîð ∗ òàêæå èçîìåòðèÿ ñëîÿ Γ(Fµ, O
1,0(ρ)) íà

ñåáÿ è èçîìåòðèÿ ñëîÿ Γ(Fµ, O
0,1(ρ)) íà ñåáÿ.

Îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Γ(Fµ, O
1,0(ρ))

è Γ(Fµ, O
0,1(ρ)) îðòîãîíàëüíû, òàê êàê, åñëè ϕ1 = u(z)dz ∈ Γ(Fµ, O

1,0(ρ)),

ϕ2 = v(z)dz ∈ Γ(Fµ, O
0,1(ρ)), òîãäà (ϕ1, ϕ2) =

∫∫
ws([µ)](∆)

udz ∧ ∗v(z)dz = 0.

Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ P1,0,P0,1 è HP ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâûìè ãîëîìîðô-

íûìè âåêòîðíûìè ðàññëîåíèÿìè íàä Tg×Hom(Γ,C∗)\(Lg∪Lg). Ñëåäî-

âàòåëüíî, äîêàçàíà

Òåîðåìà 4.2.1. Ãàðìîíè÷åñêîå ðàññëîåíèå Ïðèìà HP =
∪

([µ],ρ)

Γ(Fµ,

O1,0(ρ))⊕Γ(Fµ, O
0,1(ρ)) ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì ãîëîìîðôíûì âåêòîðíûì

ðàññëîåíèåì ðàíãà 2g − 2 íàä Tg × Hom(Γ,C∗)\(Lg ∪ Lg) ïðè ëþáîì

g ≥ 2. Êðîìå òîãî, HP ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé îðòîãîíàëüíûõ ýð-

ìèòîâûõ ãîëîìîðôíûõ ∗−èíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîäðàññëîåíèé P1,0

è P0,1 ðàíãà g − 1 íàä ýòîé áàçîé.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé ϕ èç Z1(Γ, ρ) :

1) ϕ(1) = 0, òàê êàê ϕ(S · 1) = ϕ(S) + ρ(S)ϕ(1) è ρ(S) ̸= 0;

2) ϕ(S−1) = −ϕ(S)
ρ(S) , òàê êàê 0 = ϕ(1) = ϕ(SS−1) = ϕ(S) + ρ(S)ϕ(S−1)

è ϕ(S−1) = −ϕ(S)
ρ(S) ;

3) ϕ([A,B] · [C,D]) = ϕ([A,B]) + ϕ([C,D]), òàê êàê ρ([A,B]) = 1;
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4) ϕ([A,B]) = σ(B)ϕ(A)− σ(A)ϕ(B) äëÿ ëþáûõ A,B ∈ Γ;

5) ϕ(ABA−1) = ϕ([A,B]B) = ϕ([A,B]) + ϕ(B), A,B ∈ Γ;

6) ϕ(ABA−1) = ρ(A)ϕ(B), A ∈ Γ, B ∈ [Γ,Γ];

7) ϕ([A,B]−1) = −ϕ([A,B]).

Òåîðåìà 4.2.2. Êîãîìîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå Ãàííèíãà G ÿâëÿåòñÿ

ãîëîìîðôíûì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì ðàíãà 2g − 2 íàä Tg(F )×

× (Hom(Γ,C∗)\1).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðè ρµ ̸= 1 ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì âåêòîðíî-

ãî ïðîñòðàíñòâàH1(Γµ, ρµ) è âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâàHomρµ([Γµ,Γµ],C),

ñîñòîÿùåãî èç ãîìîìîðôèçìîâ ϕ0 : [Γµ,Γµ] → (C,+) òàêèõ, ÷òî

ϕ0(S
µT µ(Sµ)−1) = ρµ(S

µ)ϕ0(T
µ), ãäå T µ ∈ [Γµ,Γµ] - êîììóòàíò ãðóïïû

Γµ, S
µ ∈ Γµ [19]. Òàêèì îáðàçîì, ðàññëîåíèåG íàäTg(F )×(Hom(Γ,C∗)\1)

èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ ñî ñëîåì Homρµ([Γµ,Γµ],C) íàä ([µ], ρ), ãäå

ρ(Aj) = ρµ(A
µ
j ), ρ(Bj) = ρµ(B

µ
j ), j = 1, ..., g. Çàäàäèì êàðòó Θ(Ul, {Aj,

Bj}gj=1) íàä Tg(F )×Ul áèåêòèâíî îòîáðàæàþùóþ G |Tg(F )×Ul
íà Tg(F )×

×Ul ×C2g−2 ïî ïðàâèëó: ýëåìåíòó ϕ0([µ], ρµ) ∈ Homρµ([Γµ,Γµ],C) ñîïî-

ñòàâëÿåòñÿ íàáîð

([µ], ρ; ξl1, ..., ξ
l
g−1, η

l
1, ..., η

l
g−1).

Çäåñü íàä Ul èìååì

ξlj = ϕ0([µ], ρµ)([A
µ

j̃
, Aµ

l ]), η
l
j = ϕ0([µ], ρµ)([B

µ

j̃
, Aµ

l ]),

à íàä Ug+l -

ξg+l
j = ϕ0([µ], ρµ)([A

µ

j̃
, Bµ

l ]), η
g+l
j = ϕ0([µ], ρµ)([B

µ

j̃
, Bµ

l ]),

ãäå j̃ = j, ïðè 1 ≤ j ≤ l − 1, è j̃ = j + 1, ïðè l ≤ j ≤ g − 1.

Äëÿ ρ ∈ U1, íàïðèìåð, áóäåò σµ(A
µ
1) = 1−ρµ(Aµ

1) ̸= 0 è ëþáîé ýëåìåíò

ϕ0 = ϕ0([µ], ρµ) ∈ Homρµ([Γµ,Γµ],C) ìîæíî çàäàòü êàê ϕ0 = ϕ1 |[Γµ,Γµ]

85



äëÿ ϕ1 = ϕ1([µ], ρµ) ∈ Z1(Γµ, ρµ) òàêîãî, ÷òî ϕ1(A
µ
1) = 0, ϕ1(T

µ) =

σµ(A
µ
1)

−1ϕ0([T
µ, Aµ

1 ]), T
µ ∈ Γµ [19]. Îòñþäà ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ:

ξ1j = ϕ0([A
µ
j+1, A

µ
1 ]) = ϕ1([A

µ
j+1, A

µ
1 ]) = σµ(A

µ
1)ϕ1(A

µ
j+1),

η1j = ϕ0([B
µ
j+1, A

µ
1 ]) = ϕ1([B

µ
j+1, A

µ
1 ]) = σµ(A

µ
1)ϕ1(B

µ
j+1), j = 1, ..., g − 1.

Êðîìå òîãî, èç îñíîâíîãî êîöèêëè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ è çàäàíèÿ êîîð-

äèíàò íàä U1 ñëåäóåò, ÷òî

ϕ1(B
µ
1 ) = σµ(A

µ
1)

−2

g−1∑
j=1

[σµ(B
µ
j+1)ξ

1
j − σµ(A

µ
j+1)η

1
j ].

Òàêèì îáðàçîì, ϕ1(A
µ
j ), ϕ1(B

µ
j ), j = 1, ..., g, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ξ1j , η

1
j , j =

1, ..., g−1, è ïîñëåäíèå ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå êîîðäèíàò äëÿ ϕ0 â ñëîÿõ

íàä Tg(F )×U1. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòóïèòü äëÿ îñòàëüíûõ îêðåñòíî-

ñòåé.

Êîîðäèíàòû ξlj, η
l
j ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè îò ϕl(Aj), ϕl(Bj)

ñ ãîëîìîðôíûìè êîýôôèöèåíòàìè íà U([µ0]) × Ul, à òàêæå ëèíåéíûìè

êîìáèíàöèÿìè îò ϕk(Aj), ϕk(Bj) ñ ãîëîìîðôíûìè êîýôôèöèåíòàìè íà

U([µ0])× (Uk ∩ Ul), òàê êàê ϕl|[Γ,Γ] = ϕ0 = ϕk|[Γ,Γ] íàä U([µ0])× (Uk ∩ Ul)

(çäåñü ϕk è ϕl îïðåäåëÿþòñÿ, àíàëîãè÷íî, êàê ϕ1 íàä U1, íàä Uk è Ul ñî-

îòâåòñòâåííî). Äàëåå, ϕk(Aj), ϕk(Bj) - ëèíåéíûå êîìáèíàöèè îò ξkj , η
k
j ñ

ãîëîìîðôíûìè êîýôôèöèåíòàìè íà U([µ0]) × Uk. Ïîýòîìó êîîðäèíàòû

ξlj, η
l
j áóäóò ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè îò ξkj , η

k
j ñ ãîëîìîðôíûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè íà U([µ0]) × (Uk ∩ Ul). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì, ÷òî ìàò-

ðèöû ïåðåõîäà Tk,l ãîëîìîðôíû íà Tg(F ) × (Ul ∩ Uk) äëÿ âñåõ k, l =

1, ..., 2g. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêèå êàðòû Θ(Ul, {Aj, Bj}gj=1), l = 1, ..., 2g, çà-

äàþò ñòðóêòóðó ãîëîìîðôíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ íà G íàä Tg(F )×

(Hom(Γ,C∗)\1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.2.3. Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ Ãàííèíãà G =
∪

([µ],ρ)

H1(Γµ, ρ)

è Ïðèìà HP íàä Tg × [S1]2g\1 áóäóò âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷íî èçî-
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ìîðôíûìè, è ðàññëîåíèå Ãàííèíãà G íàä Tg × [S1]2g\1 ðàâíî ïðÿìîé

ñóììå äâóõ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèõ êîìïëåêñíûõ âåêòîðíûõ ïîä-

ðàññëîåíèé ðàíãà g − 1 äëÿ ëþáîãî g ≥ 2.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èìååì âêëþ÷åíèÿ

[S1]2g\1 ⊂ Hom(Γ,C∗)\(Lg ∪ Lg) ⊂ Hom(Γ,C∗)\1,

÷òî ñðàçó ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ ê òåîðåìå Ôàðêàøà-Êðà [15, ñ.130], ïî êî-

òîðîé ëþáîé íîðìèðîâàííûé íåñóùåñòâåííûé õàðàêòåð áóäåò òðèâèàëü-

íûì. Íà [S1]2g\1 åñòü åñòåñòâåííàÿ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêàÿ ñòðóêòó-

ðà, ñîãëàñîâàííàÿ ñ êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íà ïðîñòðàí-

ñòâåHom(Γ,C∗)\(Lg∪Lg). Ïîýòîìó ãîëîìîðôíûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ

G èHP íàä Tg×Hom(Γ,C∗)\(Lg∪Lg), îãðàíè÷åííûå íà Tg×([S1]2g\1),

áóäóò âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèìè êîìïëåêñíûìè âåêòîðíûìè ðàññëî-

åíèÿìè [17; 19; 10]. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4.2.1 ïîñëîéíûé C−ëèíåéíûé èçî-

ìîðôèçì p áóäåò òàêæå âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ðàñ-

ñëîåíèé G è HP íàä Tg × ([S1]2g\1).

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.2.1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

�4.3. Ïåðèîäû ãàðìîíè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà äëÿ

íåñóùåñòâåííûõ õàðàêòåðîâ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ(Fµ, O
1,0(ρ)) ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ äèôôå-

ðåíöèàëîâ Ïðèìà äëÿ íåñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ, à < df0 > � îäíî-

ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïîðîæäåííîå df0 íà Fµ [10; 15].

Òåîðåìà 4.3.1. Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå

P1,0 =
∪

[µ]∈Tg,ρ∈Lg\1

Γ(Fµ, O
1,0(ρ))/ < df0 >

ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì ðàíãà g − 1 íàä Tg ×

(Lg\1) äëÿ ëþáîãî g ≥ 2.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. ßñíî, ÷òî Uj ∩ (Lg\1), j = 1, ..., 2g, îáðàçóåò

îòêðûòîå ïîêðûòèå äëÿ áàçû Lg\1. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî k = 1, ..., g,

ðàññìîòðèì ρ0 ∈ Uk∩(Lg\1). Èçâåñòíî, ÷òî df0 = 2πi(c1f0ζ1+ ...+cgf0ζg),

ãäå õàðàêòåð ρ0 äëÿ f0 èìååò âèä ρ0(aj) = exp(2πicj), j = 1, ..., g. Äëÿ

ρ0 ∈ Uk èìååì ρ0(ak) ̸= 1 èëè ck ̸= 0 äëÿ ρ ∈ U(ρ0) ⊂ Uk ∩ (Lg\1)

è [µ] ∈ U([µ0]) ⊂ Tg. Îòñþäà f0ζk = 1
2πick

(df0) − 1
ck

∑
j ̸=k

cjf0ζj. Èç [10]

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ϕ(z; ρ, [µ])dz ∈ Γ(Fµ, O
1,0(ρ)) âåðíî ðàçëîæåíèå

ϕ(z; ρ, [µ])dz = α1f0ζ1 + ...+ αgf0ζg = Σj ̸=kαjf0ζj + αkf0ζk =

= Σj ̸=k(αj −
αk

ck
cj)f0ζj + αk

df0
2πick

.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî êëàññ ñìåæíîñòè

⟨ϕ(z; ρ, [µ])dz⟩ = Σj ̸=k(αj −
αk

ck
cj)⟨f0ζj⟩.

Òàêèì îáðàçîì, íàáîð êëàññîâ ñìåæíîñòè äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà

f0ζ1, ..., f̂0ζk, ..., f0ζg

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ëîêàëüíî ãîëîìîðôíûõ ñå÷åíèé ïî [µ] è ρ äëÿ íàøåãî

ðàññëîåíèÿ íàä U([µ0]) × U(ρ0). Åñëè ϕ
′
(z; ρ, [µ])dz � äðóãîé ïðåäñòàâè-

òåëü êëàññà ñìåæíîñòè ⟨ϕ(z; ρ, [µ])dz⟩, òî ϕ′
(z; ρ, [µ])dz = ϕ(z; ρ, [µ])dz+

+m df0,m ∈ C, èëè
∑g

j=1 α
′

jf0ζj =
∑g

j=1 αjf0ζj +m
∑g

j=1 2πicjf0ζj. Òà-

êèì îáðàçîì α
′

j = αj +m2πicj, j = 1, ..., g. Ñëåäîâàòåëüíî

⟨ϕ′
(z; ρ, [µ])dz⟩ =

∑
j ̸=k

(
α

′

j −
α

′

k

ck
cj

)
⟨f0ζj⟩ =

=
∑
j ̸=k

(
αj +m2πicj −

αk +m2πick
ck

cj

)
⟨f0ζj⟩ =

∑
j ̸=k

(
αj −

αk

ck
cj

)
⟨f0ζj⟩.

Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå

⟨ϕ(z; ρ, [µ])dz⟩ → (λ1, ..., λ̂k, ..., λg),
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ãäå λj = αj − αk

ck
cj äëÿ j ̸= k, íàä U([µ0])× U(ρ0) çàäàåò êàðòó (òðèâèà-

ëèçàöèþ) Θ([µ0], ρ0) äëÿ íàøåãî ðàññëîåíèÿ, ò. å. P1,0|U([µ0])×U(ρ0)
∼=

∼= U([µ0]) × U(ρ0) × Cg−1. Ýòè êàðòû çàäàþò ñòðóêòóðó ãîëîìîðôíîãî

âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ íà P1,0 íàä Tg × (Lg\1).

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî j, j = 1, ..., g, ïóñòü ρ0 ∈ Ug+j ∩ (Lg\1), ò. å.

ρ0(bj) ̸= 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ρ0(aj) = 1, ò. å. cj = 0, j = 1, ..., g. Èìå-

åì ρ0(aj) = exp(2πicj) = 1, ρ0(bj) = exp(2πi
g∑

k=1

ckπjk), à çíà÷èò ρ0(bj) =

= 1. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî õîòÿ áû îäíî ck ̸= 0 è ρ0 ∈ Ug+j ∩Uk,

ò. å. ρ0(ak) ̸= 1. Òàêèì îáðàçîì ýòîò ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòîáðàæåíèå ïåðèîäîâ p : Γ(Fµ, O
1,0(ρ))/ < df0 >→ H1(Γµ, ρ) òàêîå,

÷òî ϕ(z)dz → p(ϕ(z)dz) = [ϕ] = {ϕ + cσ : c ∈ C} = ϕ + B1(Γµ, ρ), áó-

äåò C−ëèíåéíûì ïîñëîéíûì îòîáðàæåíèåì èç P1,0 â G íàä Tg× (Lg\1).

Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå ïåðèîäîâ p : P1,0 → G áóäåò ëèíåéíûì îòîáðàæå-

íèåì ãîëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íàä Tg × (Lg\1) [10].

Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå p áóäåò ïîñëîéíî èíúåêòèâíûì îòîáðàæå-

íèåì èç ðàññëîåíèÿ ðàíãà g− 1 â êîãîìîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå Ãàííèíãà

ðàíãà 2g − 2.

Ïóñòü ω+kdf0 ïðè îòîáðàæåíèè p ïåðåõîäèò â êëàññ [ω] = 0 âH1(Γµ, ρ).

Ïî ëåììå 4.1.1 ïîëó÷àåì, ÷òî ω � ìóëüòèïëèêàòèâíî òî÷íûé äèôôåðåí-

öèàë, ò. å. ω = df, ãäå f � ãîëîìîðôíàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ

äëÿ íåñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ ̸= 1. Ôóíêöèÿ f
f0

áóäåò îäíîçíà÷íîé

ãîëîìîðôíîé íà êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè Fµ ðîäà g ≥ 2, à

çíà÷èò îíà áóäåò êîíñòàíòîé c ̸= 0, òàê êàê ôóíêöèÿ f íå èìååò íóëåé

íà ýòîé ïîâåðõíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî ω = cdf0, c ̸= 0, ò. å. ω ïðåäñòàâëÿåò

íóëåâîé êëàññ â íàøåì ôàêòîð ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå p �

ïîñëîéíàÿ èíúåêöèÿ.
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Òåîðåìà 4.3.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ðàñ-

ñëîåíèé è îòîáðàæåíèé

0 → P1,0
p→ G

h→ G/P1,0 → 0

íàä Tg(F )× (Lg\1) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé äëÿ ëþáîãî g ≥ 2.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå è [10; ãëàâà 3, òåîðåìà

3.3.4] ðàññëîåíèÿ P1,0 è G èìåþò ñòðóêòóðó ãîëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ

ðàññëîåíèé. Êðîìå òîãî, óæå äîêàçàíî, ÷òî p - ïîñëîéíàÿ èíúåêöèÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå p áóäåò ãîëîìîðôíûì îòíîñèòåëüíî ýòèõ

ñòðóêòóð. Ïóñòü U([µ0])×U(ρ0) - äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îäíîñâÿçíàÿ îêðåñò-

íîñòü òî÷êè ([µ0], ρ0), ãäå U(ρ0) ⊂ (Lg\1). Òîãäà U(ρ0) ëåæèò â îäíîé

èç îáëàñòåé Uj = {ρ : ρ(Aj) ̸= 1}, Ug+j = {ρ : ρ(Bj) ̸= 1}, j = 1, ..., g,

ïîêðûòèÿ äëÿ Lg\1. Ïóñòü, íàïðèìåð, U(ρ0) ⊂ Ug ∩ (Lg\1). Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò áàçèñ èç êëàññîâ ñìåæíîñòè äëÿ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöè-

àëîâ Ïðèìà f0ζ1, ..., f0ζg−1 íà Fµ (â ñëîå ðàññëîåíèÿ P1,0), ãîëîìîðô-

íî çàâèñÿùèé îò ([µ]; ρ) ∈ U([µ0]) × U(ρ0), z ∈ wµ(U). Ëþáîé ýëåìåíò

ϕ(z; ρ, [µ])dz ∈ Γ(Fµ, O
1,0(ρ))/ < df0 > èìååò ðàçëîæåíèå

⟨ϕ(z; ρ, [µ])dz⟩ =
g−1∑
j=1

λj([µ], ρ)⟨f0ζj⟩.

Â êàðòå Θ([µ0], ρ0) îí èìååò ïîñëîéíûå êîîðäèíàòû

(λ1([µ], ρ), ..., λg−1([µ], ρ)).

Ýëåìåíò [ϕ(ρ; [µ])] = p(ϕ(z; ρ, [µ])dz) ∈ H1(Γµ, ρ) â ñïåöèàëüíîé êàðòå

Θ(Ug; {Aj, Bj}gj=1) íàä Tg(F )× Ug èìååò ïîñëîéíûå êîîðäèíàòû

ξgj = ϕ̃g([Aµ
j , A

µ
g ]) =

[Aµ
j ,A

µ
g ]z0∫

z0

ϕ(z; ρ, [µ])dz,

ηgj = ϕ̃g([Bµ
j , A

µ
g ]) =

[Bµ
j ,A

µ
g ]z0∫

z0

ϕ(z; ρ, [µ])dz, j = 1, ..., g − 1,
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ãäå ϕ̃g ∈ Z1(Γµ, ρ) - ëþáîé ïðåäñòàâèòåëü êëàññà ïåðèîäîâ [ϕ(ρ, [µ])] ïðè

[µ] ∈ U([µ0]), ρ ∈ Ug. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð-ñòîëáåö

(ξg1 , ..., ξ
g
g−1, η

g
1, ..., η

g
g−1)

ïîëó÷àåòñÿ êàê äåéñòâèå ñëåâà ìàòðèöû A(ρ, [µ]) íà âåêòîð-ñòîëáåö

(λ1(ρ, [µ]), ..., λg−1(ρ, [µ]).

Çäåñü j−àÿ ñòðîêà ìàòðèöû A(ρ, [µ]) åñòü

(ϕ̃1
g
(ρ, [µ])([Aµ

j , A
µ
g ]), ..., ϕ̃

g
g−1(ρ, [µ])([A

µ
j , A

µ
g ]))

è (g + j − 1)−àÿ ñòðîêà åñòü

(ϕ̃1
g
(ρ, [µ])([Bµ

j , A
µ
g ]), ..., ϕ̃

g
g−1(ρ, [µ])([B

µ
j , A

µ
g ])), j = 1, ..., g − 1.

Ýòà ìàòðèöà ïîðÿäêà (g−1)×(2g−2) ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, ãîëîìîðôíî

çàâèñÿùèõ îò ([µ], ρ) ∈ U([µ0])× U(ρ0), ãäå

ϕ̃k
g
(ρ, [µ])([Aµ

j , A
µ
g ]) =

[Aµ
j ,A

µ
g ]z0∫

z0

f0ζk,

ϕ̃k
g
(ρ, [µ])([Bµ

j , A
µ
g ]) =

[Bµ
j ,A

µ
g ]z0∫

z0

f0ζk, k = 1, ..., g − 1.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ ãîëîìîðôíûå ìàòðèöû äëÿ îòîáðàæåíèÿ p â

îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà U(ρ0) ⊂ Ul, l = 1, 2, 3, ..., 2g [10]. Äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà ýòîãî òîëüêî íóæíî ðàññìàòðèâàòü êîììóòàòîðû âèäà:

[A1, Al], ...,̂ , ..., [Ag, Al],

[B1, Al], ...,̂ , ..., [Bg, Al].

Çäåñü ñèìâîë̂îáîçíà÷àåò ïðîïóñê l−ãî ýëåìåíòà â îáîèõ ñòðîêàõ, åñëè

l = 2, 3, ..., g. Äëÿ l = g + 1, g + 2, ..., 2g íóæíî çàìåíèòü Al íà Bl íà

âòîðûõ ìåñòàõ êîììóòàòîðîâ â ýòèõ ñòðîêàõ.
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Ñëåäîâàòåëüíî, p áóäåò ãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî

ñòðóêòóð íà P1,0 è íà G íàä Tg(F )× (Lg\1).

Òåïåðü íóæíî äîêàçàòü, ÷òî íà ôàêòîð-ðàññëîåíèèG/P1,0 ≡ G/p(P1,0)

ìîæíî çàäàòü ñòðóêòóðó ãîëîìîðôíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ, îòíîñè-

òåëüíî êîòîðîé åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå h : G → G/P1,0 áóäåò ãîëî-

ìîðôíûì. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî p(P1,0) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì âåê-

òîðíûì ïîäðàññëîåíèåì â ãîëîìîðôíîì âåêòîðíîì ðàññëîåíèè G. Ñíî-

âà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà U(ρ0) ⊂ Ug. Íàä äîñòàòî÷-

íî ìàëîé îêðåñòíîñòüþ U([µ0]) × U(ρ0) âûáåðåì ôèêñèðîâàííûé áàçèñ

ϕ1(z)dz = f0ζ1, ..., ϕg−1(z)dz = f0ζg−1 (â ñëîå ðàññëîåíèÿ P1,0), ãîëîìîðô-

íî çàâèñÿùèé îò ([µ], ρ). Â êàðòå Θ([µ0], ρ0) îí èìååò ïîñëîéíûå êîîðäè-

íàòû

(1, 0, ..., 0), ..., (0, ..., 0, 1) ∈ Cg−1

ñîîòâåòñòâåííî. Ãîëîìîðôíîå èíüåêòèâíîå C−ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå p

ýòîò áàçèñ ïåðåâîäèò â ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ íàä C ñèñòåìó

{p(ϕj(z)dz)}g−1
j=1

ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿG, òàêæå ãîëîìîðôíî çàâèñÿùóþ îò ([µ], ρ) ∈ U([µ0])×

×U(ρ0). Â êàðòå Θ(Ug; {Aj, Bj}gj=1) ñå÷åíèå p(ϕ1(z)dz) èìååò êîîðäèíàòû

(ξ1, ..., ξg−1, η1, ..., ηg−1) = (1, 0, ..., 0)AT (ρ, [µ]) =

(ϕ̃g1[A
µ
1 , A

µ
g ], ..., ϕ̃

g
1[A

µ
g−1, A

µ
g ], ϕ̃

g
1[B

µ
1 , A

µ
g ], ...., ϕ̃

g
1[B

µ
g−1, A

µ
g ]), ...,

ñå÷åíèå p(ϕg−1(z)dz) - êîîðäèíàòû (ϕ̃gg−1[A
µ
1 , A

µ
g ], ..., ϕ̃

g
g−1[B

µ
g−1, A

µ
g ]). Ñî-

ñòàâèì ìàòðèöó ðàçìåðà (g−1)×(2g−2) èç ýòèõ ñòðîê. Îíà èìååò ðîâíî

g − 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê è ñòîëüêî æå íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ.

Ðàññìîòðèì ýòó ìàòðèöó ïðè ôèêñèðîâàííûõ ([µ0], ρ0). Ñóùåñòâóåò áè-

ãîëîìîðôíûé àâòîìîðôèçì α äëÿ C2g−2, ïåðåñòàâëÿþùèé êîîðäèíàòû,

òàêîé, ÷òî ïîñëå åãî åñòåñòâåííîãî äåéñòâèÿ íà ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû
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îíà áóäåò èìåòü âèä (C1([µ0], ρ0);C2([µ0], ρ0)), ãäå detC1([µ0], ρ0) ̸= 0. Â

äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè (îáîçíà÷èì åå òàêæå) U([µ0])×U(ρ0) èìå-

åì detC1([µ], ρ) ̸= 0. Ñòðîêè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû äàþò íàáîð ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ ñå÷åíèé â òðèâèàëüíîì ðàññëîåíèè U([µ0])× U(ρ0)×

× C2g−2, ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèõ îò ([µ], ρ), è ïîðîæäàþò, äëÿ ôèêñè-

ðîâàííîé òî÷êè ([µ], ρ), (g − 1)−ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â C2g−2. Äî-

ïîëíèì ýòîò íàáîð áàçèñíûìè âåêòîðàìè eg, ..., e2g−2 (ïîñòîÿííûìè ñå-

÷åíèÿìè) äî áàçèñà ñå÷åíèé â U([µ0]) × U(ρ0) × C2g−2. Ïîëó÷àåì êâàä-

ðàòíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà 2g − 2 âèäà

 C1 C2

O I

 , ãäå I - åäèíè÷íàÿ

ìàòðèöà ïîðÿäêà g − 1. Áèãîëîìîðôíûé àâòîìîðôèçì β ýòîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ, êîòîðûé ïðè ôèêñèðîâàííûõ ([µ], ρ) èìååò ìàòðèöó ïðåîáðà-

çîâàíèÿ âèäà

 C−1
1 −C−1

1 C2

O I

 , ïåðåâîäèò óêàçàííûé áàçèñ ñå÷åíèé

â ñòàíäàðòíûé áàçèñ ñå÷åíèé e1, ..., e2g−2 äëÿ U([µ0]) × U(ρ0) × C2g−2.

Ïîýòîìó â íîâîé êàðòå β α Θ(Ug, {Aj, Bj}gj=1) = Ψ (òîé æå ñòðóêòó-

ðû ãîëîìîðôíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ) íàáîð ãîëîìîðôíûõ ñå÷åíèé

p(ϕ1(z)dz), ..., p(ϕg−1(z)dz) èìååò âèä ([µ], ρ, e1), ..., ([µ], ρ, eg−1). Ñëåäî-

âàòåëüíî, ïîëó÷àåì ïîñëîéíûé èçîìîðôèçì

Ψ : p(P1,0) |U([µ0])×U(ρ0)→ U([µ0])×U(ρ0)×(Cg−1; 0) ⊂ U([µ0])×U(ρ0)×C2g−2,

à çíà÷èò, p(P1,0) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì âåêòîðíûì ïîäðàññëîåíèåì ðàí-

ãà g − 1 â G.

Â êàðòàõ Ψk è Ψl (íàä Uk è Ul ñîîòâåòñòâåííî) k, l = 1, ..., 2g, k ̸= l,

ìàòðèöà ïåðåõîäà T0,1;k,l(ρ, [µ]) äëÿ G èìååò âèä

 A B

O D

 , òàê êàê

ýòîò îïåðàòîð ïåðåâîäèò âåêòîðû e1, ..., eg−1 â âåêòîðû e1, ..., eg−1 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Çäåñü ìàòðèöû A = A(ρ, [µ]) = I, B = B(ρ, [µ]), D = D(ρ, [µ])

ïîðÿäêà g − 1 ãîëîìîðôíî çàâèñÿò îò ([µ], ρ) ∈ (U([µ0]) ∩ U([µ1]))×
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× (Uk ∩ Ul ∩ U(ρ0)). Ïðè ýòîì A(ρ, [µ]) è D(ρ, [µ]) ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöà-

ìè ïåðåõîäà äëÿ p(P1,0) è G/p(P1,0) ñîîòâåòñòâåííî [10; 17]. Ïîýòîìó

G/p(P1,0) - ãîëîìîðôíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà g − 1 ñî ñëîåì

H1(Γµ, ρ)/(p(P1,0) |([µ],ρ))

íàä òî÷êîé ([µ], ρ). Îòîáðàæåíèå h : [ϕ(ρ, [µ])] → [ϕ(ρ, [µ])]+p(P1,0) |(ρ,[µ])
â òàêèõ êàðòàõ Ψ áóäåò èìåòü âèä:

([µ], ρ; ξ1, ..., ξg−1; η1, ..., ηg−1) → ([µ], ρ; 0, ..., 0; η1, ..., ηg−1).

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå h áóäåò ãîëîìîðôíûì, îòíîñèòåëüíî çàäàí-

íûõ ñòðóêòóð ãîëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà G è íà G/p(P1,0).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

HP =
∪

[µ]∈Tg,ρ∈(Lg∪Lg)\1

Γ(Fµ,H1(ρ)) =

=
∪

[µ],ρ∈(Lg∪Lg)\1

Γ(Fµ, O
1,0(ρ))⊕ Γ(Fµ, O

0,1(ρ)) = P̃1,0 ⊕ P̃0,1

ãàðìîíè÷åñêîå ðàññëîåíèå Ïðèìà íàä Tg × ((Lg ∪ Lg)\1), ãäå Lg � îá-

ðàç ãðóïïû Lg ïðè îòîáðàæåíèè êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ (ρ→ ρ). Ýòî

ðàññëîåíèå èìååò ñëîè ÿâëÿþùèåñÿ ïðÿìîé ñóììîé äâóõ âåêòîðíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè g.

Òåîðåìà 4.3.3. Ýðìèòîâî ãîëîìîðôíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå HP

ðàíãà 2g ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé îðòîãîíàëüíûõ ýðìèòîâûõ ãîëîìîðô-

íûõ ∗−èíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîäðàññëîåíèé P̃1,0 è P̃0,1 ðàíãà g íàä

Tg × ((Lg ∪ Lg)\1) ïðè ëþáîì g ≥ 2.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Âûáåðåì áàçèñ

f0(ρ, [µ])ζ1(z, [µ])dz, ..., f0(ρ, [µ])ζg(z, [µ])dz,
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äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà äëÿ ñëîÿ Γ(Fµ, O
1,0(ρ)), êîòîðûé ãîëîìîðôíî

çàâèñèò îò [µ] è ρ â äîñòàòî÷íî ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ U([µ0])× U(ρ0) ⊂

⊂ Tg × ((Lg ∪ Lg)\1). Îäíîâðåìåííî âûáåðåì áàçèñ

f0(ρ, [µ])ζ1(z, [µ])dz, ..., f0(ρ, [µ])ζg(z, [µ])dz,

ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèé îò [µ] è ρ â äîñòàòî÷íî ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ

U([µ0])× U(ρ0). Çäåñü U(ρ0) � îáðàç U(ρ0) ïðè îòîáðàæåíèè ρ→ ρ. Ýòî

îòîáðàæåíèå áóäåò àâòîìîðôèçìîì íà Lg ∪ Lg. Êëàññ [µ] èìååò ìîäóëè

(c1, c2, ..., c3g−3) ∈ C3g−3, à êëàññ [µ] èìååò ìîäóëè (c1, c2, ..., c3g−3) ∈

∈ C3g−3.

Òîãäà íàáîð ãàðìîíè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëîâ

f0(ρ, [µ])ζ1(z, [µ])dz, ..., f0(ρ, [µ])ζg(z, [µ])dz,

f0(ρ, [µ])ζ1(z, [µ])dz, ..., f0(ρ, [µ])ζg(z, [µ], z)dz

áóäåò áàçèñ â Γ(Fµ,H1(ρ)), ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèé îò [µ] è ρ â äîñòàòî÷-

íî ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ U(µ0) × U(ρ0). Òàêèì îáðàçîì, íà êîìïëåêñíîì

âåêòîðíîì ðàññëîåíèè

HP =
∪

µ∈Tg,ρ∈(Lg∪Lg)\1

Γ(F,H1(ρ)) = P̃1,0 ⊕ P̃0,1

ðàíãà 2g íàä Tg × (Lg ∪ Lg)\1 îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà ãîëîìîðôíîãî âåê-

òîðíîãî ðàññëîåíèÿ.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ñëîå Γ(Fµ,H1(ρ)) îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå:

(ϕ1, ϕ2) = i
∫∫
∆µ

(u1u2 + v1v2)dz ∧ dz, ãäå ∆µ = ws[µ](∆), s[µ] - ãëîáàëüíîå

âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêîå ñå÷åíèå Ê. Ýðëà íàä Tg [14],w
s[µ] � (íîðìè-

ðîâàííîå â òðåõ òî÷êàõ) êâàçèêîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå íà C, êîòîðîå

èìååò õàðàêòåðèñòèêó íóëü íà äîïîëíåíèè ê êðóãó è ∆ - ôèêñèðîâàííàÿ

ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü äëÿ Γ â U ; ϕj = uj(z)dz+vj(z)dz, j = 1, 2. Ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýðìèòîâî, òàê êàê (ϕ1, ϕ2) = (ϕ2, ϕ1). Ëåãêî âèäåòü,
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÷òî C−ëèíåéíûé îïåðàòîð ∗ (çâåçäà Õîäæà) áóäåò èçîìåòðèåé íà ñëîå

Γ(Fµ,H1(ρ)). Îïåðàòîð ∗ òàêæå èçîìåòðèÿ ñëîÿ Γ(Fµ, O
1,0(ρ)) íà ñåáÿ

è èçîìåòðèÿ ñëîÿ Γ(Fµ, O
0,1(ρ)) íà ñåáÿ. Îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Γ(Fµ, O
1,0(ρ)) è Γ(Fµ, O

0,1(ρ)) îðòîãîíàëüíû,

òàê êàê, åñëè ϕ1 = u(z)dz ∈ Γ(Fµ, O
1,0(ρ)), ϕ2 = v(z)dz ∈ Γ(Fµ, O

0,1(ρ)),

òîãäà (ϕ1, ϕ2) =
∫∫
∆

udz ∧ ∗v(z)dz = 0. Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ P̃1,0, P̃0,1

è HP ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâûìè ãîëîìîðôíûìè âåêòîðíûìè ðàññëîåíèÿìè

íàä Tg × (Lg ∪ Lg)\1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

�4.4. Àíàëîãè òåîðåì äå Ðàìà è Õîäæà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ

äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà

Ïåðâàÿ ãðóïïàH1
DR(Fµ, ρ) êîãîìîëîãèé äå Ðàìà íà Fµ äëÿ ρ îïðåäåëÿ-

åòñÿ êàê ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Λ1(Fµ, ρ) (âñåõ çàìêíóòûõ

äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà íà Fµ êëàññà C∞ äëÿ ρ) ïî ïîäïðîñòðàíñòâó

dC∞(Fµ, ρ) (îáðàç ïðîñòðàíñòâà C
∞(Fµ, ρ), êîòîðîå ñîñòîèò èç âñåõ ìóëü-

òèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé íà Fµ êëàññà C∞ äëÿ ρ, ïî îïåðàòîðó äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ d). Ïî ëåììå 3.2.2 [10] äëÿ ëþáîãî ρ ∈ [S1]2g îòîáðàæåíèå

ïåðèîäîâ p : Λ1(Fµ, ρ)/dC
∞(Fµ, ρ) → H1(Γµ, ρ) êîððåêòíî îïðåäåëåíî è

èíúåêòèâíî. Èç òåîðåìû 3.2.4 [10] äëÿ ρ ∈ [S1]2g ñëåäóåò, ÷òî åñòåñòâåí-

íîå îòîáðàæåíèå

Γ(Fµ,H1(ρ)) → H1
DR(Fµ, ρ),

êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò ãàðìîíè÷åñêîìó äèôôåðåíöèàëó Ïðèìà ϕ äëÿ ρ

åãî êëàññ êîãîìîëîãèé {ϕ+ dC∞(Fµ, ρ)}, áóäåò èíúåêòèâíûì. Ñîñòàâèì

öåïü èíúåêòèâíûõ C−ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé:

Γ(Fµ,H1(ρ)) → H1
DR(Fµ, ρ)

p→ H1(Γµ, ρ).

Äëÿ ρ ∈ [S1]2g êîìïëåêñíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íà êîíöàõ ýòîé öåïè
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èìåþò îäèíàêîâûå ðàçìåðíîñòè 2g− 2 ïðè ρ ̸= 1 è 2g ïðè ρ = 1. Îòñþäà

ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 4.4.1. (Àíàëîãè òåîðåì äå Ðàìà è Õîäæà). Äëÿ

ρ ∈ [S1]2g âåðíî Γ(Fµ,H1(ρ)) ∼= H1
DR(Fµ, ρ) ∼= H1(Γµ, ρ) è äëÿ ëþáîãî çà-

ìêíóòîãî äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà ϕ íà Fµ êëàññà C∞ äëÿ ρ ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå Õîäæà ϕ = ϕ0+ df(z), ãäå ϕ0 ∈ Γ(Fµ,H1(ρ)),

f(z) ∈ C∞(Fµ, ρ), à òàêæå äëÿ ëþáîãî êëàññà ïåðèîäîâ [ψ] ∈ H1(Γµ, ρ)

ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé äèôôåðåíöèàë Ïðèìà ϕ íà Fµ êëàññà C∞ äëÿ

ρ òàêîé, ÷òî [ϕ] = [ψ] â H1(Γµ, ρ).

Àíàëîã òåîðåìû Õîäæà ïîëó÷åí Ý. Äæåáëîó â [20] ñ èñïîëüçîâàíèåì

ñëîæíîé òåõíèêè àíàëèòè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé òîëüêî íà ôèêñè-

ðîâàííîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Àíàëîã òåîðåìû äå Ðàìà

ïîëó÷åí ðàíåå Ð. Ãàííèíãîì â [17; 18] ñ èñïîëüçîâàíèåì êîãîìîëîãèé ñ

êîýôôèöèåíòàìè â ïó÷êàõ íà ôèêñèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè F. Íàøå äî-

êàçàòåëüñòâî íå òðåáóåò òàêîé ñëîæíîé òåõíèêè.

Ñëåäñòâèå 4.4.1. Ãàðìîíè÷åñêîå ðàññëîåíèå Ïðèìà HP ÿâëÿåòñÿ

âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêè èçîìîðôíûì òðèâèàëüíîìó âåêòîðíîìó ðàñ-

ñëîåíèþ íàä Tg × ([S1]2g ∩ Uj) äëÿ ëþáîãî j = 1, ..., 2g.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ ρ ∈ U1 =

= {ρ : ρ(A1) ̸= 1}. Èìååì îòîáðàæåíèÿ ϕ
p→ [ϕ] → (ϕ(A2), ..., ϕ(Ag),

ϕ(B2), ..., ϕ(Bg)).Ïåðâîå îòîáðàæåíèå p èíúåêòèâíî ïî ïðåäëîæåíèþ 4.1.1

íàä Tg × [S1]2g. Âòîðîå áóäåò èíúåêòèâíî â âèäó òîãî, ÷òî ϕ(A1) = 0 è

ϕ(B1) =
1

σ(A1)

g∑
j=2

[σ(Bj)ϕ(Aj)− σ(Aj)ϕ(Bj)]

íàä U1. Ïðè÷åì îáà îòîáðàæåíèÿ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò

([µ], ρ) ∈ Tg×([S1]2g∩U1). Òàêèì îáðàçîì,HP ∼= Tg×([S1]2g∩U1)×C2g−2.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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Òåîðåìà 4.4.1. Äëÿ ëþáîãî [µ0] ∈ Tg, ρ0 ∈ [S1]2g\1 ñóùåñòâóþò

îêðåñòíîñòè U([µ0]), U(ρ0) ⊂ {[S1]2g\1} òàêèå, ÷òî äëÿ ρ ∈ U(ρ0) ∩ U1

è [µ] ∈ U([µ0]) â Γ(Fµ,H1(ρ)) ñóùåñòâóåò áàçèñ ãàðìîíè÷åñêèõ äèôôå-

ðåíöèàëîâ Ïðèìà

ϕ1 = ϕ1(z; ρ, [µ]), ..., ϕ2g−2 = ϕ2g−2(z; ρ, [µ]),

âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèé ρ è êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêè

çàâèñÿùèé îò [µ], ñ ìàòðèöåé ïåðèîäîâ, îòíîñèòåëüíî A2, ..., Ag, B2, ...,

Bg, âèäà I2g−2 (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2g − 2).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Íàä U(µ0) × U(ρ0) âûáåðåì áàçèñ ãàðìîíè÷å-

ñêèõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà:

ϕ̃1(z; ρ, [µ])dz, ..., ϕ̃g−1(z; ρ, [µ])dz, ϕ̃1(z; ρ, [µ])dz, ..., ϕ̃g−1(z; ρ, [µ])dz

íà Fµ äëÿ ρ, âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèé îò ρ (òåîðåìà 3.1.5

[10]) è êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèé îò [µ]. Ñîñòàâèì áëî÷íóþ

ìàòðèöó

 A B

C D

 êëàññè÷åñêèõ ïåðèîäîâ, îòíîñèòåëüíî A2, ..., Ag, B1,

B2, ..., Bg, äëÿ ýòîãî áàçèñà, ãäå A = (amk), B = (bml), C = (cmk),

D = (dml), m = 1, ..., g − 1, k = 2, 3, ..., g, l = 1, 2, ..., g, òàê êàê äëÿ

ρ ∈ U1 ìîæíî âûáðàòü ïðåäñòàâèòåëü â êëàññå ïåðèîäîâ òàêîé, ÷òî ïå-

ðèîä íà A1 áóäåò 0. Åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü íàä C äëÿ

2g − 2 ñòðîê, òî ñóùåñòâóåò ãàðìîíè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë Ïðèìà íà

Fµ äëÿ ρ ñ íóëåâûìè áàçèñíûìè ïåðèîäàìè. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4.1.1 îí

òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ íà Fµ äëÿ ρ. Íî ýòî íåâîçìîæíî èç-çà âûáîðà

áàçèñà â Γ(Fµ,H1(ρ)). Òàêèì îáðàçîì ìàòðèöà

 amk bmk

cmk dmk

 = M, ãäå

m = 1, ..., g − 1, k = 2, 3, ..., g, èìååò 2g − 2 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä C

ñòðîê è åå îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí íóëþ. Ñäåëàâ íåâûðîæäåííîå ëèíåé-

íîå ïðåîáðàçîâàíèå â Γ(Fµ,H1(ρ)) ñ ìàòðèöåé M−1, ïîëó÷èì òðåáóåìûé

áàçèñ ãàðìîíè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà íà Fµ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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�4.5. Ïåðèîäû ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà äëÿ

ñóùåñòâåííûõ õàðàêòåðîâ

Âûÿñíèì êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî áàçèñíûõ ïåðèîäîâ íàäî çàäàòü,

÷òîáû ïîëíîñòüþ îïðåäåëèòü ãîëîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë Ïðèìà ϕ íà

Fµ äëÿ ñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ.

Òåîðåìà 4.5.1. Äèôôåðåíöèàë Ïðèìà ϕ ∈ Γ(Fµ, O
1,0(ρ)) äëÿ ñóùå-

ñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ, ρ ∈ U1, è [µ] ∈ U(µ0) åäèíñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ

�ïîëîâèíîé� ñâîèõ áàçèñíûõ ïåðèîäîâ ϕ(Nj1), ..., ϕ(Njg−1
), ãäå ϕ(A1) = 0,

{N1, ..., Ng, Ng+1, ..., N2g} = {A1, A2, ..., Ag, B1, B2, ..., Bg}

è {j1, ..., jg−1} - ïîäìíîæåñòâî èç g−1 ýëåìåíòîâ â {2, 3, ..., g, g+2, g+

3, ..., 2g}, çàâèñÿùåå îò âûáîðà áàçèñà â Γ(Fµ, O
1,0(ρ−1)).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èçâåñòíî [19; 10], ÷òî ãîëîìîðôíûé äèôôå-

ðåíöèàë Ïðèìà ϕ íà Fµ äëÿ ñóùåñòâåííîãî õàðàêòåðà ρ åäèíñòâåííî

îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì êëàññîì ïåðèîäîâ [ϕ], à êëàññ [ϕ] ïðè ρ ∈ U1 åäèí-

ñòâåííî çàäàåòñÿ ÷åðåç ñâîè áàçèñíûå ïåðèîäû ϕ(A1) = 0, ϕ(A2), ..., ϕ(Ag),

ϕ(B1), ..., ϕ(Bg). Íàéäåì ìèíèìàëüíîå ÷èñëî áàçèñíûõ ïåðèîäîâ, ÷òîáû

îíè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿëè íàø äèôôåðåíöèàë Ïðèìà ϕ.

Ïóñòü ϕ - ãîëîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë Ïðèìà íà Fµ äëÿ ñóùåñòâåí-

íîãî õàðàêòåðà ρ, ρ ∈ U1. Âûáåðåì áàçèñ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ

Ïðèìà ϕ1, ..., ϕg−1 íà Fµ äëÿ õàðàêòåðà ρ
−1 ∈ U1. Òîãäà êëàññè÷åñêèå áà-

çèñíûå ïåðèîäû ϕz0(A1), ..., ϕz0(Ag), ϕz0(B1), ..., ϕz0(Bg) ñâÿçàíû ñèñòåìîé

óðàâíåíèé:

0 =

∫∫
∆

ϕm ∧ ϕ,m = 1, ..., g − 1,

g∑
j=1

[σ(Bj)ϕz0(Aj)− σ(Aj)ϕz0(Bj)] = 0.
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Ïî òåîðåìå 4.1.1 ïåðâûå g − 1 óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòå-

ìû èç g − 1 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ 2g íåèçâåñòíûìè ϕz0(A1), ..., ϕz0(Ag),

ϕz0(B1), ..., ϕz0(Bg) :

g∑
j=1

{[ϕm(C1...Cj−1)(1− ρ(Bj))− ρ(Bj)(ϕm(Cj) + ϕm(Bj))]ϕz0(Aj)+

+[(ρ(Aj)− 1)ϕm(C1...Cj−1) + ρ(Aj)ϕm(Aj)− ϕm(Cj)]ϕz0(Bj)} = 0, (∗)

m = 1, ..., g − 1.

Åñëè ϕz0(A1) ̸= 0, òî âûáåðåì äðóãóþ áàçèñíóþ òî÷êó z1 ñ óñëîâèåì

ϕz1(A1) = 0, ãäå 1
σ(A1)

ϕz0(A1) + f(z0) = f(z1), ϕ = df(z) íà U. Çàôèêñèðî-

âàâ z1, äëÿ êàæäîãî m = 1, ..., g − 1, îòäåëüíî âûáåðåì èíòåãðàë Ïðèìà

fm(z) äëÿ ϕm ñ óñëîâèåì (ϕm)fm,z1(A1) = 0. Òàê, åñëè (ϕm)fm,z1(A1) ̸= 0,

òî çàìåíèì fm(z) íà fm(z) + cm ñ óñëîâèåì cm = − 1
σ(A1)

(ϕm)fm,z1(A1).

Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè áóäåì îïóñêàòü èíäåêñû fm è z1 ó

ïåðèîäîâ.

Ïîñëå ýòîãî âûáîðà, ïðåäûäóùàÿ ñèñòåìà (∗) áóäåò èìåòü ìàòðèöó

âèäà (amk; bml), ãäå

amk = [ϕm(C1...Ck−1)(1− ρ(Bk))− ρ(Bk)(ϕm(Ck) + ϕm(Bk))];

bml = [ϕm(C1...Cl−1)(ρ(Al)− 1) + ρ(Al)ϕm(Al)− ϕm(Cl)],

k = 2, ..., g, l = 1, ..., g,m = 1, ..., g − 1. Ïîêàæåì, ÷òî ðàíã ýòîé ìàòðè-

öû ðàâåí g − 1. Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü ðàíã ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì g − 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ èç ñòðîê ýòîé ìàòðèöû, ðàâíàÿ

íóëþ. Èç ýòîãî ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íåêîòîðîãî ãîëîìîðô-

íîãî äèôôåðåíöèàëà Ïðèìà ϕ̃ äëÿ ρ−1 ñ êëàññîì ïåðèîäîâ [ϕ̃] íà Fµ :

ϕ̃(C1)σ(B2)− ρ(B2)(ϕ̃(C2) + ϕ̃(B2)) = 0

ϕ̃(C1C2)σ(B3)− ρ(B3)(ϕ̃(C3) + ϕ̃(B3)) = 0

....................................................................
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ϕ̃(C1...Cg−1)σ(Bg)− ρ(Bg)(ϕ̃(Cg) + ϕ̃(Bg)) = 0

−ϕ̃(1)σ(A1) + ρ(A1)ϕ̃(A1)− ϕ̃(C1) = 0

−ϕ̃(C1)σ(A2) + ρ(A2)ϕ̃(A2)− ϕ̃(C2) = 0

...................................................................

−ϕ̃(C1...Cg−1)σ(Ag) + ρ(Ag)ϕ̃(Ag)− ϕ̃(Cg) = 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ϕ̃(1) = 0, σ(A1) ̸= 0, ϕ̃(A1) = 0, èç g−ãî óðàâíåíèÿ ïîëó-

÷èì ϕ̃(C1) = 0 è ϕ̃(B1) = 0. Èç ïåðâîãî è (g+1)−ãî óðàâíåíèÿ âûâîäèòñÿ,

÷òî

−σ(B2)

ρ(B2)
ϕ̃(A2) + ϕ̃(B2)

1

ρ(A2)
= 0(

ρ(A2) +
σ(B2)

ρ(B2)

)
ϕ̃(A2)−

σ(A2)

ρ(A2)
ϕ̃(B2) = 0.

Îòñþäà ϕ̃(A2) = 0 = ϕ̃(B2). Çàòåì èç (m − 1)−ãî è (g + m − 1)−ãî

óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì ñèñòåìó

ϕ̃(Cm) = −ϕ̃(Bm)

ρ(Am)ϕ̃(Am)− ϕ̃(Cm) = 0

èëè ñèñòåìó

−σ(Bm)

ρ(Bm)
ϕ̃(Am) + ϕ̃(Bm)

(
1 +

σ(Am)

ρ(Am)

)
= 0

ρ(Am)ϕ̃(Am) + ϕ̃(Bm) = 0.

Òàêèì îáðàçîì ϕ̃(Am) = 0 = ϕ̃(Bm) äëÿ m = 3, 4, ..., g. Ñëåäîâàòåëüíî

ãîëîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë Ïðèìà ϕ̃(z) äëÿ ρ−1 áóäåò èìåòü êëàññ ïå-

ðèîäîâ [ϕ̃] = 0. Ïîýòîìó ϕ̃ = 0 íà ∆µ, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé

íåçàâèñèìîñòè äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà ϕ1, ..., ϕg−1 äëÿ ρ
−1 íà Fµ.
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Äàëåå ïî òåîðåìå î ðàíãå ìàòðèöû áóäåò ñóùåñòâîâàòü òî÷íî g − 1

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû ñèñòåìû (∗). Âûïîëíÿÿ ýëåìåí-

òàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä âñåìè ñòîëáöàìè, êðîìå g−ñòîëáöà, ïîëó÷à-

åì, ÷òî ýòà ìàòðèöà ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå Ïðèìà èç áàçèñíûõ ïåðèî-

äîâ äëÿ áàçèñà ϕ1, ..., ϕg−1 : (ϕm(Ak);ϕm(Bl)), ãäå m = 1, ..., g − 1, k =

2, ..., g, l = 1, ..., g. Â ìàòðèöå Ïðèìà ñòîëáåö (ϕ1(B1), ..., ϕg−1(B1))
′ ÿâëÿ-

åòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

{N1, ..., Ng, Ng+1, ..., N2g} = {A1, A2, ..., Ag, B1, B2, ..., Bg}

(ýòî ðàâåíñòâî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ). Ñóùåñòâóåò ðîâíî g − 1 èíäåê-

ñîâ i1, ..., ig−1 èç {2, 3, ..., g, g+2, g+3, ..., 2g}, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûì ñòîëáöàì ìàòðèöû äëÿ ñèñòåìû (∗). Òîãäà ïîëîæèâ

ϕ(Nj) = 0 äëÿ âñåõ j /∈ {i1, ..., ig−1}, j ∈ {2, 3, ..., g, g + 1, g + 2, ..., 2g}, èç

ñèñòåìû (∗) ïîëó÷èì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó èç g−1 óðàâíåíèé ñ íåèçâåñò-

íûìè ϕ(Ni1), ..., ϕ(Nig−1
) è îïðåäåëèòåëåì íå ðàâíûì 0. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî âñå ϕ(Ni1), ..., ϕ(Nig−1
) òîæå ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ

[ϕ] = 0 è ϕ òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ íà Fµ äëÿ ρ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé

a11a12.........a1gb11................b1g

...

...

...

ag−1,1ag−1,2...ag−1,gbg−1,1....bg−1,g

σ(B1)σ(B2)...σ(Bg)− σ(A1)...− σ(Ag)





ϕ(A1)

...

ϕ(Ag)

ϕ(B1)

...

ϕ(Bg)


= 0.

Âçÿâ ïîäõîäÿùóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïåðâîãî è (g+1)−ãî ñòîëá-

öîâ, ïîëó÷èì âìåñòî (g + 1)−ãî ñòîëáöà íîâûé ñòîëáåö, ó êîòîðîãî âñå

ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ, êðîìå ïîñëåäíåãî. Ýòîò ïîñëåäíèé ýëåìåíò áó-

äåò èìåòü âèä −σ(B1)σ(A1)
ρ(B1)

− σ(A1) = −σ(A1)
ρ(B1)

= m1 ̸= 0 ïðè ρ ∈ U1 è
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[µ] ∈ U([µ0]). Óæå äîêàçàíî, ÷òî ðàíã ìàòðèöû (amk; bml), ãäå m =

1, ..., g − 1, k = 2, 3, ..., g, l = 1, 2, ..., g, ðàâåí g − 1, à çíà÷èò, îíà èìå-

åò ðîâíî g − 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ. Ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ

ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ïîñòàâèì ýòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòîëáöû ñ íî-

ìåðàìè i1, ..., ig−1 ⊂ {2, 3, ..., g, g+2, g+3, ..., 2g} íà ìåñòî 2, 3, ..., g. Òîãäà

ìàòðèöà


n1,i1.............n1,ig−1

0

...................................... 0

ng−1,i1...........ng−1,ig−1
0

∗......................∗ m1


ãäå, íàïðèìåð, {a11, ..., a1g, b11, ..., b1g} = {n11, ..., n1,2g}, èìååò îïðåäåëè-

òåëü íå ðàâíûé íóëþ ïðè ρ, ρ ∈ U1 è [µ] ∈ U([µ0]). Ïîñêîëüêó ϕ(A1) = 0,

òî, âçÿâ ϕ(Nj) = 0, j ∈ {2, 3, ..., g, g + 2, g + 3, ..., 2g}, j /∈ {i1, ..., ig−1},

ïîëó÷èì, ÷òî ϕ(Nik) = 0, k = 1, ..., g − 1. Ïîýòîìó [ϕ] = 0, à çíà÷èò è

ϕ = 0 íà ∆µ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íàïîìíèì, ÷òî â òåîðåìå 3.1.3 [10] äëÿ áàçèñà ϕ1, ..., ϕg−1 â ïðîñòðàí-

ñòâå Γ(Fµ, O
1,0(ρ−1)) ïðè ρ ∈ U1\Lg è U([µ0]) ⊂ Tg èññëåäîâàëàñü ìàò-

ðèöà èç êîììóòàòîðíûõ ïåðèîäîâ

(ϕm([Ak, A1]);ϕm([Bk, A1])) = σ(A1)(ϕm(Ak);ϕm(Bk)),

σ(A1) ̸= 0, ãäå m = 1, 2, ..., g − 1, k = 2, 3, ..., g. Ïîñëåäíÿÿ ìàòðèöà èìå-

åò ðàíã g − 1, è, ïåðåñòàâëÿÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòîëáöû ñ íîìåðà-

ìè i1, ..., ig−1 íà ëåâóþ ïîëîâèíó ýòîé ìàòðèöû, ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ

ìàòðèöó (ϕm(Nik)), m = 1, 2, ..., g− 1, k = 1, 2, ..., 2g− 2. Çäåñü i1, ..., i2g−2

- ïåðåñòàíîâêà ñèìâîëîâ 2, 3, ..., g, g+2, g+3, ..., 2g. Îáîçíà÷èì ýòó ìàò-

ðèöó (M1,M2), detM1 ̸= 0. Âçÿâ íîâûé áàçèñ

(ϕ̃1, ..., ϕ̃g−1)
′ =M−1

1 (ϕ1, ..., ϕg−1)
′,
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ãäå
′
îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå, ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìûé êàíîíè÷åñêèé

áàçèñ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà, êîòîðûé èìååò ìàòðèöó

ïåðèîäîâ âèäà (Ig−1,M
−1
1 M2), îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè äëÿ

a2, ..., ag, b2, ..., bg íà Fµ. Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî

Ñëåäñòâèå 4.5.1. Äëÿ ëþáîãî ρ0 /∈ Lg è µ0 ∈ Tg ñóùåñòâóþò

îêðåñòíîñòè U(ρ0) ⊂ Hom(Γ,C∗)\Lg è U([µ0]) ⊂ Tg òàêèå, ÷òî äëÿ

ρ ∈ U(ρ0) è µ ∈ U([µ0]) ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé áàçèñ ãîëîìîðôíûõ

äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà íà Fµ, ãîëîìîðôíî çàâèñÿùèé îò ρ è [µ] ïðè

ëþáîì g ≥ 2.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ñëåäñòâèå ðàíåå ïîëó÷åíî Ð. Ãàííèíãîì [18]

äëÿ ôèêñèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè, íî åãî äîêàçàòåëüñòâî òðåáóåò ïîñòðî-

åíèÿ áàçèñà ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà ÷åðåç ñëîæíûé àïïà-

ðàò òàê íàçûâàåìûõ îáîáùåííûõ òýòà-ôóíêöèé è áàçèñ ãîëîìîðôíî çà-

âèñèò òîëüêî îò õàðàêòåðîâ. Íàøå äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò äðóãîé áà-

çèñ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà, êîòîðûé çàâèñèò ãîëîìîðô-

íî íå òîëüêî îò õàðàêòåðîâ, íî è îò ìîäóëåé êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ

ïîâåðõíîñòåé.

Ñëåäñòâèå 4.5.2. Ïóñòü ρ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ρ2 = 1, ρ(A1) =

= −1 è [µ] ∈ U(µ0). Òîãäà ñòîëáöû â ìàòðèöå {(aij); (bij)}i=1,...,(g−1);j=2,...,g

ïåðèîäîâ äëÿ áàçèñà ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ Ïðèìà íà Fµ äëÿ ρ èç

ñëåäñòâèÿ 4.5.1, áóäóò R−ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà ìàòðè-

öà, ïðåäñòàâëåííàÿ êàê íàáîð ñòîëáöîâ (π1, ..., π2g−2), èìååò R−ëèíåéíî

çàâèñèìûå ñòîëáöû, ò. å. ñóùåñòâóþò xj ∈ R, j = 1, ..., 2g− 2, (íå âñå íó-

ëè) è x1π1+...+x2g−2π2g−2 = 0, ãäå πj = πj([µ], ρ). Èç-çà âûáîðà ñïåöèàëü-
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íîãî áàçèñà â Γ(Fµ,H1(ρ)) èìååì x1π1([µ], ρ)+ ...+x2g−2π2g−2([µ], ρ) = 0.

Îáðàçóåì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó

 π1([µ], ρ)...π2g−2([µ], ρ)

π1([µ], ρ)...π2g−2([µ], ρ)

 = M ïî-

ðÿäêà 2g− 2. Èç ïðåäûäóùèõ äâóõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ëè-

íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ èç 2g−2 ñòîëáöîâ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

xj, j = 1, ..., 2g−2, êîòîðàÿ ðàâíà 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíãM ìåíüøå, ÷åì

2g− 2. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò êîìïëåêñíûå ÷èñëà (z1, ..., zg−1, w1, ..., wg−1)

(íå âñå íóëè) òàêèå, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ èç 2g−2 ñòðîê

ñ ýòèìè êîýôôèöèåíòàìè ðàâíàÿ íóëþ, ò. å.∫
Ni

( g−1∑
j=1

zjϕj(z; ρ, [µ])dz +

g−1∑
j=1

wjϕj(z; ρ, [µ])dz

)
= 0, i = 1, ..., 2g.

Ïîëîæèâ

φ =

g−1∑
j=1

zjϕj(z; ρ, [µ])dz, ψ =

g−1∑
j=1

wjϕj(z; ρ, [µ])dz,

ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà
∫
Ni

φ + ψ = 0, i = 1, ..., 2g. Ïîýòîìó èç ëåììû 4.1.1

ñëåäóåò, ÷òî φ + ψ = df, f ∈ C∞(Fµ, ρ). Ïî ïðåäëîæåíèþ 4.1.1 èìååì

φ = 0 = ψ íà F. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëèáî C−ëèíåéíîé íåçàâèñèìî-

ñòè ϕ1(z; ρ, [µ])dz, ..., ϕg−1(z; ρ, [µ])dz, ëèáî C−ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè

ϕ1(z; ρ, [µ])dz,...,ϕg−1(z; ρ, [µ])dz. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Äëÿ òàêèõ ρ (ñâÿçàííûõ ñî ñïèíîðíûìè ñòðóêòóðàìè è ñìîòðè òàêæå

ïðèìåð [15; ñ. 350]) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñòîëáöû π1, ..., π2g−2 çàäàþò öåëî÷èñ-

ëåííóþ ðåøåòêó L̃ ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà â Cg−1 è Cg−1/L̃ - êîìïëåêñíûé

òîð ðàçìåðíîñòè g− 1. Åãî åñòåñòâåííî íàçûâàòü ìíîãîîáðàçèåì ßêîáè-

Ïðèìà äëÿ Fµ.

Çàìå÷àíèå 4.5.1. Ïðîñòðàíñòâî Òîðåëëè Υg îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàê-

òîð ïðîñòðàíñòâîTg(F )/τg, ãäå ãðóïïà Òîðåëëè τg - íîðìàëüíàÿ ïîäãðóï-

ïà â ìîäóëÿðíîé ãðóïïå Òåéõìþëëåðà Mod Tg, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ

òîæäåñòâåííî äåéñòâóþùèõ íà ïåðâîé ãðóïïå ãîìîëîãèé H1(Fµ,Z) ïî-
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âåðõíîñòè Fµ [1; 11]. Òàê êàê ãðóïïà τg äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà Tg(F ),

ò. å. áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî îïðåäåëåíî åñòåñòâåííîå íåðàçâåòâëåí-

íîå ãîëîìîðôíîå íàêðûòèå Tg(F ) → Υg [1; 11]. Ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé

íàëîæåíèÿ ýòîãî íàêðûòèÿ åñòåñòâåííî äåéñòâóåò êàê ãðóïïà áèãîëî-

ìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà Tg(F )× (Hom(H1(F,Z),C
∗)\1)

(òîæäåñòâåííî íà âòîðîì ñîìíîæèòåëå).

Ïîýòîìó âñå ïðåäûäóùèå òåîðåìû îñòàþòñÿ âåðíûìè äëÿ åñòåñòâåííî

îïðåäåëåííûõ íàä Υg × (Lg ∪Lg\1) (Υg × ([S1]2g\1) ðàññëîåíèé Ïðèìà è

Ãàííèíãà, òàê êàê

Hom(Γµ,C
∗) ∼= Hom(Γµ/[Γµ,Γµ],C

∗) = Hom(H1(Fµ,Z),C
∗).
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