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общая характеристика работы 1

Актуальность темы. В диссертации взаимосвязано исследу-

ются элементарная эквивалентность, автоморфизмы и изоморфиз-

мы нильпотентных матричных колец и групп.

Зависимость элементарной эквивалентности и других модель-

ных свойств линейных групп от свойств полей или колец коэффи-

циентов, по-видимому, впервые стал изучать А.И. Мальцев. Соот-

ветствие между элементарными свойствами унитреугольной груп-

пы UT (3,K) степени 3 с выделенными параметрами и кольца ко-

эффициентов K с единицей (не обязательно ассоциативного) уста-

новлено в статье [1]. Согласно [2], элементарная эквивалентность

групп Gn, G = GL, PGL, SL или PSL, степеней n ≥ 3 над полями

нулевой характеристики переносится на поля коэффициентов.

Аналог теоремы А.И. Мальцева из [2] устанавливался для слу-

чая первичных ассоциативных колец коэффициентов с 1/2 в [3], а

для групп Шевалле и их унипотентных подгрупп над полями ха-

рактеристики 6= 2, 3 – в работах А.В. Михалева, Е.И. Буниной, К.

Видэла и др., см. обзор [4] и [5]. Методы А.И. Мальцева разви-

вали Ю.Л. Ершов, Б. Роуз, О.В. Белеградек и др., [6] – [10]. Ис-

следования теоретико-модельных свойств линейных групп и колец

развивались с 70-х годов в тесной связи с теорией изоморфизмов.

Пусть K и S – произвольные ассоциативные кольца с едини-

цей. Унитреугольная группа UT (n,K) представляется присоеди-
1Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных

исследований (код проекта 06-01-00824а).
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ненной группой кольца R = NT (n, K) (нижних) нильтреугольных

n × n матриц над K; изоморфизм дает отображение α → e + α

с единичной матрицей e. Зависимость элементарной эквивалент-

ности унитреугольных групп и колец нильтреугольных матриц

NT (n, K) ≡ NT (m,S) от элементарных свойств колец коэффи-

циентов вызывала интерес с 70-х годов. Группу автоморфизмов

Aut R описал В.М. Левчук в 1975 году. Пользуясь этим описанием

и мальцевским соответствием, К. Видэла интерпретировал в коль-

це NT (n,K) кольцо коэффициентов K и перенес элементарную

эквивалентность: NT (n, K) ≡ NT (m,S) (n ≥ 3) ⇔ n = m,K ≡ S,

[11]. (Частный случай полей коэффициентов исследовали Роуз [7]

и Велер [12].)

Аналогичные вопросы естественно возникают для ассоцииро-

ванных кольца Ли Λ(R) и Йордана J(R). Свойство группы или

кольца иметь ступень нильпотентности n сохраняется при элемен-

тарной эквивалентности. В диссертации исследуются вопросы:

(А) Описать зависимость элементарной эквивалентности

UT (n,K) ≡ UT (n, S) от элементарных свойств колец коэффици-

ентов;

(Б) Описать связь элементарной эквивалентности колец Ли

Λ(NT (n,K)) ≡ Λ(NT (n, S)) и элементарных свойств колец коэф-

фициентов;

(В) Найти изоморфизмы йордановых колец и условия их эле-

ментарной эквивалентности J(NT (n,K)) ≡ J(NT (n, S)).
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О.В. Белеградек [13] решил вопрос (А), когда одно из колец ко-

эффициентов коммутативно или без делителей нуля. Изоморфиз-

мы колец NT (n,K), ассоциированных колец Ли и унитреуголь-

ных групп исследованы (с некоторыми ограничениями на K для

n = 3, 4) в [14] – [16]. Йордановы изоморфизмы мало изучены.

Цель диссертации. Основные результаты диссертации на-

правлены на решение вопросов (А) – (В).

Методы исследования. Используются классические методы

теории групп и колец, теории моделей, методы ультрапроизведений

и насыщенных систем.

Научная новизна и практическая ценность. Все основные

результаты диссертации являются новыми. Диссертация носит тео-

ретический характер.

Апробация диссертации. Результаты диссертации были

представлены на V Всесибирском конгрессе женщин-математиков

(г. Красноярск, 2008), на международных алгебраических кон-

ференциях в Красноярске (2007) и Москве (2008), Мальцевких

чтениях (г. Новосибирск, 2007), на международном Российско-

Китайском семинаре (г.Иркутск, 2007) и на 7-й международной

школе-конференции по теории групп (г. Челябинск, 2008), на се-

минарах НГУ – ИМ "Алгебра и логика" и "Теория вычислимости"

(г. Новосибирск, 2008) и на алгебраическом семинаре Сибирского

федерального университета (г. Красноярск).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликова-
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ны в работах [19]—[28], в том числе, и в изданиях из перечня ВАК.

Структура и объем диссертации. Диссертация включает

введение, три главы и список литературы. Номер теоремы, леммы

и др. включает последовательно номер главы, параграфа и поряд-

ковый номер в параграфе.

Содержание диссертации

Пусть K и S – произвольные ассоциативные кольца с единицей,

R = NT (n,K) – кольцо нильтреугольных матриц степени n ≥ 3

над K и R′ = NT (n, S). Основными в диссертации являются сле-

дующие результаты:

– доказано, что элементарная эквивалентность Λ(R) ≡ Λ(R′) ас-

социированных колец Ли переносится на кольца коэффициен-

тов при условии их коммутативности;

– получают решение для степеней n > 4 вопросы (А),

(Б) об элементарной эквивалентности унитреугольных групп

UT (n,K) ≡ UT (n, S) и ассоциированных колец Ли;

– построена интерпретация с параметрами кольца коэффициен-

тов в ассоциированные кольца Ли Λ(R) и Йордана J(R);

– доказано, что каждый автоморфизм кольца Йордана J(R) при

n > 4 есть произведение его идемпотентно-кольцевого и ги-

перцентрального высоты ≤ 3 автоморфизмов на автоморфизм

кольца R.
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Напомним, что кольцо Ли Λ(R) := (R, +, ∗) с лиевым умноже-

нием α ∗ β = αβ − βα и кольцо Йордана J(R) := (R, +, ◦) с умно-

жением α ◦ β = αβ + βα ассоциируют с каждым ассоциативным

кольцом R.

Параграф 1.1 первой главы посвящен постановке задач. В па-

раграфах 1.2 и 1.3 единообразно усиливаются теорема об изомор-

физмах финитарных колец нильтреугольных матриц из [16] и тео-

рема Видэла [11] об элементарной эквивалентности NT (n,K) ≡
NT (m, S). Так, теорему Видэла усиливает

Теорема 1.3.1. Пусть K, S – кольца с единицами, кольцо K

ассоциативное и n > 2. Тогда:

NT (m,S) ≡ NT (n,K) ⇔ n = m, S ≡ K.

Теоремы 1.3.1 и 1.2.1 опубликованы в [20]. Доказательство тео-

ремы 1.3.1, как и в статье Видэла [11], основано на применении на-

сыщенных алгебраических систем. Её более короткое доказатель-

ство в § 2.1 главы 2 использует аппарат ультрапроизведений.

В главе 2 дано решение вопроса (Б) об условиях элементарной

эквивалентности колец Ли, ассоциированных с кольцами NT (n,K)

и NT (n, S) (n ≥ 3) в случаях, когда кольца коэффициентов комму-

тативны или n > 4. При тех же ограничениях, в развитие теоремы

О.В. Белеградека, решение получает также вопрос (А).

Центральными в главе 2 и диссертации являются следующие

теоремы.
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Теорема 2.2.1. Пусть K, S – ассоциативные кольца с едини-

цами и n > 4. Тогда каждая из элементарных эквивалентностей

Λ(NT (n, K)) ≡ Λ(NT (n, S)), UT (n,K) ≡ UT (n, S)

равносильна существованию центральных идемпотентов f в K и

g в S таких, что

fK ≡ gS, (1− f)K ≡ [(1− g)S]op.

Теорема 2.3.1. Пусть K, S – ассоциативно-коммутативные

кольца с единицами и n > 2. Тогда

Λ(NT (m,S)) ≡ Λ(NT (n,K)) ⇔ n = m, S ≡ K.

Теоремы опубликованы в [21] (соавтор В.М. Левчук) и [19]. Их

доказательство проводится методом ультрапроизведений, обосно-

вание которого приведено в § 2.1.

В связи с теоремами 1.2.1 и 1.3.1 отметим, что остается откры-

тым вопрос О.В. Белеградека [13]: Существуют ли ассоциативное

кольцо K и неассоциативное S такие, что UT (3, K) ' UT (3, S) ?

Для колец Λ(R) и J(R), как и для унитреугольных групп, суще-

ственно различаются случаи коммутативных и некоммутативных

(ассоциативных) колец коэффициентов. Интерпретация с опреде-

лимыми параметрами подходящего некоммутативного кольца ко-

эффициентов в кольца Λ(R) и J(R) не существует, по аналогии с

примером О.В. Белеградека [13], см. § 2.1.

При построении мальцевского соответствия в статьях Роуза [7]

и Видэла [11] предварительно доказывалась определимость в коль-
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це R матричных единиц e21, e32, · · · , en,n−1. Это позволило интер-

претировать кольцо коэффициентов K в кольцо R = NT (n,K) без

параметров, а затем исследовать вопросы конечной аксиоматизи-

руемости и разрешимости теории этого кольца. В главе 3 строится

интерпретация с параметрами или мальцевское соответствие коль-

ца коэффициентов в ассоциированные кольца Ли Λ(R) и Йордана

J(R) степеней n ≥ 3. Основной в § 3.1 является

Теорема 3.1.1. Ассоциативное кольцо с единицей K интер-

претируется в кольца Λ(R) и J(R) с параметрами.

Как следствие, выявляется точная связь наследственной нераз-

решимости теорий колец Λ(R), J(R) и колец коэффициентов.

Следствие 3.1.5. Теории колец Ли Λ(R) и Йордана J(R) на-

следственно неразрешимы тогда и только тогда, когда теория

Th(K) основного кольца наследственно неразрешима.

Следствия 3.1.6 и 3.1.7 дают достаточные условия рекурсивной

изоморфности вышеназванных теорий.

Для решения вопроса (В) требуется изучить условия изоморф-

ности йордановых колец нильтреугольных матриц. Сложность в

известных описаниях изоморфизмов ассоциированных колец Ли

и, аналогично, присоединенных групп заключалась прежде всего

в существовании нестандартных автоморфизмов. Автоморфизмы

кольца Йордана J(R) описывает (совместная с В.М. Левчуком)

Теорема 3.2.1. Пусть K есть произвольное ассоциативное

кольцо с единицей и n > 4. Тогда каждый автоморфизм кольца
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Йордана J(R) есть произведение его идемпотентно-кольцевого и

гиперцентрального высоты ≤ 3 автоморфизмов на автоморфизм

кольца R.

Частные случаи этой теоремы доказываются в [17], [18] и др.

Теоремы 3.1.1 и 3.2.1 опубликованы в [21].

Автор благодарна своему научному руководителю В.М. Левчу-

ку за помощь при постановке задач и в подготовке работ.

Признательна сотрудникам кафедры алгебры и математиче-

ской логики и института математики Сибирского федерального

университета за хорошие условия для работы над диссертацией.
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