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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Â 2009 ãîäó èñïîëíèëîñü 100 ëåò ñî äíÿ îïóá-

ëèêîâàíèÿ ðàáîòû áðàòüåâ Êîññåðà, â êîòîðîé áûëà ïðåäëîæåíà íîâàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñïëîøíîé ñðåäû. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé òåî-
ðèè óïðóãîñòè, â ýòîé ìîäåëè êàæäàÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà íàäåëÿåòñÿ
ñâîéñòâàìè òâåðäîãî òåëà � äëÿ íåå ó÷èòûâàþòñÿ âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâî-
áîäû. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Êîññåðà ñëóæèò äëÿ îïèñàíèÿ íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ: êîìïî-
çèòîâ, ãðàíóëèðîâàííûõ, ïîðîøêîîáðàçíûõ, ñûïó÷èõ, ìèêðîðàçðóøåííûõ è
ìèêðîïîëÿðíûõ ñðåä. Ñòðóêòóðà � îäèí èç âàæíåéøèõ ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà
ìàòåðèàëîâ, íåïîñðåäñòâåííî âëèÿþùèé íà èõ ïðî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè.
Â çàâèñèìîñòè îò òèïà ìàòåðèàëà è ìàñøòàáà èññëåäîâàíèé â ïðàêòè÷å-
ñêèõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ ó÷èòûâàòü ñòðóêòóðó íàíî-, ìèêðî- èëè ìåçîóðîâíÿ.
Îñîáóþ àêòóàëüíîñòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ìàòåðèàëîâ ñî ñòðóêòóðîé
ïîëó÷èëè â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì íàíîòåõíîëîãèé.

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷ äåôîðìèðîâàíèÿ â ðàìêàõ òåîðèè Êîñ-
ñåðà íåîáõîäèìî ñîãëàñîâûâàòü ðàçìåð ÿ÷ååê èñïîëüçóåìûõ ñåòîê ñ õàðàê-
òåðíûì ðàçìåðîì íåîäíîðîäíîñòè, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ìàëóþ âåëè÷èíó.
Â ðåçóëüòàòå äèñêðåòèçàöèè ïîëó÷àþòñÿ çàäà÷è áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, äëÿ
ðåàëèçàöèè êîòîðûõ íåäîñòàòî÷íî âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ ïåðñîíàëüíîãî
êîìïüþòåðà èëè ðàáî÷åé ñòàíöèè ñ ïîñëåäîâàòåëüíîé àðõèòåêòóðîé. Ìåòîäû
ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ ðàñïðåäåëåííûõ
âû÷èñëåíèé îêàçûâàþòñÿ åäâà ëè íå åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ïîëó÷åíèÿ èí-
ôîðìàöèè îá èññëåäóåìûõ ïðîöåññàõ.

Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà è ðåàëèçàöèÿ âû÷èñëèòåëü-
íîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ìîìåíòíîé òåîðèè óïðó-
ãîñòè, îïèñûâàþùåé ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí íàïðÿæåíèé è äåôîð-
ìàöèé â ñðåäàõ ñ ìèêðîñòðóêòóðîé, íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ñèñòåìàõ.
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Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:
1. Ïðèâåäåíèå ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè ê

ñèììåòðè÷åñêîé t � ãèïåðáîëè÷åñêîé ôîðìå, ïîçâîëÿþùåé ïðèìåíèòü ê
ðåøåíèþ çàäà÷ ýôôåêòèâíûå âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû.

2. Ðàçðàáîòêà ïàðàëëåëüíîé âåðñèè àëãîðèòìîâ, îðèåíòèðîâàííûõ íà èñ-
ïîëüçîâàíèå ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì.

3. Ñîçäàíèå êîìïëåêñà ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí â ñðåäàõ ñ ìèêðîñòðóêòóðîé íà êëàñòåð-
íûõ ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ.

Â êà÷åñòâå ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïå-
ðèìåíò, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ ñëåäóþùèå ýòàïû: ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâ-
êà çàäà÷è, ïîñòðîåíèå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ, ïðîãðàììíàÿ ðåàëè-
çàöèÿ àëãîðèòìà, ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòîâ, àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Íîâûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Ðàçðàáîòàí ïàðàëëåëüíûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ äè-
íàìè÷åñêèõ çàäà÷ ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè, îñíîâàííûé íà ðàñùåï-
ëåíèè ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è íà ñåðèþ îäíîìåðíûõ çàäà÷.

2. Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Fortran-90 ñ èñïîëüçî-
âàíèåì áèáëèîòåêè ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé MPI â âèäå êîìïëåêñà ïðîãðàìì
äëÿ ìíîãîïðîöåñîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì.

3. Íà îñíîâàíèè ñåðèè ðàñ÷åòîâ ïîêàçàíî, ÷òî â ìîìåíòíîé óïðóãîé ñðå-
äå ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííàÿ ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò
èíåðöèîííûõ ñâîéñòâ ÷àñòèö ìèêðîñòðóêòóðû è îò ïàðàìåòðîâ óïðóãî-
ñòè ìàòåðèàëà.

Ëè÷íûé âêëàä. Ðåçóëüòàòû, ñîñòàâëÿþùèå îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåð-
òàöèè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñîàâòîðàì
ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è, àâòîðîì äèññåðòàöèè ïðîâåäåíû íåîáõîäè-
ìûå ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû è îáðàáîòêà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðèìå-
íåíèåì ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ; èñïîëüçîâàíèåì ïðè
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êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè òåñòîâûõ çàäà÷, äîïóñêàþùèõ òî÷íîå àíàëè-
òè÷åñêîå ðåøåíèå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â íåé âïåðâûå âû-
ïîëíåíà ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ìîäåëè ìîìåíòíîé ñðåäû Êîññåðà íà ìíîãî-
ïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ â ïðîñòðàíñòâåííîé ïîñòàíîâêå è
ïîêàçàíî, ÷òî â òàêîé ñðåäå ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííàÿ ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû ñîñòîèò â ñîçäàíèè êîìïëåêñà ïðèêëàä-
íûõ ïðîãðàìì, êîòîðûé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâà-
íèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ñðåäàõ ñ ìèêðîñòðóêòóðîé â çàäà÷àõ ñåéñìèêè è
àêóñòèêè, à òàêæå â ó÷åáíîì ïðîöåññå ïðè ïîäãîòîâêå ñïåöèàëèñòîâ ïî ìàòå-
ìàòè÷åñêîé îáðàáîòêå ãåîôèçè÷åñêîé èíôîðìàöèè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé áûëè ïðåäñòàâ-
ëåíû íà íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ: XLIII ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ ñòóäåí÷å-
ñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ¿ (Íîâîñèáèðñê,
2005); VI øêîëà-ñåìèíàð ¾Ðàñïðåäåëåííûå è êëàñòåðíûå âû÷èñëåíèÿ¿ (Êðàñ-
íîÿðñê, 2006); VII, VIII, IX Âñåðîññèéñêèå êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî
ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ è èíôîðìàöèîííûì òåõíîëîãèÿì (Êðàñíî-
ÿðñê, 2006, Íîâîñèáèðñê, 2007, Êåìåðîâî, 2008); XV, XVI çèìíèå øêîëû ïî
ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä (Ïåðìü, 2007, 2009); Êîíêóðñ-êîíôåðåíöèÿ ìîëî-
äûõ ó÷åíûõ Êðàñíîÿðñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà (Êðàñíîÿðñê, 2007); II ìåæäóíà-
ðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè¿
(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2008); V Ðîññèéñêî-ãåðìàíñêàÿ øêîëà ïî ïàðàëëåëüíûì
âû÷èñëåíèÿì (Íîâîñèáèðñê, 2008); Âñåðîññèéñêàÿ ìîëîäåæíàÿ øêîëà ïî ïà-
ðàëëåëüíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ (Íîâîñèáèðñê, 2009); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí-
ôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè¿ (Áóäâà, ×åð-
íîãîðèÿ, 2009); Ïåðâàÿ Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ïðîáëåìû ìåõàíèêè è
àêóñòèêè ñðåä ñ ìèêðî- è íàíîñòðóêòóðîé¿ (Íèæíèé Íîâãîðîä, 2009).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 8 ïå÷àòíûõ ðàáîò, èç
íèõ 2 ñòàòüè â èçäàíèÿõ ïî ñïèñêó ÂÀÊ.
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 08-01-00148), Êîìïëåêñíîé ïðîãðàì-
ìû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ �17 ¾Ïàðàëëåëüíûå
âû÷èñëåíèÿ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ¿, �14 ¾Ôóí-
äàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû èíôîðìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé¿ è
�2 ¾Èíòåëëåêòóàëüíûå èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè, ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-
äåëèðîâàíèå, ñèñòåìíûé àíàëèç è àâòîìàòèçàöèÿ¿, Ìåæäèñöèïëèíàðíîãî èí-
òåãðàöèîííîãî ïðîåêòà ÑÎ ÐÀÍ � 40 è Êðàñíîÿðñêîãî êðàåâîãî ôîíäà íàóêè
(ãðàíò 17G029).

Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòû-
ðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ïðèëîæåíèé. Îáùèé îáúåì äèñ-
ñåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 105 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 42 ðèñóíêà è 3 òàáëèöû. Ñïèñîê
èñïîëüçóåìîé ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 96 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî ââåäåíèè äàíà îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû, ñôîðìóëèðîâàíà åå

öåëü è íàó÷íàÿ çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ, îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü, ïðåäñòàâëå-
íû ðåçóëüòàòû ðàáîòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, à òàêæå îïðåäåëåíà íàó÷íàÿ
íîâèçíà, òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà íîñèò îáçîðíûé õàðàêòåð. Â íåé ïðèâåäåí îáçîð èññëå-
äîâàíèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ñðå-
äàõ ñ ìèêðîñòðóêòóðîé íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ. Â
ðàçäåëå 1.1 äàíà êðàòêàÿ èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ ìîäåëè íåñèììåòðè÷íîé òåîðèè
óïðóãîñòè. Â ðàçäåëå 1.2 ïðèâîäèòñÿ îáçîð ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çà-
äà÷ äèíàìèêè, ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ íåîòðàæàþùèõ óñëîâèé. Â ðàçäåëå 1.3
ïðèâåäåí îáçîð òåõíîëîãèé ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ, ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäõîäû MPI, OpenMP, DVM, HPF,
ñïåöèàëèçèðîâàííûå áèáëèîòåêè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîìåíòíîé òåî-
ðèè óïðóãîñòè. Ïðèâåäåíà ñèììåòðèçàöèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîêàçàíà êîð-
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ðåêòíîñòü ïîñòàíîâêè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è. Ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå
îäíîìåðíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, àíàëèçèðóþòñÿ äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà ñè-
ñòåì. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ìîìåíòíîé ñðåäå ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííàÿ ðåçî-
íàíñíàÿ ÷àñòîòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò èíåðöèîííûõ ñâîéñòâ è ïàðàìåòðîâ
ìàòåðèàëà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ïëîñêîãî äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ
è ÷àñòíûé ñëó÷àé ìîìåíòíîãî êîíòèíóóìà � ðåäóöèðîâàííàÿ ñðåäà Êîññåðà.

Â ðàçäåëå 2.1 ïðèâîäèòñÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîäåëè ìîìåíòíîãî
êîíòèíóóìà Êîññåðà. Êðîìå ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, êîòîðîå õàðàêòåðè-
çóåòñÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè v, â íåé ó÷èòûâàþòñÿ íåçàâèñèìûå ìàëûå ïîâîðî-
òû ÷àñòèö ñ âåêòîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè ω, à íàðÿäó ñ òåíçîðîì íàïðÿæåíèé
τ , êîìïîíåíòû êîòîðîãî íåñèììåòðè÷íû, ââîäèòñÿ íåñèììåòðè÷íûé òåíçîð
ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé m.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå òàêîé ñðåäû, çíà÷èòåëüíî
ðàñøèðÿåòñÿ è óñëîæíÿåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèñòåìîé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè
óïðóãîñòè çà ñ÷åò äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ.
Â ñèñòåìó âõîäÿò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ è îáîá-
ùåííûé çàêîí ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè:





ρv̇ = ∇ · τ + ρg, jω̇ = ∇ ·m− 2τ x + jq,

Λ̇ = ∇v + ω, Ṁ = ∇ω,
τ = λII · ·ΛS + 2µΛS + 2αΛA,

m = βII · ·MS + 2γMS + 2εMA.

(1)

Çäåñü Λ èM � ðàâíûå íóëþ â åñòåñòâåííîì (íåíàïðÿæåííîì) ñîñòîÿíèè ñðåäû
òåíçîðû äåôîðìàöèé è êðèâèçí; ΛS, MS, ΛA, MA � ñèììåòðè÷íûå è àíòè-
ñèììåòðè÷íûå ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðîâ; τ x � âåêòîð òåíçîðà τ ; I � åäèíè÷íûé
òåíçîð; ∇ � îïåðàòîð ãðàäèåíòà; òî÷êà íàä ñèìâîëîì îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ
ïî âðåìåíè; ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû; g � âåêòîð ìàññîâûõ ñèë; q � âåêòîð ìîìåí-
òîâ; λ, µ, α, β, γ, ε � óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû; j � îñîáàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
õàðàêòåðèñòèêà ñðåäû, ðàâíàÿ ïðîèçâåäåíèþ ìîìåíòà èíåðöèè ÷àñòèöû îò-
íîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åå öåíòð òÿæåñòè, íà ÷èñëî ÷àñòèö â åäè-

7



íèöå îáúåìà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìîé è ðàçìåðàìè ÷àñòèö. Ïðè îïèñà-
íèè ãðàíóëèðîâàííûõ ìàòåðèàëîâ ïàðàìåòð j ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå
j = 2 ρ r2/5, ãäå r � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ÷àñòèö ñðåäû.

Â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) âêëþ÷àåò â ñåáÿ 24
óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî 24-õ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, â ñëó÷àå ïëîñêîãî äå-
ôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç 12 óðàâíåíèé.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå ñðåäû Êîññåðà, ïðèâîäèò-
ñÿ ê ñèñòåìå, çàïèñàííîé îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ñêîðîñòè, óãëîâîé ñêîðîñòè,
íåñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è ìîìåíòîâ:

A
∂U

∂t
= B1

∂U

∂x1
+B2

∂U

∂x2
+B3

∂U

∂x3
+QU + G, (2)

ãäå

U = U(v1, v2, v3, τ11, τ22, τ33, τ23, τ32, τ31, τ13, τ12, τ21,

ω1, ω2, ω3,m11,m22,m33,m23,m32,m31,m13,m12,m21).

Ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ A,B1, B2 è B3 ñèììåòðè÷íû, ìàòðèöà Q àíòèñèì-
ìåòðè÷íà, â âåêòîð G âõîäÿò ìàññîâûå ñèëû è ìîìåíòû.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â ðàìêàõ âûïèñàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, åå íóæíî äî-
ïîëíèòü ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â ÷àñò-
íîñòè, ïðè t = 0 äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà âåêòîð-ôóíêöèÿ U = U0. Ïðè
ýòîì íà ãðàíèöàõ âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè äîëæíû áûòü çàäàíû ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàäàíû â òåðìèíàõ ñêîðîñòåé

vi = v0
i , ωi = ω0

i , i = 1, 2, 3 , (3)

èëè íàïðÿæåíèé
3∑

k=1

nk τki = pi,

3∑

k=1

nkmki = qi, i = 1, 2, 3 . (4)

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñèñòåìû (2) ïðè èçó÷åíèè ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
íåîáõîäèìî, ÷òîáû çàäà÷à Êîøè èëè êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íåå áûëà êîððåêò-
íîé. Â ðàçäåëå 2.2 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ íà ïàðà-
ìåòðû ñðåäû

3λ+ 2µ, µ, α > 0, 3β + 2γ, γ, ε > 0, (5)
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ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, è, òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñè-
ñòåìà ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïî Ôðèäðèõñó. Åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì

det
(
cA+ n1B1 + n2B2 + n3B3

)
= 0, n2

1 + n2
2 + n2

3 = 1,

ïîëîæèòåëüíûå êîðíè êîòîðîãî � ñêîðîñòè ïðîäîëüíûõ âîëí cp, ïîïåðå÷íûõ
âîëí cs, âîëí êðó÷åíèÿ cm è âîëí âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ cω � ðàâíû

cp =

√
λ+ 2µ

ρ
, cs =

√
µ+ α

ρ
, cm =

√
β + 2 γ

j
, cω =

√
γ + ε

j
. (6)

Ñèñòåìà (2) îáëàäàåò îáîáùåííûìè ðåøåíèÿìè ñ óäàðíûìè âîëíàìè, äëÿ
îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ñëóæèò ñèñòåìà óðàâíåíèé ñèëüíîãî ðàçðûâà:

(
cA+ n1B1 + n2B2 + n3B3

)
[U] = 0,

ãäå [U] � ñêà÷îê ðåøåíèÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ôðîíò âîëíû, c � ñêîðîñòü äâè-
æåíèÿ ôðîíòà â íàïðàâëåíèè íîðìàëüíîãî âåêòîðà n. Ñóäÿ ïî ýòîé ñèñòåìå,
óäàðíûå âîëíû ìàëîé àìïëèòóäû â ìîìåíòíîé ñðåäå ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ
òîëüêî ñî ñêîðîñòÿìè (6).

Â ðàçäåëå 2.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà èñêîìûå ôóíêöèè çàâèñÿò îò
âðåìåíè è îäíîé èç ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð, îò x1. Ñèñòåìà
óðàâíåíèé (1) ðàñïàäàåòñÿ íà íåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû, îïèñûâàþùèå ïëîñ-
êèå ïðîäîëüíûå âîëíû

ρ
∂v1

∂t
=
∂τ11

∂x1
,

∂τ11

∂t
= (λ+ 2µ)

∂v1

∂x1
,

∂τ22

∂t
=
∂τ33

∂t
= λ

∂v1

∂x1
, (7)

ïîïåðå÷íûå âîëíû (âîëíû ñäâèãà) ñ âðàùåíèåì ÷àñòèö

ρ
∂v2

∂t
=
∂τ12

∂x1
, j

∂ω3

∂t
=
∂m13

∂x1
+ τ12 − τ21,

∂τ12

∂t
= (µ+ α)

∂v2

∂x1
− 2αω3,

∂m13

∂t
= (γ + ε)

∂ω3

∂x1
,

∂τ21

∂t
= (µ− α)

∂v2

∂x1
+ 2αω3,

∂m31

∂t
= (γ − ε)∂ω3

∂x1
,

(8)

à òàêæå âîëíû êðó÷åíèÿ

j
∂ω1

∂t
=
∂m11

∂x1
+ τ23 − τ32,

∂τ32

∂t
= −∂τ23

∂t
= 2αω1,

∂m11

∂t
= (β + 2γ)

∂ω1

∂x1
,

∂m22

∂t
=
∂m33

∂t
= β

∂ω1

∂x1
.

(9)
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Åùå îäíà ïîäñèñòåìà ïîëó÷àåòñÿ èç (8) çàìåíîé èíäåêñîâ, îíà òàêæå îïèñû-
âàåò ïîïåðå÷íûå âîëíû.

Îáùåå ðåøåíèå ïîäñèñòåìû (7) âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Äàëàì-
áåðà, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé ïðîäîëüíûå âîëíû, êàê è â êëàññè÷åñêîé òåî-
ðèè óïðóãîñòè, ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñî ñêîðîñòÿìè ±cp è íå îáëàäàþò äèñïåð-
ñèåé. Ïîäñèñòåìà âîëí êðó÷åíèÿ (9) ñâîäèòñÿ ê òåëåãðàôíîìó óðàâíåíèþ îò-
íîñèòåëüíî óãëîâîé ñêîðîñòè:

∂2ω1

∂t2
= c2

m

∂2ω1

∂x2
1
− 4

α

j
ω1. (10)

Â ñëó÷àå, êîãäà ω1 íå çàâèñèò îò x1, ðåøåíèå òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ îïèñû-
âàåò ðàâíîìåðíîå ñîáñòâåííîå âðàùåíèå ÷àñòèö ñðåäû ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé
T = π

√
j/α. Ïðèâîäèòñÿ îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10) â èíòåãðàëüíîé ôîð-

ìå ÷åðåç ôóíêöèþ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà íóëåâîãî ïîðÿäêà, àíàëèç êîòîðîãî
ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ôðîíòàõ âîëí êðó÷åíèÿ âîçíèêàþò îñöèëëÿöèè âðàùà-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (8) äëÿ ïåíèñòîãî
ïîëèóðåòàíà äëÿ ðàçíûõ ðàçìåðîâ ÷àñòèöû. Íà ãðàíèöå x1 = 0 äåéñòâóåò
Λ�îáðàçíûé èìïóëüñ êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ τ12, ëèíåéíî íàðàñòàþùèé â
èíòåðâàëå âðåìåíè (0, t0), à çàòåì ëèíåéíî ïàäàþùèé íà èíòåðâàëå (t0, T ).
Ìàêñèìàëüíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå â èìïóëüñå ïðèíÿòî çà åäèíèöó, âðå-
ìÿ äåéñòâèÿ èìïóëüñà ðàâíî 0.45 ìñ. Ýïþðû îòíîñÿòñÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè
t = 0.68 ìñ.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
−4

−2

0

2

x 10
−5

x
1

ω
3

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
−4

−2

0

2

4
x 10

−5

x
1

ω
3

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòè ω3(x1) äëÿ r = 0.18 ìì (ñëåâà) è r = 0.36 ìì (ñïðàâà)
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Íà ãðàôèêàõ ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè óãëîâîé ñêîðîñòè ω3 îò êîîð-
äèíàòû x1 äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ ÷àñòèö. Ïðàâàÿ ÷àñòü îñöèëëèðóþùåé
êðèâîé, ïðèìûêàþùàÿ ê ïåðåäíåìó ôðîíòó âîëíû, ñîîòâåòñòâóåò ðàñòóùåìó
íàïðÿæåíèþ (âîëíà íàãðóæåíèÿ), ñðåäíÿÿ ÷àñòü � ïàäàþùåìó íàïðÿæåíèþ
(âîëíà ðàçãðóçêè), à ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòâåòñòâóåò ñâîáîäíûì âðàùàòåëüíûì
êîëåáàíèÿì, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò çà çàäíèì ôðîíòîì âîëíû. Ìîìåíò èíåð-
öèè, ñâÿçàííûé ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì íåîäíîðîäíîñòè (ðàäèóñîì ÷àñòèöû)
r = 0.18 ìì è r = 0.36 ìì, ðàâåí 4.4 · 10−4 è 1.76 · 10−3 êã/ì ñîîòâåòñòâåííî,
ïåðèîä ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ðàâåí 31.7 è 63.3 ìêñ. Ñîîòâåòñòâåííî ýòî-
ìó ïåðèîäó ìåíÿåòñÿ è ÷èñëî õàðàêòåðíûõ êîëåáàíèé óãëîâîé ñêîðîñòè íà
ïðåäñòàâëåííûõ ðèñóíêàõ.

Â ðàçäåëå 2.4 ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ðåçîíàíñíûõ ñïåêòðîâ ïîïåðå÷-
íûõ âîçìóùåíèé. Ïîêàçûâàåòñÿ ÷òî â ìîìåíòíîé óïðóãîé ñðåäå ñóùåñòâóåò
ñîáñòâåííàÿ ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò èíåðöèîííûõ ñâîéñòâ
÷àñòèö ìèêðîñòðóêòóðû è îò ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè ìàòåðèàëà. Äåéñòâèòåëü-
íî, â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ èç ñèñòåìû (8) âûòåêàåò
êëàññè÷åñêîå ðåçîíàíñíîå óðàâíåíèå

j
∂2ω3

∂t2
= −4αω3 + 2αχ̇,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè óãîë ñäâèãà χ(t) èçìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêî-
ìó çàêîíó ñ ÷àñòîòîé ν∗ = 1/T , ðàâíîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå âðàùàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ, òî àìïëèòóäà óãëîâîé ñêîðîñòè ÷àñòèö íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò. Â
îáùåì ñëó÷àå ðåçîíàíñ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìîæíî âîçáóäèòü, íàïðè-
ìåð, çà ñ÷åò ïåðèîäè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ âðàùàòåëüíîãî ìîìåíòà íà ãðàíèöå
ñëîÿ.

Â ðàçäåëå 2.5 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ïëîñêîãî äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ìîìåíòíîé ñðåäû, âûïîëíåíà ñèììåòðèçàöèÿ ñèñòåìû, âûïèñàíà ïîëíàÿ
ñèñòåìà ëåâûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïðîâåäåíèÿ
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.

Â ðàçäåëå 2.6 ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ìîìåíòíîãî êîíòèíóóìà �
ðåäóöèðîâàííàÿ ñðåäà Êîññåðà. Â ýòîé ìîäåëè ó÷èòûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå
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âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû, íî ìîìåíòíûå íàïðÿæåíèÿ íå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ. Îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ àäåêâàòíîé ïðè îïèñàíèè ñûïó÷èõ ñðåä.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è íà ìíîãîïðîöåñ-
ñîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ.

Â ðàçäåëå 3.1 äàåòñÿ îïèñàíèå àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà ìåòîäå äâóöèêëè-
÷åñêîãî ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Ïðîöåäóðà ðàñùåï-
ëåíèÿ ïðèâîäèò ê îäíîìåðíûì ñèñòåìàì, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ÿâ-
íîé ìîíîòîííîé ENO�ñõåìû òèïà ¾ïðåäèêòîð-êîððåêòîð¿, ïðåäñòàâëÿþùåé
ñîáîé îáîáùåíèå ñõåìû ðàñïàäà-ðàçðûâà Ãîäóíîâà ñ èñïîëüçîâàíèåì êóñî÷íî-
ëèíåéíûõ ñïëàéíîâ, ðàçðûâíûõ íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê. Ñïëàéíû ñòðîÿòñÿ ïðè
ïîìîùè ïðîöåäóðû ïðåäåëüíîé ðåêîíñòðóêöèè, ïîçâîëÿþùåé ïîâûñèòü òî÷-
íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Íà îäíîì èç ýòàïîâ ðàñùåïëåíèÿ âîçíèêàåò ñèñòå-
ìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì
Êðàíêà�Íèêîëñîíà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.

Ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä äâóöèêëè÷åñêîãî ðàñùåïëåíèÿ èìååò âòîðîé ïî-
ðÿäîê òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì è âðåìåíè, åñëè íà åãî
ýòàïàõ èñïîëüçóþòñÿ ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà, è îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè Êóðàíòà�Ôðèäðèõñà�Ëåâè äëÿ îäíîìåðíûõ ñèñòåì.

Ïîëó÷àåìàÿ òàêèì îáðàçîì ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîí-
íîñòè, ïîýòîìó îíà, â îòëè÷èå îò ìíîãèõ áîëåå ïðîñòûõ ñõåì, ïðèãîäíà äëÿ
èññëåäîâàíèÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé â çàäà÷àõ îá óäàðíûõ, èìïóëüñíûõ è ñî-
ñðåäîòî÷åííûõ âîçäåéñòâèÿõ.

Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå Fortran-90 ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè
ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé MPI (Message Passing Interface) ïî òåõíîëîãèè SPMD
(Single Program � Multiple Data) â âèäå êîìïëåêñà ïðîãðàìì, ïðåäíàçíà÷åííî-
ãî äëÿ ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì. Ðàñïàðàëëåëèâàíèå âû-
ïîëíåíî íà îñíîâå áëî÷íîãî ðàçáèåíèÿ îáëàñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, îïèñàííûé â ðàçäåëå 3.2, ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü
ðàñ÷åòû ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, âûçâàííûõ âíåøíèìè ìåõàíè÷åñêèìè âîçäåé-
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ñòâèÿìè, â ìàññèâå ñðåäû, ñîñòàâëåííîì èç ðàçíîðîäíûõ áëîêîâ ñ êðèâîëè-
íåéíûìè ãðàíèöàìè. Èíôîðìàöèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ðàñ÷åòîâ, ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ â âèäå òåêñòîâûõ ôàéëîâ. Îäèí èç òàêèõ ôàéëîâ ñîäåðæèò ôåíîìåíîëîãè-
÷åñêèå ïàðàìåòðû ìàòåðèàëîâ, òàêèõ êàê ïëîòíîñòü, ìîìåíò èíåðöèè ÷àñòèö
ñðåäû, êîíñòàíòû ìîäåëè, â äðóãîì õðàíÿòñÿ ñâåäåíèÿ î áëî÷íîé ñòðóêòó-
ðå ìàññèâà ñðåäû, èäåíòèôèêàòîð ìàòåðèàëà â áëîêå è ïðîñòðàíñòâåííûå
ðàçìåðíîñòè ñåòîê. Òðåòèé ôàéë ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î âíåøíèõ ìåõàíè-
÷åñêèõ âîçäåéñòâèÿõ: çîíà ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè, õàðàêòåð (ðàñïðåäåëåííàÿ,
ñîñðåäîòî÷åííàÿ), âèä (ïåðèîäè÷åñêàÿ, èìïóëüñíàÿ è ò.ï), äëèòåëüíîñòü íà-
ãðóæåíèÿ.

Êîìïëåêñ ñîñòîèò èç òðåõ ïîäïðîãðàìì: ïîäãîòîâèòåëüíàÿ ïðîãðàììà-
ïðåïðîöåññîð, ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ ñ÷åò, è ïðîãðàììà îáðàáîòêè ðå-
çóëüòàòîâ ïîñòïðîöåññîð.

Â ïðîãðàììå-ïðåïðîöåññîð ñòðîèòñÿ êðèâîëèíåéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñåòêà â
áëîêàõ, ðàñïðåäåëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ íàãðóçêà ìåæäó ïðîöåññîðàìè, ïðî-
âîäèòñÿ èíèöèàëèçàöèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, îäíîðîäíûõ â ñëó÷àå åñòåñòâåí-
íîãî (íåíàïðÿæåííîãî) ñîñòîÿíèÿ ñðåäû, ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïðåäåëüíî äîïóñòè-
ìûé ïî óñëîâèþ Êóðàíòà�Ôðèäðèõñà�Ëåâè øàã èíòåãðèðîâàíèÿ îäíîìåðíûõ
ñèñòåì óðàâíåíèé, ïîäãîòàâëèâàþòñÿ äâîè÷íûå ôàéëû äàííûõ ñ êîîðäèíàòà-
ìè óçëîâ ñåòêè è íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ îñíîâíîé
ïðîãðàììîé. Áàëàíñèðîâêà âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò
ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñåòî÷íîé îáëàñòè ìåæäó óçëàìè êëàñòåðà. Åñ-
ëè ðàçìåðíîñòü ñåòêè â áëîêå áîëüøå ñðåäíåé ðàçìåðíîñòè â ðàñ÷åòå íà îäèí
óçåë êëàñòåðà, òî ýòîò áëîê îáñëóæèâàåòñÿ íåñêîëüêèìè óçëàìè, è íàîáîðîò,
îäèí óçåë îáñëóæèâàåò íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîì áëîêîâ, åñëè èõ
ñóììàðíàÿ ðàçìåðíîñòü íå ïðåâîñõîäèò ñðåäíåé.

Íà êàæäîì óçëå êëàñòåðà îñíîâíîé ïðîãðàììîé âûïîëíÿþòñÿ âû÷èñëåíèÿ,
ñâîäÿùèåñÿ ê âçàèìíî-ñîãëàñîâàííîé ïîýòàïíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ðàñùåï-
ëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Îñíîâíàÿ ïðîãðàììà çàïèñûâàåò
ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ. Ýòè äàííûå ìîæíî èñïîëüçî-
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âàòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ðàñ÷åòîâ.
Ïðîãðàììà-ïîñòïðîöåññîð ïîäãîòàâëèâàåò äàííûå äëÿ ãðàôè÷åñêîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëü-
íûõ ïðîãðàìì, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà. Äëÿ âè-
çóàëèçàöèè ðåøåíèÿ íåò íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü äàííûå ñ òî÷íîñòüþ,
ïîëó÷åííîé ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è. Ïîýòîìó âîçìîæíî ïðèìåíåíèå
ìåòîäîâ ñæàòèÿ äàííûõ ñ êîíòðîëèðóåìîé ïîòåðåé òî÷íîñòè, ÷òî íåîáõîäèìî
äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáúåìà ôàéëîâ áîëüøîãî ðàçìåðà è âðåìåíè òðàíñïîðòèðîâ-
êè ïî ñåòè, à òàêæå äëÿ êîìïàêòíîãî õðàíåíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé â ïîñòî-
ÿííîé ïàìÿòè êîìïüþòåðà. Â êà÷åñòâå ñæàòèÿ ôàéëîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü
îäíîðîäíîå ïðîðåæèâàíèå äàííûõ, çàêëþ÷àþùååñÿ â âûáîðêå äàííûõ âäîëü
êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ. Äðóãîé ìåòîä ñæàòèÿ äàííûõ, îñíîâàííûé íà ìåòîäå
âàðèàöèè èòåðàöèé, îïèñàí â ðàçäåëå 3.3. Èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåä-
ñòàâëåíèè ìíîãîìåðíîãî ìàññèâà äàííûõ ñóììîé ïðîèçâåäåíèé îäíîìåðíûõ
ìàññèâîâ.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà çàäà÷,
ïîëó÷åííûõ íà êëàñòåðàõ ÌÂÑ-1000 Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ ÑÎ ÐÀÍ è ÌÂÑ-100k Ìåæâåäîìñòâåííîãî ñóïåðêîìïüþòåðíîãî öåíòðà
ÐÀÍ.

Â ðàçäåëå 4.1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ
óïðóãèõ âîëí â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå. Íà ðèñ. 2 � 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Ëýìáà î ìãíîâåííîì äåéñòâèè ñîñðåäîòî÷åííîé
ñèëû íà ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðè ïëîñêîé äåôîðìàöèè, ïîëó÷åí-
íûå íà ñåòêå 1000 × 500 ÿ÷ååê ñ øàãîì ïî âðåìåíè 372 ìêñ. Â ïåðâîì ñëó-
÷àå èìïóëüñíàÿ íàãðóçêà ïðèëîæåíà â öåíòðå âåðõíåé ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé
îáëàñòè â íîðìàëüíîì íàïðàâëåíèè (ðèñ. 2), à âî âòîðîì � ïî êàñàòåëüíîé ê
ãðàíèöå (ðèñ. 3). Íà ëèíèÿõ óðîâíÿ ÷åòêî ïðîñëåæèâàþòñÿ âñå âîëíû, õàðàê-
òåðíûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ëýìáà â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè:
ïàäàþùèå ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ âîëíû ñ êðóãîâûìè ôðîíòàìè, äâå ãîëîâ-
íûå ïîïåðå÷íûå âîëíû â âèäå ñèììåòðè÷íûõ îòðåçêîâ ïðÿìûõ, êàñàþùèõñÿ
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Ðèñ. 2. Çàäà÷à Ëýìáà äëÿ íîðìàëüíîé íàãðóçêè: ëèíèè óðîâíÿ íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ
τ11 (ñëåâà) è óãëîâîé ñêîðîñòè ω3 (ñïðàâà)

Ðèñ. 3. Çàäà÷à Ëýìáà äëÿ êàñàòåëüíîé íàãðóçêè: ëèíèè óðîâíÿ êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ
τ12 (ñëåâà) è óãëîâîé ñêîðîñòè ω3 (ñïðàâà)

ïîëóîêðóæíîñòè ìåíüøåãî ðàäèóñà, à òàêæå áûñòðî çàòóõàþùèå ñ ãëóáèíîé
ïîâåðõíîñòíûå âîëíû Ðýëåÿ � ÿðêèå òî÷êè íà ãðàíèöå, äâèæóùèåñÿ âñëåä
çà ïàäàþùåé ïîïåðå÷íîé âîëíîé. Îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè
ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ìîäåëè ìîìåíòíîé óïðóãîé ñðåäû ðåøåíèå èìååò ÿðêî
âûðàæåííûé êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð.

Â ðàçäåëå 4.2 âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñ àíàëèòè÷åñêèì
ðåøåíèåì çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí Ðýëåÿ â ñðåäå Êîñ-
ñåðà, ïîêàçûâàþùåå õîðîøåå êà÷åñòâåííîå è êîëè÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå.

Â ðàçäåëå 4.3 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ çàäà÷ î äåéñòâèè ïåðèîäè÷åñêîé íàãðóçêè sin νt ñ ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòîé
ν = ν∗ è íåðåçîíàíñíîé ÷àñòîòîé ν = ν∗/2. Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû ïîâåðõíîñòè
óðîâíÿ ñêîðîñòè v1. Ïåðèîä êîëåáàíèé äëÿ ÷àñòîòû ñîáñòâåííîãî âðàùàòåëü-
íîãî äâèæåíèÿ ðàâåí T = 67.6 ìêñ.

Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ÷àñòîòå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ν = ν∗ ïðîèñ-
õîäèò ðîñò àìïëèòóäû ñî âðåìåíåì è çíà÷èòåëüíî áîëåå ìåäëåííîå çàòóõàíèå
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Ðèñ. 4. Ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ñêîðîñòè v1 ïðè ðåçîíàíñíîì (ñëåâà) è íåðåçîíàíñíîì íàãðó-
æåíèè (ñïðàâà).

êîëåáàíèé ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ, õàðàêòåðíîå äëÿ àêóñòè÷åñêîãî ðåçî-
íàíñà.

Â ðàçäåëå 4.4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è
Ëýìáà î ìãíîâåííîì äåéñòâèè ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèë è ìîìåíòîâ íà ïîâåðõíî-
ñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà. Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåíû ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ íîðìàëü-
íîãî íàïðÿæåíèÿ τ11 ïðè íîðìàëüíîé íàãðóçêå è êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ
τ12 ïðè êàñàòåëüíîé íàãðóçêå. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè ïà-
ðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà íà ïðèìåðå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Ëýìáà.

Ðèñ. 5. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàäà÷à Ëýìáà: ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ íàïðÿæåíèé τ11 ïðè íîð-
ìàëüíîé íàãðóçêå (ñëåâà) è τ12 ïðè êàñàòåëüíîé íàãðóçêå (ñïðàâà)
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Â ýòîì ðàçäåëå òàêæå îïèñûâàåòñÿ òåõíîëîãèÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ñ ïðî-
èçâîëüíîé íàãðóçêîé ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé
ðåøåíèå çàäà÷è ñ ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêîé ñòðîèòñÿ â èíòåãðàëüíîé ôîðìå
÷åðåç ðåøåíèå äëÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû.

Ðàñ÷åòû ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ ïðîâîäèëèñü íà êóáå ñî ñòîðîíîé
0.01 ì äëÿ ñðåäû, ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû êîòîðîé áëèçêè ê ñèíòåòè÷å-
ñêîìó ïîëèóðåòàíó. Èñïîëüçóåìàÿ â ðàñ÷åòàõ ðàçíîñòíàÿ ñåòêà ñîñòîÿëà èç
200× 200 × 200 ÿ÷ååê ñ øàãîì 0.05 ìì. Êàæäûì èç 64-õ âû÷èñëèòåëüíûõ
óçëîâ ðåøàëàñü ÷àñòü çàäà÷è íà ïîäñåòêå 50×50×50 ÿ÷ååê. Íà áîëåå ãðóáûõ
ñåòêàõ ðàñ÷åòû ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ âûïîëíèòü íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó
ðàçìåð ÿ÷ååê ñåòêè ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìûì ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì ÷àñòèö
ñðåäû r =

√
2.5j/ρ ≈ 0.15 ìì. Âðåìÿ ðàñ÷åòà 100 èòåðàöèé ñîñòàâèëî

ïðèìåðíî 4.5 ÷ ñ øàãîì â 1.8 ìêñ.
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìîãóò ñëóæèòü ìåòîäè÷åñêîé îñíîâîé ïðè ïëàíèðî-

âàíèè ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïðåäåëåíèþ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ êîí-
òèíóóìà Êîñcåðà.

Â ïðèëîæåíèÿõ âûïèñàíà èñïîëüçóåìàÿ ïðè ïîñòðîåíèè âû÷èñëèòåëü-
íîãî àëãîðèòìà ïîëíàÿ ñèñòåìà ëåâûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ ìàòðèöû
ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîìåíòíîé ñðåäû Êîññåðà è ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè â
ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå, à òàêæå ïðèâåäåíû íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ çàäà÷è
î ðàñïðîñòðàíåíèè ïîâåðõíîñòíîé âîëíû Ðýëåÿ.

Çàêëþ÷åíèå
1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè Êîññåðà, ó÷èòûâàþ-

ùàÿ âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû ÷àñòèö ìàòåðèàëà ñ ìèêðîñòðóêòóðîé,
ïðèâåäåíà ê ñèììåòðè÷íîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ïî Ôðèäðèõñó ôîðìå. Íà ýòîé
îñíîâå ðàçðàáîòàí ïàðàëëåëüíûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ
äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷, â êîòîðîì ðàñïàðàëëåëèâàíèå âû÷èñëåíèé îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ íà ýòàïå ðàñùåïëåíèÿ çàäà÷è ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, à
îäíîìåðíûå ñèñòåìû ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ÿâíîé ìîíîòîííîé ðàçíîñòíîé
ñõåìû, àäàïòèðîâàííîé ê ðàñ÷åòó ðàçðûâíûõ ðåøåíèé.
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2. Âûïîëíåíà ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà íà
ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Fortran-90 ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè ïåðåäà÷è
ñîîáùåíèé MPI â âèäå êîìïëåêñà ïðîãðàìì äëÿ ìíîãîïðîöåñîðíûõ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ñèñòåì. Êîìïëåêñ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ î
ðàñïðîñòðàíåíèè óïðóãèõ âîëí â áëî÷íûõ ìàññèâàõ ñ êðèâîëèíåéíûìè ãðà-
íèöàìè ðàçäåëà â ïëîñêîé è ïðîñòðàíñòâåííîé ïîñòàíîâêàõ.

3. Âûïîëíåíû ðàñ÷åòû ïîëåé íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â ìîìåíòíîé ñðå-
äå, âûçâàííûõ äåéñòâèåì èìïóëüñíûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ ñîñðåäîòî÷åííûõ íà-
ãðóçîê, â êîòîðûõ îáíàðóæåíû îñöèëëÿöèè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö.
Íà îñíîâàíèè ñåðèè ðàñ÷åòîâ ïîêàçàíî, ÷òî â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé òåîðèè
óïðóãîñòè â ìîìåíòíîé òåîðèè Êîññåðà ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííàÿ ðåçîíàíñíàÿ
÷àñòîòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò èíåðöèîííûõ ñâîéñòâ ÷àñòèö ìèêðîñòðóêòóðû
è îò ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè ìàòåðèàëà.

Ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïî òåìå äèññåðòàöèè
Ñòàòüè â âåäóùèõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ, âêëþ÷åííûõ â ïåðå÷åíü
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