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Введение

Актуальность исследований. Задачи моделирования поведения частиц,

обладающих электрическим или магнитным дипольным моментом, возника-

ют в разных разделах науки и технологии в последнее время все чаще. Это

вызвано несколькими причинами. Одна из них связана с тем, что многие

даже, простые несимметричные двухатомные молекулы за счет ионного сме-

щения обладают электрическим дипольным моментом. Важнейшей из таких

молекул является трехатомная молекула воды H2O. Изучение многих эффек-

тов в ряде случаев неминуемо натыкается на проявление взаимодействующих

дипольных частиц. Причем круг таких задач с алгоритмической точки зрения

довольно разнообразен. Например, в задачах для кристаллических структур

у диполей можно пренебречь перемещениями, но необходимо учитывать вра-

щательные степени свободы. В разреженной среде с крупными дипольными

частицами перемещения играют не менее важную роль, чем вращения. Ана-

литических решений у подобных задач найдено немного. Одно из них — беско-

нечный плоский тонкий слой равномерно расположенных диполей с направ-

лением дипольного момента вдоль плоскости слоя в сторону слабого внешнего

поля. Это экспериментально подтверждено для некоторых регулярных раз-

мещений частиц. Будет ли это образование устойчиво для относительно нере-

гулярного исходного расположения дипольных частиц? Сохранится оно или

разрушится при каких-то плотностях и характерных размерах? Перечислен-

ные вопросы приводят к значительной актуальности создания эффективных

вычислительных алгоритмов и комплексов программ для моделирования вза-

имодействия электрических или магнитных дипольных частиц между собой

и с внешним полем. Трудности создания таких алгоритмов и программ свя-

заны с реализацией трехмерных нестационарных задач с огромным числом

частиц.

Объект исследования

Объектами исследования являются частицы, обладающие магнитным или

электрическим дипольным моментом, а также математические модели их
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взаимодействия между собой и с внешним полем. Математическая модель

частицы представляет собой абсолютно твердое тело с заданной массой и

вращательными моментами инерции. Направление дипольного момента в ча-

стице жестко закреплено. В каждой из рассматриваемых задач участвуют

либо только электрические диполи, либо только магнитные. Не рассматри-

ваются задачи, в которых одновременно участвуют оба типа диполей.

Цель и задачи исследования

Цель диссертационной работы — моделирование взаимодействия большого

числа (102 − 105) электрических или магнитных дипольных частиц между

собой и с внешним полем. Для достижения этой цели были выделены следу-

ющие задачи:

– описание физико-математической модели дипольной частицы;

– формулирование физических законов в виде системы обыкновенных диф-

ференциальных уравнений, описывающих взаимодействие таких частиц

между собой и с внешним полем;

– описание метода приближенного вычисления электрического или маг-

нитного поля совокупности частиц и оценка точности такого приближе-

ния;

– разработка экономичного алгоритма приближенного вычисления сил,

действующих на частицы;

– описание явных методов типа Рунге-Кутты с контролем точности и устой-

чивости;

– создание и тестирование программного комплекса моделирования взаи-

модействия дипольных частиц с разными начальными условиями и огра-

ничениями;

В качестве метода исследования используется вычислительный экс-

перимент, включающий в себя следующие этапы: математическая формули-
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ровка задачи, построение численного алгоритма решения, программная реа-

лизация алгоритма, проведение расчетов, анализ полученных результатов.

На защиту выносится:

1. Математическая модель взаимодействия частиц, обладающих диполь-

ными моментами, и метод приближенного вычисления создаваемого ими

векторного поля; оценка относительной погрешности такого приближе-

ния для ряда случаев.

2. Метод приближенного вычисления сил взаимодействия между диполя-

ми, реализованный с помощью экономичных процедур многократного

применения быстрого преобразования Фурье.

Научная новизна работы состоит в том, что для используемого мето-

да аппроксимации поля дипольных частиц для ряда случаев впервые пред-

ставлена оценка относительной погрешности аппроксимации. Кроме того, в

соответствии с используемым методом аппроксимации поля дипольных ча-

стиц впервые предложен алгоритм приближенного вычисления сил, дей-

ствующих на частицы, основанный на применении быстрого преобразования

Фурье. Этот алгоритм позволяет снизить число арифметических операций

при вычислении сил, действующих на частицы.

Достоверность полученных результатов работы подтверждена исполь-

зованием общепринятых и экспериментально проверенных подходов к мате-

матическому моделированию поля дипольных частиц и их взаимодействию

между собой и с внешним полем; проверкой и обоснованием точности ис-

пользованных численных методов; сравнением полученных результатов с из-

вестными в научной литературе соответствующими теоретическими и экс-

периментальными результатами других авторов; например, результат моде-

лирования действия слабого внешнего поля на тонкий бесконечный плоский

слой равномерно расположенных дипольных частиц соответствует экспери-

ментальным данным; хорошим совпадением результатов приближенных вы-

числений с известными результатами для ряда тестовых задач.
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Теоретическая и практическая значимость

Разработан эффективный инструмент математического моделирования, поз-

воляющий рассчитывать состояния больших (102 − 105 частиц) коллективов

дипольных частиц при различных начальных условиях и ограничениях. Вме-

сте с тем, разработан метод аппроксимации поля дипольных частиц, позво-

ляющий существенно уменьшать затраты на вычисление напряженности по-

ля по всему объему, что может быть эффективно использовано в подобных

вычислительных задачах большой размерности. На основании этого метода

реализован программный комплекс для решения задач моделирования по-

ведения дипольных частиц, обладающих возможностью перемещения и вра-

щения или только вращения при различных начальных условиях. Получены

численные результаты, которые могут быть использованы для сравнения с

другими подходами.

Апробация работы

Основные результаты работы обсуждались на следующих конференциях:

– Конференции молодых ученых Института вычислительного моделиро-

вания СО РАН, Красноярск, ИВМ СО РАН; 2006 г., 2008 г., 2009 г.;

– VII Всероссийская конференция молодых ученых по математическому

моделированию и информационным технологиям, Красноярск, ИВМ СО

РАН; 2006 г.

– XI и XII Международные научные конференции "Решетневские чтения",

Красноярск, Сибирский государственный аэрокосмический университет;

2007 г., 2008 г.;

– V Всесибирский конгресс женщин-математиков, Красноярск, Сибирский

федеральный университет; 2008 г.

– Международная научная конференция "Современные проблемы матема-

тического моделирования и вычислительных технологий - 2008", Крас-

ноярск, Сибирский федеральный университет; 2008 г.

6



– XII Конференция молодых ученых Красноярского научного центра СО

РАН и Сибирского федерального университета, Красноярск, Институт

физики СО РАН; 2009 г.

В полном объеме диссертация была доложена на совместном семинаре Инсти-

тута вычислительного моделирования СО РАН и кафедры информационно-

-вычислительных технологий Института математики Сибирского федераль-

ного университета.

Публикации

По теме диссертации опубликовано 8 статей, из них 4 работы — в журна-

лах, рекомендуемых ВАК для защиты кандидатских диссертаций, 7 трудов

конференций.

Структура работы

Диссертационная работа состоит из введения, шести глав, заключения и спис-

ка литературы. Общий объем диссертации — 132 страницы. Список литера-

туры включает 104 наименования.

Содержание работы

Во введении кратко описан объект исследования, сформулирована цель дис-

сертации, выделены её задачи. Обоснована актуальность работы, значимость

и достоверность. Перечислены основные публикации по теме диссертации,

указаны конференции, на которых обсуждалась работа. Дана общая харак-

теристика диссертации.

Первая глава является вводной. В начале главы приведен краткий

исторический обзор используемых подходов к исследуемой задаче и суще-

ствующих решений. Сформулированы актуальные на сегодняшний день во-

просы для исследований. Описана математическая модель диполя. Представ-

лена физическая интерпретация такой модели как в теории электричества,

так и в теории магнетизма. Отмечено математическое единообразие формул,

7



описывающих электрическое поле E, порожденное электрическим диполем p,

и магнитное поле H, созданное магнитным диполем µ. Введены обозначения

ε = E, d = p, в случае электрических диполей;

ε = H, d = µ, в случае магнитных диполей.

Приведены примеры электрической и магнитной дипольных частиц. В конце

главы кратко представлены основные подходы к построению решения обык-

новенных дифференциальных уравнений на основе явных численных методов

типа Рунге-Кутты.

Вторая глава содержит описание математической модели взаимодей-

ствия дипольных частиц между собой и с внешним полем. В начале главы

сформулирована математическая постановка задачи. Напряженность поля ε
в точке положения j-ой частицы rj, создаваемого (N − 1)-ой частицами опи-

сывается формулой

ε(rj) =
1

4πc0

N∑

k=1, k 6=j

1

|rjk|3
[
3

(
rjk

|rjk| · dk

)
rjk

|rjk| − dk

]
, ∀ j = 1, . . . , N. (1)

Здесь rjk = rk − rj, rk — радиус-вектор k-той частицы, dk — дипольный

момент k-той частицы; константа c0 определяется в виде

c0 =





ε0 = 8.85 · 10−12 Кл2

Н · м2 , при электрическом взаимодействии;

1
/
µ0 = (4π)−1 · 107 м

/
Гн, при магнитном взаимодействии.

Символом "·" обозначается скалярное произведение, то есть (rjk ·dk) = rxjkd
x
k+

ryjkd
y
k + rzjkd

z
k. Полное поле εfull(rj), действующее на j-тую частицу, представ-

ляется в виде суммы поля взаимодействия частиц ε(rj) и внешнего поля

εext(rj)

εfull(rj) = ε(rj) + εext(rj).

Выписана функция U(rj) потенциальной энергии взаимодействия j-той ча-

стицы с полем εfull(rj)

U(rj) = −
(
εfull(rj) · dj

)
.
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Для описания поступательного движения частиц определяется сила F(rj),

действующая на центр масс j-той частицы по формуле

F(rj) = −∇U(rj), (2)

где символом ∇ обозначается оператор градиента ∇f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
. В

качестве дифференциального уравнения, описывающего поступательное дви-

жение, используется второй закона Ньютона

d2rj

dt2
=

F(rj)

mj
.

Вращательное движение j-той частицы описывается вращением части-

цы вокруг её центра масс под действием момента сил N(rj), определяемого

по формуле

N(rj) =
[
dj ×εfull(rj)

]
,

где выражение [· × ·] обозначает векторное произведение. Тензор инерции J̃j

определяется в главных центральных осях j-той частицы. В качестве диф-

ференциальных уравнений используются динамические уравнения Эйлера.

Выписаны уравнения, характеризующие связь между скоростью изменения

углов Эйлера ϕj, θj, ψj и угловой скоростью ω̃j, заданной в главных централь-

ных осях j-той частицы.

В случае самосогласованного поля диполей, когда центры масс всех ча-

стиц закреплены, направление дипольного момента каждой j-той частицы

определяется из условия минимума функции потенциальной энергии U(rj)

взаимодействия j-той частицы с полем εfull(rj). Минимум U(rj) по ориента-

ции j-той частицы достигается, когда

εfull(rj)∣∣∣εfull(rj)
∣∣∣

=
dj∣∣dj

∣∣ , ∀ j = 1, . . . , N. (3)

Для решения задачи поиска набора векторов {dj}N
j=1, удовлетворяющих (3),

использован метод установления.

В качестве электрической дипольной частицы рассмотрена молекула

воды H2O, а в качестве магнитной частицы — однодоменная частица железа
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шарообразной формы. Все начальные данные заданы в соответствии с реаль-

ными физико-химическими моделями.

Третья глава посвящена численным методам, основанным на методе

ячеек. В начале главы рассмотрена кубическая вычислительная область Ω.

Эта область разбита на кубические ячейки с ребром h. Число ячеек вдоль

ребра вычислительной области обозначено символом Nh. Каждой l-той ячей

Рис. 1. Аппроксимация поля
дипольной частицы

ке сопоставлена l-тая дипольная псевдочастица.

Доказана следующая лемма об аппроксимации по-

ля дипольной частицы.

Лемма 1. Пусть дана дипольная частица с ди-

польным моментом d, расположенная в точке rk

и заданы: точка rm из окрестности rk и точка rj,

удаленная от rk. Тогда

εk(rj) = εm(rj) + δεk(rj), при этом

εq(rj) =
1

4πc0

1

|rjq|3
[
3

(
rjq

|rjq| · d
)

rjq

|rjq| − d

]
, q = k, m,

|δεk(rj)|
|εk(rj)| ≤ 9

|rmk|
L

+ 27
|rmk|2

L2 + 27
|rmk|3

L3 + 9
|rmk|4

L4 , где L = min
{|rjm|, |rjk|

}
.

Сформулировано следствие для случая, когда частица, порождающее

Рис. 2. Иллюстрация к след-
ствию 1

поле, является единственной в свой ячейке.

Следствие 1. Пусть m-тая ячейка содержит

только одну k-тую частицу, а j-тая частица

содержится в l-той ячейке. Если

|rps
l − rps

m | ≥ Lps +
√

3h,

где rps
l (rps

m) — радиус-вектор l-той (m-той)

псевдочастицы, то для любой j-той частицы

из l-той ячейки справедливо

εk(rj) = εm(rps
l ) + δεk,m(rj), при этом
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|δεk,m(rj)|
|εk(rj)| ≤ 2c + c2 = 9

√
3

h

Lps
+

405

4

(
h

Lps

)2

+ O

[(
h

Lps

)3]
, где

c
(
h
/
Lps

)
=

9
√

3

2

h

Lps
+

81

4

(
h

Lps

)2

+
81
√

3

8

(
h

Lps

)3

+
81

16

(
h

Lps

)4

.

Для случая, когда в ячейке расположено множество

Рис. 3. Иллюстрация к след-
ствию 2

частиц, доказано следующее следствие.

Следствие 2. Пусть
{
rα

}Nm

α=1 — множество

всех частиц из m-ой ячейки, причем

dα = d ∀α = 1, . . . , Nm.

Если ∣∣rps
l − rps

m

∣∣ ≥ Lps +
√

3h,

то для любой j-той частицы из l-той ячейки

справедливо

Nm∑
α=1

εα(rj) = εm

(
rps
l

)
+ δεNm

(rj).

При этом, если Lps ≥ 38 h, то

∣∣∣δεNm
(rj)

∣∣∣
∣∣∣∣
Nm∑
α=1

εα(rj)

∣∣∣∣
≤ 2c + c2

1− 2(2c + c2)
,

где c =
9
√

3

2

h

Lps
+

81

4

(
h

Lps

)2

+
81
√

3

8

(
h

Lps

)3

+
81

16

(
h

Lps

)4

.

Поле ε в любой точке rj представлено из двух слагаемых ε(rj) =

εnear(rj)+ εfar(rj), где

εnear — поле, порожденное частицами на расстоянии r < Lps,

εfar — поле, порожденное частицами только на расстоянии r ≥ Lps.

Отмечено, что метод ячеек позволяет считать определяющее значение εnear

поля ε точно по формуле (1). Добавочное поле εfar, порожденное частицами

на большом расстоянии вычисляется приближенно, заменяя его значение на

значение поля соответствующих псевдочастиц.
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Далее глава содержит описание экономичного способа вычисления сил

взаимодействия дипольных псевдочастиц. Символом Ωh обозначена равно-

мерная сетка, образованная всеми псевдочастицами. Доказана следующая

лемма.

Лемма 2. Для вычисления всех сумм Sj,k,l =
Nh−1∑
r=0

Nh−1∑
q=0

Nh−1∑
p=0

f(rpqr−rjkl)g(rpqr)

j, k, l = 0, . . . , Nh − 1 достаточно O
(
N 3

h log2Nh

)
арифметический операций

сложения и умножения. Здесь rpqr — радиус-вектор узла кубической сетки

Ωh, а f, g — произвольные, ограниченные на Ωh, функции.

В ходе доказательства приведен алгоритм вычислений, основанный на

использовании быстрого преобразования Фурье. На основании этой леммы

доказана следующая лемма.

Лемма 3. Для вычисления всех сил взаимодействия между дипольными

псевдочастицами достаточно O
(
N 3

h log2Nh

)
арифметических операций.

Доказательство этой леммы является конструктивным и содержит опи-

сание метода вычисления.

Четвёртая глава содержит описание численных методов интегриро-

вания задачи Коши

dy
dt

= f(y), y(t)
∣∣∣
t=t0

= y0, t0 ≤ t ≤ t∗,

где y, f — вектор-функции размерности Neq. Рассмотрены явные методы типа

Рунге-Кутты вида

yn+1,p = yn,p +
m∑

i=1

piki, ki = hnf
(
yn +

i−1∑
j=1

βijkj

)
, (4)

где n — номер текущей точки интегрирования, p — порядок метода, m — чис-

ло стадий метода, pi, βij — коэффициенты, определяющие свойства метода,

ki — стадии метода, а hn — шаг интегрирования. Выбор величины hn основан

на контроле точности вычислений и устойчивости численной схемы.

Точность вычислений обеспечена оценкой нормы глобальной ошибки

εn,p в смысле первого члена разложения ошибки в ряд Тейлора. Такая оценка
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осуществлена с помощью вложенных методов. Так, приближение к решению

y в каждой точке вычислено двумя методами вида (4) p-го и (p−1)-го поряд-

ков точности, а затем глобальная ошибка метода p-го порядка оценена через

разность полученных приближений

εn,p = yn,p − yn,p−1.

Величина шага hn, с учетом ‖εn,p‖ = O(hp
n), определена из неравенства

‖εn,p‖ ≤ ε, (5)

где ‖ · ‖ — некоторая норма в пространстве RNeq , а ε — требуемая точность

интегрирования. Норма глобальной ошибки определена по формуле

‖εn,p‖ = max
i=1,...,Neq

|εi
n,p|

|yi
n,p|+ r

,

где i — номер компоненты, r — малый положительный параметр. Если |yi
n,p| <

r, то контролируется абсолютная ошибка εr, в противном случае контроли-

руется относительная ошибка ε. При построении метода (p − 1)-го порядка

использованы стадии метода p-го порядка, поэтому оценка абсолютной ошиб-

ки εn,p не требует дополнительных вычислений правой части f и матрицы

Якоби.

Контроль устойчивости численной схемы (4) использован при выборе

величины следующего n + 1 прогнозируемого шага. Для каждого построен-

ного метода типа (4) выписана функция устойчивости Q(z). Представлена

область устойчивости, ограниченная кривой
∣∣Q(z)

∣∣ = 1. Выбор шага hst
n+1

осуществлен из условия устойчивости
∣∣λmax

∣∣hst
n+1 ≤ D, (6)

где λmax — максимальное собственное число матрицы Якоби, а D — посто-

янная, связана с размером области устойчивости. Для оценки модуля λmax

использован степенной метод, основанный на первых трех стадиях ki. Такой

подход не приводит к увеличению вычислительных затрат, потому что оценка

величины
∣∣λmax

∣∣ осуществлена через вычисленные стадии ki. В результате

13



Рис. 4. Блок-схема алгоритма моделирования
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величина следующего (n+1)-го шага интегрирования определена по формуле

hn+1 = max
{
hn, min

(
hac

n+1, h
st
n+1

)}
,

где hac
n+1 — прогнозируемый шаг из условия точности (5), hst

n+1 — прогнозируе-

мый шаг из условия устойчивости (6). Таким образом, контроль устойчивости

использован только как ограничитель на рост шага интегрирования. В рабо-

те описанный подход применен для построения методов второго, четвертого

(схема Мерсона) и восьмого (схема Дорманда-Принса) порядков точности с

контролем устойчивости.

В пятой главе описан разработанный комплекс программ. Комплекс

реализован на языке программирования С++. Он состоит из главной испол-

няемой функции и 35-ти пользовательских функций, которые описаны в 19-

ти последовательно подключенных модулях (библиотеках). По исполняемым

операциям все модули сгруппированы в компоненты. Каждый из компонен-

тов не зависит от остальных и выполняет законченное действие с входящими

переменными. Результатом работы компонента является набор выходящих

переменных. С целью мобильности комплекса использованы глобальные пе-

ременные, которые разбиты на классы по объекту описания. Перед началом

итерационныого процесса для всех переменных заданы начальные значения.

В модуле реализована возможность перехода от первой модели переориен-

тации частиц в пространстве ко второй, и наоборот. Блок-схема алгоритма

моделирования представлена на рис. 4. Точность расчетов и тип численного

метода определены в зависимости от текущего состояния системы частиц.

Так, при описании движения системы частиц в случае, когда существует

пара частиц, расстояние между которыми близко к минимально допусти-

мому, использован метод Дорманда-Принса восьмого порядка с точностью

ε = 10−9 ÷ 10−6. В других случаях использованы методы второго и четвер-

того порядков. Для решения задачи на установление сначала использован

метод четвертого порядка с точностью ε = 10−3 ÷ 10−5. После того как ре-

шение найдено с этой точностью, его значение уточнено методом восьмого

порядка с точностью ε = 10−7 ÷ 10−9. Результаты вычислений комплекса со-

храняются в текстовом формате data-файлов, которые имеют специальную
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структуру для обработки программами визуализации.

Вшестой главе приведены результаты тестирования комплекса. Пред-

ставлены результаты сравнения полученных численных решений с извест-

ными в литературе экспериментальными данными. Рассмотрены магнитные

дипольные частицы, квазирегулярно расположенные на поверхности в R3

z(x, y) =
3Ddom

4π
sin

(
x

Ddom/2

2π

3

)
, (7)

X
-500 -250 0 250 500

Y
-500
0

500

Z

-300

0

300

Рис. 5. Диполи на поверхности

где x, y ∈ [−Ddom/2; Ddom/2
]
, а Ddom —

ребро кубической вычислительной обла-

сти. Каждая частица расположена в со-

ответствующем узле квадратной сетки с

шагом hd, расположенной на поверхно-

сти. При этом положение каждой части-

цы в узле задано с точностью до кубиче-

ской окрестности с ребром δhd = 0.05hd.

Дипольные моменты частиц заданы рав-

ными между собой по модулю и направленными произвольным образом.

Такое квазирегулярное расположение диполей на поверхности (7) изображено

X

-500 -250 0 250 500

Y

-500

-250

0

250

500

X

-500 -250 0 250 500

Y

-500

-250

0

250

500

Рис. 6. Диполи в самосогласованном по-
ле на поверхности

Рис. 7. Самосогласование с учетом
внешнего поля на поверхности

на рис. 5. Один из полученных вариантов ориентации дипольных моментов
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после самосогласования поля, образованного такими частицами, изображен

на рис. 6. Далее введено внешнее поле εext, сонаправленное оси OY так, что
∣∣εext(rj)

∣∣ =
µ0

4π

2µ

h3
d
.

Как видно из рис. 7 самосогласование поля диполей выравнивает дипольные

моменты вдоль внешнего поля εext. Кроме этого, проведено тестирование

описанных явных методов типа Рунге-Кутты на предмет применимости в за-

дачах интегрирования уравнений движения с разными начальными условия-

ми. Проделан ряд исследовательских расчетов. В конце главы представлены

выводы о степени совпадения решений, полученных с помощью приближен-

ных формул вычисления поля.

На основании проведенной работы можно сделать следующие выводы:

1. Описана физико-математическая модель дипольной частицы и сформу-

лированы физические законы в виде системы обыкновенных дифферен-

циальных уравнений, описывающие взаимодействие дипольных частиц

между собой и с внешним полем.

2. Представлен метод приближенного вычисления векторного поля сово-

купности частиц, позволяющий существенно уменьшать вычислитель-

ные затраты. Впервые для ряда случаев представлена оценка относи-

тельной погрешности такого приближения.

3. Предложен оригинальный алгоритм приближенного вычисления сил, дей-

ствующих на частицы, позволяющий снизить число арифметических опе-

раций.

4. Создан программный комплекс для решения задач моделирования пове-

дения дипольных частиц при различных начальных условиях и ограни-

чениях.

5. Получены численные результаты, которые могут быть использованы для

сравнения с другими подходами.
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