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общая характеристика работы 1

Актуальность темы. Традиционно, различные вопросы в тео-

риях групп и колец приводят к вопросам структурного строения,

описания автоморфизмов, а для колец также дифференцирований.

Зависимость порядка конечной простой группы G от определен-

ных подмножеств централизатора CG(τ) ее инволюции τ изучается

уже давно. По классической теореме Брауэра (1954 г.) существует

только конечное число конечных простых групп с заданным цен-

трализатором инволюции. Обобщение разрабатывает В.П. Шун-

ков. В [1] введен параметр вложения инволюции

t(G, τ) = max
g∈G

|gCG(τ) ∩ (τGτG)|,

где τG – класс сопряженных элементов с представителем τ в груп-

пе G. В.П. Шунков анонсировал теорему [2]: существует толь-

ко конечное число периодических простых групп с инволюцией и с

заданным конечным параметром вложения этой инволюции, при-

чем все они конечны.

В случае конечных групп эта теорема усиливает теорему Брау-

эра и основывается на следующем предположении.

Гипотеза (А). Существует только конечное число конечных

простых групп с инволюцией и с заданным конечным параметром

вложения этой инволюции.

Усиленный вариант этой гипотезы высказал В.М. Левчук [3].
1Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных

исследований (код проекта 06-01-00824а).
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Гипотеза (Б). Существует только конечное число конечных

простых групп с инволюцией и заданным числом сопряженных и

перестановочных с нею инволюций.

Очевидно, всякое семейство M конечных простых групп, даю-

щее контрпример к гипотезе (А) или (Б), является бесконечным, а

отбросив из M любое конечное подсемейство, получим аналогич-

ный контрпример. По модулю известной классификации конечных

простых групп, группы лиева типа вместе со знакопеременными и

26 спорадическими группами, исчерпывают все конечные простые

неабелевы группы.

В работах О.В. Головановой (Листовой), В.М. Левчука и А.Г.

Лихарева гипотезы (А) и (Б) подтверждены для групп Шевалле

над полем четного порядка исключительных типов и типа An, для

знакопеременных групп и для простых групп с одним классом со-

пряженных инволюций [4], [5], [6]. Таким образом, исследование

гипотез сведено к группам Шевалле, причем в случае основного

поля четного порядка – к группам Шевалле классических типов.

В строении простой группы лиева типа важную роль играет

унипотентная подгруппа; для лиева типа An−1 – это группа унит-

реугольных матриц, изоморфная присоединенной группе кольца

NT (n, K) нильтреугольных n × n матриц над полем K. Более

общим является локально нильпотентное кольцо NT (Γ,K) (или

NT (n, K) при Γ = {1, 2, · · · , n}) всех финитарных нильтреуголь-

ных Γ-матриц с произвольной цепью Γ матричных индексов.

Согласно классическим теоремам И.Н. Херстейна, йордановы
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дифференцирования [7] и изоморфизмы [8] первичного кольца ха-

рактеристики 6= 2 тривиальны. Напомним, что аддитивное отоб-

ражение β : R → R кольца R называют его дифференцированием,

если β(ab) = β(a)b+aβ(b) (a, b ∈ R). Дифференцирования ассоциа-

тивного кольца R являются его тривиальными йордановыми диф-

ференцированиями, т.е. дифференцированиями ассоциированного

кольца Йордана. Теоремы Херстейна переносились на полупервич-

ные кольца (W.S. Martindale III, W.E. Baxter, J. M. Cusack, M.

Brešar, J. Vukman, и др.). Йордановы и лиевы дифференцирования

для колец и алгебр треугольных и нильтреугольных n×n−матриц
(с ненулевым нильпотентным идеалом) над определенными комму-

тативными кольцами коэффициентов изучают G.M. Benkart, J.M.

Osborn, S.P. Coelho, C.P. Milies, D. Benkovič, P.-H. Lee, C.-K. Liu,

S. Ou, D. Wang, R. Yao и др. В диссертации исследуется

Задача (В). Найти нетривиальные йордановы и лиевы диф-

ференцирования кольца NT (Γ,K) над ассоциативным кольцом K

с единицей с произвольной цепью Γ матричных индексов.

Цель диссертации – изучение гипотез (А), (Б) и задачи (В).

Методы исследования являются классическими для общей

теории групп и колец. Применяются также специальные методы

теории групп и алгебр лиева типа.

Научная новизна и практическая ценность. Все основные

результаты диссертации являются новыми. Диссертация носит тео-

ретический характер.
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Апробация диссертации. Основные результаты представле-

ны на Мальцевских чтениях (Новосибирск, 2007), всеросийском

симпозиуме Абелевы группы (Бийск, 2007), конгрессе женщин-

математиков (Красноярск, 2008), всероссийской конференции по

математике и механике (Томск, 2008), международной школе-

конференции (Челябинск, 2008), международных алгебраических

конференциях в Гомеле и Красноярске (2007), Анкаре и Москве

(2008).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликова-

ны в работах [11]—[21], включая публикацию из перечня ВАК.

Структура и объем диссертации. Диссертация включает

введение, две главы и список литературы. Номер теоремы, леммы

и др. включает последовательно номер главы и порядковый номер

в главе. Текст диссертации изложен на 56 страницах. Список ли-

тературы включает 52 наименования.

Содержание диссертации

Основные результаты диссертации направлены на усиление тео-

ремы Р. Брауэра о конечных простых (неабелевых) группах (гипо-

тезы (А), (Б)) и решение задачи (В):

– вычислен cc−параметр вложения инволюции (т.е. число сопря-

женных и перестановочных с нею инволюций) в конечных про-

стых группах с одним классом сопряженных инволюций;

– гипотеза о конечности числа конечных простых групп с задан-

ным cc−параметром вложения инволюции, сведенная ранее к
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группам лиева типа, редуцирована в случае основного поля

характеристики 2 к ортогональным группам;

– доказано, что йордановы и лиевы дифференцирования кольца

NT (Γ,K) финитарных нильтреугольных Γ-матриц над ассо-

циативным кольцом K с единицей действуют тривиально по

модулю третьего гиперцентра (аналог теоремы Херстейна).

В первой главе напоминается определение из [1] параметра вло-

жения инволюции τ в произвольную группу G. Вводится опре-

деление: число сопряженных и перестановочных с τ инволюций

группы G называем сопряженно-коммутативным параметром

или, кратко, cc−параметром (вложения) инволюции τ в G с обо-

значением cc(G, τ). (В [11] и [12] использовался также термин

сопряженно-коммутативная ширина.) Далее в § 1.1 отражается

современное состояние гипотезы (А) и ее усиления – гипотезы (Б)

о cc−параметрах вложения инволюций конечных простых групп.

Ранее в работах О.В. Головановой, В.М. Левчука и А.Г. Ли-

харева гипотеза (Б) была сведена к группам Шевалле. В случае

основного поля четного порядка гипотеза сведена к классическим

типам и подтверждена для групп PSLn(q); следующие, централь-

ные в главе 1 теоремы сводят гипотезу к ортогональным группам.

Теорема 1.1. Существует только конечное число простых

симплектических групп над конечным полем четного порядка с

заданным cc−параметром вложения инволюции.
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Теорема 1.4. Пусть τ – инволюция унитарной группы G =

PSUl(q2) над полем четного порядка q2 и M – произвольное нату-

ральное число. Тогда cc(τ, G) > M при достаточно большом |G|.

Доказательству теорем 1.1 и 1.4 посвящены § 1.3 и § 1.4, соот-

ветственно; § 1.2 является вспомогательным.

Точные значения cc−параметра вложения инволюции (без тер-

мина) для групп PSL2(q) найдены О.В. Головановой. Основная в

§ 1.5 теорема дает точные значения cc−параметра инволюций в

конечных простых группах с одним классом сопряженных инво-

люций. За исключением знакопеременных групп An (n ≤ 7) и 26

спорадических групп, такие группы исчерпываются следующими:

PSL2(q), Re(q), Sz(q), PSU3(q2), PSL3(q).

Теорема 1.5. Пусть G – конечная простая группа c одним

классом сопряженных инволюций и τ – инволюция из G. Тогда:

cc(PSL2(q), τ) =





q − 1, q– четно,

q+1
2 , q ≡ 1(mod 4),

q+3
2 , q ≡ −1(mod 4);

cc(PSL3(q), τ) =





(q − 1)(1 + 2q), q– четно,

q2 + q + 2, q– нечетно;
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cc(PSU3(q2), τ) =





q − 1, q– четно,

q2 + q + 3, q– нечетно;

cc(Sz(q), τ) = q − 1 (q = 22n+1, n ≥ 1);

cc(Re(q), τ) = q(q − 1) + 1 (q = 32n+1, n ≥ 1).

Теоремы 1.1, 1.4, 1.5 опубликованы автором в [11] и [12].

Глава 2 посвящена перенесению теоремы Херстейна [7] о йор-

дановых дифференцированиях на локально нильпотентные кольца

финитарных матриц и исследованию лиевых дифференцирований.

С любым ассоциативным кольцом R ассоциируют лиево кольцо

Λ(R) := (R, +, ∗) с лиевым умножением α∗β = αβ−βα и йорданово

кольцо J(R) := (R, +, ◦) с йордановым умножением α◦β = αβ+βα.

Любое дифференцирование кольца J(R) или Λ(R) называется так-

же, соответственно, йордановым или лиевым дифференцированием

кольца R. Аналог теоремы Херстейна в диссертации дает

Теорема 2.2. Пусть K – ассоциативное кольцо с единицей

и Γ – произвольная цепь. Тогда любое лиево или йорданово диф-

ференцирование кольца NT (Γ,K) действует по модулю его 3-го

гиперцентра как дифференцирование.

Теорема 2.3 дает описание лиевых и йордановых дифференци-

рований финитарного кольца NT (Γ,K) в терминах дифференци-
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рований этого кольца и введенных явно гиперцентральных лиевых

и йордановых дифференцирований.

Йордановы дифференцирования кольца NT (n,K) исследова-

ла ранее Ф. Кузучуоглу. Следствием является также основная

теорема из [9], описывающая лиевы дифференцирования алгебры

NT (n, K) над коммутативным кольцом K. Дифференцирования

кольца NT (n,K) исследовались в [10]

Теоремы 2.2 и 2.3 доказаны совместно с В.М. Левчуком и опуб-

ликованы в [21].

Автор благодарна своему научному руководителю В.М. Лев-

чуку за постановку задач и внимание к работе. Признательна со-

трудникам кафедры алгебры и математической логики и институ-

та математики Сибирского федерального университета за хорошие

условия для работы над диссертацией.
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