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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Àêòóàëüíîñòü òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ìî-
äåëåé ìåõàíèêè ìíîãîôàçíûõ ñðåä îáóñëîâëåíà èõ øèðîêèì ïðèìåíåíèåì
ê ðåøåíèþ âàæíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷: ïîâåäåíèå çåðíîâîé è óãîëüíîé
ïûëè, ãàçèðîâàííîé íåôòè, êàïåëü è àýðîçîëåé; ãîðåíèå òîïëèâà; îáðàçî-
âàíèå êîêñà, ñàæè è äûìà; äâèæåíèå ñóñïåíçèé è ïóçûðüêîâ â æèäêîñòÿõ;
äâèæåíèå æèäêîñòåé è ãàçîâ â ïîðèñòûõ ñðåäàõ; ïðîöåññû ðàñòâîðåíèÿ è
îñàæäåíèÿ. Ñèñòåìàòè÷åñêîìó ðàññìîòðåíèþ äèíàìèêè ìíîãîôàçíûõ ñðåä
ïîñâÿùåíû ìîíîãðàôèè Ð. È. Íèãìàòóëèíà (1987), Ý. Îðàíà (E. S. Oran) è
Äæ. Áîðèñà (J. P. Boris) (1990), K. L. Rajagopal è L. Tao (1995), Â. Í. Íèêî-
ëàåâñêîãî (1996). Ñèñòåìà óðàâíåíèé ìíîãîôàçíîãî òå÷åíèÿ âûâîäèòñÿ èç
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è ýíåðãèè ñïëîøíîé ñðåäû è, êàê ïðà-
âèëî, ÿâëÿåòñÿ íåäîîïðåäåëåííîé. Äëÿ åå çàìûêàíèÿ íåîáõîäèìî êîíêðåòè-
çèðîâàòü âåëè÷èíû, îïèñûâàþùèå âíóòðèôàçíûå è ìåæôàçíûå ìàññîâûå,
ñèëîâûå è ýíåðãåòè÷åñêèå âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðèìåðàìè òàêîé êîíêðåòèçà-
öèè ñëóæàò ðàáîòû Í. Å. Æóêîâñêîãî, ñâÿçàííûå ñ âûâîäîì óðàâíåíèé
ôèëüòðàöèè; Ë. Ä. Ëàíäàó è Å. Ì. Ëèâøèöà ïî ãèäðîäèíàìèêå æèäêîãî
ãåëèÿ; Ñ. Ñ. Êóòàòåëàäçå, Ì. À. Ñòûðèêîâè÷à, Ì. Å. Äåé÷à è Ã. À. Ôè-
ëèïïîâà ïî ãàçîæèäêîñòíûì ñèñòåìàì; Í. Í. ßíåíêî, Ð. È. Ñîëîóõèíà ïî
ñâåðõçâóêîâûì äâóõôàçíûì òå÷åíèÿì; ß. È. Ôðåíêåëÿ, Â. Í. Íèêîëàåâ-
ñêîãî ïî äåôîðìèðîâàíèþ âîäîíàñûùåííûõ ãðóíòîâ; Â. Í. Äîðîâñêîãî ïî
ìîäåëÿì êîíòèíóàëüíîé òåîðèè ôèëüòðàöèè, íå èñïîëüçóþùèì çàêîí Äàð-
ñè; Ñ. Ê. Ãîäóíîâà ïî òåðìîäèíàìè÷åñêè ñîãëàñîâàííûì ìîäåëÿì ìíîãî-
ôàçíûõ ñðåä; K. Wilmanski ïî ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññîâ ñîðáöèè â äåôîð-
ìèðóåìîé ïîðèñòîé ñðåäå.

Âî âñåõ ýòèõ çàäà÷àõ èìåþòñÿ îòëè÷èòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûå
äåëàþò íåâîçìîæíûì åäèíûé ïîäõîä ê ìíîãîôàçíîìó ìîäåëèðîâàíèþ. Ïî-
ýòîìó â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ìíîãîôàç-
íûõ ñìåñåé. Âñå îíè ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ñëîæíûìè êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ, òàê è â îòíîøåíèè èõ èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çà-
äà÷.

Îäíà èç òàêèõ ìîäåëåé � ìîäåëü ôèëüòðàöèè äâóõ æèäêîñòåé â ïîðèñòîé
ñðåäå âîçíèêëà, â ïåðâóþ î÷åðåäü, â ñâÿçè ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà âûòåñíå-
íèÿ íåôòè èç ïëàñòà ñ ïîìîùüþ çàêà÷èâàíèÿ âîäû (ãàçà) èëè ñïåöèàëüíûõ
ðàñòâîðîâ. Ì. Ìàñêåò (M. Muskat, 1937) ïðåäëîæèë îáîáùèòü çàêîí Äàðñè
íà ñëó÷àé äâóõ íåñìåøèâàþùèõñÿ æèäêîñòåé. Â 1941 ãîäó Ì. Ëåâåðåòòîì
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(M. Leverett) áûëî ïðåäëîæåíî ó÷èòûâàòü ñêà÷îê äàâëåíèé íà ãðàíèöå ðàç-
äåëà æèäêîñòåé â âèäå íåêîòîðîé ôóíêöèè êàïèëëÿðíîãî äàâëåíèÿ, çàâè-
ñÿùåé îò íàñûùåííîñòè ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà îäíîé èç æèäêîñòåé (ôîð-
ìóëà Ëàïëàñà). Ïîëó÷åííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ôèëüòðàöèè ìíîãî-
ôàçíûõ æèäêîñòåé ïðèíÿòî íàçûâàòü ìîäåëüþ Ìàñêåòà �Ëåâåðåòòà. Èí-
òåíñèâíûå èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ôèëüòðàöèè íåñìåøèâàþùèõñÿ æèäêîñòåé
íà÷àëèñü â 50-õ ãîäàõ è ïðîäîëæàþòñÿ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè. Ðàçðàáîòêå
ôèçè÷åñêèõ îñíîâ è ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññîâ ñîâìåñò-
íîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòåé â ïîðèñòîé ñðåäå, à òàêæå èññëåäîâàíèþ ìà-
òåìàòè÷åñêîé êîððåêòíîñòè è ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ äâóõôàçíîé ôèëüòðàöèè ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ñ. Í. Àí-
òîíöåâà, Ã. È. Áàðåíáëàòòà, Ê. Ñ. Áàñíèåâà, Ý. À. Áîíäàðåíêî, Â. Â. Âåäåð-
íèêîâà, Â. Ë. Äàíèëîâà, Â .Ì. Åíòîâà, Þ. Ï. Æåëòîâà, À. Ô. Çàçîâñêîãî,
À. Í. Êîíîâàëîâà, Â. Í. Ìîíàõîâà, Â. Í. Íèêîëàåâñêîãî, Ñ. À. Õðèñòèàíî-
âè÷à, È. À. ×àðíîãî, Ì. È. Øâèäëåðà è äð.

Èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ êîððåêòíîñòè ìîäåëè Ìàñêåòà-Ëåâåðåòòà áûëî
íà÷àòî â ðàáîòàõ Ñ. Í. Àíòîíöåâà, Â. Í. Ìîíàõîâà è À. Í. Êîíîâàëîâà.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî âûáîðà èñêîìûõ ôóíê-
öèé óðàâíåíèÿ ìîäåëè Ìàñêåòà�Ëåâåðåòòà ïðåîáðàçóþòñÿ ê êâàçèëèíåé-
íîé ñèñòåìå ñîñòàâíîãî òèïà, âêëþ÷àþùåé îäíî ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîå
óðàâíåíèå è îäíî âûðîæäàþùååñÿ ïàðàáîëè÷åñêîå. Ïðåäâàðèòåëüíûé àíà-
ëèç ëèíåéíîé ìîäåëè áûë ïðîâåäåí À. Í. Êîíîâàëîâûì. Ã. Â. Àëåêñååâ è
Í. Â. Õóñíóòäèíîâà ðàññìîòðåëè îäíîìåðíóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ïðèâîäèòñÿ
ê îäíîìó âûðîæäàþùåìóñÿ ïàðàáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ (òåîðèÿ ãëîáàëü-
íûõ ñëàáûõ ðåøåíèé âûðîæäàþùèõñÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîñòðîå-
íà â ðàáîòàõ Î. À. Îëåéíèê, À. Ñ. Êàëàøíèêîâà, Ñ. Í. Êðóæêîâà, Å. Ñ. Ñà-
áèíèíîé, Þ. À. Äóáèíñêîãî, À. Â. Èâàíîâà, H. W. Alt, E. Di Benedetto,
Z. Chen è äð.). Â ðàáîòàõ Ñ. Í. Àíòîíöåâà, Â. Í. Ìîíàõîâà áûëî äîêàçàíî
ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ â òðåõìåðíîì íåñòàöèîíàðíîì è ñòà-
öèîíàðíîì ñëó÷àÿõ, à òàêæå óñòàíîâëåí îáîáùåííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà,
ïîçâîëèâøèé àïðèîðè êëàññèôèöèðîâàòü âñå çàäà÷è íà âûðîæäàþùèåñÿ
è ðåãóëÿðíûå. Ïîçäíåå áûëè èçó÷åíû äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà îáîá-
ùåííîãî ðåøåíèÿ äâóìåðíîé ðåãóëÿðíîé çàäà÷è. Èññëåäîâàíèþ äâóìåðíîé
ðåãóëÿðíîé çàäà÷è â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ãðóíòà òàêæå ïîñâÿùåíû ðàáîòû
Ñ. Í. Êðóæêîâà è Ñ. Ì. Ñóêîðÿíñêîãî, â êîòîðûõ äîêàçàíû òåîðåìû ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, îáîñíîâàí ïðèáëèæåí-
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íûé ìåòîä ðåøåíèÿ ïëîñêîé ðåãóëÿðíîé çàäà÷è è äàíà îöåíêà åãî ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè â äâóìåðíîì ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå ðåçóëüòà-
òû î ðàçðåøèìîñòè îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ èìåëè âïîëíå çàâåðøåííûé
õàðàêòåð, à èìåííî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äàëüíåéøàÿ ãëàäêîñòü íåñòàöèî-
íàðíûõ è ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ãëàäêîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ
ñèñòåìû è ãëàäêîñòüþ ãðàíèöû è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, òî â òðåõìåðíîì ðå-
ãóëÿðíîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìåëà ìåñòî ëèøü â �ìàëîì� ïî âðå-
ìåíè, ëèáî ïðè âñåõ êîíå÷íûõ t, íî ïðè óñëîâèè ìàëîñòè íåêîòîðûõ ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Ïîçäíåå, â ðàáîòàõ Ñ. Í. Àíòîíöåâà è
àâòîðà áûë ïðåäëîæåí ñïîñîá, ïîçâîëèâøèé èññëåäîâàòü äèôôåðåíöèàëü-
íûå ñâîéñòâà îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ òðåõìåðíîé çàäà÷è áåç ïðåäïîëîæåíèé
î ìàëîñòè.

Ìîäåëè òåïëîâîé ìíîãîôàçíîé ôèëüòðàöèè èñïîëüçóþòñÿ ïðè èññëå-
äîâàíèè ïðîöåññîâ òåïëîìàññîïåðåíîñà â ïðîìåðçàþùèõ è ïðîòàèâàþùèõ
ãðóíòàõ (Â. È. Âàñèëüåâ, À. Ì. Ìàêñèìîâ, Å. Å. Ïåòðîâ, Ã. Ã. Öûïêèí), ïðè
îöåíêå âêëàäà ñíåæíîãî ïîêðîâà â ôîðìèðîâàíèå ñòîêà íà ðå÷íîì âîäîñáî-
ðå (E. A. Anderson, Ë. Ñ. Êó÷ìåíò, Â. Í. Äåìèäîâ, Þ. Ã. Ìîòîâèëîâ), ïðè
ðàñïðîñòðàíåíèè çàãðÿçíåíèé â òàþùåì ñíåãå (A.C. Fowler). Îñîáåííîñòüþ
ýòèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûé ó÷åò ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ. Ñèñòåìàòè-
÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ êîððåêòíîñòè çàäà÷ òåïëîâîé ìíîãîôàçíîé ôèëüòðà-
öèè ñ ó÷åòîì ôàçîâûõ ïåðåõîäîì åùå íå ïðîâîäèëîñü. Ðàññìàòðèâàåìàÿ â
ãëàâå 3 íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè çàäà÷à òåïëîìàññîïåðåíîñà â òàþùåì ñíå-
ãå àêòóàëüíà â ñâÿçè ñ îöåíêîé âîäíîãî ñòîêà íà âîäîñáîðå, à òàêæå ïðè
îöåíêå ïåðåíîñà çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ.

Ïîñëå ðàáîòû Ë. Ä. Ëàíäàó è Å. Ì. Ëèâøèöà ïî ãèäðîäèíàìèêå æèäêîãî
ãåëèÿ àêòèâèçèðîâàëèñü ðàáîòû ïî ñîçäàíèþ ìîäåëåé, òî÷íåå ó÷èòûâàþ-
ùèõ íåîäíîðîäíûé õàðàêòåð ñîñòàâà ðåàëüíûõ ñðåä (â òîì ÷èñëå � ìîäåëåé
ôèëüòðàöèè, íå èñïîëüçóþùèõ ýìïèðè÷åñêèé çàêîí Äàðñè).

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü íåèçîòåðìè÷åñêîãî äâèæåíèÿ
äâóõôàçíîé ñìåñè â îòñóòñòâèå ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ è ñ ó÷åòîì ñêà÷êà äàâ-
ëåíèé (Õ. À. Ðàõìàòóëèí, Ð. È. Íèãìàòóëèí, Â. Í. Íèêîëàåâñêèé), ÿâ-
ëÿþùàÿñÿ îáîáùåíèåì ìîäåëè ôèëüòðàöèè Ìàñêåòà-Ëåâåðåòòà äâóõ âÿç-
êèõ íåñæèìàåìûõ íåñìåøèâàþùèõñÿ æèäêîñòåé. Âîïðîñ î êîððåêòíîñòè
íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ î äâèæåíèè äëÿ òàêèõ ìîäåëåé äâóõôàçíûõ ñìå-
ñåé æèäêîñòåé (ãàçîâ) èññëåäîâàí â çíà÷èòåëüíî ìåíüøåé ñòåïåíè ïî ñðàâ-
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íåíèþ ñ ìîäåëüþ Ìàñêåòà-Ëåâåðåòòà èëè ìîäåëüþ âÿçêîãî ãàçà. Ýòî ñâÿçà-
íî ñ ñóùåñòâåííûì óñëîæíåíèåì îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ (ìîäåëü óñëîæíÿ-
åòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ââåäåíèåì êîíöåíòðàöèè ôàçû, ñâÿçûâàþùåé èñòèííóþ
è òàê íàçûâàåìóþ ïðèâåäåííóþ ïëîòíîñòè). Îäíàêî èìååòñÿ ðÿä ìîäåëåé
ìíîãîôàçíûõ ñðåä, äëÿ êîòîðûõ óñòàíîâëåíû ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè.
Ýòî ìîäåëè ìíîãîêîìïîíåíòíîé áàðîòðîïíîé ñìåñè (àíàëîã ìíîãîêîìïî-
íåíòíîãî âÿçêîãî ãàçà, ïîíÿòèå êîíöåíòðàöèè ôàçû íå èñïîëüçóåòñÿ). Â
ðàáîòàõ À. Â. Êàæèõîâà, À. Í. Ïåòðîâà, Ã. Ã. Äîðîíèíà, Í. À. Ëàðüêè-
íà, À. Í. Êðàéêî äëÿ ýòèõ ìîäåëåé èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíî-
êðàåâûõ çàäà÷ è çàäà÷è Êîøè. Â ðàáîòàõ Î. Â. Âîèíîâà, Â. Â. Ïóõíà÷åâà è
À. Ã. Ïåòðîâîé ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè äëÿ óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ ýìóëüñèè â ïîëå ìèêðîóñêîðåíèé è òåðìîêàïèëëÿðíûõ
ñèë.

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ ïðîáëåìû ðàç-
ðåøèìîñòè íà÷àëüíî - êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé äâèæåíèé
äâóõôàçíûõ æèäêîñòåé (ãàçîâ).

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.
Ïðè âûâîäå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû èñïîëüçóþòñÿ èäåè è ìåòîäû òåî-

ðèè ôóíêöèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è
óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îáîñíîâàííîñòü è äîñòîâåðíîñòü íàó÷-
íûõ ïîëîæåíèé, âûâîäîâ è ðåêîìåíäàöèé äîñòèãàåòñÿ: èñïîëüçîâàíèåì îá-
ùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýâîëþöèîííûõ êðàåâûõ çàäà÷, èçëîæåííûõ, íàïðè-
ìåð, â ìîíîãðàôèÿõ Î. À. Ëàäûæåíñêîé, Æ. - Ë. Ëèîíñà, Ñ. Í. Àíòîíöåâà,
À. Â. Êàæèõîâà, Â. Í. Ìîíàõîâà; ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì ñóùåñòâîâà-
íèÿ îñíîâíûå óñèëèÿ ñîñðåäîòî÷åíû íà ïîëó÷åíèè àïðèîðíûõ îöåíîê, íà
îñíîâå êîòîðûõ ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ òåîðåì èç àíàëèçà (ìåòîä ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ïðèíöèï Áàíàõà äëÿ ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé
èëè ïðèíöèï Øàóäåðà äëÿ âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ) ëèáî ìåòîäîì
Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà ïîêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷; ôîðìóëèðîâêà ðå-
çóëüòàòîâ ðàáîòû â âèäå ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðåì, êîòîðûå ñîïðîâîæäàþòñÿ
ñòðîãèìè äîêàçàòåëüñòâàìè.

Öåëü ðàáîòû. Ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïðîáëåìû î ðàçðåøèìî-
ñòè íà÷àëüíî - êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé äâóõôàçíûõ ñìåñåé
æèäêîñòåé (ãàçîâ) â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ îðè-
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ãèíàëüíûìè êàê â òåîðåòè÷åñêîì, òàê è â ïðàêòè÷åñêîì àñïåêòàõ. Âïåðâûå
äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíûõ è êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé �â öå-
ëîì� ïî âðåìåíè è âõîäíûì äàííûì äëÿ ðåãóëÿðíûõ óðàâíåíèé ìíîãîìåð-
íîé ôèëüòðàöèè äâóõ íåñìåøèâàþùèõñÿ íåñæèìàåìûõ æèäêîñòåé (ìîäåëü
Ìàñêåòà � Ëåâåðåòòà). Ðàññìîòðåíû ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷
ôèëüòðàöèè è äàíû îöåíêè ñêîðîñòè èõ ñõîäèìîñòè. Â ðàìêàõ ìîäåëè Ìàñ-
êåòà � Ëåâåðåòòà èññëåäîâàíà àâòîìîäåëüíàÿ çàäà÷à ñ ôàçîâûì ïåðåõîäîì.

Âïåðâûå ïðåäïðèíÿòî ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå óðàâíåíèé îäíîìåðíî-
ãî íåèçîòåðìè÷åñêîãî äâèæåíèÿ äâóõôàçíîé ñìåñè â îòñóòñòâèå ôàçîâûõ
ïåðåõîäîâ è ñ ó÷åòîì ñêà÷êà äàâëåíèé. Ïðîâåäåí àíàëèç ðàçðåøèìîñòè íà-
÷àëüíî � êðàåâûõ çàäà÷ è äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé â
ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ. Òåîðå-
òè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî:

� äîêàçàíà ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü ïðîñòðàíñòâåííîé íåñòàöèîíàð-
íîé ðåãóëÿðíîé çàäà÷è äâóõôàçíîé èçîòåðìè÷åñêîé ôèëüòðàöèè (ìîäåëü
Ìàñêåòà - Ëåâåðåòòà) â êëàññàõ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà è Ãåëüäåðà; ðàññìîòðåíû
ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé ðåãóëÿðíîé çàäà÷è èçî-
òåðìè÷åñêîé äâóõôàçíîé ôèëüòðàöèè è óñòàíîâëåíû îöåíêè ñêîðîñòè èõ
ñõîäèìîñòè;

� äîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé ïðîñòðàíñòâåí-
íîé íåñòàöèîíàðíîé âûðîæäàþùåéñÿ çàäà÷è äâóõôàçíîé èçîòåðìè÷åñêîé
ôèëüòðàöèè; ðàññìîòðåí ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé
âûðîæäàþùåéñÿ çàäà÷è èçîòåðìè÷åñêîé äâóõôàçíîé ôèëüòðàöèè è äàíà
îöåíêà ñêîðîñòè åãî ñõîäèìîñòè;

� äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î äâèæåíèè
êîíñåðâàòèâíîé ïðèìåñè â òàþùåì ñíåãå; óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåøåíèå îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì êîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé;

� äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ ïî âðåìåíè îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü â êëàññå
ñèëüíûõ è êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è î íåñòàöèîíàðíîì íåèçîòåðìè÷å-
ñêîì îäíîìåðíîì äâèæåíèè äâóõôàçíîé ñìåñè âÿçêèõ íåñæèìàåìûõ æèä-
êîñòåé; äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü �â ìàëîì� ïî íà÷àëüíûì äàííûì çàäà÷è î
íåñòàöèîíàðíîì èçîòåðìè÷åñêîì îäíîìåðíîì äâèæåíèè äâóõôàçíîé ñìåñè
âÿçêèõ íåñæèìàåìûõ æèäêîñòåé; ðàññìîòðåí ïðèìåð î ðàçðåøèìîñòè �â
öåëîì�;

� äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü â êëàññå îáîáùåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è î íåñòà-
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öèîíàðíîì íåèçîòåðìè÷åñêîì îäíîìåðíîì äâèæåíèè äâóõôàçíîé ñìåñè
âÿçêèõ íåñæèìàåìûõ æèäêîñòåé;

� äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ ïî âðåìåíè òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé íåèçîòåðìè÷åñêîé îäíîìåðíîé çàäà÷è î äâèæåíèè
ñìåñè òâåðäûõ ÷àñòèö è ñæèìàåìîãî èäåàëüíîãî ãàçà; â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé
òåìïåðàòóðû ñðåäû äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü â êëàññå ñèëüíûõ ðåøåíèé �â
öåëîì�;

� ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð,
îíè ìîãóò ñëóæèòü îáîñíîâàíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî -
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äâóõôàçíûõ ñìåñåé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè áûëè äîëîæåíû
íà:

� Âñåñîþçíîé øêîëå-ñåìèíàðå ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè (Êåìåðîâî, 1986; Áàðíàóë, 1989);

� ñèáèðñêîé êîíôåðåíöèè ïî íåêëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêè (Íîâîñèáèðñê, 1995);

� ñèáèðñêîé øêîëå - ñåìèíàðå "Ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû ìåõàíèêè
ñïëîøíûõ ñðåä"(Íîâîñèáèðñê, 1997);

� ñèáèðñêîì êîíãðåññå �ÈÍÏÐÈÌ-98�, (Íîâîñèáèðñê, 1998);

� Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè �Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ìåõàíèêå ïðè-
ðîäíûõ ñðåä è ýêîëîãèè� (Áàðíàóë, 2002);

� Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè �Çàäà÷è ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè; òåî-
ðèÿ, ýêñïåðèìåíò, ïðèëîæåíèÿ� (Áèéñê, 2005, 2008);

� ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, òåîðèÿ
ôóíêöèé è ïðèëîæåíèÿ�, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ
àêàäåìèêà È. Í. Âåêóà (Íîâîñèáèðñê, 2007);

� ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ôóíê-
öèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé�, ïîñâÿùåííîé 100-
ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Ñ. Ë. Ñîáîëåâà (Íîâîñèáèðñê,
2008);

� Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè �Ìàòåìàòèêà â ïðèëîæåíèÿõ�, ïðèóðî-
÷åííîé ê 80-ëåòèþ àêàäåìèêà Ñ. Ê. Ãîäóíîâà (Íîâîñèáèðñê, 2009);

� Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè �Óñïåõè ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä�, ïðè-
óðî÷åííîé ê 70-ëåòèþ àêàäåìèêà Â. À. Ëåâèíà (Âëàäèâîñòîê, 2009);
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� ðåãèîíàëüíûõ êîíôåðåíöèÿõ �Ìàòåìàòèêà Àëòàéñêîãî êðàÿ� (Áàðíà-
óë, 1998 � 2010);

� ñåìèíàðå Áåëãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà (Áåëãîðîä, 2009) ïîä ðóêî-
âîäñòâîì ïðîôåññîðà À. Ì. Ìåéðìàíîâà;

� ñåìèíàðå ÈÂÌ ÑÎ ÐÀÍ (Êðàñíîÿðñê, 2010) ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåñ-
ñîðà Â. Ê. Àíäðååâà;

� ñåìèíàðå ÈÃ ÑÎ ÐÀÍ (Íîâîñèáèðñê, 20010) ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåñ-
ñîðà Â. Â. Øåëóõèíà;

� ñåìèíàðå Êåìåðîâñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà (Êåìåðîâî, 2010) ïîä ðóêî-
âîäñòâîì ïðîôåññîðà Í. À. Êó÷åðà.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû àâòîðîì è
îïóáëèêîâàíû â 22 ðàáîòàõ. Èç íèõ 10 ðàáîò � â æóðíàëàõ èç ñïèñêà èç-
äàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ äëÿ îïóáëèêîâàíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ
äîêòîðñêèõ äèññåðòàöèé. Â ãëàâó 2 âîøëè ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ñîàâ-
òîðñòâå ñ Ñ. Í. Àíòîíöåâûì. Èç ñîäåðæèìîãî îñòàëüíûõ ñîâìåñòíûõ ïóá-
ëèêàöèé â äèññåðòàöèþ âîøëè òîëüêî ðåçóëüòàòû, ïðèíàäëåæàùèå àâòîðó.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè
ãëàâ, ðàçäåëåííûõ íà 23 ïàðàãðàôà, ïðèëîæåíèÿ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëè-
òåðàòóðû. Îáúåì ðàáîòû � 255 ñòðàíèö, áèáëèîãðàôèÿ - 304 íàèìåíîâàíèÿ.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, äàåòñÿ
îáçîð ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ èçó÷àåìûõ ïðîáëåì è ïðèâîäèòñÿ êðàòêîå
èçëîæåíèå äèññåðòàöèè.

Â ãëàâå 1 ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå èçâåñòíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ôóíê-
öèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå
èñïîëüçóþòñÿ â ïðîöåññå èññëåäîâàíèé.
Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êîððåêòíîñòè íà÷àëüíî-êðàåâûõ

çàäà÷ äëÿ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé ôèëüòðàöèè äâóõ íåñìåøèâàþùèõñÿ
íåñæèìàåìûõ æèäêîñòåé (ïëîòíîñòè ρ0

1, ρ
0
2 ïîñòîÿííû) ïðè ïîñòîÿííîé òåì-

ïåðàòóðå â ïîòîêå è â îòñóòñòâèå ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ (ìîäåëü Ìàñêåòà-
Ëåâåðåòòà).
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Â îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ëåæàò óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ìàññû
êàæäîé ôàçû

∂mρ0
i si

∂t
+∇ · (ρ0

i~vi) = 0, i = 1, 2, (1)

s1 + s2 = 1, 0 < s0
i ≤ si ≤ 1− s0

j < 1, i 6= j, (2)

è îáîáùåííûé çàêîí Äàðñè

~vi = −K0
k0i

µi
(∇pi + ρ0

i~g), i = 1, 2. (3)

Çäåñü pi, ~vi, si � ñîîòâåòñòâåííî èñêîìûå äàâëåíèÿ, ñêîðîñòè ôèëüòðà-
öèè (ñâÿçàííûå ñî ñêîðîñòÿìè ~ui äâèæåíèÿ ÷àñòèö æèäêîñòåé ôîðìóëîé
~vi = msi~ui) è íàñûùåííîñòè â êàæäîé ôàçå; m � ïîðèñòîñòü, K0 � òåíçîð
ôèëüòðàöèè, k0i � îòíîñèòåëüíûå ôàçîâûå ïðîíèöàåìîñòè, µi � êîýôôè-
öèåíòû äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè, s0

i � çíà÷åíèÿ îñòàòî÷íûõ íàñûùåííîñòåé,
ïðè äîñòèæåíèè êîòîðûõ äâèæåíèå ôàçû ïðåêðàùàåòñÿ (k0i(s

0
i ) = 0). Ôà-

çîâûå äàâëåíèÿ pi ðàçëè÷àþòñÿ íà âåëè÷èíó êàïèëëÿðíîãî ñêà÷êà pc(x, s1),
ÿâëÿþùåãîñÿ óáûâàþùåé ôóíêöèåé s1

p2 − p1 = pc(x, s1),
∂pc

∂s1
< 0. (4)

Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷è î ôèëüòðàöèè äâóõôàçíîé æèä-
êîñòè. Äóãëàñîì, Ïèñìåíîì è Ðýêôîðäîì â êà÷åñòâå èñêîìûõ áðàëèñü ïî-
òåíöèàëû Φi = pi + ρigh, (~g = g∇h). Òåìè æå àâòîðàìè èñïîëüçîâàëèñü
ïåðåìåííûå P = (Φ1+Φ2)/2 è R = (Φ1−Φ2)/2. Â ïëîñêîì ñëó÷àå À. Í. Êî-
íîâàëîâó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è â ïåðåìåííûõ s1 è ψ (ψ � ôóíê-
öèÿ òîêà ñóììàðíîãî òå÷åíèÿ). Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ïðè êà÷åñòâåííîì
èññëåäîâàíèè ñèñòåìû (1) � (4) îêàçàëîñü èñïîëüçîâàíèå Ñ. Í. Àíòîíöå-
âûì è Â. Í. Ìîíàõîâûì â êà÷åñòâå èñêîìûõ ôóíêöèé íàñûùåííîñòè s è
�ïðèâåäåííîãî� äàâëåíèÿ p:

s = (s1 − s0
1)λ, λ = (1− s0

1 − s0
2)
−1, s ∈ [0, 1],

p = p1 +

1∫
s

∂pc

∂ξ

k02

(k01 + k02)
dξ + ρ0

1gh.

Ïðè òàêîé çàìåíå ñèñòåìà (1) � (4) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîé
ñèñòåìå äëÿ s è p:

m
∂s

∂t
= div(K0a∇s+K1∇p+ ~f0) ≡ −div~v1(s, p), (5)
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div(K∇p+ ~f) ≡ −div~v = 0. (6)

Êîýôôèöèåíòû ïîñëåäíåé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèîíàëüíûå ïàðàìåòðû
èñõîäíîé ñèñòåìû, ïðè÷åì

m = mλ > 0, a = −∂pc

∂s

k01k02

k
, K = K0k, k = k01 + k02, k0i =

k0i

µi
.

Òåíçîð ôèëüòðàöèè K0(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì è ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûì. Ôàçîâûå ïðîíèöàåìîñòè k0i íåîòðèöàòåëüíû è èõ ñóììà k
ïîëîæèòåëüíà.Ïîýòîìó a(x, s) > 0 ïðè s ∈ (0, 1) è a(x, 0) = a(x, 1) = 0, ò.å.
ñèñòåìà (5), (6) ñîñòîèò èç ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ p è
âûðîæäàþùåãîñÿ ïðè s = 0 è s = 1 ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ s.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ èññëåäîâàíèÿ âçÿòà ñëåäóþùàÿ
ôèçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà: ôèëüòðàöèÿ íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè ïðîèñõîäèò â
êîíå÷íîé ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè Ω ïåðåìåííîãî x = (x1, x2, x3), ãðàíèöà S
êîòîðîé ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ è íåñâÿçíûõ êîìïîíåíò,
à (0, T ) - ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé èíòåðâàë èçìåíåíèÿ âðåìåíè è QT =
Ω× (0, T ), ST = S × (0, T ). Óðàâíåíèÿ (5), (6) äîïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè è
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

p = p0(x, t), s = s0(x, t), (x, t) ∈ S2T , (7)

~v · ~n = Q(x, t), ~v1 · ~n = b(s)Q(x, t), (x, t) ∈ S1T , (8)

s(x, 0) = s0(x, 0), x ∈ Ω. (9)

Çäåñü S1 ∪ S2 = S, b(s) = k01k
−1, à ~n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå S. Â

òîì ñëó÷àå, êîãäà S ≡ S1, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñìåñè â îáëàñòè Ω ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùåìó íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ∫

Ω

p(x, t)dx =

∫
S

Q(x, t)dγ = 0, t ∈ [0, T ]. (10)

Îòìåòèì, ÷òî â çàäà÷àõ î âûòåñíåíèè íåôòè âîäîé, ó÷àñòîê S ãðàíèöû S1

ñîîòâåòñòâóåò ýêñïëóàòàöèîííûì è íàãíåòàòåëüíûì ñêâàæèíàì ñ èçâåñò-
íûì ðàñõîäîì ñìåñè Q, à òàêæå ó÷àñòêàì íåïðîòåêàíèÿ So ⊂ S1 (ò.å. â (8)
ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî Q = 0 íà S0). Ó÷àñòîê S2 îòâå÷àåò çàäàííûì ãðà-
íèöàì ñ íåîäíîðîäíîé íåïîäâèæíîé æèäêîñòüþ (íàïðèìåð, ñ âîçäóõîì íà
êðîâëå íåôòÿíîãî ïëàñòà èëè ñ ãðóíòîâûìè âîäàìè íà åãî ïîäîøâå).
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Â ñëó÷àå, åñëè 0 < s(x, t) < 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, a(x, s) > 0, çàäà÷à
(5) � (10) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé. Åñëè æå s(x, t) ìîæåò äîñòèãàòü çíà-
÷åíèé s = 0, s = 1, òî çàäà÷à íàçûâàåòñÿ âûðîæäàþùåéñÿ (ýòè ñâîéñòâà
îáåñïå÷èâàþòñÿ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà, óñòàíîâëåííûì â ðàííèõ ðàáîòàõ
Ñ. Í. Àíòîíöåâà è Â. Í. Ìîíàõîâà).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 2 ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ
ñèëüíîãî è êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèé è îáîñíîâàíèå ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ ðåãóëÿðíîé çàäà÷è. Â ñëó÷àå âûðîæäåíèÿ äëÿ îáîáùåííîãî ðå-
øåíèÿ óñòàíîâëåíà óñòîé÷èâîñòü ïî íà÷àëüíûì äàííûì, åäèíñòâåííîñòü è
îáîñíîâàí ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ.

Â ï. 2.1 äàåòñÿ ïîñòàíîâêà îñíîâíîé êðàåâîé çàäà÷è ôèëüòðàöèè äâóõ
íåñìåøèâàþùèõñÿ íåñæèìàåìûõ æèäêîñòåé è ôîðìóëèðóþòñÿ èñïîëüçó-
åìûå â äàëüíåéøåì èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ðåãóëÿðíûõ è âûðîæäà-
þùèõñÿ çàäà÷ ôèëüòðàöèè, óñòàíîâëåííûå â ðàáîòàõ Ñ. Í. Àíòîíöåâà è
Â. Í. Ìîíàõîâà, Ñ. Í. Êðóæêîâà è Ñ. Ì. Ñóêîðÿíñêîãî, à òàêæå ôîðìó-
ëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû. Òåîðåìà 2.1.1 ñîäåðæèò ðåçóëüòàò
Ñ. Í. Àíòîíöåâà è Â. Í. Ìîíàõîâà î ñóùåñòâîâàíèè îáîáùåííûõ ðåøåíèé
ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è ôèëüòðàöèè.

Â ï. 2.2 èçó÷àåòñÿ ñôîðìóëèðîâàííàÿ â ï. 2.1 çàäà÷à ïðè çàäàííîì
ðàñïðåäåëåíèè íàñûùåííîñòè. Òåîðåìû 2.2.1 è 2.2.2 ñîäåðæàò ðåçóëüòàòû
Ñ. Í. Àíòîíöåâà è Â. Í. Ìîíàõîâà î äèôôðåðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâàõ �ïðè-
âåäåííîãî� äàâëåíèÿ p(x, t) è, â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâî ãåëüäåðîâñêîé íåïðå-
ðûâíîñòè p ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü
p, óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ðÿäà ëåìì ïîäãîòîâèòåëüíîãî õàðàê-
òåðà. Ïîëó÷åííûå çäåñü àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ �ïðèâåäåííîãî� äàâëåíèÿ
èñïîëüçóþòñÿ â äàëüíåéøåì ïðè ðàññìîòðåíèè ñîâìåñòíîé çàäà÷è.

Â ïóíêòå 2.3 äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñèëüíîãî ðåøåíèÿ �â öåëîì� (òåî-
ðåìà 2.1.2) , ÷òî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû
Ñ. Í. Àíòîíöåâà è Â. Í. Ìîíàõîâà, â êîòîðîé àíàëîãè÷íîå ðåøåíèå ïîëó÷å-
íî �â ìàëîì�. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ
ñèëüíîãî ðåøåíèÿ, â îòëè÷èè îò ðàáîòû Ñ. Í. Àíòîíöåâà è Â. Í. Ìîíàõîâà,
íå èñïîëüçóåò íåïðåðûâíîñòü íàñûùåííîñòè.

Â ï. 2.4 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
ïðîñòðàíñòâåííîé ðåãóëÿðíîé çàäà÷è ôèëüòðàöèè è èññëåäóåòñÿ åãî äàëü-
íåéøàÿ ãëàäêîñòü (òåîðåìû 2.1.3, 2.1.4). Îñíîâîé äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåî-
ðåìû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå îöåíêè ïîñòîÿííîé Ãåëüäåðà íàñûùåííîñòè �â öå-
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ëîì� ïî âðåìåíè. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ýòà îöåíêà, ââèäó ñâîéñòâ �ïðèâåäåí-
íîãî� äàâëåíèÿ, ñëåäóåò èç èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ïà-
ðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì. íàïðèìåð, ìîíîãðàôèþ Î. À. Ëàäûæåíñêîé,
Â. À. Ñîëîííèêîâà è Í. Í. Óðàëüöåâîé). Â òðåõìåðíîì æå ñëó÷àå íåïîñðåä-
ñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ óêàçàííûìè ðåçóëüòàòàìè óæå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âîçìîæíûì, ââèäó ñèëüíîé íåëèíåéíîé ñâÿçè óðàâíåíèé. Ïîýòîìó ïðåäëà-
ãàåòñÿ èíîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ||s||Cα(QT ), îñíîâàííûé íà èñïîëüçî-
âàíèè íåïðåðûâíîñòè p è ñîâìåñòíîì ðàññìîòðåíèè óðàâíåíèé äëÿ s è p.
Óêàçàííûé ñïîñîá ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó ||s||Cα(QT ) ïðè ëþáîì ÷èñ-
ëå ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, à òàêæå äëÿ ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêèõ
ñèñòåì áîëåå îáùåãî âèäà.

Â ï. 2.5 äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé çà-
äà÷è ôèëüòðàöèè (òåîðåìà 2.1.5) è ïîêàçàíî, ÷òî äàëüíåéøàÿ åãî ãëàäêîñòü
îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ãëàäêîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû, à òàêæå ãëàäêî-
ñòüþ ãðàíèöû è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (òåîðåìû 2.1.6, 2.1.7). Íà îñíîâå ýòîé
òåîðåìû ðàññìîòðåíû äâà ïðèáëèæåííûõ ìåòîäà ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ ðåãóëÿðíûõ çàäà÷ è îöåíåíà èõ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Â êàæäîì èç
ìåòîäîâ íà ïðîìåæóòî÷íîì øàãå ðåøàåòñÿ ëèíåéíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ
çàäà÷à, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà ðàçíîñòíîé. Äëÿ ðåøåíèé
ðàçíîñòíûõ ñõåì òàêæå óñòàíîâëåíû îöåíêè ñêîðîñòè èõ ñõîäèìîñòè ê ðå-
øåíèþ èñõîäíûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (òåîðåìà 2.1.8).

Â ï. 2.6 èçó÷àåòñÿ �ñëàáî� âûðîæäàþùàÿñÿ çàäà÷à, à èìåííî ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî êîýôôèöèåíò a(x, s) â ïàðàáî-
ëè÷åñêîì óðàâíåíèè (5) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñóììèðóåì ñ íåêîòî-
ðîé îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíüþ−q. Òîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ
óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû âûðîæäàþùåãîñÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ïðè âñåõ êîíå÷íûõ t > 0 ôóíêöèÿ [a(x, t)]−1 ïðèíàäëåæèò Lq(Ω) (òåîðåìà
2.1.9). Íà îñíîâå ýòîé îöåíêè äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ïî íà-
÷àëüíûì äàííûì è åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé (òåîðåìà 2.1.10),
à òàêæå óñòàíàâëèâàåòñÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðåøåíèé ε - ðåãó-
ëÿðèçîâàííîé çàäà÷è ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ èñõîäíîé (òåîðåìà 2.1.11).
Ðàññìîòðåí ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ âûðîæäàþùåéñÿ çàäà÷è è îöå-
íåíà åãî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè (òåîðåìà 2.1.12). Ïðè ïîëó÷åíèè ýòèõ ðåçóëü-
òàòîâ èñïîëüçóþòñÿ ïîëó÷åííûå àâòîðîì ãëîáàëüíûå àïðèîðíûå îöåíêè
ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèé âûðîæäàþùèõñÿ êâàçèëèíåéíûõ ïàðàáî-
ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
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Â òðåòüåé ãëàâå íà îñíîâå ìîäåëè Ìàñêåòà�Ëåâåðåòòà ðàññìàòðèâàåòñÿ
çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè çàãðÿçíåíèé â òàþùåì ñíåãå. Ñíåã ðàññìàòðèâà-
åòñÿ êàê ïîðèñòàÿ ñðåäà, òâåðäûé êàðêàñ êîòîðîé ñîñòàâëÿþò íåïîäâèæíûå
÷àñòè÷êè ëüäà. Â ïðîöåññå òàÿíèÿ â ïîðèñòîé ñðåäå ïðîèñõîäèò ñîâìåñòíîå
äâèæåíèå âîäû è âîçäóõà, ò.å. ñíåã ÿâëÿåòñÿ òðåõôàçíîé ñðåäîé, ñîñòîÿùåé
èç âîäû (i = 1), âîçäóõà (i = 2) è ëüäà (i = 3). Äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâî-
âàíèÿ àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ òèïà ïðîñòîé âîëíû (òåîðåìà 3.1.1.). Óñòà-
íîâëåíî, ÷òî ðåøåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ âîçìóùåíèé. Âàæíîñòü ïîäîáíûõ èññëåäîâàíèé îòìå÷àë ïðîôåññîð
Â. È. Þäîâè÷ â ðàáîòå �Îäèííàäöàòü âåëèêèõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷åñêîé
ãèäðîäèíàìèêè� � ïðîáëåìà G1: ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñïëîø-
íûõ ñðåä, âêëþ÷àþùèå ôàçîâûå ïåðåõîäû (êèïÿùàÿ âîäà, ñåãíåòîýëåêòðè-
êè, êîòîðûå ìîãóò ïðåâðàùàòüñÿ â äèýëåêòðèêè, æèäêèå êðèñòàëëû).

Â ï. 3.1 äàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î äâèæåíèè âîäû è âîçäóõà â òàþùåì
ñíåãå. Â îñíîâó ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîëîæåíû óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ
ìàññû äëÿ êàæäîé èç ôàç ñ ó÷åòîì ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ

∂ρi

∂t
+ div(ρi~ui) =

3∑
j=1

Iji, i = 1, 2, 3, Iji = −Iij,
3∑

i,j=1

Iij = 0,

óðàâíåíèÿ äâóõôàçíîé ôèëüòðàöèè Ìàñêåòà-Ëåâåðåòòà äëÿ âîäû è âîçäóõà

~vi = −K0
koi

µi
(∇pi + ρ0

i~g), i = 1, 2, p2 − p1 = pc(s1, θ),
2∑

i=1

si = 1,

è óðàâíåíèå òåïëîâîãî áàëàíñà ñíåãà (â ïðåíåáðåæåíèè ñóáëèìàöèåé è îá-
ìåíîì ìàññàìè ìåæäó âîäîé è âîçäóõîì):

(
3∑

i=1

ρ0
i ciαi)

∂θ

∂t
+ (

2∑
i=1

ρ0
i ci~vi)∇θ = div(λc∇θ) + ν

∂ρ0
3α3

∂t
.

Çäåñü Iji � èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà ìàññû èç j-é â i-þ ñîñòàâëÿþùóþ â
åäèíèöå îáúåìà â åäèíèöó âðåìåíè; ρi = αiρ

0
i (α1 = ms1, α2 = ms2 α3 =

1 −m); m � ïîðèñòîñòü ñíåãà; s1, s2 � íàñûùåííîñòè âîäû è âîçäóõà; θ �
òåìïåðàòóðà ñðåäû (θi = θ, i = 1, 2, 3); ci = const > 0 � òåïëîåìêîñòü i-é
ôàçû ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå; ν = const > 0 � óäåëüíàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ
ëüäà; λc � òåïëîïðîâîäíîñòü ñíåãà.
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Ýòà ñèñòåìà äîïîëíÿåòñÿ ãèïîòåçàìè ~u3 = 0 (÷àñòèöû ëüäà íåïîäâèæíû,
ñòðóêòóðà ëüäà êàê ñïëîøíîé ñðåäû íå óòî÷íÿåòñÿ), I12 = 0, I23 = 0,
I31 = I31(θ), ρ

0
i = ρ0

i (θ), i = 1, 2, 3.
Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ si, θ, pi è ~vi ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó î äâèæåíèè

êîíñåðâàòèâíîé ïðèìåñè, îáóñëîâëåííîì ïåðåíîñîì âîäíîé ôàçîé è äèô-
ôóçèåé. Ýòîò ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè:

S +
∂

∂t
(ms1σ) + div(σ~v1 −D∇σ) = 0.

Çäåñü σ � êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè, ~v1 � ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè âîäû, S � èñ-
òî÷íèê, ó÷èòûâàþùèé âîçìîæíîå îòëîæåíèå (ïîñòóïëåíèå) ïðèìåñè. Äëÿ
D è S èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè: D = η+λ0|~v1|, η = const > 0
� êîýôôèöèåíò ìîëåêóëÿðíîé äèôôóçèè, λ0 = const > 0 � ïàðàìåòð äèñ-
ïåðñèè; S = −Γs1(σ∗ − σ), Γ = const > 0, σ∗ = const ∈ [0, 1].

Â ï. 3.2 èçó÷àåòñÿ ñôîðìóëèðîâàííàÿ â ïóíêòå 3.1 çàäà÷à â àâòîìîäåëü-
íîé ïîñòàíîâêå. Äëÿ ñêîðîñòåé ôèëüòðàöèè âîäû è âîçäóõà ïîëó÷åíû êî-
íå÷íûå ôîðìóëû, äëÿ òåìïåðàòóðû è äàâëåíèé � ïðåäñòàâëåíèÿ. Íàñûùåí-
íîñòü âîäû íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ âûðîæäåíèåì íà ðåøåíèè. Îñî-
áåííîñòüþ èñõîäíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü îáîñíîâà-
íèÿ äëÿ íàñûùåííîñòè âîäû åùå è óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè (s1(−∞) = 0).
Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ òðóäíîñòåé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ε - ðåãóëÿðèçàöèè è
óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâîéñòâî êîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé
(ëåììà 3.2.3). Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à. Ïðè êàæ-
äîì ε > 0 ëîêàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè ñëåäóåò èç òåîðåìû Ïè-
êàðà. Â ñèëó äîêàçàííîãî â ëåììå 3.2.2 ôèçè÷åñêîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà
äëÿ íàñûùåííîñòè ëîêàëüíîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà ëþáîé
êîíå÷íûé èíòåðâàë. Êðîìå òîãî, èìåÿ ðàâíîìåðíûå ïî ε îöåíêè, íà îñíî-
âå òåîðåìû Àðöåëà ìîæíî îñóùåñòâèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè ε → 0.
Çàòåì ñâîéñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ íàñûùåííîñòè óòî÷íÿþòñÿ äëÿ òàêîãî
èíòåðâàëà, íà êîòîðîì ñòðóêòóðà ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ íàñûùåí-
íîñòè ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñâîéñòâî êîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîçìóùåíèé (ëåììà 3.2.3). Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò òåîðå-
ìû 3.1.1.

Â ï. 3.3 äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î äâè-
æåíèè äèíàìè÷åñêè íåéòðàëüíîé ïðèìåñè â òàþùåì ñíåãå. Óñòàíîâëåí ôè-
çè÷åñêèé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ êîíöåíòðàöèè (òåîðåìà 3.1.2.).
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Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äëÿ îäíîìåðíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è î äâè-
æåíèè äâóõôàçíîé òåïëîïðîâîäíîé ñìåñè âÿçêèõ íåñæèìàåìûõ æèäêîñòåé
äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñèëüíîãî è êëàññè÷åñêîãî
ðåøåíèé �â ìàëîì� ïî âðåìåíè. Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðû ñðåäû
óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü �â ìàëîì� ïî íà÷àëüíûì äàííûì è ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ïðèìåð ðàçðåøèìîñòè �â öåëîì�.

Â ï. 4.1 äàþòñÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷ è ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòà-
òû, à òàêæå èçëàãàåòñÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé.

Ìîäåëü îäíîìåðíîãî íåèçîòåðìè÷åñêîãî äâèæåíèÿ äâóõôàçíîé ñìåñè
íåñæèìàåìûõ ôàç â îòñóòñòâèå ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ è ñ ó÷åòîì ñêà÷êà äàâ-
ëåíèé èìååò âèä

∂(ρ0
i si)

∂t
+

∂

∂x
(ρ0

i sivi) = 0, i = 1, 2, (11)

ρ0
i si

(
∂vi

∂t
+ vi

∂vi

∂x

)
− ∂

∂x

(
µi si

∂vi

∂x

)
= −si

∂pi

∂x
+ ϕi + ρ0

i sig, (12)

s1 + s2 = 1, ϕ1 = K(v2 − v1), ϕ2 = −ϕ1, p2 − p1 = pc(s1, θ), (13)

2∑
i=1

ciρ
0
i si(

∂θ

∂t
+ vi

∂θ

∂x
) =

∂

∂x
(χ
∂θ

∂x
). (14)

Çäåñü (x, t) � ýéëåðîâû êîîðäèíàòû, x ∈ Ω = {x | 0 < x < 1},
t ∈ I = {t | 0 < t < T = const > 0}; vi, si, pi � ñîîòâåòñòâåííî ñêîðîñòü,
îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ è äàâëåíèå i-é ôàçû; θ � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòó-
ðà ñðåäû (θ1 = θ2 = θ); g � âíåøíÿÿ ñèëà; ïîñòîÿííûå ρ0

i > 0, µi > 0,
ci > 0 � ñîîòâåòñòâåííî èñòèííàÿ ïëîòíîñòü, êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé
âÿçêîñòè è òåïëîåìêîñòü i-é ôàçû ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå; êîýôôèöèåíò
âçàèìîäåéñòâèÿ ôàç K(s1), êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ñìåñè χ(s1)
è ðàçíîñòü äàâëåíèé pc(s1, θ) � çàäàííûå ôóíêöèè. Èñêîìûìè ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèè (si(x, t), vi(x, t), pi(x, t), θ(x, t)).

Cëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âîçíèêàåò ïðè
ìîäåëèðîâàíèè ñîâìåñòíîãî äâèæåíèÿ íåñìåøèâàþùèõñÿ æèäêîñòåé â ïî-
ðèñòîé ñðåäå è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìîäåëè ôèëüòðàöèè
Ìàñêåòà-Ëåâåðåòòà äâóõ âÿçêèõ íåñæèìàåìûõ íåñìåøèâàþùèõñÿ æèäêî-
ñòåé. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèñòåìû (11) � (14) äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ôèëü-
òðàöèè äâóõ íåñìåøèâàþùèõñÿ æèäêîñòåé â íåäåôîðìèðóåìîé ïîðèñòîé
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ñðåäå íóæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàñûùåííàÿ äâóõôàçíîé æèäêîñòüþ ïîðè-
ñòàÿ ñðåäà ÿâëÿåòñÿ òðåõôàçíîé ñèñòåìîé, ñîñòîÿùåé èç ïîðèñòîé íåäåôîð-
ìèðóåìîé ìàòðèöû, îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ êîòîðîé ðàâíà s3 = 1−m (m
� ïîðèñòîñòü, v3 = 0) è äâóõ âçàèìîïðîíèêàþùèõ æèäêîñòåé ñ îáúåìíûìè
êîíöåíòðàöèÿìè s1 = ms è s2 = m(1 − s), ãäå s � ôàçîâàÿ íàñûùåííîñòü
ïåðâîé æèäêîñòüþ ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà (

∑3
j=1 sj = 1).

Äëÿ ñèñòåìû (11) � (14) ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

vi(x, t)
∣∣
t=0= v0

i (x), s1(x, t)
∣∣
t=0= s0(x),

θ(x, t)
∣∣
t=0= θ0(x), x ∈ [0, 1].

(15)

Íà ãðàíèöàõ x = 0, x = 1 çàäàíû òåïëîâîé ðåæèì è ñêîðîñòè

∂θ(x,t)
∂x

∣∣
x=0= 0, vi(x, t)

∣∣
x=0= 0,

∂θ(x,t)
∂x

∣∣
x=1= 0, vi(x, t)

∣∣
x=1= 0, t ∈ [0, T ].

(16)

Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ p1(x, t) áåðåòñÿ â
âèäå

1∫
0

p1(x, t)dx = 0. (17)

Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé s0(x), θ0(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ
ñëåäóþùåãî âèäà:

0 < m0 ≤ s0(x) ≤M0 < 1,

0 < k−1
1 ≤ θ0(x) ≤ k1 <∞

(18)

äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1] è ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïîñòîÿííûõ m0, M0, k1.
Ïðè èññëåäîâàíèè (11) � (17) áîëüøóþ ðîëü èãðàåò âñïîìîãàòåëüíàÿ

çàäà÷à, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîäåëèâ óðàâíåíèÿ íåðàç-
ðûâíîñòè íà ïîñòîÿííûå ρ0

i è ñëîæèâ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà, ïðèõîäèì ê
ñîîòíîøåíèþ s1(x, t)v1(x, t) + s2(x, t)v2(x, t) = 0. Èñêëþ÷àÿ â óðàâíåíèÿõ
(12) ïðîèçâîäíûå äàâëåíèé, ïîëó÷èì

ρ0
1
(

∂v1

∂t + v1
∂v1

∂x

)
− 1

s1

∂
∂x

(
µ1 s1

∂v1

∂x

)
− K

s1
(v2 − v1)− ρ0

1g =

= ρ0
2
(

∂v2

∂t + v2
∂v2

∂x

)
− 1

s2

∂
∂x

(
µ2 s2

∂v2

∂x

)
− K

s2
(v1 − v2)− ρ0

2g + ∂pc(s1,θ)
∂x .

(19)
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Ñêëàäûâàÿ óðàâíåíèÿ (12) è èñïîëüçóÿ (11), âûâîäèì

∂p1

∂x
=

2∑
i=1

{ ∂
∂x

(µisi
∂vi

∂x
− ρ0

i siv
2
i )−

∂

∂t
(ρ0

i sivi) + ρ0
i sig} − s2

∂pc(s1, θ)

∂x
. (20)

Ïîýòîìó â êà÷åñòâå èñêîìûõ ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, ôóíêöèè s1, v1, p1,
θ, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (11) ïðè i = 1 è óðàâíåíèÿì (14), (19),
(20). Ó÷èòûâàÿ âèä óðàâíåíèÿ (19) è óñëîâèÿ (15), âìåñòî v1 óäîáíî ââåñòè
ôóíêöèþ u(x, t) = β1v1(x, t) − β2v2(x, t), βi = µi/µ, i = 1, 2, µ = µ1 + µ2.
Òîãäà

v1(x, t) =
1− s(x, t)

aµ(s)
u(x, t), v2(x, t) = −s(x, t)

aµ(s)
u(x, t),

s(x, t) ≡ s1(x, t), s2(x, t) = 1− s(x, t), aµ(s) = β1(1− s) + β2s.

Ïîäñòàâëÿÿ v1 è v2 â óðàâíåíèÿ (11), (14), (19), (20) è â óñëîâèÿ (15),(16),
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å äëÿ ôóíêöèé s(x, t), u(x, t), p1(x, t), θ(x, t) :

∂s

∂t
+

∂

∂x
(a(s)u) = 0, a(s) =

s(1− s)

aµ
, (21)

∂u
∂t − ν ∂

∂x(b0(s)
∂u
∂x) + ν1

b0(s)
a3

µ(s)a(s)u(
∂s
∂x)2 + b0(s)K

ρ0aµ(s)s(1−s)u =

= −a2(s)u
∂u
∂x + ν(b0(s)

a′(s)
a(s) − b′0(s))

∂u
∂x

∂s
∂x − a3(s)u

2 ∂s
∂x+

+b0(s)g0 + b0(s)
ρ0

∂pc(s,θ)
∂x ,

(22)

∂p1

∂x = ∂
∂x(µ1s

∂
∂x( 1−s

aµ(s)u)− µ2(1− s) ∂
∂x( s

aµ(s)u)− ρ0 aρ(s)
aµ(s)a(s)u

2)−

−(ρ0
1 − ρ0

2)
∂
∂t(a(s)u) + ρ0aρ(s)g − (1− s)∂pc(s,θ)

∂x ,

(23)

χ0(s)
∂θ

∂t
+ c0a(s)u

∂θ

∂x
=

∂

∂x
(χ(s)

∂θ

∂x
), (24)

u(x, t)
∣∣
x=0= u(x, t)

∣∣
x=1= 0, ∂θ(x,t)

∂x

∣∣
x=0=

∂θ(x,t)
∂x

∣∣
x=1= 0,

1∫
0

p1(x, t)dx = 0, t ∈ [0, T ],

u
∣∣
t=0= u0(x) ≡ β1v

0
1(x)− β2v

0
2(x), s

∣∣
t=0= s0(x),

θ
∣∣
t=0= θ0(x), x ∈ [0, 1].

(25)
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Çäåñü èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ν = µ/ρ0, ρ0 = ρ0
1 + ρ0

2, ν1 = νβ1β2, b0(s) =
aµ(s)

aρ(s)
,

aρ(s) = α1(1− s) + α2s, αi =
ρ0

i

ρ0 , i = 1, 2;

a1(s) =
α1(1− s)2 − α2s

2

a2
µ

, a′1(s) ≡
da1

ds
,

a2(s) = b0(s)a1(s) + a(s)
b′0(s)

b0(s)
,

a3(s) =
1

2
a′1(s)b0(s) + a′(s)

b′0(s)

b0(s)
, g0 ≡ (α1 − α2)g,

χ0(s) = c1ρ
0
1s+ c2ρ

0
2(1− s), c0 = c1ρ

0
1 − c2ρ

0
2.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè s ∈ [0, 1] âñå ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åí-
íûìè.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (21) �
(25) ñâÿçàíà ñ ñèëüíîé íåëèíåéíîñòüþ óðàâíåíèé (21), (22). Ïîýòîìó âîç-
íèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîèç-
âîäíîé ∂s

∂x . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðîèçâîäíûå
∂vi

∂x âû-
ðàçèì èç óðàâíåíèé (11) è ïîäñòàâèì â óðàâíåíèÿ (12). Ïîëó÷èì (ρi = ρ0

i si)

∂

∂t
(siRi) +

∂

∂x
(siviRi) = −si

∂pi

∂x
+ ϕi + ρig, (26)

ãäå

Ri = ρ0
i vi +

µi

si

∂si

∂x
, i = 1, 2.

Ââåäåì ôóíêöèþ R(x, t), ïîëîæèâ

R(x, t) = R1(x, t)−R2(x, t) =
µ

a(s)

∂s

∂x
+ b(s)u, b(s) ≡ ρ0aρ

aµ
.

Èñêëþ÷àÿ â (26) äàâëåíèÿ p1 è p2, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ
äëÿ R(x, t):

∂R
∂t + U(s, u)∂R

∂x = − 1
2µa

′′(s)a(s)uR (R− b(s)u)− K
a(s)a2

µ
u−

− δ
µ

a(s)
a2

µ
u

(
∂u
∂x + β1(1−s)−β2s

µa2
µ

u(R− b(s)u)
)

+ ρ0g0 + ∂pc(s,θ)
∂x .

(27)
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Çäåñü U(s, u) ≡ a′(s)u, a′′(s) = −2β1β2

a3
µ
, δ = µ2ρ

0
1 − µ1ρ

0
2. Êðîìå òîãî

R |t=0=
µ

a(s0(x))

∂s0(x)

∂x
+ b(s0(x))u0(x) ≡ R0(x). (28)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (21) � (24) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñîñòàâíîãî òèïà, ñî-
ñòîÿùåé èç ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ s(x, t) è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé äëÿ u(x, t) è θ(x, t). Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé s, u, θ äàâëåíèå p1

îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà (23).
Äàííàÿ ñèñòåìà áëèçêà ïî ñòðóêòóðå ñèñòåìå óðàâíåíèé âÿçêîãî ãàçà â

ñëó÷àå çàâèñèìîñòè âÿçêîñòè îò ïëîòíîñòè, íî â áîëüøåé ñòåïåíè íåëèíåé-
íà èç-çà íàëè÷èÿ êâàäðàòà ïðîèçâîäíîé êîíöåíòðàöèè â óðàâíåíèè äëÿ u
è a(s) � â óðàâíåíèè íåðàçðûâíîñòè. Äðóãîå îòëè÷èå, óñëîæíÿþùåå èññëå-
äîâàíèå çàäà÷è, ñîñòîèò â çíàêîíåîïðåäåëåííîñòè äàâëåíèé p1 è p2 (èëè p
� â ñõåìå ñ îáùèì äàâëåíèåì).

Âûâîäó âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû (21) � (24) è óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîèçâîä-
íîé íàñûùåííîñòè (27) ïîñâÿùåí ï. 4.2.

Â ï. 4.3 èçëàãàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíîé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ
ñèëüíîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. Äîêàçàòåëüñòâî
èñïîëüçóåò ìåòîä Ãàëåðêèíà è ïðîâîäèòñÿ â òàêèõ êëàññàõ, â êîòîðûõ âîç-
ìîæåí ïåðåõîä ê èñõîäíîé çàäà÷å. Â èòîãå ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòó òåîðåìû
4.1.1. î ëîêàëüíîé ïî âðåìåíè ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (11) � (17) â êëàññå
ñèëüíûõ è êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Â ï. 4.4 ñîäåðæèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè îáîáùåí-
íîãî ðåøåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó (21)
� (25), (27), (28).

Â ï. 4.5 ðàññìàòðèâàåòñÿ èçîòåðìè÷åñêîå äâèæåíèå ñìåñè äâóõ âÿçêèõ
íåñæèìàåìûõ æèäêîñòåé ñ îáùèì äàâëåíèåì (ñõåìà Õ. À. Ðàõìàòóëèíà),
êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé (11) � (17) ïðè óñëîâèÿõ: pc(s1, θ) = 0,
p1 = p2 = p. Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ si, vi èìåþò âèä (15),
(16). Äëÿ ýòîé çàäà÷è äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ �â öåëîì� ïî
âðåìåíè, íî ïðè ìàëûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ (òåîðåìà 4.1.2). Â îñíîâå äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû 4.1.2. ëåæàò àïðèîðíûå îöåíêè, íåçàâèñÿùèå îò ïðî-
ìåæóòêà ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì íàèáîëåå âàæíûì
ýòàïîì ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî ôàêòà, ÷òî íîðìà ||u(x, t)||C(QT ) ìàëà,
åñëè ìàëû ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûå äàííûå.
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Â ï. 4.6 äëÿ ñèñòåìû (11) � (13) ïðè óñëîâèÿõ

p1 = p2 = p, pc = 0, θ = const, g = 0, K = const > 0,

µi = µi|
∂vi

∂x
|α, α = const ≥ 0, µi = const > 0

ðàññìàòðèâàåòñÿ àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå òèïà áåãóùåé âîëíû, ò.å. ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî si = si(ξ), vi = vi(ξ), p = p(ξ), ξ = x−ct, c = const, ξ ∈ (0,∞),
ïðè÷åì (i = 1, 2)

vi(0) = v0
i , s1(0) = s0, lim

ξ→∞
vi(ξ) = u+, lim

ξ→∞
s1(ξ) = s+.

Íà îñíîâå òåîðåìû Øàóäåðà äîêàçàíà ãëîáàëüíàÿ êëàññè÷åñêàÿ ðàçðåøè-
ìîñòü íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è èçîòåðìè÷åñêîãî äâèæåíèÿ äâóõôàçíîé
ñìåñè â àâòîìîäåëüíîé ïîñòàíîâêå (òåîðåìà 4.1.3).
Â ïÿòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà-

÷è îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ äâóõ âçàèìîïðîíèêàþùèõ âÿçêèõ íåñæèìàåìûõ
òåïëîïðîâîäíûõ æèäêîñòåé. Íà îñíîâå ðàâíîìåðíûõ ïî ïàðàìåòðó ðåãóëÿ-
ðèçàöèè îöåíîê óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íà
ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîé ãëàâå â îñíîâíîì
ñëåäóþò èäåÿì ãëàâû 4, îäíàêî ïîëó÷åíèå ðàâíîìåðíûõ ïî ïàðàìåòðó ðå-
ãóëÿðèçàöèè îöåíîê ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì îòëè÷èåì îò èññëåäîâàíèé,
ïðîâåäåííûõ â ãëàâå 4.

Â ïóíêòå 5.1 äàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû, à òàêæå èçëàãàåòñÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé. Òåîðåìà
5.1.1. ñîäåðæèò ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íà ëþáîì
êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà
âñïîìîãàòåëüíóþ ε - ðåãóëÿðèçîâàííóþ çàäà÷ó (àíàëîã çàäà÷è (21) � (25)):

∂sε

∂t
+

∂

∂x
(a(sε)uε)− ε

∂2sε

∂x2 = 0, (29)

∂uε

∂t − ν ∂
∂x(b0(s

ε)∂uε

∂x ) + ν1
b0(sε)

a3
µ(sε)a(sε)u

ε(∂sε

∂x )2 + a0(sε)
a1+β(sε)u

ε =

= −a2(s
ε)uε ∂uε

∂x + εb′
0(s

ε)
b0(sε)u

ε ∂2sε

∂2x + ν(b0(s
ε)a′(sε)

a(sε)−

−b′0(sε))∂uε

∂x
∂sε

∂x − a3(s
ε)(uε)2 ∂sε

∂x + b0(s
ε)g0 + b0(sε)

ρ0

∂pc(sε,θε)
∂x ,

(30)
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∂pε
1

∂x =
∑2

i=1{ ∂
∂x(µis

ε
i
∂vε

i

∂x − ρ0
i s

ε
i (v

ε
i )

2 + ερ0
i v

ε
i

∂sε

∂x )−

− ∂
∂t(ρ

0
i s

ε
iv

ε
i )− ε∂vε

i

∂x
∂sε

i

∂x + ρ0
i s

ε
ig} − (1− sε)∂pc(sε,θε)

∂x ,
(31)

2∑
i=1

ciρ
0
i s

ε
i (
∂θε

∂t
+ vε

i

∂θε

∂x
) =

∂

∂x
(χ(sε)

∂θε

∂x
), vε

i = vε
i (s

ε, uε), (32)

uε |ST
= 0, ∂sε

∂x |ST
= 0, ∂θε

∂x |ST
= 0,

1∫
0

pε
1(x, t)dx = 0,

uε |t=0= u0(x), sε |t=0= s0(x), θε |t=0= θ0(x).

(33)

Çäåñü ε > 0 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.
Â ïóíêòå 5.2 êðàòêî èçëàãàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ëîêàëüíîé òåîðåìû 5.1.2

ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíîãî è êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèé çàäà÷è (29) � (33).
Â ïóíêòå 5.3 ñîäåðæèòñÿ ïîäðîáíûé âûâîä ïåðâîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî

íåðàâåíñòâà äëÿ ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, à òàêæå îöåíêè ñâåð-
õó è ñíèçó äëÿ êîíöåíòðàöèè è òåìïåðàòóðû, íå çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà
ðåãóëÿðèçàöèè ε è âåëè÷èíû [0, t0].

Â ïóíêòå 5.4 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà äîêàçàòåëüñòâà îöåíîê äëÿ ñòàð-
øèõ ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó óðàâíåíèé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è.
Ïðè ýòîì íàèáîëåå âàæíûì ýòàïîì ÿâëÿåòñÿ âûâîä ðàâíîìåðíûõ ïî ε è t0
îöåíîê äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè µ1v

ε
1(x, t)−µ2v

ε
2(x, t). Íà îñíîâå

ýòèõ îöåíîê ëîêàëüíîå ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ïðîäîëæàåòñÿ íà
ëþáîé êîíå÷íûé èíòåðâàë âðåìåíè [0, T ].

Â ïóíêòå 5.5 èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû î êîìïàêòíîñòè ðåøåíèé âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì âàæíûì ýòàïîì ÿâëÿåòñÿ ëåììà 5.5.1., â êîòîðîé
óñòàíîâëåíà ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé sε, uε, θε è ñèëü-
íàÿ ñõîäèìîñòü â L2 íåêîòîðûõ ïðîèçâîäíûõ.
Â ïðèëîæåíèè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé îäíîìåðíîãî íåñòàöèîíàðíî-

ãî äâèæåíèÿ òåïëîïðîâîäíîé äâóõôàçíîé ñìåñè (ãàç - òâåðäûå ÷àñòèöû)
â ñëó÷àå íåïîñòîÿííîé èñòèííîé ïëîòíîñòè ãàçà (ρ0

2 = ρ0
2(p2, θ)) äîêàçàíà

ëîêàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíî - êðàåâîé çàäà÷è (òåîðåìà 1). Â ñëó-
÷àå ïîñòîÿíñòâà èñòèííûõ ïëîòíîñòåé ôàç óñòàíîâëåíà ðàçðåøèìîñòü �â
öåëîì� ïî âðåìåíè (òåîðåìà 2).
Çàêëþ÷åíèå ñîäåðæèò êðàòêèé ïåðå÷åíü îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó-

÷åííûõ â äèññåðòàöèè.
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ìîæíî ñôîðìó-
ëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Äëÿ íåñòàöèîíàðíîé ðåãóëÿðíîé ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è äâóõôàç-
íîé èçîòåðìè÷åñêîé ôèëüòðàöèè (ìîäåëü Ìàñêåòà-Ëåâåðåòòà) äîêàçàíû
òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé �â öåëîì� â ïðîñòðàíñòâàõ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà
è Ãåëüäåðà; ðàññìîòðåíû ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé
ðåãóëÿðíîé çàäà÷è èçîòåðìè÷åñêîé äâóõôàçíîé ôèëüòðàöèè è óñòàíîâëåíû
îöåíêè ñêîðîñòè èõ ñõîäèìîñòè.

2. Èçó÷åíû äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íåñòàöè-
îíàðíîé èçîòåðìè÷åñêîé âûðîæäàþùåéñÿ çàäà÷è äâóõôàçíîé ôèëüòðàöèè,
ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííîãî ðå-
øåíèÿ; ïðåäëîæåí ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ è äàíà îöåíêà åãî ñêîðî-
ñòè ñõîäèìîñòè.

3. Ââåäåíî ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ è äîêàçàíà òåîðåìà åãî ñó-
ùåñòâîâàíèÿ â àâòîìîäåëüíîé çàäà÷å î äâèæåíèè êîíñåðâàòèâíîé ïðèìåñè
â òàþùåì ñíåãå. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåøåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîíå÷íîé
ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé.

4. Âïåðâûå ïðîâåäåíî ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå íà÷àëüíî - êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé íåèçîòåðìè÷åñêîãî äâèæåíèÿ äâóõôàç-
íîé ñìåñè âÿçêèõ íåñæèìàåìûõ æèäêîñòåé. Äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ ïî âðåìå-
íè ðàçðåøèìîñòü â êëàññå ñèëüíûõ è êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ñôîðìóëèðî-
âàíû óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ. Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé
òåìïåðàòóðû ñðåäû óñòàíîâëåíà ðàçðåøèìîñòü �â ìàëîì� ïî íà÷àëüíûì
äàííûì â êëàññå ñèëüíûõ ðåøåíèé. Ðàññìîòðåí ïðèìåð î êëàññè÷åñêîé ðàç-
ðåøèìîñòè �â öåëîì�.

5. Íà îñíîâå ïàðàáîëè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ íåñòàöèîíàðíîé íåèçî-
òåðìè÷åñêîé îäíîìåðíîé çàäà÷è î äâèæåíèè äâóõôàçíîé ñìåñè âÿçêèõ
íåñæèìàåìûõ æèäêîñòåé äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ
íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè.

6. Äëÿ íåñòàöèîíàðíîé íåèçîòåðìè÷åñêîé îäíîìåðíîé çàäà÷è î äâèæå-
íèè ñìåñè òâåðäûõ ÷àñòèö è ñæèìàåìîãî ãàçà äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâî-
âàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ �â ìàëîì� ïî âðåìåíè. Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé
òåìïåðàòóðå ñðåäû óñòàíîâëåíà ðàçðåøèìîñòü �â öåëîì� â êëàññå ñèëüíûõ
ðåøåíèé.
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