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Введение

Исчисление конечных разностей — раздел математики, в котором изучают-
ся функции при дискретном изменении аргумента. Его начала содержатся
в трудах П. Ферма, И. Барроу, Г. Лейбница, и развивалось оно парал-
лельно с основными разделами математического анализа. В 18 веке теория
конечных разностей приобрела характер самостоятельной математической
дисциплины, изложение начал которой принадлежит Б. Тейлору (1717 г.),
но подлинным основателем следует все же считать Д. Стирлинга (1730 г.).
Первое систематическое исследование по теории конечных разностей было
написано Л. Эйлером в 1755 году, в нем впервые использовалось обозначе-
ние ∆ для разностного оператора.

К основным задачам теории конечных разностей относятся задачи ин-
терполирования и суммирования функций. С последней задачей тесно свя-
зана задача решения уравнений в конечных разностях. Для линейных
конечно-разностных уравнений построена теория, вполне аналогичная тео-
рии обыкновенных линейных дифференциальных уравнений (см., напри-
мер, [36], [2]). Разностные уравнения в сочетании с методом производящих
функций представляют собой мощный аппарат исследования задач пере-
числительного комбинаторного анализа и в одномерном случае позволили
решить широкий круг задач (Дж. Риордан [21], Р. Стенли [23], Г. Дж. Рай-
зер [20]). Многомерный случай менее развит, отметим, например, работы
[26], [11], [12], [5], [6], [4], [9].

А. Муавр [41] рассмотрел под названием возвратных рядов степенные
ряды F (z) = a0 + a1z+ · · ·+ akz

k + ... с коэффициентами a1, a2, . . . , ak, . . . ,

образующими возвратные последовательности, т. е. удовлетворяющими со-
отношению вида c0am+p + c1am+p−1 + · · · + cmap = 0, p = 0, 1, 2, . . . , где
cj — некоторые постоянные. Оказалось, что такие ряды всегда изобража-
ют рациональные функции. В многомерном случае ситуация значительно
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сложнее, например, уже вопрос о «запасе» решений уравнения становит-
ся нетривиальным, а производящий ряд решения разностного уравнения,
вообще говоря, расходящийся.

Сформулируем общую постановку задачи. На комплекснозначных функ-
циях f(x) = f(x1, . . . , xn) целочисленных переменных x1, . . . , xn определим
операторы δj сдвига по переменным xj:

δjf(x) = f(x1, . . . , xj−1, xj + 1, xj+1, . . . , xn)

и полиномиальный разностный оператор вида

P (δ) =
∑
ω∈Ω

cωδ
ω,

где Ω ⊂ Zn — конечное множество точек n-мерной целочисленной решет-
ки Zn, δω = δω1

1 · · · · · δωnn , cω — постоянные коэффициенты разностного
оператора.

Будем рассматривать разностные уравнения вида

P (δ)f(x) = g(x), x ∈ X, (0.1)

где f(x) — неизвестная, а g(x) — заданная на некотором фиксированном
множестве X ⊂ Zn функция. Из множества X выделим подмножество то-
чек X0 ⊂ X, которые будем называть начальными (граничными) и сфор-
мулируем следующую задачу.

Найти функцию f(x), удовлетворяющую уравнению (0.1) и совпадаю-
щую на множестве X0 с заданной функцией ϕ(x):

f(x) = ϕ(x), x ∈ X0. (0.2)

Эту задачу естественно назвать задачей Коши для уравнения (0.1), а
функцию ϕ(x) в условии (0.2) — начальными данными задачи Коши. Суще-
ствование и единственность решения задачи Коши зависят от всех объек-
тов, участвующих в ее постановке: разностного оператора P (δ), множества
X, на котором задана правая часть g(x) уравнения (0.1), и от множества
X0, на котором задаются начальные данные ϕ(x). Общих результатов о
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соотношениях между этими объектами, обеспечивающих существование и
единственность решения задачи Коши, нет, и, по-видимому, их трудно опи-
сать.

Так дискретизация уравнений математической физики методами тео-
рии схем приводит к разнообразным задачам вида (0.1)–(0.2), в которых
выбор множеств X и X0 зависит от дифференциальной задачи (см., напри-
мер, [22]). Дискретизация же уравнений Коши-Римана привела к созданию
теории дискретных аналитических и гармонических функций на гауссов-
ской решетке (R. J. Duffin [30], [32], [31], [33]). Новые плодотворные комби-
наторные идеи в эту теорию были внесены в работе D. Zeilberger [45]. Они
были развиты и обобщены в работах А. Д. Медных [18], О. А. Данилова [3].

Нас интересуют задачи вида (0.1)–(0.2), возникающие в комбинаторном
анализе. В одномерном случае (см. [2]) разностный оператор имеет вид

P (δ) =
m∑
ω=0

cωδω, cm 6= 0, а в качестве множества X, на котором определена

правая часть и ищется решение f(x) уравнения (0.1), берется множество
Z+ целых неотрицательных чисел, в качестве множества X0 берется X0 =

{0, 1, . . . ,m− 1}. При этих условиях задача (0.1)–(0.2) очевидным образом
имеет единственное решение.

В многомерном случае стандартной является ситуация, когда X = Zn+,
а выбор множества X0 зависит от свойств множества Ω, по которому стро-
ится характеристический полином P . В работе [26] для разностного урав-
нения (0.1) исследовался вопрос о «правильной» (т. е. обеспечивающей су-
ществование и единственность решения) постановке задачи Коши в поло-
жительном октанте Zn+ целочисленной решетки. Кроме того, в ней изуча-
лась алгебраическая природа производящей функции решения разностного
уравнения, а именно зависимость таких свойств производящей функции ре-
шения, как рациональность и алгебраичность, от соответствующих свойств
производящей функции начальных данных (см. также [10], [13], [14], [16],
[37]). В диссертационной работе аналогичные вопросы рассмотрены в более
общей ситуации, а именно: мы ищем решения задачи (0.1)–(0.2) и, соответ-
ственно, исследуем их производящие функции в произвольных рациональ-
ных конусах.
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Цель диссертационной работы — исследовать проблемы разреши-
мости задачи Коши для полиномиальных разностных операторов в рацио-
нальных конусах, найти формулу для решения задачи Коши и для произ-
водящей функции этого решения, получить условия принадлежности про-
изводящих функций решений к одному из классов иерархии Стенли.

Основные результаты работы:
1. Найдены условия принадлежности производящих функций решений

задачи Коши для полиномиальных разностных операторов в рациональных
конусах к одному из классов иерархии Стенли.

2. Доказана теорема существования и единственности решения задачи
Коши для полиномиальных разностных операторов в рациональных кону-
сах и получена формула, в которой решение выражается через начальные
данные и фундаментальное решение.

3. Получена формула, в которой производящая функция решения зада-
чи Коши для полиномиальных разностных операторов в рациональных ко-
нусах представляется в виде линейной комбинации с рациональными коэф-
фициентами конечного набора функций, построенных по начальным дан-
ным.

Все основные результаты диссертации являются новыми, представляют
научный интерес.

Методы исследования. Для исследования задачи Коши для поли-
номиальных разностных операторов и производящих функций решений
в работе используются методы теории степенных рядов и интегральных
представлений функций многих комплексных переменных, метод произво-
дящих функций, методы линейной алгебры.

Практическая и теоретическая ценность. Результаты представля-
ют теоретический интерес и могут быть применены в теории многомерных
разностных уравнений и производящих функций, в комбинаторном пере-
числительном анализе.
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Апробация работы. Основные результаты диссертации докладыва-
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1) Красноярском городском научном семинаре по комплексному анали-
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3) Летней школе-конференции по алгебраической геометрии и ком-
плексному анализу для молодых ученых России (Ярославль, 2013 г.);

4) 51-ой международной научной конференции «Студент и научно-
технический прогресс» (Новосибирск, 2013 г.);

5) IХ Всероссийской научно-технической конференции студентов, ас-
пирантов и молодых ученых с международным участием «Молодежь и
наука» (Красноярск, 2013 г.);

6) 52-ой международной научной конференции «Студент и научно-
технический прогресс» (Новосибирск, 2014 г.);

7) Х Юбилейной Всероссийской научно-технической конференции сту-
дентов, аспирантов и молодых ученых с международным участием «Мо-
лодежь и наука», посвященной 80-летию образования Красноярского края
(Красноярск, 2014 г.);

8) Пятом российско-армянском совещании по математической физике,
комплексному анализу и смежным вопросам (Ереван, 2014 г.);

9) Международная научная конференция студентов, аспирантов и мо-
лодых ученых «Молодёжь и наука: проспект Свободный» (Красноярск,
2015 г.).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 4
статьях ([46], [47], [48], [49]) и 8 тезисах ([50], [51], [52], [53], [54], [55], [56],
[57]). Все статьи опубликованы в изданиях из перечня, рекомендованного
ВАК.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, двух
глав, основного текста и списка литературы из 57 наименований. Общее
число страниц диссертационной работы — 72.
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В первой главе диссертационной работы (§§1.1, 1.2) исследуется про-
блема разрешимости задачи Коши (0.1)–(0.2), то есть проблема существо-
вания и единственности функции f(x), определенной в целых точках раци-
онального конуса и удовлетворяющей условиям (0.1)–(0.2). Параграф 1.3
посвящен задаче отыскания производящей функции решения этой задачи
Коши. В нем получена формула, в которой производящая функция ре-
шения задачи Коши для полиномиальных разностных операторов в раци-
ональных конусах представляется в виде линейной комбинации с рацио-
нальными коэффициентами конечного набора функций, построенных по
начальным данным. В §1.4 для n > 1 определена конструкция мультисек-
ции рядов Лорана с носителями в рациональных конусах, которая оказа-
лась очень полезной для исследования производящих функций решения
задачи Коши с носителями в рациональных конусах.

Пусть a1, . . . , an линейно независимые векторы с целочисленными коор-
динатами aj =

(
aj1, . . . , a

j
n

)
, aji ∈ Z. Рациональным конусом, порожденным

векторами a1, . . . , an, назовем (см. [1], [23], [28]) множество

K = {x ∈ Rn : x = λ1a
1 + · · ·+ λna

n, λj ∈ R+, j = 1, . . . , n}.

Отметим, что такой конус является симплициальным, т. е. каждый его эле-
мент выражается через образующие единственным образом. Кроме того,
симплициальный конус также является выступающим (заостренным), т.
е. не содержит прямых.

В §1.1 приведено простое геометрическое условие на множество пока-
зателей ω степеней характеристического многочлена P (z) =

∑
ω∈Ω

cωz
ω раз-

ностного оператора, обеспечивающее существование и единственность ре-
шения задачи Коши.

Между точками u, v ∈ Rn определим отношение частичного порядка >
K

следующим образом:
u>
K
v ⇔ u ∈ v +K,

где v + K — сдвиг конуса K на вектор v. Кроме того, будем писать u�
K

v,

если u ∈ K\{v +K}, т. е. если отношение u>
K
v не выполняется.
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Фиксируем m ∈ Ω и конкретизируем задачу (0.1)–(0.2) следующим об-
разом: в качестве X возьмем пересечение K ∩ Zn рационального конуса и
целочисленной решетки, а в качестве

X0 = {x ∈ K ∩ Zn : x�
K

m}.

Требуется найти функцию f(x), удовлетворяющую уравнению

P (δ)f(x) = g(x), x ∈ K ∩ Zn (0.3)

и совпадающую с заданной функцией ϕ(x) на множестве X0:

f(x) = ϕ(x), x ∈ X0. (0.4)

Для формулировки достаточных условий на разностный оператор P (δ),
обеспечивающих существование и единственность решения задачи (0.3)–
(0.4), нам потребуются следующие определения.

Двойственным к конусу K называется конус

K∗ = {k ∈ Rn : 〈k, x〉 > 0, x ∈ K},

где 〈k, x〉 = k1x1 + · · ·+ knxn. Обозначим множество его внутренних точек
K̊∗ и зафиксируем ν ∈ K̊∗∩Zn. Для всех x ∈ K∩Zn взвешенно-однородной
степенью монома zx назовем неотрицательное число

|x|ν = 〈ν, x〉,

а (взвешенно-однородную) степень многочлена Лорана Q(z) =
∑
x
qxz

x

определим формулой
degν Q(z) = max

x
|x|ν.

Кольцо многочленов Лорана Q(z) =
∑
x
qxz

x, у которых показатели сте-

пеней x мономов zx лежат в K ∩Zn, обозначим CK [z]. Операция сложения
и умножения при этом определяются естественным образом.

Характеристическим многочленом для разностного оператора (0.3) на-
зовем многочлен Лорана P (z) =

∑
ω∈Ω

cωz
ω.
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Порядком разностного оператора P (δ) назовем степень degP (z) ха-
рактеристического многочлена и, если обозначить этот порядок d, то P (δ)

можно записать в виде P (δ) =
∑
|ω|ν6d

cωδ
ω.

Теорема 1. Если для точки m, определяющей множество начальных
данных X0, найдется ν ∈ K̊∗ ∩ Zn такая, что |m|ν = d и при этом
m — единственная точка из Ω с этим свойством, то задача (0.3)–(0.4)
имеет единственное решение.

Отметим, что для случая K = Rn+ теорема 1 доказана в [26] другим
методом (см. также [15]).

Доказательство теоремы 1 сводится к разрешимости бесконечной си-
стемы линейных уравнений с бесконечным числом переменных. Она имеет
специфический вид, а именно: в каждое уравнение входит только конечное
число неизвестных. Такая система совместна, если любая система из конеч-
ного числа уравнений совместна (см., например, [25], гл. 6, лемма 6.3.7). В
§1.1 построена последовательность подсистем системы (0.3)–(0.4), состо-
ящих из конечного числа уравнений. Эти подсистемы устроены так, что
в каждую следующую входят все уравнения предыдущей. Совместность
каждой такой подсистемы в силу упомянутой выше леммы будет означать
совместность системы (0.3)–(0.4).

В §1.2 рассмотрен вопрос о существовании и единственности решения
задачи (0.3)–(0.4), носитель решения которой лежит в пересечении под-
решетки целочисленной решетки с рациональным конусом. Отметим, что
такого рода уравнения возникают естественным образом в таких задачах
комбинаторного анализа, как задача об обобщенных путях Дика или бал-
лотировочная задача (см., например, [26], [39], [40], [7], [8]). Кроме того, в
этом параграфе приведена формула, в которой решение выражается через
начальные данные и фундаментальное решение.

Упомянутая выше подрешетка — это подрешетка, ассоциированная с
векторами, порождающими рациональный конус:

Λ = {x ∈ Zn : x = λ1a
1 + . . .+ λna

n, λi ∈ Z, i = 1, . . . , n}.
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Обозначим XΛ = {x ∈ K ∩ Λ : x�
K

m} и рассмотрим вместо (0.3)–(0.4)
следующую задачу.

Требуется найти функцию f(x), удовлетворяющую уравнению

P (δ)f(x) = g(x), x ∈ K ∩ Λ (0.5)

и совпадающую с заданной функцией ϕ(x) на множестве XΛ:

f(x) = ϕ(x), x ∈ XΛ. (0.6)

Доказательство разрешимости теоремы 1 не переносится впрямую на
задачу (0.5)–(0.6). При более сильном по сравнению с теоремой 1 ограни-
чении на характеристический многочлен в §1.2 дано другое доказательство
разрешимости задачи (0.5)–(0.6) и, главное, приведена формула, в которой
решение f(x) выражается через начальные данные ϕ.

Продолжим функцию ϕ, задающую начальные данные задачи Коши на
множестве XΛ на Zn\XΛ нулем, а именно, положим

ϕ̃(x) =

{
ϕ(x),

0,

если x ∈ XΛ,

если x /∈ XΛ.

и, кроме того, определим функцию µ следующим образом:

µ(x) =
∑
ω∈Ω

cωϕ̃(x+ ω), x ∈ Zn.

Пусть S = {x ∈ Zn : ∃ω ∈ Ω такое, что x + ω ∈ XΛ}, а SK = S ∩ K и
ŜK = S \ SK .

Фундаментальным называется ([29], [43]) всякое решение P(x) разност-
ного уравнения такое, что∑

ω∈Ω

cωP(x+ ω) = δ0(x), x ∈ Zn, (0.7)

где

δ0(x) =

{
0,

1,

если x 6= 0,

если x = 0.
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Далее определим функцию

µ̃(x) =

{
µ(x),

0,

x ∈ ŜK ,
x /∈ ŜK ,

и обозначим Supp P = {x ∈ Zn : P(x) 6= 0}− носитель функции P .
Нетрудно убедиться, что носитель фундаментального решения Supp Pm
лежит в конусе, построенном на векторах m− ω, ω ∈ Ω.

Многогранником Ньютона NP многочлена P называется выпуклая обо-
лочка в Rn элементов множества Ω.

Теорема 2. Пусть K — симплициальный конус и m — вершина много-
гранника Ньютона NP , удовлетворяющая условию

m>
K
ω, ω ∈ Ω. (0.8)

Тогда задача Коши (0.5)–(0.6) имеет единственное решение, которое при
g(x) = 0 можно найти по формуле

f(x) =
∑
y∈ŜK

µ̃(y)Pm(x− y), (0.9)

в правой части которой число слагаемых конечно.

Производящей функцией (производящим рядом) функции f : K∩Zn →
C целочисленных аргументов x = (x1, . . . , xn) назовем ряд Лорана

F (z) =
∑

x∈K∩Zn
f(x)z−x. (0.10)

Носителем ряда (0.10) называется множество

supp F = {x ∈ K ∩ Zn : f(x) 6= 0}.

Ряды вида (0.10) образуют кольцо CK [[z]] относительно операций сло-
жения и умножения. Операция умножения таких рядов определяется обыч-
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ным образом, и это определение корректно, так как конус K — высту-
пающий. В частности, это означает, что число представлений вектора
% ∈ K ∩ Zn в виде % = x+ y, x, y ∈ K ∩ Zn, конечно.

В §1.3 доказана формула, в которой производящая функция решения
задачи Коши (0.3)–(0.4) представляется в виде линейной комбинации с
рациональными коэффициентами конечного набора функций (рядов), по-
строенных по начальным данным задачи.

Теорема 3. При выполнении условия (0.8) из теоремы 2 для произво-
дящей функции F (z) =

∑
x∈K∩Zn

f(x)z−x решения f(x) однородной задачи

(0.3)–(0.4) справедлива формула

F (z) =
∑
ω∈Ω

cωz
ω 1

P (z)
Φω(z), (0.11)

где Φω(z) =
∑

x∈K∩Zn,x�
K

ω

ϕ(x)z−x — функции (ряды), построенные по на-

чальным данным задачи Коши.

Отметим, что из условия (0.8) следует, что производящая функция на-
чальных данных Φ(z) =

∑
x∈X0

ϕ(x)z−x совпадает с Φm(z).

Из формулы (0.11) следует, что исследование вопроса о принадлежно-
сти производящей функции F (z) решения однородной задачи (0.3)–(0.4) к
классу рациональных или алгебраических сводится к аналогичному вопро-
су о функциях Φω(z). В связи с этим потребовалось определить конструк-
цию мультисекции кратного ряда Лорана.

В §1.4 определено понятие мультисекции кратного ряда Лорана, кото-
рое полезно не только для исследования природы производящих функций
решений разностных уравнений с носителями в рациональных конусах, но
и при описании множества решений систем однородных линейных диофан-
товых уравнений, а также для доказательства некоторых тождеств с бино-
миальными коэффициентами.

Обозначим A — матрицу, столбцы которой состоят из координат векто-
ров aj, и ∆ = detA. Если ∆ = 1, то конус K называется унимодулярным.
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Фиксируем τ ∈ K ∩Λ, обозначим µ = (µ1, . . . , µn), где µi — координаты
τ в базисе a1, . . . , an. Обозначим параллелотоп

Πτ = {x ∈ Rn : 06
K
x<
K
τ}.

Пусть

Λτ = {x ∈ Zn : x = λ1µ1a
1 + . . .+ λnµna

n, λi ∈ Z, i = 1, . . . , n}

— подрешетка Zn, порожденная векторами µ1a
1, . . . , µna

n. Далее будем счи-
тать, что v — точки с целыми координатами, лежащие в параллелотопе Πτ ,
их число равно объему параллелотопа V ol(Πτ) = µ1 . . . µn∆

n. Очевидно,
что

⋃
v∈Πτ∩Zn

(v + Λτ) = Zn.

Будем называть v-ой τ -секцией кратного ряда Лорана

F (z) =
∑

x∈K∩Zn
f(x)z−x

ряд вида
Tv,τF (z) =

∑
x∈v+K∩Λτ

f(x)z−x. (0.12)

Нетрудно видеть, что любой ряд F (z) из кольца CK [[z]] можно един-
ственным образом представить в виде суммы

F (z) =
∑

v∈Πτ∩Zn
Tv,τF (z). (0.13)

Заметим также, что v-ая τ -секция представима в виде

Tv,τF (z) =
∑

x∈v+K∩Λτ

f(x)z−x = z−vΘv(z), (0.14)

где Θv(z) =
∑

y∈K∩Λ

f(v+y)z−y. Отметим, что Θv(z) принадлежат подкольцу

CK∩Λ[[z]] кольца CK [[z]], где CK∩Λ[[z]] — подкольцо рядов с носителями из
K ∩ Λ.

При τ = a1 + · · · + an и v ∈ Πτ ∩ Zn ряды z−vΘv(z) будем называть
каноническими мультисекциями ряда F (z).
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В следующей теореме дана формула, связывающая мультисекцию с ис-
ходным рядом.

Теорема 4. Всякая v-ая τ -секция Tv,τF (z) выражается через исходный
ряд F (z) следующим образом:

Tv,τF (z) =
1

V ol(Πτ)

∑
J

Rτ−v�JF (RJz), (0.15)

где R = (R1, ..., Rn), Rj 6= 1, j = 1, . . . , n, — некоторое решение системы
уравнений

Rµia
i

= 1, i = 1, . . . , n, (0.16)

и J = (j1, . . . , jn), 1 6 j1 6 µ1∆, . . . , 1 6 jn 6 µn∆, где µi — координаты
τ в базисе a1, . . . , an.

При n = 1 определение мультисекции, данное формулой (0.12), совпа-
дает с определением мультисекции из [21]. Там же приведен одномерный
аналог формулы (0.15) и перечислены некоторые примеры применения по-
нятия мультисекции.

Вторая глава посвящена исследованию природы производящих функ-
ций решений задачи Коши. Для n = 1 известно, что производящая функ-
ция решения разностного уравнения с любыми начальными данными раци-
ональна. Для n > 1 это уже не так. В работе [26] для разностных уравнений
в положительном октанте Zn+ целочисленной решетки приведены примеры,
показывающие, что из рациональности производящей функции начальных
данных не всегда следует рациональность производящей функции решения
(она может быть даже не D-финитной), а также даны условия на много-
гранник Ньютона, обеспечивающие рациональность (алгебраичность) про-
изводящих функций решения в случае рациональности (алгебраичности)
производящей функции начальных данных.

Наиболее полезные в перечислительном комбинаторном анализе классы
производящих функций (рядов) можно выстроить в иерархию, предложен-
ную Стенли (см. [23]):

{рациональные}⊂{алгебраические}⊂{D-финитные}. (∗)
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Вопрос о том, останутся ли производящие функции (ряды) решения
разностного уравнения в тех же классах из иерархии (∗), что и производя-
щие функции начальных данных представляет большой интерес и является
актуальным. Для положительного ответа на этот вопрос условия разреши-
мости задачи (0.3)–(0.4) из теоремы 1 будут недостаточными (см. [26]).

В диссертационной работе задача Коши рассматривается в симплици-
альных рациональных конусах K и возникает вопрос об определении по-
нятия D-финитности для рядов Лорана с носителями в K ∩ Zn. В §2.1 на
кольце CK [[z]] рядов Лорана с носителями в рациональном конусе K опре-
делены операторы дифференцирования, которые позволяют ввести поня-
тие D-финитного ряда Лорана, так, чтобы иерархия Стенли производящих
функций решений задачи Коши (0.3)–(0.4) сохранялась.

Для формальных степенных рядов одной переменной понятие D-финит-
ности систематически изучалось в [24], [42]. Для кратных степенных рядов
это определение обсуждалось в [38]. Приведем его формулировку.

Пусть F (ξ) =
∑
λ∈Zn+

aλξ
λ — формальный степенной ряд переменных

ξ1, ..., ξn. Он называется D-финитным (по Липшицу), если удовлетворя-
ет системе дифференциальных уравнений вида

P i
k(ξ)

∂kF

∂ξki
+ ...+ P i

1(ξ)
∂F

∂ξi
+ P i

0(ξ)F = 0, i = 1, ..., n, (0.17)

где P i
j (ξ) — многочлены.

Из (0.11) следует, что для рациональности или алгебраичности произ-
водящей функции F (z) решения задачи Коши достаточно рациональности
или алгебраичности Φω(z) для всех ω ∈ Ω. Что касается D-финитности, то
прежде нужно определить это понятие для рядов Лорана с носителями в
рациональных конусах. Для этого введем операторы, которые, в отличие от
частных производных, являются дифференцированиями в кольце CK [[z]].

Любой элемент x ∈ K ∩ Zn можно представить в виде линейной ком-
бинации базисных векторов x = λ1a

1 + · · · + λna
n. В матричной форме

это представление запишется в виде x = Aλ, где λ — вектор-столбец, A —
матрица, определитель которой ∆ 6= 0, а столбцы состоят из координат
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векторов aj

A =

 a1
1 . . . an1
.. .. ..

a1
n . . . ann

 .

На мономах f(x)z−x определим оператор Di следующим образом

Dif(x)z−x = −λif(x)z−x−a
i

, (0.18)

где λi — i-я координата точки λ = A−1x. Заметим, что при ∆ 6= 1 для
x ∈ K ∩ Zn числа λi, вообще говоря, рациональные.

Действие оператора Di на ряды F из кольца CK [[z]] определяется по
линейности. Нетрудно проверить, что операторы Di, i = 1, . . . , n, явля-
ются дифференцированиями (т. е. отображениями кольца CK [[z]] в себя,
линейными и удовлетворяющими обычному правилу для производной про-
изведения). Обозначим

Dk
i = Di ◦ · · · ◦Di︸ ︷︷ ︸

k раз
.

Формальный ряд F (z) =
∑

x∈K∩Zn
f(x)z−x из кольца CK [[z]] назовем D-

финитным, если он удовлетворяет системе уравнений вида

Qi
k(z)Dk

i F (z) + · · ·+Qi
1(z)DiF (z) +Qi

0(z)F (z) = 0, i = 1, . . . , n, (0.19)

где Qi
j(z) ∈ CK [z].

Если K = Rn+, то Di = ∂
∂zi

, то, после замены zi → 1
zi
, мы имеем опреде-

ление Липшица (см. [38]) D-финитности степенных рядов.
Приведем формулировку теоремы о сохранении иерархии Стенли для

производящих функций решения задачи Коши.

Теорема 5. Пусть для точки m, определяющей множество X0, на ко-
тором заданы начальные данные однородной задачи (0.3)–(0.4), выполнено
условие (0.8). Тогда из D-финитности (рациональности, алгебраичности)
производящей функции начальных данных следует D-финитность (раци-
ональность, алгебраичность) производящей функции решения.
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Для доказательства теоремы 5 нам потребуется некоторые свойства D-
финитных степенных рядов перенести на ряды Лорана с носителями в ра-
циональных конусах.

В §2.2 установлена связь между опредедением D-финитного степенного
ряда по Липшицу и определением D-финитного ряда Лорана с носителем
в рациональном конусе.

Если A — отображение из Zn+ в K∩Λ по правилу λ→ Aλ, то обозначим
A∗ — отображение из кольца рядов Лорана CK∩Λ[[z]] в кольцо степенных
рядов C[[ξ]], индуцированное отображением A:

A∗ :
∑

x∈K∩Λ

f(x)z−x →
∑
λ∈Zn+

f(Aλ)ξλ,

где z−A = ξ.

Теорема 6. Пусть F (z) ∈ CK [[z]], τ = a1 + · · · + an и Tv,τF (z) =

z−vΘv(z) — его канонические мультисекции, Θv(z) ∈ CK∩Λ[[z]]. Ряд F (z)

D-финитен тогда и только тогда, когда для всех v ∈ Πτ ∩ Zn степенные
ряды A∗(Θv(z)) будут D-финитны по Липшицу.

В §2.3 дано понятие сечения ряда Лорана с носителем в рациональном
конусе. Доказана теорема о том, что ряд Лорана F (z) с носителем в K∩Zn

лежит в том же классе иерархии Стенли, что и ряд Лорана Fω(z) с носи-
телем K \ {ω +K} ∩ Zn.

Теорема 7. Если ряд F (z) ∈ CK [[z]] является D-финитным (рациональ-
ным, алгебраичным), то для любого ω ∈ K ∩ Zn ряд

Fω(z) =
∑

x∈K∩Zn,x�
K

ω

f(x)z−x

будет D-финитным (рациональным, алгебраичным).
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В §2.4 приведены примеры применения развитых в диссертационной
работе методов в следующих задачах комбинаторного анализа: пути Дика,
обобщенные пути Дика и баллотировочная задача.

Традиционно в комбинаторном анализе разностные уравнения приня-
то рассматривать в положительном октанте целочисленной решетки, со-
ответственно в качестве производящих функций используются степенные
ряды, т. е. ряды вида F (z) =

∑
x>0

f(x)zx с носителями в положительном ок-

танте. В данной работе исследуются решения разностного уравнения и их
производящие функции с носителями в рациональных конусах. Такой под-
ход представляется естественным в задачах о числе способов перемещения
точки по целочисленной решетке с заданным набором шагов, например, в
задаче об обобщенных путях Дика, а также в баллотировочной задаче.

19



Глава 1

Задача Коши для
полиномиальных
разностных операторов с
постоянными
коэффициентами

В первой главе диссертационной работы (§§1.1 и 1.2) исследуется проблема
разрешимости задачи Коши (0.1)–(0.2), то есть проблема существования и
единственности функции f(x), определенной в целых точках K ∩Zn раци-
онального конуса K и удовлетворяющей условиям (0.1)–(0.2). Параграфы
1.3 и 1.4 посвящены производящим функциям решения этой задачи Коши.

Нас интересуют задачи вида (0.1)–(0.2), возникающие в комбинаторном
анализе. В одномерном случае разностный оператор имеет вид

P (δ) =
m∑
ω=0

cωδω,

cm 6= 0, а в качестве множества X, на котором определена правая часть и
ищется решение f(x) уравнения (0.1), берется множество Z+ целых неотри-
цательных чисел, в качестве множества X0 берется X0 = {0, 1, . . . ,m− 1}.
При этих условиях задача (0.1)–(0.2) очевидным образом имеет единствен-
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ное решение. В многомерном случае стандартной является ситуация, ко-
гда X = Zn+, а выбор множества X0 зависит от свойств множества Ω, по
которому строится характеристический полином P . В работе [26] для раз-
ностного уравнения (0.1) исследовался вопрос о «правильной» (т. е. обес-
печивающей существование и единственность решения) постановке задачи
Коши в положительном октанте Zn+ целочисленной решетки. Кроме того,
в ней изучалась алгебраическая природа производящей функции решения
разностного уравнения, а именно зависимость таких свойств производящей
функции решения, как рациональность и алгебраичность, от соответству-
ющих свойств производящей функции начальных данных. В диссертаци-
онной работе аналогичные вопросы рассмотрены в более общей ситуации, а
именно: мы ищем решения задачи (0.1)–(0.2) и, соответственно, исследуем
их производящие функции в произвольных симплициальных рациональ-
ных конусах.

На комплекснозначных функциях f(x) = f(x1, . . . , xn) целочисленных
переменных x1, . . . , xn определим операторы δj сдвига по переменным xj:
δjf(x) = f(x1, . . . , xj−1, xj + 1, xj+1, . . . , xn) и полиномиальный разностный
оператор вида

P (δ) =
∑
ω∈Ω

cωδ
ω,

где Ω ⊂ Zn — конечное множество точек n-мерной целочисленной решет-
ки Zn, δω = δω1

1 · · · · · δωnn , cω — постоянные коэффициенты разностного
оператора.

Будем рассматривать разностные уравнения вида

P (δ)f(x) = g(x), x ∈ X, (1.20)

где f(x) — неизвестная, а g(x) — заданная на некотором фиксированном
множестве X ⊂ Zn функция. Из множества X выделим подмножество то-
чек X0 ⊂ X, которые будем называть начальными (граничными) и сфор-
мулируем задачу.

Найти функцию f(x), удовлетворяющую уравнению (1.20) и совпада-
ющую на множестве X0 с заданной функцией ϕ(x):

f(x) = ϕ(x), x ∈ X0. (1.21)
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Эту задачу естественно назвать задачей Коши для уравнения (1.20), а
функцию ϕ(x) в условии (1.21) — начальными данными задачи Коши.

1.1 Существование и единственность решения
задачи Коши в рациональных конусах

В данном параграфе приведено простое геометрическое условие на множе-
ство показателей степеней характеристического многочлена, обеспечиваю-
щее существование и единственность решения задачи Коши.

Приведем необходимые обозначения и определения.
Пусть a1, . . . , an линейно независимые векторы с целочисленными коор-

динатами aj =
(
aj1, . . . , a

j
n

)
, aji ∈ Z. Рациональным конусом, порожденным

векторами a1, . . . , an, назовем множество

K = {x ∈ Rn : x = λ1a
1 + · · ·+ λna

n, λj ∈ R+, j = 1, . . . , n}.

Отметим, что такой конус является симплициальным, т. е. каждый его эле-
мент выражается через образующие единственным образом. Кроме того,
симплициальный конус также является выступающим, т. е. не содержит
прямых.

Далее будем рассматривать задачу Коши (1.20)–(1.21) в рациональном
конусе, т. е. искать решение с носителем в этом конусе. В §1.1 приведе-
но достаточное условие существования и единственности решения такой
задачи.

Между точками u, v ∈ Rn определим отношение частичного порядка >
K

следующим образом:
u>
K
v ⇔ u ∈ v +K,

где v + K — сдвиг конуса K на вектор v. Кроме того, будем писать u�
K

v,

если u ∈ K\{v +K}, т. е. если отношение u>
K
v не выполняется.

Фиксируем m ∈ Ω и конкретизируем задачу (1.20)–(1.21) следующим
образом: в качестве X возьмем пересечение K ∩ Zn рационального конуса
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и целочисленной решетки, а в качестве

X0 = {x ∈ K ∩ Zn : x�
K

m}.

Требуется найти функцию f(x), удовлетворяющую уравнению

P (δ)f(x) = g(x), x ∈ K ∩ Zn (1.22)

и совпадающую с заданной функцией ϕ(x) на множестве X0:

f(x) = ϕ(x), x ∈ X0. (1.23)

Для формулировки достаточных условий на разностный оператор P (δ),
обеспечивающих существование и единственность решения задачи (1.22)–
(1.23), нам потребуются следующие определения.

Двойственным к конусу K называется конус

K∗ = {k ∈ Rn : 〈k, x〉 > 0, для всех x ∈ K},

где 〈k, x〉 = k1x1 + · · ·+ knxn. Обозначим множество его внутренних точек
K̊∗ и зафиксируем ν ∈ K̊∗∩Zn. Для всех x ∈ K∩Zn взвешенно-однородной
степенью монома zx назовем неотрицательное число

|x|ν = 〈ν, x〉,

а (взвешенно-однородную) степень многочлена Лорана Q(z) =
∑
x
qxz

x

определим формулой
degν Q(z) = max

x
|x|ν.

Кольцо многочленов Лорана Q(z) =
∑
x
qxz

x, у которых показатели сте-

пеней x мономов zx лежат в K ∩Zn, обозначим CK [z]. Операция сложения
и умножения при этом определяются естественным образом.

Характеристическим многочленом для разностного уравнения (1.22)
назовем многочлен Лорана P (z) =

∑
ω∈Ω

cωz
ω. Порядком разностного опе-

ратора P (δ) назовем степень degP (z) характеристического многочлена и,
если обозначить этот порядок d, то P (δ) можно записать в виде P (δ) =
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∑
|ω|ν6d

cωδ
ω.

Введем отношение ≺
K

на целых точках рационального конуса K. Если
≺ — отношение лексикографического порядка в Zn+, то для x, y ∈ K ∩ Zn

определим отношение ≺
K

следующим образом:

x≺
K
y ⇔ ∆A−1x ≺ ∆A−1y,

где A−1 — матрица, обратная к A, ∆ = detA.

Теорема 1. Если для точки m, определяющей множество начальных
данных X0, найдется ν ∈ K̊∗ ∩ Zn такая, что |m|ν = d и при этом m

— единственная точка из Ω с этим свойством, то задача (1.22)–(1.23)
имеет единственное решение.

Прежде чем доказывать теорему 1, дадим алгоритм упорядочения урав-
нений и «неизвестных» в системе (1.22)–(1.23).

Для выбранного в условиях теоремы 1 вектора ν рассмотрим линейную
по x функцию 〈ν, x〉, x ∈ K. Множество ее значений на точках множества
K ∩Zn упорядочим и обозначим S. Заметим, что S ⊂ Z+, так как ν ∈ K̊∗.
Взвешенно-лексикографический порядок C на множестве целых точек ко-
нусаK определим следующим образом. Для x, y ∈ K∩Zn отношение x C y

означает, что 〈ν, x〉 < 〈ν, y〉, а если 〈ν, x〉 = 〈ν, y〉, то x≺
K
y.

Возьмем произвольное s ∈ S. Неизвестные будем нумеровать элемента-
ми множества

Js = {y ∈ K ∩ Zn : 〈ν, y〉 6 s},

а уравнения — элементами двух множеств

Is = {x ∈ K ∩ Zn : 〈ν, x〉 6 s− 〈ν,m〉},

Im,s = {µ ∈ X0 : 〈ν, µ〉 6 s}.

Точкам x множества Is «присвоим номера» точек m+x ∈ Js. Если обозна-
чить #M — число элементов конечного множестваM , то нетрудно видеть,
что #Is + #Im,s = #Js. Таким образом, получим систему линейных урав-
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нений относительно неизвестных f(y), y ∈ Js вида∑
ω∈Ω

cωf(x+ ω) = g(x), x ∈ Is, (1.24)

f(µ) = ϕ(µ), µ ∈ Im,s. (1.25)

Обозначим ∆m,s определитель системы (1.24)–(1.25).
В качестве примера рассмотрим, как выглядит система (1.24)–(1.25) в

одном из вариантов задачи об обобщенных путях Дика. Возьмем конус K,
порожденный векторами (1,1) и (1, -1) и рассмотрим разностное уравнение

f(x1 + 2, x2) + c1f(x1, x2) + c2f(x1 + 1, x2 − 1) + c3f(x1 + 1, x2)+

+c4f(x1 + 1, x2 + 1) = 0, x ∈ K ∩ Z2.

В данном случае Ω = {(2, 0), (0, 0), (1,−1), (1, 0), (1, 1)}. Возьмемm = (2, 0)

и будем искать решение уравнения, удовлетворяющее начальным данным

f(x1, x2) = ϕ(x1, x2), (x1, x2) ∈ X0,

где X0 = {(µ1, µ2) ∈ K ∩ Z2 : (µ1, µ2)�
K

(2, 0)}.

Для s = 3 система (1.24)–(1.25) примет вид

f(x1 + 2, x2) + c1f(x1, x2) + c2f(x1 + 1, x2 − 1) + c3f(x1 + 1, x2)+

+c4f(x1 + 1, x2 + 1) = 0, x ∈ I3, (1.26)

f(µ1, µ2) = ϕ(µ1, µ2), µ ∈ I(2,0),3, (1.27)

где множество J3 = {(0, 0), (1,−1), (1, 0), (1, 1), (2,−2), (2,−1), (2, 0), (2, 1),

(2, 2), (3,−3), (3,−2), (3,−1), (3, 0), (3, 1), (3, 2), (3, 3)} нумерует неизвест-
ные f(x1, x2), а также I(2,0),3 = {(0, 0), (1,−1), (1, 0), (1, 1), (2,−2), (2,−1),

(2, 1), (2, 2), (3,−3), (3,−2), (3, 2), (3, 3)}, I3 = {(0̄, 0̄), (1̄,−1̄), (1̄, 0̄), (1̄, 1̄)}.
Черта над координатами точки (x̄1, x̄2) означает, что эта точка имеет тот
же номер, что и точка (2 + x1, x2). Тогда определитель матрицы системы
(1.26)–(1.27) будет иметь следующий вид:
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∆(2,0),3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

c1 c2 c3 c4 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 c1 0 0 c2 c3 c4 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 c1 0 0 c2 c3 c4 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 c1 0 0 c2 c3 c4 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Доказательство. Докажем теорему 1. Из алгоритма упорядочения неиз-
вестных и уравнений системы (1.24)–(1.25) следует, что в строках опре-
делителя ∆m,s, соответствующих уравнениям (1.25), равны нулю все эле-
менты, кроме одного, равного единице, и она (единица) стоит на главной
диагонали. Что касается строк определителя, соответствующих уравнени-
ям (1.24), то, во-первых, не равны нулю в них только элементы cω; во-
вторых, из условия теоремы 1 следует, что ω C m, ω ∈ Ω, ω 6= m, значит
x+ω C x+m, поэтому в строке определителя, соответствующей уравнению
(1.24), последним не равным нулю элементом будет cm. А так как уравне-
ние имеет номер x+m и номер неизвестной также y = x+m, то cm стоит
на главной диагонали. Таким образом, ∆m,s является определителем ниж-
нетреугольной матрицы, на главной диагонали которой стоят ненулевые
элементы cm, т. е. ∆m,s 6= 0 для всех s ∈ S.

Отметим, что для случая K = Rn+ теорема 1 доказана в [26] другим
методом (см. также [15]).
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1.2 Задача Коши на подрешетке целочислен-
ной решетки

В данном параграфе рассмотрен вопрос о существовании и единственно-
сти решения задачи (1.22)–(1.23), носитель решения которой лежит в пе-
ресечении подрешетки целочисленной решетки с рациональным конусом.
Отметим, что такого рода уравнения возникают естественным образом в
некоторых задачах комбинаторного анализа, как задача об обобщенных пу-
тях Дика или баллотировочная задача (см., например, [26], [39], [40], [7],
[8]). Кроме того, в этом параграфе приведена формула, в которой решение
выражается через начальные данные и фундаментальное решение. Пример
применения этой формулы в задаче о путях Дика приведен в §2.4.

Упомянутая выше подрешетка — это подрешетка, ассоциированная с
векторами, порождающими рациональный конус K,

Λ = {x ∈ Zn : x = λ1a
1 + . . .+ λna

n, λi ∈ Z, i = 1, . . . , n}.

Обозначим XΛ = {x ∈ K ∩ Λ : x�
K

m} и переформулируем задачу

(1.22)–(1.23) следующим образом.
Требуется найти функцию f(x), удовлетворяющую уравнению

P (δ)f(x) = g(x), x ∈ K ∩ Λ, (1.28)

и совпадающую с заданной функцией ϕ(x) на множестве XΛ:

f(x) = ϕ(x), x ∈ XΛ. (1.29)

Доказательство разрешимости теоремы 1 не переносится впрямую на
задачу (1.28)–(1.29). При более сильном по сравнению с теоремой 1 огра-
ничении на характеристический многочлен P (z) =

∑
ω∈Ω

cωz
ω, где Ω ⊂ K∩Λ,

дадим другое доказательство разрешимости задачи (1.28)–(1.29) и, главное,
приведем формулу для решения f(x).

Продолжим функцию ϕ, задающую начальные данные задачи Коши на
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множестве XΛ, на Zn\XΛ нулем, а именно, положим

ϕ̃(x) =

{
ϕ(x),

0,

если x ∈ XΛ,

если x /∈ XΛ.

и, кроме того, определим функцию µ следующим образом:

µ(x) =
∑
ω∈Ω

cωϕ̃(x+ ω), x ∈ Zn.

Пусть S = {x ∈ Zn : ∃ω ∈ Ω такое, что x + ω ∈ XΛ}, а SK = S ∩ K и
ŜK = S \ SK .

Далее определим функцию

µ̃(x) =

{
µ(x),

0,

x ∈ ŜK ,
x /∈ ŜK .

Амебой (см. [34]) алгебраической поверхности называется образ множе-
ства нулей V многочлена P (z) при отображении

Log : z = (z1, . . . , zn)→ (log(|z1|), . . . , log(|zn|)) = Log|z|.

Если m — вершина многогранника Ньютона NP многочлена Лорана
P (z), то обозначим соответствующую непустую связную компоненту до-
полнения амебы Rn\AP через Em. Двойственный конус Cm к вершине m
многогранника NP определяется следущим образом

Cm = {s ∈ Rn : max
x∈NP
〈s, x〉 = 〈s,m〉}

Отметим, что он является асимптотическим, т. е. вместе с каждой точ-
кой u ∈ Em этой компоненте принадлежит и сдвиг асимптотического ко-
нуса u + Cm ⊂ Em. Кроме того, отметим, что в области Log−1Em ⊂ Cn

функция 1/P (z) разлагается в ряд Лорана вида

1/P (z) =
∑

x∈m+Km∩Λ

P(x)/zx, (1.30)

где Km — конус, построенный на векторах m− ω, ω ∈ Ω, а Pm(x) — фун-
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даментальное решение разностного уравнения, соответствующее вершине
m многогранника NP . Обозначим

Supp P = {x ∈ Zn : P(x) 6= 0}

— носитель функции P . Нетрудно убедиться, что Supp Pm ⊂ Km.
Заметим, что фундаментальным называется всякое решение P(x) раз-

ностного уравнения такое, что∑
ω∈Ω

cωP(x+ ω) = δ0(x), x ∈ Zn, (1.31)

где

δ0(x) =

{
0,

1,

если x 6= 0,

если x = 0.

Коэффициенты Pm(x) разложения (1.30) можно получить следующим
образом:

1

P (z)
=

1

cmzm +
∑
ω 6=m

cωzω
=

1

cmzm(1−
∑
ω 6=m

c̃ωzω−m)
=

=
1

cmzm

∞∑
k=0

(
∑
ω 6=m

c̃ωz
ω−m)k =

∑
x∈m+Km∩Λ

Pm(x)

zx
. (1.32)

Многогранником Ньютона NP многочлена P называется выпуклая обо-
лочка в Rn элементов множества Ω.

Теорема 2. Пусть K — симплициальный конус и m — вершина много-
гранника Ньютона NP , удовлетворяющая условию

m>
K
ω, ω ∈ Ω. (1.33)

Тогда задача Коши (1.28)–(1.29) имеет единственное решение, которое
при g(x) = 0 можно найти по формуле

f(x) =
∑
y∈ŜK

µ̃(y)Pm(x− y), (1.34)
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в правой части которой число слагаемых конечно.

Для доказательства теоремы 2 сформулируем вспомогательную лемму:

Лемма 1. Пусть существует фундаментальное решение P разностного
уравнения (1.28), удовлетворяющее условиям:

(i) для любого x ∈ K ∩ Λ множество Supp P ∩ (x − ŜK) состоит из
конечного числа точек;

(ii) для любого x ∈ XΛ множество Supp P ∩ (x− SK) = ∅.
Тогда функция (1.34) удовлетворяет уравнению (1.28) и начальным дан-
ным (1.29).

Доказательство. Из условия (i) следует, что сумма в правой части (1.34)
конечная и ∑

ω∈Ω

cωf(x+ ω) =
∑
ω∈Ω

cω
∑
y∈ŜK

P(x− y + ω) =

=
∑
y∈ŜK

µ̃(y)
∑
ω∈Ω

cωP(x− y + ω) =
∑
y∈ŜK

µ̃(y)δ0(x− y) = µ̃(x) = 0

для x ∈ K ∩ Λ.
Из условия (ii) следует, что для x ∈ XΛ суммирование в (1.34) можно

проводить по y ∈ S (так как для y ∈ SK имеем P(x− y) = 0), тогда

f(x) =
∑
y∈S

µ(y)P(x− y) =
∑
y∈S

(
∑
ω∈Ω

cωϕ̃(y + ω))P(x− y) =

=
∑
ω∈Ω

cω
∑
y∈S

ϕ̃(y + ω)P(x− (y + ω) + ω).

Меняя во внутренней сумме индекс суммирования y + ω на y и пользуясь
свойством (1.31), получим

f(x) =
∑
ω∈Ω

cω
∑
y∈S

ϕ̃(y)P(x− y + ω) =

=
∑
y∈S

ϕ̃(y)
∑
ω∈Ω

cωP(x− y + ω) = ϕ̃(x) = ϕ(x).

Что и требовалось доказать.
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Доказательство. Докажем теорему 2. Докажем сначала существование и
единственность решения задачи (1.28)–(1.29). Так какm — вершина много-
гранника Ньютона, то cm 6= 0 и из уравнения (1.28) можно найти f(x+m):

f(x+m) =
∑

ω 6=m ω∈Ω

c̃ωf(x+ ω),

где c̃ω = − cω
cm
. По условию теоремы m>

K
ω, поэтому m + K ⊂ ω + K и,

кроме того, ω ∈ XΛ. Далее, при x = 0 получим, что значение f в точке m
выражается через «начальные» данные ϕ(ω).

В силу симплициальности всякую точку из K можно единственным об-
разом представить в виде линейной комбинации образующих его векторов
a1, . . . , an, т. е. x = λ1a

1 + · · ·+λnan, λj ≥ 0, j = 1, . . . , n. Теперь обозначим
||x||K = λ1 + · · · + λn и воспользуемся индукцией по || ||K . Предположим,
что значения f вычислены для всех x таких, что ||x+m||K < k. Так как

||x+ ω||K = ||(x+m)− (m− ω)||K = ||x+m||K − ||m− ω||K < k,

то значения f(x+m) выражаются через «начальные» данные ϕ(x). Таким
образом, существование и единственность решения задачи (1.28)—(1.29) до-
казаны.

Покажем, что в случае, когда вершина m многогранника Ньютона удо-
влетворяет условию теоремы m>

K
ω, ω ∈ Ω, соответствующее фундамен-

тальное решение Pm удовлетворяет условиям (i) и (ii). Учитывая способ
построения фундаментального решения P(x), видно, что условие (i) эк-
вивалентно тому, что для любого x ∈ K ∩ Λ уравнение y + β = x имеет
конечное число решений y, β, где y ∈ ŜK , а β ∈ Supp P ⊂ m + Km ∩ Λ.
Напомним, что Km — конус, построенный на векторах m − ω, ω ∈ Ω. По
определению множества ŜK найдется ω0 ∈ Ω такое, что y + ω0 ∈ XΛ. Путь
β = m+ ν, ν ∈ Km, тогда y + β = (y + ω0) + (m− ω0) + ν. Следовательно,
y + β является линейной комбинацией с неотрицательными коэффициен-
тами векторов a1, . . . , an,m − ω, ω ∈ Ω. Так как конус, построенный на
этих векторах, является заостренным, то вектор x ∈ K можно предста-
вить в виде такой линейной комбинации конечным числом способов (см.,
например, [27]).
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В силу условия m>
K
ω, ω ∈ Ω теоремы имеем x − SK = x − XΛ. Но

тогда Supp P ∩ (x−XΛ) = ∅. Действительно, для x, y ∈ XΛ имеем x 6>
K
m,

x>
K

0, y 6>
K
m, y>

K
0. Но если x 6>

K
m и −y6

K
0, то x− y>

K
m.

1.3 Формула для производящей функции ре-
шения задачи Коши

В данном параграфе доказана формула, в которой производящая функ-
ция решения задачи Коши (1.22)–(1.23) представляется в виде линейной
комбинации с рациональными коэффициентами конечного набора функ-
ций (рядов), построенных по начальным данным задачи.

Метод производящих функций является одним из самых развитых тео-
ретических методов комбинаторного анализа и одним из самых сильных
в приложениях. Главные идеи этого метода были впервые высказаны в
конце 18 века в работах Лапласа по теории вероятностей. Аппарат послед-
ней, как широко известно, чисто комбинаторный для случаев с конечным
числом исходов. Впоследствии производящие функции с некоторыми мо-
дификациями перекочевали в исчисление конечных разностей и в другие
разделы математики.

Производящие функции являются одним из важных инструментов ре-
шения перечислительных задач комбинаторного анализа, которые возни-
кают при определении способов перебора элементов конечного множества,
позволяющих одновременно определять число элементов заданного типа.
Использование производящих функций для решения перечислительных
задач не ограничивается установлением соответствия между элементами
множества и коэффициентами, например, степенных рядов. Метод произ-
водящих функций используется для получения комбинаторных тождеств,
введения специальных чисел и полиномов и для исследования их асимпто-
тического поведения.

Производящей функцией (производящим рядом) функции f : K∩Zn →
C целочисленных аргументов x = (x1, . . . , xn) назовем ряд Лорана

F (z) =
∑

x∈K∩Zn
f(x)z−x. (1.35)
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Ряды вида (1.35) образуют кольцо CK [[z]] относительно операций сло-
жения и умножения. Операция умножения таких рядов определяется обыч-
ным образом, и это определение корректно, так как конус K — высту-
пающий. В частности, это означает, что число представлений вектора
% ∈ K ∩ Zn в виде % = x+ y, x, y ∈ K ∩ Zn, конечно.

Нам потребуется разложение в ряд рациональной функции 1
P (z) , где

P (z) — характеристический многочлен задачи (1.22)–(1.23). Сформулиру-
ем следующее простое утверждение, главная часть которой состоит в том,
что носитель ряда лежит в рациональном конусе K.

Предложение 1. Пусть для точки m, определяющей множество X0,
на котором заданы начальные данные задачи (1.22)–(1.23), выполняется
условие (1.33)

m>
K
ω, ω ∈ Ω,

тогда носитель ряда (1.30) лежит в конусе K, т. е. 1
P (z) ∈ CK [[z]].

Доказательство. Из условия (1.33) следует, что m — вершина многогран-
никаNP , поэтому (см. §1.2) функция 1

P (z) разлагается в ряд вида (1.30), схо-
дящийся в непустом множестве Log−1Em, где Em — компонента дополнения
амебы, соответствующая вершине m, а коэффициенты Pm(x) разложения
(1.30) можно получить следующим образом: на первом шаге воспользуемся
разложением геометрической прогрессии (1.32) и далее, после стандартных
преобразований, получим разложение вида

1

P (z)
=

∑
x∈m+Km∩Zn

Pm(x)

zx
,

где Km — конус, построенный на векторах m−ω, ω ∈ Ω, поэтому Km ⊂ K.

Теорема 3. При выполнении условия (1.33) из теоремы 2 для произво-
дящей функции F (z) =

∑
x∈K∩Zn

f(x)z−x решения f(x) однородной задачи

(1.22)–(1.23) справедлива формула

F (z) =
∑
ω∈Ω

cωz
ω 1

P (z)
Φω(z), (1.36)
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где Φω(z) =
∑

x∈K∩Zn,x�
K

ω

ϕ(x)z−x — функции (ряды), построенные по на-

чальным данным задачи Коши.

Доказательство. Умножим производящую функцию F (z) =
∑

x∈K∩Zn
f(x)
zx

решения задачи (1.22)–(1.23) на характеристический многочлен P (z) и пре-
образуем полученное произведение с учетом того, что f(x) — решение урав-
нения (1.22), а ϕ(x) — начальные данные задачи Коши:

P (z)F (z) =
(∑
ω∈Ω

cωz
ω
)( ∑

x∈K∩Zn

f(x)

zx

)
=

=
∑
ω∈Ω

cωz
ω

(∑
x�
K

ω

f(x)

zx
+
∑
x>
K
ω

f(x)

zx

)
=

=
∑
ω∈Ω

cωz
ω
∑
x�
K

ω

ϕ(x)

zx
+
∑
ω∈Ω

cω
∑
x>
K
ω

f(x)

zx−ω
=

=
∑
ω∈Ω

cωz
ωΦω(z) +

∑
ω∈Ω

cω
∑
x>
K

0

f(x+ ω)

zx
=

=
∑
ω∈Ω

cωz
ωΦω(z) +

∑
x>
K

0

∑
ω∈Ω

cωf(x+ ω)

zx
=
∑
ω∈Ω

cωz
ωΦω(z).

Таким образом, P (z)F (z) =
∑
ω∈Ω

cωz
ωΦω(z), и, после умножения на ряд

(1.30), получим утверждение теоремы 3.

1.4 Мультисекции кратных рядов Лорана с
носителями в рациональных конусах

В §1.4 дано понятие мультисекции кратного ряда Лорана, которое полез-
но не только для исследования природы производящих функций решений
разностных уравнений с носителями в рациональных конусах, но и при
описании множества решений систем однородных линейных диофантовых
уравнений, а также для доказательства некоторых тождеств с биномиаль-
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ными коэффициентами. Прежде всего приведем формулу, связывающую
мультисекции с исходным рядом.

Напомним понятие мультисекции степенного ряда в одномерном слу-
чае. Для фиксированного целого положительного числа q определим k-ю

q-секцию Tk,q ряда G(ξ) =
∞∑
j=0

g(j)ξj следующим образом:

Tk,qG(ξ) =
∞∑
j=0

g(k + jq)ξk+jq, k = 0, 1, . . . , q − 1,

где Tk,q — линейный оператор, действующий на кольце формальных сте-
пенных рядов C[[ξ]]. Известно, что всякая k-я q-секция ряда выражается
через исходный ряд (см. [21]) следующим образом:

Tk,qG(ξ) =
1

q

q∑
j=1

rq−kjG(rjξ), k = 0, 1, . . . , q − 1, (1.37)

где r — примитивный корень q-й степени из 1, т. е. rq = 1, r 6= 1.
Отметим, что в [21] мультисекции использовались для доказательства

тождеств с биномиальными коэффициентами и числами Бернулли. Необ-
ходимость в многомерном аналоге понятия мультисекции кратного ряда
возникает при исследовании задачи Коши для многомерных разностных
уравнений (см. [11], [12], [26]), в частности, если носители производящих
функций ее решения лежат в рациональных конусах. Производящие функ-
ции естественным образом разбиваются в сумму мультисекций, и возника-
ет вопрос о том, будут ли исходный ряд и получившиеся мультисекции
лежать в одном классе, например, в классе рациональных или алгебраиче-
ских функций. Другое применение понятия мультисекций связано с описа-
нием множества неотрицательных решений системы линейных диофанто-
вых уравнений. Напомним необходимые обозначения и определения.

Рациональным конусом, порожденным векторами a1, . . . , an ∈ Zn назо-
вем множество

K = {x ∈ Rn : x = λ1a
1 + · · ·+ λna

n, λj ∈ R+, j = 1, . . . , n}.

Будем рассмаривать только случай линейно независимых векторов. Тогда
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такой конус будет симплициальным, т. е. каждый его элемент выражается
через образующие единственным образом. Симплициальный конус также
является выступающим, т. е. не содержит прямых. Обозначим A — матри-
цу, столбцы которой состоят из координат векторов aj, и ∆ = detA.

Между точками u, v ∈ Rn определим отношение частичного порядка 6
K

следующим образом:
u6
K
v ⇔ v ∈ u+K,

где u+K — сдвиг конуса K на вектор u. Кроме того, будем писать u

K

v,

если u ∈ K\{K + v}, т. е. если отношение u6
K
v не выполняется.

Пусть

Λ = {x ∈ Zn : x = λ1a
1 + . . .+ λna

n, λi ∈ Z, i = 1, . . . , n}

— подрешетка решетки Zn, порожденная векторами a1, . . . , an. Фиксируем
τ ∈ K ∩ Λ, обозначим µ = (µ1, . . . , µn), где µi — координаты τ в базисе
a1, . . . , an. Обозначим Πτ параллелотоп

Πτ = {x ∈ Rn : 06
K
x<
K
τ}

и подрешетку Λτ , порожденную векторами µ1a
1, . . . , µna

n

Λτ = {x ∈ Zn : x = λ1µ1a
1 + . . .+ λnµna

n, λi ∈ Z, i = 1, . . . , n}.

Далее будем считать, что v — точки с целыми координатами, лежа-
щие в параллелотопе Πτ , их число равно объему параллелотопа V ol(Πτ) =

µ1 . . . µn∆
n. Очевидно, что ⋃

v∈Πτ∩Zn
(v + Λτ) = Zn.

Пусть CK [[z]] — кольцо рядов Лорана вида F (z) =
∑

x∈K∩Zn
f(x)z−x. Бу-

дем называть v-ой τ -секцией кратного ряда Лорана F (z) ряд вида

Tv,τF (z) =
∑

x∈v+K∩Λτ

f(x)z−x. (1.38)
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Нетрудно видеть, что любой ряд F (z) из кольца CK [[z]] можно един-
ственным образом представить в виде суммы

F (z) =
∑

v∈Πτ∩Zn
Tv,τF (z). (1.39)

Заметим также, что v-ая τ -секция представима в виде

Tv,τF (z) =
∑

x∈v+K∩Λτ

f(x)z−x = z−vΘv(z), (1.40)

где Θv(z) =
∑

y∈K∩Λ

f(v+y)z−y. Отметим, что Θv(z) принадлежат подкольцу

CK∩Λ[[z]] кольца CK [[z]], где CK∩Λ[[z]] — подкольцо рядов с носителями из
K ∩ Λ.

Следующая теорема обобщает формулу (1.37) на случай кратных рядов.

Теорема 4. Всякая v-ая τ -секция Tv,τF (z) выражается через исходный
ряд F (z) следующим образом:

Tv,τF (z) =
1

V ol(Πτ)

∑
J

Rτ−v�JF (RJz), (1.41)

где R = (R1, ..., Rn), Rj 6= 1, j = 1, . . . , n, — некоторое решение системы
уравнений

Rµia
i

= 1, i = 1, . . . , n, (1.42)

и J = (j1, . . . , jn), 1 6 j1 6 µ1∆, . . . , 1 6 jn 6 µn∆, где µi — координаты
τ в базисе a1, . . . , an.

Из формулы (1.41) сразу получаем
Следствие 1. Если ряд F (z) является рациональным (алгебраичным),

то и ряд Tv,τF (z) для любого τ ∈ K ∩ Λ и v ∈ Πτ является рациональным
(алгебраичным).

В качестве другого простого следствия можно привести тождества с
биномиальными коэффициентами и числами Бернулли bk.

Следствие 2. Справедливы следующие тождества:
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(i)

2n

k1∑
i1=0

· · ·
kn∑
in=0

n∏
j=1

(
mj

2ij

)
n∏
j=1

(
sj

2kj − 2ij

)
=

=
n∏
j=1

( mj + sj

2kj

)
+

kj∑
i=0

(−1)kj−i

(
mj − sj

2i

)(
sj

kj − i

) ,
где sj,mj ∈ Z+.

(ii)
N∏
j=1

n∑
kj=0

(
6n+ 3

6kj + 3

)
b6n−6kj = (2n+ 1)N ,

где bj — j-е число Бернулли.
Представление ряда в виде суммы мультисекций также может быть по-

лезным в теории линейных диофантовых уравнений (см. [23]). Пусть Υ —
целочисленная матрица размера ρ × n. Многочисленные комбинаторные
задачи оказываются эквивалентными задаче об отыскании всех векторов γ
из положительного октанта n-мерной целочисленной решетки Zn+, удовле-
творяющих уравнению

Υγ = 0,

где 0 = (0, . . . , 0) ∈ Zρ+. Заметим, что если бы мы искали решения γ ∈ Zn (а
не γ ∈ Zn+), то это бы не составило большой проблемы. Решения, лежащие
в группе Zn, образуют подгруппу G в этой группе, и из теории конечно
порожденных абелевых групп следует, что G — конечно порожденная сво-
бодная абелева группа. Ситуация с решениями, лежащими в множестве
Zn+, уже не столь ясная. Множество решений образует не группу, а только
(коммутативный) моноид (т.е. полугруппу с единицией) E.

Задача состоит в том, чтобы выписать производящую функцию

E(z) = E(z1, . . . , zn) =
∑
γ∈E

zγ. (1.43)

В геометрических терминах множество E можно представить (см. [23])
следующим образом: E = S ∩ Zn+, где S — выпуклый многогранный конус
неотрицательных решений системы уравнений, лежащий в Rn+. Всякий ко-
нус S допускает триангуляцию Γ = {K1, . . . , Kp}, состоящую из конечного
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набора симплициальных конусов, удовлетворяющих условиям: (i) ∪Ki = S,

(ii) если K ∈ Γ, то и каждая грань конуса K лежит в Γ, и (iii) Ki ∩ Kj

является общей гранью конусов Ki и Kj.
Обозначим K любой из конусов триангуляции и сохраним введен-

ные выше обозначения для векторов, порождающих этот конус. Пусть
τ = a1 + · · · + an, тогда производящую функцию F (z) =

∑
x∈K∩Zn

zx мож-

но представить в виде суммы Tv,τF (z) мультисекций, каждая из которых
легко суммируется:

Tv,τF (z) =
zv∏

i

(1− zai)
.

Формула для производящей функции E(z) требует более тщательного ана-
лиза, в частности, умения находить производящие функции на общих гра-
нях конусов Ki и Kj.

Чтобы доказать теорему 4, рассмотрим вначале случай кратных сте-
пенных рядов. Пусть ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn и ξλ = ξλ1

1 · · · · · ξλnn . Фиксируем
q = (q1, . . . , qn) ∈ Zn+ и рассмотрим полуоткрытый параллелепипед

Πq = {x ∈ Rn+ : 0 6 xi < qi, i = 1, . . . , n}.

Число точек k ∈ Πq∩Zn с целыми координатами равно #Πq∩Zn = q1·. . .·qn.
Целочисленную решетку Zn можно представить в виде

Zn =
⋃

k∈Πq∩Zn
(k + qZn),

где объединение берется по всем сдвигам подрешетки qZn = (q1Z) × · · · ×
(qnZ) на векторы k ∈ Πq ∩ Zn.

Обозначим
F(ξ) =

∑
λ∈Zn+

h(λ)ξλ ∈ C[[ξ]]. (1.44)

Тогда из (1.38) получим Tk,qF(ξ) =
∑

λ∈k+qZn+
h(λ)ξλ.

Лемма 2. Для k-ой q-секции степенного ряда (1.44) справедлива формула

Tk,qF(ξ) =
1

q1 · . . . · qn

∑
J

rq−k�JF(rJξ), (1.45)
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где J = (j1, . . . , jn), 1 6 j1 6 q1, . . . , 1 6 jn 6 qn, r = (r1, . . . , rn), где rj —
примитивный корень qj-й степени из единицы.

Доказательство. Нетрудно проверить, что ki-ю qi-секцию степенного ряда
(1.44) можно записать в виде

T iki,qiF(ξ) =
∑
j∈Zn+

h(j1, . . . , ki + qiji, . . . , jn)ξ
j1
1 . . . ξki+qijii . . . ξjnn . (1.46)

Последовательное выполнение (композиция) qi-й и qj-й секций будем
обозначать T iki,qi ◦ T

j
kj ,qj

и заметим, что операция ◦ коммутативна и ассоци-
ативна.

Для k = (k1, . . . , kn) и q = (q1, . . . , qn) следующий ряд является k-й
q-секцией кратного степенного ряда F(ξ)

Tk,qF(ξ) = T 1
k1,q1
◦ · · · ◦ T nkn,qnF(ξ) =

∑
j∈Zn+

h(k + qj)ξk+qi.

Используя формулу (1.46) и n раз применяя формулу (1.37), получим

Tk,qF(ξ) = T 1
k1,q1
◦ · · · ◦ T nkn,qnF(ξ) =

= T 1
k1,q1
◦ · · · ◦ T n−1

kn−1,qn−1

∑
j∈Zn+

h(j1, . . . , jn−1, kn + qnjn)ξ
j1
1 . . . ξ

jn−1

n−1 ξ
kn+qnjn
n =

= T 1
k1,q1
◦ · · · ◦ T n−1

kn−1,qn−1

1

qn

qn∑
jn=0

rqn−knjnn F(ξ1, . . . , ξn−1, r
jnξn) =

= T 1
k1,q1
◦ · · · ◦ T n−2

kn−2,qn−2

1

qn−1

qn−1∑
jn−1=0

r
qn−1−kn−1jn−1

n−1 ·

· 1
qn

qn∑
jn=0

rqn−knjnn F(ξ1, . . . , ξn−2, r
jn−1ξn−1, r

jnξn) =

=
1

q1

q1∑
j1=0

rq1−k1j1
1 . . .

1

qn−1

qn−1∑
jn−1=0

r
qn−1−kn−1jn−1

n−1 ·

· 1
qn

qn∑
jn=0

rqn−knjnn F(rj1ξ1, . . . , r
jn−1ξn−1, r

jnξn) =
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=
1

q1 · . . . · qn

∑
J

rq−k�JF(rJξ).

Применим формулу (1.45) для доказательства теоремы 4.

Доказательство. Покажем, что формула (1.41) после некоторых преобра-
зований равносильна формуле (1.45). В левой части формулы (1.41) сдела-
ем замену переменных z−A = ξ∆, где z−A = (z

−a1
1

1 . . . z
−a1

n
n , . . . , z

−an1
1 . . . z

−ann
n ).

Обозначим
k = ∆A−1v, q = ∆A−1τ,

также заметим, что q = ∆µ. После замены x = Aλ
∆ индексов суммирования

x ∈ K ∩ Zn на λ ∈
⋃

t∈Π∆∩Zn
(t+ ∆Zn+), где

Π∆ = {y ∈ Rn : 06y < (∆, . . . ,∆)},

получим:

Tv,τF (z) =
∑

x∈v+K∩Λτ

f(x)z−x =
∑
λ∈Zn+

f(v + Aλ� µ)z−v−Aλ�µ =

=
∑
λ∈Zn+

f(
1

∆
Ak + Aλ� q

∆
)z−

1
∆Ak−Aλ�

q
∆ . (1.47)

Далее обозначим

h(λ) =

{
f( 1

∆Aλ),

0,

если λ ∈
⋃

t∈Π∆∩Zn
(t+ ∆Zn+),

если λ 6∈
⋃

t∈Π∆∩Zn
(t+ ∆Zn+).

Тогда формула (1.47) примет вид∑
λ∈Zn+

h(k + q � λ)ξk+q�λ = Tk,q
∑
λ∈Zn+

h(λ)ξλ = Tk,qF(ξ).

Теперь сделаем эту же замену z−A = ξ∆ в правой части формулы (1.41)
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1

µ1 . . . µn∆n

∑
J

Rτ−v�JF (RJz) =

=
1

µ1 . . . µn∆n

∑
J

R
1
∆Aq−

1
∆Ak�J

∑
λ∈

⋃
t∈Π∆∩Zn

(t+∆Zn+)

f(
1

∆
Aλ)RJ 1

∆Aλz−
1
∆Aλ =

=
1

µ1 . . . µn∆n

∑
J

rq−k�J
∑

λ∈
⋃

t∈Π∆∩Zn
(t+∆Zn+)

f(
1

∆
Aλ)rJλξλ =

=
1

q1 . . . qn

∑
J

rq−k�J
∑
λ∈Zn+

h(λ)rJλξλ =
1

q1 . . . qn

∑
J

rq−k�JF(rJξ).

Таким образом, по леммме 2 получим, что правая часть равна левой

Tk,qF(ξ) =
1

q1 . . . qn

∑
J

rq−k�JF(rJξ).

После возвращения к переменным z получим, что формула (1.41) спра-
ведлива.

Рассмотрим пример применения многомерного аналога понятия муль-
тисекции ряда. Пусть

Fm(ξ) =
n∏
i=1

(1 + ξi)
mi,

где m = (m1, . . . ,mn). Обозначим векторы (0, . . . , 0) = 0, (2, . . . , 2) = 2.
Нетрудно проверить, что

T0,2

n∏
i=1

(1 + ξi)
mi =

n∏
i=1

T0,2(1 + ξi)
mi. (1.48)

Пусть s = (s1, . . . , sn) и условимся, что mi > si. Перемножим 2-секции
рядов Fm(ξ) и Fs(ξ), используя формулу (1.48):

T0,2Fm(ξ)T0,2Fs(ξ) = T0,2

(
n∏
i=1

(1 + ξi)
mi

)
T0,2

(
n∏
i=1

(1 + ξi)
si

)
=

=
n∏
i=1

T0,2(1 + ξi)
mi

n∏
i=1

T0,2(1 + ξi)
si =

n∏
i=1

T0,2(1 + ξi)
miT0,2(1 + ξi)

si.
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Заметим (см. [21]), что для любого i = 1, . . . , n верно тождество

T0,2(1 + ξi)
miT0,2(1 + ξi)

si =

=
1

2

[
T0,2(1 + ξi)

mi+si + (1− ξ2
i )
siT0,2(1 + ξi)

mi−si
]

(1.49)

Тогда
T0,2Fm(ξ)T0,2Fs(ξ) =

=
n∏
i=1

1

2

[
T0,2(1 + ξi)

mi+si + (1− ξ2
i )
siT0,2(1 + ξi)

mi−si
]
.

Приравняем коэффициенты при степенях ξ2k и получим следующее
тождество

2n

k1∑
i1=0

· · ·
kn∑
in=0

n∏
j=1

(
mj

2ij

)
n∏
j=1

(
sj

2kj − 2ij

)
=

=
n∏
j=1

( mj + sj

2kj

)
+

kj∑
i=0

(−1)kj−i

(
mj − sj

2i

)(
sj

kj − i

) .
При n = 1 получаем следующее тождество (см. [21])

2
k∑
i=0

(
m

2i

)(
s

2k − 2i

)
=

=

[(
m+ s

2k

)
+

k∑
i=0

(−1)k−i

(
m− s

2i

)(
s

k − i

)]
.

Приведем еще пример тождества с числами Бернулли. Напомним, что

b(x) = x(ex − 1)−1 =
∞∑
l=0

blx
l

l!
,

где bl — l-е число Бернулли. Далее будем считать, что x = (x1, . . . , xn). С

помощью формулы для T0,3

n∏
i=1

b(xi) и стандартных преобразований можно

получить тождество (см. [21])

∏
i

(∑
n=0

x6l+3
i

(6l + 3)!

∑
l=0

b6l
x6l
i

(6l)!

)
=
∏
i

(∑
l=0

(2l + 1)
x6l+3
i

(6l + 3)!

)
.
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Приравнивая коэффициенты при степенях x6l+3
1 . . . x6l+3

n , получим тожде-
ство

n∏
j=1

l∑
kj=0

(
6l + 3

6kj + 3

)
b6l−6kj = (2l + 1)n.

Для n = 1 из него получается

l∑
k=0

(
6l + 3

6k + 3

)
b6l−6k = 2l + 1, (1.50)

доказанное в [21].
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Глава 2

Природа производящих
функций решений задачи
Коши: иерархия Стенли

Вторая глава посвящена исследованию природы производящих функций
решений задачи Коши. Наиболее мощный контакт перечислительной ком-
бинаторики с остальной математикой проходит через теорию производя-
щих функций и через нее с теорией функций комплексного переменного.
Самый полезный, но и самый трудный для понимания метод численно-
го представления считающей функции состоит в задании ее производя-
щей функции. Производящие функции — часто наиболее полный и эффек-
тивный способ представления информации об их коэффициентах. Метод
производящих функций используется для получения комбинаторных тож-
деств, введения специальных чисел и полиномов и для исследования их
асимптотического поведения.

Простейший общий класс производящих функций — это рациональные
производящие функции. Алгебраические функции являются естественным
обобщением рациональных функций, в то время как D-финитные функ-
ции являются естественным обобщением алгебраических функций. Таким
образом имеется иерархия

{рациональные}⊂{алгебраические}⊂{D-финитные}. (∗)

К этой иерархии можно добавить и другие классы, однако три класса
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(∗), по-видимому, наиболее полезны для перечислительной комбинаторики.
Для n = 1 в большинстве задач перечислительной комбинаторики при

использовании алгебраических рядов достаточно работать с рядами Лора-
на F ∈ C((z)). Заметим, однако, что существуют элементы G в некотором
расширении поля C(z), которые являются алгебраическими над C(z), но не
могут быть представлены как элементы из C((z)). Простейшие примеры та-
ких элементов G задаются уравнением GN(z) = z при N > 2. Это наводит
на мысль рассматривать формальные ряды вида G =

∑
x>x0

f(x)zx/N , где N

— натуральное число, зависящее от G. Такие ряды называются дробными
рядами (Лорана) (или рядами Пюизе). Если x0 = 0, то такой ряд назы-
вается дробным степенным рядом. Дробные ряды используются в данной
главе, в частности, при исследовании рядов Лорана в рациональном конусе
в случае, если этот конус не является унимодулярным.

Важное свойство рациональных производящих функций состоит в том,
что коэффициенты удовлетворяют простому рекуррентному соотношению.
Аналогичный результат имеет место для алгебраических производящих
функций. Однако тот тип рекуррентной зависимости, которому удовлетво-
ряют коэффициенты алгебраической производящей функции, имеет место
также для коэффициентов более общих рядов, а именно, они удовлетворя-
ют линейному рекурсивному соотношению, т. е. являются P-рекурсивными.
В [24] показано, что коэффициенты ряда Р-рекурсивны тогда и только то-
гда, когда ряд D-финитен, т. е. удовлетворяет дифференциальному урав-
нению с полиномиальными коэффициентами.

Множество D D-финитных степенных рядов u ∈ C[[z]] образует по-
далгебру кольца C[[z]]. Иными словами, если u, v ∈ D и α, β ∈ C, то
αu+ βv ∈ D и uv ∈ D.

В §2.1 на кольце CK [[z]] рядов Лорана с носителями в рациональном
конусе K определены операторы дифференцирования, используя которые,
определяется понятие D-финитного ряда Лорана. Что и позволило сформу-
лировать теорему о сохранении иерархии Стенли для производящих функ-
ций решений многомерных разностных уравнений.

В §2.2 установлена связь между опредедением D-финитного степенного
ряда по Липшицу и определением D-финитного ряда Лорана с носителем
в рациональном конусе.
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В §2.3 дано понятие сечения ряда Лорана с носителем в рациональном
конусе. Доказана теорема о том, что ряд Лорана с носителем в K ∩ Zn

лежит в том же классе иерархии Стенли, что и ряд Лорана с носителем в
K \ {ω +K} ∩ Zn.

В параграфе 2.4 приведены примеры применения развитых в диссер-
тационной работе методов в следующих задачах комбинаторного анализа:
пути Дика на подрешетке целочисленной решетки, обобщенные пути Дика
и баллотировочная задача.

2.1 D-финитность рядов Лорана с носителя-
ми в рациональных конусах и иерархия
Стенли

Напомним постановку задачи Коши для многомерного полиномиального
разностного оператора. Пусть K — рациональный симплициальный конус.
Для фиксированного m ∈ Ω требуется найти функцию f(x), удовлетворя-
ющую уравнению

P (δ)f(x) = 0, x ∈ K ∩ Zn (2.51)

и совпадающую на множестве

X0 = {x ∈ K ∩ Zn : x�
K

m}

с заданной функцией ϕ(x) :

f(x) = ϕ(x), x ∈ X0. (2.52)

В случае разрешимости задачи (2.51)–(2.52) естественным образом воз-
никает вопрос о производящей функции F (z) ее решения f(x). Для n = 1

известно, что производящая функция решения разностного уравнения с
любыми начальными данными рациональна. Для n > 1 это уже не так.
В работе [26] для разностных уравнений в положительном октанте Zn+ це-
лочисленной решетки приведены примеры, показывающие, что из раци-
ональности производящей функции начальных данных не всегда следует
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рациональность производящей функции решения (она может быть даже не
D-финитной).

Наиболее полезные в перечислительном комбинаторном анализе классы
производящих функций (степенных рядов) можно выстроить в иерархию,
предложенную Стенли (см. [24]):

{рациональные}⊂{алгебраические}⊂{D-финитные}. (∗)

Вопрос о том, останутся ли производящие функции (ряды) решения
разностного уравнения в тех же классах из иерархии (∗), что и производя-
щие функции начальных данных представляет большой интерес и является
актуальным. Для положительного ответа на этот вопрос условия разре-
шимости задачи (2.51)–(2.52) теоремы 1 будут недостаточными (см. [26]).
Кроме того, прежде необходимо определить само понятие D-финитности
для рядов Лорана с носителями в K ∩ Zn.

Для формальных степенных рядов одной переменной понятие D-финит-
ности систематически изучалось в [24], [42]. Для кратных степенных рядов
это определение обсуждалось в [38]. Приведем его формулировку.

Пусть F (ξ) =
∑
λ∈Zn+

aλξ
λ — формальный степенной ряд переменных

ξ1, ..., ξn. Он называется D-финитным (по Липшицу), если удовлетворяет
системе дифференциальных уравнений вида

P i
k(ξ)

∂kF

∂ξki
+ ...+ P i

1(ξ)
∂F

∂ξi
+ P i

0(ξ)F = 0, i = 1, ..., n, (2.53)

где P i
j (ξ) — многочлены.

В одномерном случае ряд
∑
f(λ)ξλ D-финитен тогда и только тогда,

когда последовательность f(λ) P-рекурсивна (см. [42]). Напомним понятие
Р-рекурсивности. Последовательность называется Р-рекурсивной, если она
удовлетворяет разностному уравнению вида

pd(λ)f(λ) + pd−1(λ)f(λ− 1) + · · ·+ p0(λ)f(λ− d) = 0,

где pi(λ) — многочлены.
Понятие D-финитности обобщается с одномерных степенных рядов на

несколько переменных непосредственно (см. определение по Липшицу).
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Обобщение Р-рекурсивности на более высокие размерности является не та-
ким очевидным. Такое обобщение было дано в [44], но у него есть несколь-
ко недостатков. Например, последовательность f(λ1, λ2) может быть Р-
рекурсивной в смысле этого обобщения, а ряд

∑
f(λ1, λ2)ξ

λ1
1 ξ

λ2
2 не быть D-

финитным (см. [35]). Следующее определение Р-рекурсивности для n > 1

не имеет этих недостатков (см. [38]).
Сначала дадим понятие сечения последовательности

f(λ1, . . . , λn) : Nn → C.

Сечением последовательности f(λ1, λ2, . . . , λn) называется последователь-
ность размерности < n, полученной из f(λ1, . . . , λn) фиксацией одной или
более переменных λj. k-сечением последовательности f(λ1, . . . , λn) назы-
вается сечение, полученное фиксацией некоторых λj, значение которых не
превышают k. Например, последовательность g(λ1, λ3) = f(λ1, 7, λ3) это
8-сечение f(λ1, λ2, λ3).

Последовательность f(λ1, . . . , λn) называется Р-рекурсивной, если су-
ществует k ∈ N такое, что

(i) для каждого j = 1, . . . , n и каждого ν = (ν1, . . . , νn) ∈ {0, . . . , k}n

существует многочлен p(j)
ν (с, по меньшей мере, одним p

(j)
ν (λ) 6= 0 для всех

j) такой, что ∑
ν

p(j)
ν (λj)f(λ1 − ν1, . . . , λn − νn) = 0

для всех λ1, . . . , λn > k (сумма по {0, . . . , k}n), и
(ii) если n > 1, то все k-сечения последовательности f(λ1, . . . , λn) явля-

ются Р-рекурсивными.
Одно из основных свойств D-финитных степенных рядов состоит в том,

что они образуют подалгебру алгебры степенных рядов. Доказательство
этого факта основано на свойстве линейности и правиле Лейбница для
операторов дифференцирования ∂

∂ξi
и сводится к случаю одной перемен-

ной (см. [42]). Заметим, что в кольце рядов Лорана CK [[z]] взятия обыч-
ных частных производных ∂

∂zi
не является дифференцированием, так как

для x ∈ K ∩ Zn точки x+ ei, где ei — единичные векторы, вообще говоря,
могут не лежать в K ∩ Zn. Это означает, что при таком взятии производ-
ных D-финитные ряды Лорана (1.35) не образуют даже подкольцо кольца
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CK [[z]]. Поэтому вместо частных производных в определении Липшица мы
использовали операторы Di, i = 1, . . . , n, вида (2.54).

Напомним, что мы рассматриваем только линейно независимые векто-
ры a1, . . . , an с целочисленными координатами aj =

(
aj1, . . . , a

j
n

)
, aji ∈ Z.

Рациональным конусом, порожденным векторами a1, . . . , an, назовем мно-
жество K = {x ∈ Rn : x = λ1a

1 + · · ·+ λna
n, λj ∈ R+, j = 1, . . . , n}.

Любой элемент x ∈ K ∩ Zn можно представить в виде линейной ком-
бинации базисных векторов x = λ1a

1 + · · · + λna
n. В матричной форме

это представление запишется в виде x = Aλ, где λ — вектор-столбец, A —
матрица, определитель которой ∆ 6= 0, а столбцы состоят из координат
векторов aj

A =

 a1
1 . . . an1
.. .. ..

a1
n . . . ann

 .

На мономах f(x)z−x определим оператор Di следующим образом

Dif(x)z−x = −λif(x)z−x−a
i

, (2.54)

где λi — i-я координата точки λ = A−1x. Заметим, что при ∆ 6= 1 для
x ∈ K ∩ Zn числа λi, вообще говоря, рациональные.

Действие оператора Di на ряды F из кольца CK [[z]] определяется по
линейности. Нетрудно проверить, что операторы Di, i = 1, . . . , n, явля-
ются дифференцированиями (т. е. отображениями кольца CK [[z]] в себя,
линейными и удовлетворяющими правилу Лейбница для производной про-
изведения, см., например, [17]). Обозначим Dk

i = Di ◦ · · · ◦Di︸ ︷︷ ︸
k раз

.

Формальный ряд F (z) =
∑

x∈K∩Zn
f(x)z−x из кольца CK [[z]] назовем D-

финитным, если он удовлетворяет системе уравнений вида

Qi
k(z)Dk

i F (z) + · · ·+Qi
1(z)DiF (z) +Qi

0(z)F (z) = 0, i = 1, . . . , n, (2.55)

где Qi
j(z) ∈ CK [z].

Если K = Rn+, то Di = ∂
∂zi

, и мы, после замены zi → 1
zi
, имеем опреде-

ление Липшица (см. [38]) D-финитности степенных рядов.
Приведем формулировку теоремы об иерархии Стенли.
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Теорема 5. Пусть для точки m, определяющей множество X0, на кото-
ром заданы начальные данные однородной задачи (2.51)–(2.52), выполнено
условие

m>
K
ω, ω ∈ Ω.

Тогда из D-финитности (рациональности, алгебраичности) производя-
щей функции Φ(z) начальных данных следует D-финитность (рациональ-
ность, алгебраичность) производящей функции F (z) решения.

В основе доказательства теоремы 5 лежит формула (1.36)

F (z) =
∑
ω∈Ω

cωz
ω 1

P (z)
Φω(z),

выражающая производящую функцию F (z) решения задачи (2.51)–(2.52)
через функции

Φω(z) =
∑

x∈K∩Zn,x�
K

ω

ϕ(x)z−x,

определяемые по начальным данным задачи Коши. Из формулы видно,
что рациональность (алгебраичность, D-финитность) F (z) зависит от ра-
циональности (алгебраичности, D-финитности) функции Φω(z) для всех
ω ∈ Ω, свойства которых зависят от производящей функции начальных
данных.

2.2 Связь D-финитности рядов Лорана с но-
сителями в рациональных конусах с D-
финитностью по Липшицу

В §2.2 установлена связь между опредедением D-финитного степенного ря-
да по Липшицу и определением D-финитного ряда Лорана с носителем в
рациональном конусе.

Основной инструмент для установления этой связи — замена перемен-
ных ξ = z−A, где ξi = z

−ai1
1 . . . z

−ain
n , i = 1, . . . , n. Однако, если ее сделать в
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рядах (1.35) сразу, то получим, вообще говоря, ряды Пюизе, D-финитность
которых не определена. Далее мы покажем, что всякий ряд Лорана (1.35)
можно представить в виде суммы рядов — канонических мультисекций,
каждый из которых после замены ξ = z−A с точностью до умножения на
моном будет D-финитным степенным рядом.

Напомним нужные обозначения и определения. Пусть K — рациональ-
ный симплициальный конус в Rn, а Λ — подрешетка, ассоциированная с
векторами, порождающими рациональный конус K:

Λ = {x ∈ Zn : x = λ1a
1 + . . .+ λna

n, λi ∈ Z, i = 1, . . . , n}.

Пусть A — взаимнооднозначное отображение из Zn+ в K ∩Λ по правилу
λ→ Aλ. Обозначим A∗ — отображение из кольца рядов Лорана CK∩Λ[[z]]

в кольцо степенных рядов C[[ξ]], индуцированное отображением A:

A∗ :
∑

x∈K∩Λ

f(x)z−x →
∑
λ∈Zn+

f(Aλ)ξλ,

где z−A = ξ.
Фиксируем τ ∈ K ∩ Λ и обозначим Πτ параллелотоп

Πτ = {x ∈ Rn : 06
K
x<
K
τ}.

Далее будем считать, что v — вектор с целыми координатами, лежащий в
параллелотопе Πτ .

Напомним (см. §1.4), что CK [[z]] — кольцо рядов Лорана вида

F (z) =
∑

x∈K∩Zn
f(x)z−x.

Кроме того, v-ой τ -секцией кратного ряда Лорана F (z) называется ряд
вида

Tv,τF (z) =
∑

x∈v+K∩Λ

f(x)z−x. (2.56)

Любой ряд F (z) из кольца CK [[z]] можно единственным образом пред-
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ставить в виде суммы

F (z) =
∑

v∈Πτ∩Zn
Tv,τF (z). (2.57)

Кроме того, v-ая τ -секция представима в виде

Tv,τF (z) =
∑

x∈v+K∩Λ

f(x)z−x = z−vΘv(z), (2.58)

где Θv(z) =
∑

y∈K∩Λ

f(v + y)z−y. Отметим, что Θv(z) принадлежат кольцу

CK∩Λ[[z]], т.е. кольцу рядов вида F (z) =
∑

x∈K∩Λ

f(x)z−x.

Всякая v-ая τ -секция Tv,τF (z) выражается через исходный ряд F (z)

следующим образом:

Tv,τF (z) =
1

V ol(Πτ)

∑
J

Rτ−v�JF (RJz). (2.59)

Предложение 2. Ряд F (z) ∈ CK [[z]] D-финитен тогда и только тогда,
когда для любого v ∈ Πτ ∩Zn D-финитны все его мультисекции Tv,τF (z).

Доказательство. Напомним, что D-финитные ряды Лорана образуют по-
далгебру. С учетом этого факта, необходимость следует из формулы (2.59),
а достаточность — из формулы (2.57).

Всякая каноническая мультисекция D-финитного ряда F (z) имеет вид
Tv,τF (z) = z−vΘv(z) и является D-финитной. Укажем связь между опре-
делениями D-финитности ряда Лорана с носителем на подрешетке Λ и D-
финитности по Липшицу.

Теорема 6. Пусть F (z) ∈ CK [[z]], τ = a1 + · · · + an и Tv,τF (z) =

z−vΘv(z) — его канонические мультисекции, Θv(z) ∈ CK∩Λ[[z]]. Ряд F (z)

D-финитен тогда и только тогда, когда для всех v ∈ Πτ ∩ Zn степенные
ряды A∗(Θv(z)) будут D-финитны по Липшицу.

Доказательство. Необходимость. Поскольку ряд F (z) ∈ CK [[z]] представ-
ляется в виде F (z) =

∑
v
z−vΘv(z) суммы его канонических мультисекций,
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а по теореме 4 всякая мультисекция z−vΘv(z) выражается через F (z), то
ряды Θv(z) удовлетворяют системе уравнений (2.55). После замены пе-
ременных z−A = ξ и стандартных преобразований получим, что ряды
A∗(Θv) =

∑
λ∈Zn+

f(Aλ)ξλ удовлетворяют системе вида (2.53). Важно отме-

тить, что замена индексов суммирования x ∈ K ∩ Λ на λ ∈ Zn+ возможна,
так как отображение A взаимно однозначно отображает Zn+ на K ∩ Λ.

Достаточность. Так как степенные ряды A∗(Θv) являются D-финитны-
ми по Липшицу, то они удовлетворяют системе дифференциальных урав-
нений вида (2.53). Проделав выкладки из доказательства необходимости в
обратном порядке, получим, что ряды Θv(z) удовлетворяют системе урав-
нений вида (2.55).

2.3 Сечения кратных рядов Лорана с носите-
лями в рациональных конусах и доказа-
тельство теоремы о сохранении иерархии
Стенли

В данном параграфе дано понятие сечения ряда Лорана с носителем в ра-
циональном конусе. Доказана теорема о том, что ряд Лорана с носителем
K ∩Zn лежит в том же классе иерархии Стенли, что и ряд Лорана с носи-
телем K \ {ω +K} ∩ Zn.

Напомним понятие сечения степенного ряда

F(ξ) =
∑
λ∈Zn

f(λ)ξλ,

где λ = (λ1, . . . , λn), (см. [38]). Если мы разобъем упорядоченный на-
бор {1, . . . , n} на два упорядоченных набора {1, . . . , n} = {i1, . . . , ik} ∪
{j1, . . . , jl}, то мы можем единственным образом представить F ∈ C[[ξ]]

как сумму
F(ξ) =

∑
λ1,...,λk

F{j1,...,jl}λ1,...,λk
(ξj1, . . . , ξjl)ξ

λ1

i1
. . . ξλkik ,
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где коэффициенты последнего ряда сами являются рядами

F{j1,...,jl}λ1,...,λk
∈ C[[ξj1, . . . , ξjl]].

Для l > 1 ряд F{j1,...,jl}λ1,...,λk
назовем сечением ряда F . Например, рассмотрим

ряд F(ξ1, ξ2) =
∑

(λ1,λ2)∈Z2

f(λ1, λ2)ξ
λ1
1 ξ

λ2
2 . Тогда F1

0 (ξ1) =
∑
λ1∈Z

f(λ1, 0)ξλ1
1 .

Для D-финитных (рациональных, алгебраичных) рядов с носителем в
положительном октанте известно (см. [38]), что все их сечения также D-
финитны (рациональны, алгебраичны).

Определим понятие сечения ряда Лорана с носителем в рациональном
конусе. Разобьем {1, ..., n} на два непересекающихся набора I = {i1, ..., id}
и J = {j1, ..., jl}, так что I ∪ J = {1, ..., n}. Обозначим KI и KJ конусы,
порожденные векторами ai, i ∈ I и aj, j ∈ J соответственно. Сечением
конуса K назовем афинный конус xI +KJ , где xI ∈ KI .

Рассмотрим сначала ряды Лорана, носители которых лежат на подре-
шетке Λ, порожденной векторами a1, . . . , an. Поскольку

K ∩ Λ =
⋃

xI∈KI∩Λ

{xI +KJ ∩ Λ},

то всякий такой ряд можно представить в виде «повторного» следующим
образом

F (z) =
∑

x∈K∩Λ

f(x)z−x =
∑

xI∈KI∩Λ

∑
x∈xI+KJ∩Λ

f(x)z−x =

=
∑

xI∈KI∩Λ

z−xI
∑

t∈KJ∩Λ

f(xI + t)z−t.

Сечением ряда Лорана F (z) с носителем на подрешетке Λ назовем ряд

F J
xI

(z) =
∑

t∈KJ∩Λ

f(xI + t)z−t.

В случае, когда K = Rn+, данное определение, после замены zi → 1
zi
,

совпадает с определением Липшица сечения степенного ряда.
Напомним некоторые факты из §1.4. Обозначим τ = a1 + · · ·+ an. Ряд
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F (z) =
∑
K∩Zn

f(x)z−x можно представить в виде суммы

F (z) =
∑

v∈Πτ∩Zn
z−vΘv(z),

где Θv(z) — ряды Лорана с носителями, лежащими на подрешетке Λ.
Для любого F (z) эти ряды однозначно определяются выбором векторов
a1, . . . , an, порождающих конус K. Назовем z−vΘv(z) канонической муль-
тисекцией ряда F (z). Сечением канонической мультисекции назовем ряд
z−vΘJ

v,xI
(z), а сечением ряда Лорана F (z) с носителем в рациональном ко-

нусе назовем сечение его канонической мультисекции

F J
v,xI

= z−vΘJ
v,xI

(z).

Заметим, что ряд Лорана и его сечения лежат в одном классе иерархии
Стенли.

Прежде чем сформулировать теорему 7, докажем аналогичное утвер-
ждение для степенных рядов.

Лемма 3. Если ряд F(ξ) ∈ C[[ξ]] является D-финитным (рациональным,
алгебраичным), то для любого ω ∈ Zn+ ряд

Fω(ξ) =
∑

λ∈Zn+,λ�ω

f(λ)ξλ

будет D-финитным (рациональным, алгебраичным).

Доказательство. Для доказательства леммы воспользуемся известным
утверждением, что сечения D-финитного (рационального, алгебраичного)
степенного ряда также являются D-финитными (рациональными, алгебра-
ичными).

Нам потребуется понятие (n− 1)-мерного сечения степенного ряда

F(ξ) =
∑
λ∈Zn+

h(λ)ξλ,
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которое определяется следующим образом

F i
j(ξ) =

∑
x[i]∈Zn−1

+

h(ξ1, . . . , ξi−1, j, ξi+1, . . . , ξn)ξ[i]
x[i],

где [i] означает, что i-ая переменная отсутствует.
На первом шаге рассмотрим разность

X (ξ) = F(ξ)−
ω1−1∑
k=0

ξkF1
k (ξ),

ее коэффициенты при всех степенях ξλ таких, что 0 6 λ1 6 ω1−1, равны 0;
при остальных равны h(λ). Так как сечения F1

k D-финитны (рациональны,
алгебраичны), а D-финитные (рациональные, алгебраичные) ряды обра-
зуют алгебру, то X (ξ) будет D-финитным (рациональным, алгебраичным)
рядом. На втором шаге рассматриваем разность

X (ξ)−
ω2−1∑
k=0

ξkX 2
k (ξ)

и, последовательно повторяя эту процедуру по оставшимся переменным,
получим, что ряд

∑
λ>ω

h(λ)ξλ является D-финитным (рациональным, ал-

гебраичным). Следовательно, D-финитен (рационален, алгебраичен) и ряд
Fω(ξ) = F(ξ)−

∑
λ>ω

h(λ)ξλ.

Теорема 7. Если ряд F (z) ∈ CK [[z]] является D-финитным (рациональ-
ным, алгебраичным), то для любого ω ∈ K ∩ Zn ряд

Fω(z) =
∑

x∈K∩Zn,x�
K

ω

f(x)z−x

будет D-финитным (рациональным, алгебраичным).

Доказательство. Из формулы (2.59) следует, что если ряд F (z) D-финитен
(рационален, алгебраичен), то и ряды Tv,τF (z) D-финитны (рациональны,
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алгебраичны) (так как такие ряды образуют алгебру).
Напомним, что v-ая τ -секция представима в виде

Tv,τF (z) =
∑

x∈v+K∩Λτ

f(x)z−x = z−vΘv(z),

где Θv(z) =
∑

y∈K∩Λ

f(v+y)z−y. Отметим, что Θv(z) принадлежат подкольцу

CK∩Λ[[z]] кольца CK [[z]], где CK∩Λ[[z]] — подкольцо рядов с носителями из
K ∩ Λ.

Значит ряды Θv(z) являются D-финитными (рациональными, алгеб-
раичными), так как Θv(z) = zvTv,τF (z). Для рядов из CK∩Λ[[z]] можно
считать, что в определении D-финитности многочлены Qj

i (z) ∈ CK∩Λ[z].
После замены z−A = ξ вместо рядов Лорана Θv получим степенные ряды
A∗(Θv) ∈ C[[ξ]], являющиеся D-финитными (рациональными, алгебраич-
ными) по теореме 6. По лемме 3 утверждение теоремы 7 справедливо для
рядов A∗(Θω,v) ∈ C[[ξ]], которые, после перехода к переменным z, станут
D-финитными (рациональными, алгебраичными) (по теореме 6) рядами ви-
да Θω,v(z). Отсюда следует, что ряд Fω(z) =

∑
v
z−vΘω,v(z) — D-финитный

(рациональный, алгебраичный).

Доказательство. Докажем теорему 5. Воспользуемся формулой (1.36), ко-
торая задает связь между производящей функцией решения задачи (1.22)–
(1.23) F (z) и рядами Φω

F (z) =
∑
ω∈Ω

cωz
ω 1

P (z)
Φω(z).

По теореме 7 из D-финитности (рациональности, алгебраичности) произ-
водящей функции начальных данных Φm следует D-финитность (рацио-
нальность, алгебраичность) Φω для всех ω ∈ Ω. D-финитность (рациональ-
ность, алгебраичность) выражения

∑
cωz

ω 1
P (z)Φω(z) следует из того, что D-

финитные (рациональные, алгебраичные) ряды образуют подалгебру.
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2.4 Применения в некоторых задачах комби-
наторного анализа

В этом параграфе приведены примеры применения развитых в диссерта-
ционной работе методов в следующих задачах комбинаторного анализа:
пути Дика на подрешетке целочисленной решетки, обобщенные пути Дика
и баллотировочная задача.

Производящие функции являются одним из важных инструментов ре-
шения перечислительных задач комбинаторного анализа, которые возни-
кают при определении способов перебора элементов конечного множества,
позволяющих одновременно определять число элементов заданного типа.
Использование производящих функций для решения перечислительных
задач не ограничивается установлением соответствия между элементами
множества и коэффициентами, например, степенных рядов. Метод произ-
водящих функций используется для получения комбинаторных тождеств,
введения специальных чисел и полиномов и для исследования их асимпто-
тического поведения.

Традиционно в комбинаторном анализе разностные уравнения приня-
то рассматривать в положительном октанте целочисленной решетки, со-
ответственно в качестве производящих функций используются степенные
ряды, т. е. ряды вида F (z) =

∑
x>0

f(x)zx с носителями в положительном ок-

танте. В данной работе исследуются решения разностного уравнения и их
производящие функции с носителями в рациональных конусах. Такой под-
ход представляется естественным в задачах о числе способов перемещения
точки по целочисленной решетке с заданным набором шагов, например, в
задаче об обобщенных путях Дика. Кроме того, в данном параграфе при-
веден пример, показывающий, что после того, как мы рассмотрим задачу
Коши в более «широком» множестве, чем Zn+, а именно, в рациональном
конусе, содержащем Zn+, то вместо алгебраической производящей функции
мы получим рациональную.

1. Пути Дика на подрешетке целочисленной решетки

Задача состоит в том, чтобы найти число путей на Z2, выходящих
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из начала координат (0, 0), оканчивающихся в точке (x1, x2) и использую-
щих только шаги (1, 1) и (1,−1). Эту задачу естественно рассматривать
на пересечении подрешетки Λ, порожденной векторами (1, 1) и (1,−1) и
конуса K, порожденного теми же векторами. Обозначим f(x1, x2) число
путей, которыми можно попасть из начала координат в точку x. Тогда
f(x1, x2) удовлетворяет разностному уравнению

f(x1 + 2, x2)− f(x1 + 1, x2 + 1)− f(x1 + 1, x2 − 1) = 0. (2.60)

Сформулируем задачу Коши: найти решение (2.60), совпадающее на
XΛ = {x ∈ K ∩ Zn : x�

K

(2, 0)} с заданной функцией ϕ:

f(x, x) = ϕ(x, x), x ≥ 0, (2.61)

f(x,−x) = ϕ(x,−x), x ≥ 0.

Решение этой задачи (см. §1.2, формула (1.34)) имеет вид:

f(x1, x2) = ϕ(0, 0)
x1!

(x1−x2

2 )!(x1+x2

2 )!
+

+

x1+x2−2
2∑

k=−1

(ϕ(k + 2, k + 2)− ϕ(k + 1, k + 1))
(x1 − k − 2)!

(x1−x2

2 )!(x1+x2−2k−4
2 )!

+

+

x1−x2−2
2∑

k=−1

(ϕ(k + 2,−k − 2)− ϕ(k + 1,−k − 1))
(x1 − k − 2)!

(x1−x2−2k−4
2 )!(x1+x2

2 )!
.

Очевидно, что попасть в точки (k, k), (k,−k) k = 0, 1, 2, . . ., лежащие
на «границе» конуса K можно только одним способом. Это означает, что
нужно найти решение уравнения (2.60), удовлетворяющее начальным дан-
ным

f(k, k) = 1, k = 0, 1, 2, . . . , (2.62)

f(k,−k) = 1, k = 0, 1, 2, . . . .

Найдем производящую функцию F (z, w) решения задачи (2.60),(2.62),
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используя теорему 3 из §1.3. Для этого вычислим Φω(z) =
∑

x∈K∩Zn,x�
K

ω

ϕ(x)z−x

Φ(1,1) =
∑

x�
K

(1,1)

1

zx1wx2
=

∞∑
k=0

(
1

zw−1

)k
=

z

z − w
,

Φ(1,−1) =
∑

x�
K

(1,−1)

1

zx1wx2
=

∞∑
k=0

(
1

zw

)k
=

zw

zw − 1
,

Φ(2,0) =
∑

x�
K

(2,0)

1

zx1wx2
=

zw

zw − 1
+

z

z − w
− 1.

По теореме 3 имеем:

F (z, w) =
z2

z2 − zw − zw−1

(
zw

zw − 1
+

z

z − w
− 1

)
−

− zw

z2 − zw − zw−1

(
z

z − w

)
− zw−1

z2 − zw − zw−1

(
zw

zw − 1

)
=

=
zw

zw − 1− w2
.

Разлагая полученную функцию в ряд Лорана с носителем в конусе K

F (z, w) =
1

1− 1
zw −

w
z

=
∞∑
k=0

(
1

zw
+
w

z

)k
=

∑
(x1,x2)∈K

x1!

(x1−x2

2 )!(x1+x2

2 )!

1

zx1wx2
,

получим искомое число путей

f(x1, x2) =
x1!

(x1−x2

2 )!(x1+x2

2 )!
.

2. Баллотировочная задача

Пусть n кандидатов C1, C2, . . . , Cn получили на выборах соответственно
x1, x2, . . . , xn, x1 > x2 > · · · > xn голосов. Найти n-мерное баллотировоч-
ное число f(x1, . . . , xn), т. е. число способов подсчета голосов, в каждый
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момент которого число голосов Ci-го кандидата не меньше числа голосов
Ci+1 кандидата.

В простейшем варианте (n = 2) требуется найти число способов,
которыми можно голосовать на выборах за кандидатов C1 и C2 так,
чтобы C1 получил x голосов, C2 получил y голосов, и чтобы C1 никогда
не уступал C2 в ходе голосования.

Если обозначить искомое число способов f(x, y), то оно будет удовле-
творять уравнению

f(x+ 1, y + 1) = f(x, y + 1) + f(x+ 2, y), (x, y) ∈ Z2
+ (2.63)

и начальным данным

f(k, 0) = 0, k ∈ Z+, f(0, 1) = 1, f(0, k) = 0, k = 2, 3, .... (2.64)

Производящая функция решения задачи (2.63), (2.64) алгебраическая
и имеет вид

F (z, w) =
∑

(x,y)∈Z2
+

f(x, y)

zxwy
=

2zw − z2w + z2
√
w(w − 4)

2(zw − w − z2)
.

В данном примере производящая функция начальных данных рацио-
нальна, а производящая функция решения алгебраична. Если же рассмот-
реть эту задачу в подходящем рациональном конусе, то окажется, что про-
изводящая функция решения станет рациональной.

В отличие от [26], рассмотрим уравнение (2.63) в рациональном конусе
K, натянутом на векторы a1 = (1, 0) и a2 = (−2, 1). Обозначим

Λ = {x ∈ Z2 : x = λ1(1, 0) + λ2(−2, 1), λ1, λ2 ∈ Z}

— решетку, порожденную векторами a1, a2 и h(x, y) — искомое решение
уравнения (2.63). Начальные данные зададим на множестве XΛ = {x ∈
K : x�

K

(−1, 1)} = {(−2k, k), k = 0, 1, 2, ..}∪{(k, 0), k = 1, 2, ...} следующим

образом
h(−2k, k) = (−1)k+1k2, k = 0, 1, 2, ..., (2.65)

h(k, 0) = 0, k = 1, 2, ....
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Производящая функция Φ(−1,1) =
∑

(x,y)∈XΛ

h(x,y)
zxwy начальных данных явля-

ется рациональной и равна

Φ(−1,1) =
z2w(w − z2)

(w + z2)3
.

Из формулы (1.36) после простых преобразований получим выражение
для производящей функции H(z, w) =

∑
(x,y)∈K∩Λ

h(x,y)
zxwy решения разностного

уравнения

H(z, w) =
z3w2(w − z2)

(zw − w − z2)(w + z2)3
.

Таким образом, после перехода от задачи (2.63), (2.64) к задаче (2.63),
(2.65) производящая функция решения стала рациональной и, кроме того,
если решение h(x, y) задачи (2.63), (2.65) сузить на Z2

+, то оно совпадет с
решением f(x, y) задачи (2.63), (2.64).

3. Обобщенные пути Дика

Найти число путей f(x1, x2), которыми можно попасть из точ-
ки (0,0) в точку (x1, x2), используя только шаги h1 = (1, 1), h2 =

(1,−1), h3 = (1, 0).
Очевидно, что функция f(x1, x2) 6= 0 только для (x1, x2), принадлежа-

щих рациональному конусу K = {(x1, x2) ∈ R2 : (x1, x2) = λ1h1 + λ2h2,

(λ1, λ2) ∈ R2
+}. Для искомого числа путей f(x1, x2) разностное уравнение

имеет вид

f(x1 + 2, x2)−f(x1 + 1, x2 + 1)−f(x1 + 1, x2−1)−f(x1 + 1, x2) = 0, (2.66)

множество Ω состоит из точек {(2, 0), (1, 1), (1,−1), (1, 0)}, характеристи-
ческий многочлен P (z, w) = z2 − zw − zw−1 − z, точка (2, 0) удовле-
творяет условию (1.33), начальные данные задаются на множестве точек
X0 = {x ∈ K ∩ Z2 : x�

K

(2, 0)}. Из условия задачи легко видеть, что на X0
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искомая функция равна

f(k, k) = f(k,−k) = 1, f(k + 1, k) = f(k + 1,−k) = k + 1, k = 0, 1, 2, . . . ,

(2.67)
а производящая функция начальных данных равна

Φ(z, w) =
z

z − w
+

z

(z − w)2
+

zw

zw − 1
+

zw2

(zw − 1)2
+ 1 +

1

z
.

Из теоремы 3 найдем производящую функцию F (z, w) =
∑

(x1,x2)∈K∩Z2

f(x1,x2)
zx1wx2

решения задачи (2.66)–(2.67):

F (z, w) =
z2

z2 − zw − zw−1 − z
.

Отметим, что в данном примере из рациональности производящей функции
начальных данных Φ(z, w) следует рациональность производящей функ-
ции решения F (z, w).

По аналогии с путями Моцкина можно поставить вопрос о числе путей,
пересекающих прямую qx1 − px2 = 0, где (p, q) ∈ K ∩ Z2. С точки зрения
теории производящих функций нам нужно найти (p,q)-диагональ

F(p,q)(t) =
∞∑
k=0

f(pk, qk)

tk

ряда Лорана F (z, w). Известно (см., например, [19]), что диагональ ряда
Лорана рациональной функции представляется интегралом вида

F(p,q)(t) =
1

(2πi)2

∫∫
Γ

F (z, w)

(1− zpwq

t )

dz

z
∧ dw
w

и является алгебраической. Здесь Γ — остов бикруга Γ = Log−1u, u ∈ E(2,0),
где E(2,0) — компонента дополнения амебы характеристического многочле-
на, соответствующая вершине (2,0) многогранника Ньютона NP . Напри-
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мер, (1,0)-диагональ в данном случае будет равна

F(1,0)(t) =
1

(2πi)2

∫∫
Γ

z2

(z2 − zw − zw−1 − z)(1− z
t )

dz

z
∧ dw
w

=
t√

t2 − 2t− 3
.
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