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Введение

Функция, которая связана с одной или несколькими независимыми пере-

менными алгебраическим уравнением, называется алгебраической. После по-

явления результатов Абеля (1824) и Галуа (1830) о невозможности решения

в радикалах общего алгебраического уравнения степени ≥ 5 все внимание в

исследовании такого уравнения было обращено к аналитическим методам ре-

шений. Идея такого перехода была подана еще Виетом в 16 веке, но лишь в

1858 г. Эрмит [77], [78] и Кронекер [88], независимо друг от друга, осуществили

идею Виета. А именно, им удалось выразить решение уравнения

y5 + 5y = a

(к которому сводится любое уравнение пятой степени с помощью преобразо-

ваний Чирнгауза [106], см. также [27], [39]) через модулярную эллиптическую

функцию переменного a. Следующий успех в проблеме поиска решений урав-

нений высших степеней был достигнут в 20 веке. Так, в 1921 г. Меллином [92]

было найдено решение для приведенного алгебраического уравнения

yn + xn−1y
n−1 + . . . + x1y − 1 = 0 (0.1)

в терминах гипергеометрических рядов переменных x1, . . . , xn−1, а также по-

средством кратных интегралов Меллина-Барнса. Отметим, что общее алгеб-

раическое уравнение n-ой степени записывается в виде

any
n + . . . + a1y + a0 = 0. (0.2)
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Полную аналитическую функцию решений этого уравнения называют общей

(универсальной) алгебраической функцией. Она обладает свойством двойной

однородности [97], и потому фактически зависит лишь от n − 1 перемен-

ных x1, . . . , xn−1. Иными словами, достаточно рассмотреть уравнение (0.1) или

уравнение вида

xny
n + . . . + yq + . . . + yp + . . . + x1y + x0 = 0, (0.3)

где коэффициенты при любой паре мономов фиксированы. В случае p = 0, q =

n мы получаем уравнение (0.1), где знак «минус» перед единицей взят для

удобства. Биркелан [64], [65] распространил результат Меллина на уравнения

(0.3) с произвольными парами p, q, предъявив с помощью метода Лагранжа

степенные ряды гипергеометрического типа для решений этого уравнения.

Следующим этапом развития теории алгебраических функций явился ре-

зультат Умемуры [46] о том, что уравнение любой степени можно решить с по-

мощью тэта-функций, тем самым, обобщающий результат Эрмита-Кронекера.

Новый всплеск внимания к аналитическим аспектам теории алгебраиче-

ских функций возник в 2000 году, когда Семушева и Цих [43], и независимо

от них, Штурмфельс [102] показали возможность реализации аналитическо-

го продолжения общей алгебраической функции, используя понятия гипер-

геометрических функций по Горну [82] и Гельфанду-Капранову-Зелевинскому

[21], соответственно. Теория гипергеометрических функций и связанные с ней

теории дискриминантов и многогранников были глубоко изучены в конце про-

шлого века (см. книги [15], [73], [41], а также списки цитированной литературы

в них). Оказалось, что сингулярностями гипергеометрических функций явля-

ются дискриминантные множества общих алгебраических гиперповерхностей

и только они.

По очевидным причинам дискриминант ∆(a) алгебраического уравнения
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(0.2) играет важную роль при описании структуры и свойств общей алгебраи-

ческой функции y(a), например, потому, что нули дискриминанта составляют

множество сингулярностей для y(a). Структура дискриминантного множества

∇ = {a : ∆(a) = 0} настолько богатая, что она уже многие годы привлека-

ет пристальное внимание алгебраических геометров [73], а также специали-

стов по теории сингулярностей [1], [14] и теории представлений [108]. Видимо,

Д. Гильберт был первый, кто определил сингулярную стратификацию дис-

криминантного множества [81]. Несомненно, столь глубокое проникновение

им вглубь структуры дискриминантного множества было связано с вопросом

о структуре общей алгебраической функции, в частности, с 13-ой проблемой

Гильберта (1900) о суперпозиции общей алгебраической функции посредством

функций двух переменных.

Несмотря на впечатляющие многовековые достижения в теории алгебраи-

ческих функций, в ней остается много неисследованных вопросов. Например,

формулы Меллина и Биркелана имеют весьма узкие области сходимости, и

этот факт ограничивает диапазон их применений; результаты Эрмита, Кроне-

кера и Умемуры устанавливают лишь мост между алгебраическими функци-

ями и тэта-функциями, но до сих пор аппарат тэта-функций не приспособлен

для непосредственного оперирования с алгебраическими функциями. Усилить

данный тезис о неисследованности многих вопросов теории алгебраических

функций можно словами из статьи А.Г. Витушкина [17]:

«Теорема Колмогорова о суперпозициях непрерывных функций опровергает

гипотезу 13-ой проблемы Гильберта. Однако, алгебраическое ядро проблемы

осталось незатронутым. Можно рассчитывать на положительное решение

проблемы в классе аналитических функций (т.е. на возможность суперпози-

рования общей алгебраической функции посредством аналитических функций
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двух переменных). Таким образом, проблема (о структуре общей алгебраиче-

ской функции) остается открытой и диапазон вопросов по большому счету

столь же широк, как и в начале XX века».

Настоящая диссертационная работа посвящена аналитическим аспектам

теории алгебраических функций.

Цель работы: Получить новые аналитические формулы в виде степен-

ных рядов и интегралов с параметрами для решения общего алгебраического

уравнения, разработать конструктивные методы описания монодромии общей

алгебраической функции, исследовать сингулярную стратификацию и диф-

ференциальную геометрию ее дискриминантного множества. Применить по-

лученные результаты к эффективному нахождению сингулярных точек общих

алгебраических гиперповерхностей.

В первой главе приводятся представления для решений уравнений (0.1),

(0.3) в виде одномерных ветвящихся интегралов (так называются интегра-

лы, у которых подынтегральные выражения являются многозначными функ-

циями). Эти представления получаются из интегральной формулы Меллина

для решения y(x) уравнения (0.1). Рассмотрим несколько другую запись это-

го уравнения, нумеруя коэффициенты в обратном порядке и позволяя быть

нулевыми некоторым из них:

yn + x1y
n1 + . . . + xly

nl − 1 = 0, n > n1 > . . . > nl > 0. (0.4)

Введем два целочисленных вектора

α = (n1, . . . , nl), β = (n− n1, . . . , n− nl).

Интегральная формула Меллина [92] выражает ветвь y = y0(x) решения урав-

нения (0.4), выделенную вблизи x = 0 условием y0(0) = 1, в виде интеграла

8



Меллина-Барнса

y0(x) =
1
n

(2πi)l

∫

γ+iRl

Γ
(

1
n −

〈α,ζ〉
n

)
Γ(ζ1) . . . Γ(ζl)

Γ
(

1
n + 〈β,ζ〉

n + 1
) x−ζdζ, (0.5)

где используется мультииндексная запись

x−ζ = x−ζ1

1 . . . x−ζl

l , dζ = dζ1 ∧ . . . ∧ dζl.

Следуя Меллину, указанную ветвь y0(x) называют главным решением уравне-

ния (0.4). Отметим, что все остальные ветви получаются из y0(x) по формуле

yj(x) = εjy0(ε
n1

j x1, . . . , ε
nl

j xl), j = 1, . . . , n− 1, (0.6)

где εj = e
2πj
n

i – первообразные корни из единицы.

Заметим, что в интеграле (0.5) подынтегральное выражение является хотя

и трансцендентной функцией, но однозначной, а множество интегрирования

неограничено. В §1.2 приводится представление для главного решения в виде

ветвящегося интеграла по отрезку. Введем для краткости письма обозначение

F±(x; t) = 1−
l∑

k=1

e±
nk
n

πixkt
nk
n (1− t)

n−nk
n

для пары функций, линейных относительно x.

Теорема 1. Главное решение y0(x) уравнения (0.4) допускает представление

в виде интеграла

y0(x) = 1 +
1

2πin

1∫

0

t
1−n

n

(1− t)
1+n

n

[
e

πi
n ln F+(x; t)− e−

πi
n ln F−(x; t)

]
dt, (0.7)

где ветви логарифма определены в области пространства Cl переменного

x = (x1, . . . , xl), полученной удалением из Cl двух семейств комплексных

гиперплоскостей

Σ± =
⋃

t∈(0;1)

{x : F±(x; t) = 0} ,
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и выбираются условием ln 1 = 0.

Отметим, что интеграл (0.7) сходится благодаря тому факту, что подын-

тегральное выражение в квадратных скобках обращается в нуль в точке

t = 1 с порядком, достаточным для компенсации неинтегрируемого множите-

ля (1− t)−
1+n

n перед скобкой.

В Теореме 2 формула (0.7) модифицируется применительно к другому при-

веденному уравнению. В модифицированной формуле фигурирует похожий

ветвящийся интеграл, однако, множество интегрирования в нем – цикл (т.е.

замкнутый контур).

В оставшейся части первой главы приводятся некоторые формулы решений

триномиальных и тетраномиальных уравнений, которые не удалось найти в

литературе, но представляются нам интересными. Например, формула реше-

ния кубического уравнения в параграфе 1.7 показывает, как решение констру-

ируется из своего сужения на дискриминантную кривую.

Будучи однопараметрическими семействами комплексных гиперплоско-

стей, множества Σ± в Теореме 1 представляют собой вещественные гипер-

поверхности в Cl. Фактически они являются разрезами в пространстве Cl,

примыкающими к дискриминантному множеству уравнения (0.4). Указанные

разрезы вместе с соотношениями (0.6) для ветвей уравнения (0.4) позволяют

получить важную информацию о монодромии решения y(x).

Исследованию указанной монодромии посвящена вторая глава диссерта-

ции. Вначале нам будет удобнее рассматривать приведенное уравнение (0.1).

Его дискриминантное множество ∇ допускает следующую n-значную пара-

метризацию x = Ψ(s):

xk = Ψk(s) =
nsk

〈α, s〉

(
−〈α, s〉
〈β, s〉

) k
n

, k = 1, . . . , n− 1; s ∈ CPn−2, (0.8)
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где

α = (n−1, n−2, . . . , 1), β = (1, 2, . . . , n−1).

Отображение (0.8) является обращением логарифмического отображения

Гаусса γ : ∇ −→ CPn−2 дискриминантного множества ∇. Каждая из n ветвей

Ψ(j)(s) параметризации Ψ(s) определяет так называемую «струну» S(j), ко-

торая получается сужением Ψ(j)(s) на вещественное подпространство RPn−2.

Область сходимости D гипергеометрического ряда (сходящегося в окрестности

x = 0 и имеющего вид (0.18) при µ = 1), представляющего решение уравне-

ния (0.1), примыкает к дискриминантному множеству ∇ (см. Рис. 1) по части

границы ∂D, состоящей из n струн S(0),S(1), . . . ,S(n−1). Будучи поликруговой,

область D определяется условиями лишь на модули переменных xj, при этом

ее граница ∂D параметризуется в виде

|xk| = |Ψk(s)|, k = 1, . . . , n− 1, s ∈ R
n−1
+ .

Согласно Предложению 2.3, комплексная прямая, выпущенная из начала

координат x = 0 через произвольную точку на любой струне S(j0), пересекает

каждую из струн S(j) в единственной точке. На каждой такой комплексной

прямой мы можем выбрать n петель σj с началом в x = 0, окружающих

струны S(j).

Одним из основных результатов второй главы является следующая теорема

о монодромии y(x). Напомним, что все ветви yj(x) многозначной функции y(x)

определяются по главной ветви y0(x) формулой (0.6).

Теорема 7. При продолжении через границу ∂D области D всякая ветвь

yj(x) решения уравнения (0.1) имеет ветвление лишь в паре струн S(j),

S(j−1), причем второго порядка.

Приведем геометрическую интерпретацию вышесказанного для кубическо-
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го уравнения

y3 + x2y
2 + x1y − 1 = 0, (0.9)

дискриминант которого есть полином

∆(x1, x2) = 27 + 4x3
1 − 4x3

2 + 18x1x2 − x2
1x

2
2.

Дискриминантное множество ∇ = {x : ∆(x) = 0} удобно изображать в лога-

рифмической шкале, т.е. рассматривать образ Log∇ относительно отображе-

ния

Log : (x1, . . . , xn−1) −→ (log |x1|, . . . log |xn−1|).

Образ Log∇ называют амебой гиперповерхности ∇. В случае кубического

уравнения (0.9) амеба для ∇ есть темноокрашенная часть на Рис. 1, а Log-

образ области сходимости D соответствующего гипергеометрического ряда

изображается светлоокрашенной частью.

Рис. 1. Примыкание области D к ∇ в логарифмической шкале

Параметризация ∇ определяет три струны S(0),S(1),S(2), которые на рисунке

проектируются в жирную кривую. Теорема 7 утверждает, что при продолже-

нии через границу ∂D каждое решение yj(x) уравнения (0.9) имеет ветвление

лишь в точках двух струн. В случае общего уравнения (0.1) таких струн будет

12



n. Однако, при продолжении через ∂D любое из решений yj(x), j = 0, . . . , n−1,

по-прежнему, имеет ветвление лишь в двух струнах из n.

Для триномиального уравнения

yn + xym − 1 = 0, 0 < m < n (0.10)

Теорема 7 позволяет описать полную монодромию y(x). Не ограничивая общ-

ности можно считать, что m и n взаимно просты. В этом случае дискриминант-

ное множество ∇ уравнения (0.10) составляет следующая последовательность

комплексных чисел

xj =
eπim+2j

n

(
m
n

)m
n
(

n−m
n

)n−m
n

, j = 0, . . . , n− 1,

лежащих на одной окружности. Множества Σ± представляют собой пару ра-

диальных лучей (разрезов) (см. Рис. 2), исходящих из дискриминантных точек

x0 и xn−m.

Re x

Im x

x0

Σ−

x
n−m

Σ+

Rex

Im x

σ0

σ
n−m

x0

x
n−m

Рис. 2. Разрезы Σ+ и Σ− для Рис. 3. Образующие петли дополнения

триномиального уравнения (0.10) к дискриминантному множеству

Совокупность петель σk, каждая из которых проходит через x = 0 и окру-

жает лишь точку xk, порождает фундаментальную группу дополнения C \ ∇
дискриминантного множества.
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Теорема 8. Если m и n взаимно просты, то всякая ветвь yj(x) триноми-

ального уравнения (0.10) имеет ветвление (причем второго порядка) лишь

в паре точек

e
m
n

(1−2j)πi

(
m
n

)m
n
(

n−m
n

)n−m
n

= x−mj(mod n),
e

m
n

(−1−2j)πi

(
m
n

)m
n
(

n−m
n

)n−m
n

= x−m(j+1)(mod n).

При этом, ветвь yj при обходе петли σ−mj(mod n) переходит в ветвь

y(j−1)(mod n), а при обходе петли σ−m(j+1)(mod n) — в ветвь y(j+1)(mod n).

Отметим, что в рассматриваемом случае (когда m и n взаимно просты)

группа монодромии решения y(x) порождается смежными транспозициями

(0, 1), (1, 2), . . . , (n− 2, n− 1).

Хорошо известно, что указанные транспозиции порождают всю симметриче-

скую группу подстановок Sn.

В параграфе 2.2 конструируется новый, так называемый логарифмический

метод аналитического продолжения ветвей общей алгебраической функции.

Идея этого метода основана на том, что степенные ряды (с центром в ну-

ле) для ветвей y(x) имеют поликруговые области сходимости, а интегралы

Меллина-Барнса для них имеют секториальные области сходимости. Очевид-

но, любая поликруговая область имеет непустое пересечение с любой сектори-

альной областью. Поэтому каждый степенной ряд для ветви общей алгебраи-

ческой функции автоматически продолжается в любой сектор, где ветвь пред-

ставляется интегралом Меллина-Барнса, и обратно. Такой метод аналитиче-

ского продолжения мы называем логарифмическим, поскольку в нем каждый

шаг непосредственного аналитического продолжения реализуется в пересече-

нии областей

Log−1(D′) ∩ Arg−1(D′′),
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где D′ – это Log-образ области сходимости ряда, а D′′ – это Arg-образ области

сходимости интеграла Меллина-Барнса; здесь

Arg : (x1, . . . , xn−1) −→ (arg x1, . . . , arg xn−1).

Тот факт, что отображения Log и Arg являются вещественной и мнимой частя-

ми комплексного логарифма, и объясняет терминологию «логарифмического

метода» аналитического продолжения.

Поясним основную идею этого метода на примере кубического уравнения

y3 + xy − 1 = 0.

Согласно (0.5) главное решение этого уравнения допускает представление в

виде интеграла

y0(x) =
1

2πi

∫

γ+iR

1
3Γ(1

3 − 1
3z)Γ(z)

Γ(1
3 + 2

3z + 1)
x−zdz, (0.11)

который сходится в секторе | arg x| < π
3 . Здесь γ + iR – вертикальная пря-

мая, разделяющая полюсы гамма-функций, стоящих в числителе. Вычисляя

интеграл (0.11) как сумму вычетов в полюсах z = −k, k = 0, 1, 2, . . ., проис-

ходящих от функции Γ(z), получаем ряд

y0(x) =
1

3

∞∑

k=0

(−1)kΓ(1
3 + 1

3k)

Γ(4
3 − 2

3k)k!
xk, (0.12)

сходящийся в круге |x| < 3
3
√

4
. Вычисляя же (0.11) как сумму вычетов в по-

люсах z = 1 + 3k, k = 0, 1, 2, . . ., происходящих от Γ(1
3 − 1

3z), приходим к

ряду

y(x) =
1

x

∞∑

k=0

Γ(1 + 3k)

Γ(2 + 2k)k!

1

(−x)3k
, (0.13)

который сходится при |x| > 3
3
√

4
, т.е. вне указанного круга.
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Re x

Im x

Re x

Im x

Рис. 4. Области сходимости интегралов (0.11) и (0.14)

С другой стороны, согласно [58], (отрицательная) степень 1
yµ
0 (x)

, µ > 0 реше-

ния рассматриваемого уравнения допускает представление в виде интеграла

Меллина-Барнса

1

yµ
0 (x)

=
1

2πi

∫

γ+iR

µ
3Γ(z)Γ(µ

3 − 2z
3 )

Γ(µ
3 + 1 + z

3)
(−x)−zdz, (0.14)

сходящегося в секторе π
3 < arg x < 5π

3 .

Заметим, что если y(x) является решением рассматриваемого кубического

уравнения, то y(x) удовлетворяет уравнению

y(x) = − x

y(x)
+

1

y2(x)
. (0.15)

Вычисляя интеграл (0.14) как сумму вычетов в полюсах z = µ
2 + 3

2k, и под-

ставляя в эту сумму получаемые ряды при µ = 1 и µ = 2, получим ряд

y(x) =
1

2
(−x)

1
2

∞∑

k=0

Γ(1
2 − 1

2k)

Γ(3
2 − 3

2k)k!

(
−1

x

) 3
2k

, |x| > 3
3
√

4
. (0.16)

Если будем вычислять (0.14) как сумму вычетов в полюсах функции Γ(z),

расположенных левее контура интегрирования, то вновь получим ряд (0.12).

Таким образом, для рассматриваемого кубического уравнения мы получи-

ли три степенных ряда, сходящихся в круге |x| < 3
3
√

4
(это главное решение
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(0.12) рассматриваемого уравнения, и два других, соответствующих значени-

ям j = 1, 2), а также три ряда, сходящихся вне указанного круга (это ряд (0.13)

и две ветви ряда (0.16)). В силу того, что области сходимости рассматривае-

мых рядов имеют непустое пересечение с секторами, в которых аналитичны

интегралы для y(x) и 1
yµ(x) , то ряды (0.13) и (0.16) являются аналитическим

продолжением ряда (0.12) из круга |x| < 3
3
√

4
в его внешность. При этом (0.13)

продолжается через сектор | arg x| < π
3 (см. Рис. 4 слева), а ряд (0.16) – через

сектор π
3 < arg x < 5π

3 (см. Рис. 4 справа).

Общая схема логарифмического метода продолжения для решения уравне-

ния

yn + xly
nl + . . . + x1y

n1 − 1 = 0. (0.17)

следующая. Мы исходим из гипергеометрического ряда для степени µ > 0

главного решения:

yµ
0 (x) =

µ

n

∑

|k|≥0

(−1)|k| Γ
(

µ
n + n1

n k1 + . . . + nl

n kl

)

k1! . . . kl! Γ
(

µ
n −

n′
1

n k1 − . . .− n′
l

n kl + 1
)xk1

1 . . . xkl

l . (0.18)

Этот ряд сходится в упомянутой выше области, содержащей начало координат

x = 0.

Ясно, что уравнение (0.17) определяется набором показателей

0, n1, . . . , nl, n входящих в него мономов, т.е. выделенными точками от-

резка [0, n]. Под разбиением τ отрезка [0, n] будем понимать совокупность

смежных подотрезков, полученных делением [0, n] точками подмножества из

{n1, . . . , nl}. Среди таких подмножеств рассматривается и пустое множество,

в этом случае разбиение состоит из одного элемента, а именно, из [0, n]. На

самом деле рассматриваемые разбиения – это триангуляции отрезка [0, n]

с вершинами из набора чисел 0, n1, . . . , nl, n. Известно [73], что существует

биекция между множеством разбиений {τ} и множеством вершин многогран-
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ника Ньютона для дискриминанта ∆(x) уравнения (0.17). В то же время,

каждой вершине v многогранника Ньютона для ∆(x) соответствует некото-

рая связная компонента Ev дополнения амебы дискриминантного множества

∇ = {x : ∆(x) = 0} (см. [73]). Таким образом, мы имеем следующую цепочку

соответствий:

{τ} ←→ {vτ} ←→ {Eτ}.

Часть соответствий {τ} ←→ {Eτ} этой цепочки для уравнения пятой степени

изображена на Рис. 5.

Для любой пары p, q ∈ {0, 1, . . . , l, l + 1} упорядоченных (p < q) номеров

введем два вектора

bp =
1

nq − np
(−np, n1 − np, . . . [p] . . . [q] . . . , nl+1 − np),

bq =
1

nq − np
(−nq, n1 − nq, . . . [p] . . . [q] . . . , nl+1 − nq),

где nl+1 = n. С помощью этих векторов определим выражение

Ap,q
k :=

µ
nq−np

Γ
(

µ
nq−np

+ 〈bp, k〉
)

Γ
(

µ
nq−np

+ 〈bq, k〉+ 1
)

k0! . . . [p] . . . [q] . . . kl+1!
,

где 〈 , 〉 – знак скалярного произведения, причем под k понимается вектор

k = (k0, k1, . . . [p] . . . [q] . . . , kl+1). В приведенных обозначениях справедлива

Теорема 11. Для любой упорядоченной пары p, q ∈ {0, 1, . . . , l +1} ряд (0.18)

допускает аналитическое продолжение в виде (nq−np)-значного ряда Пюизо

yµ
p,q(x)=

(
−xp

xq

) µ
nq−np∑

|k|≥0

Ap,q
k

(−1)k0+〈bp,k〉xp
〈bq,k〉

x
〈bp,k〉
q

xk1

1 . . . [p] . . . [q] . . . xkl

l . (0.19)

Область сходимости Dp,q этого ряда содержит каждую из областей

Log−1(Eτ), для которой разбиение τ содержит отрезок [np, nq]. В каждой

области Log−1(Eτ) сходится ровно n рядов yp,q, если учитывать, что каж-

дый ряд является (nq − np)-значным. Тем самым (0.19) составляет полный
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набор всех центрированных в нуле степенных разложений решения уравне-

ния (0.17).

Рис. 5. Амеба дискриминанта уравнения y5 + x2y
2 + x1y − 1 = 0

и соответствие {τ} ←→ {Eτ} (слева); примыкание Log(D0,1) к амебе (справа)

На Рис. 5 темноокрашенная зона Log(D0,1) содержит две компоненты связ-

ности дополнения амебы дискриминанта: одна из них соответствует разбиению

[0, 1], [1, 5], а другая – разбиению [0, 1], [1, 2], [2, 5].

Для некоторых пар рядов из списка (0.19) можно предъявить конструк-

тивное непосредственное аналитическое продолжение одного ряда в другой.

Введем в (C \ 0)l следующие секториальные области (т.е. определяемые толь-

ко условиями на аргументы arg xj = θj):

S = Arg−1
{
|θν| <

πnν

n
, ν ∈ I, |njθk − nkθj| < πnj

}
,

S ′ = Arg−1

{
|θν + π| < πn′ν

n
, ν ∈ I, |n′k(θj + π)− n′j(θk + π| < πn′k,

}
,

где I — набор индексов {1, . . . , l}; j, k ∈ I, j < k.

Теорема 12. Ряд y0,q есть результат аналитического продолжения главно-

го решения y0 из области D0,l+1 в D0,q через сектор S, а yp,l+1 – результат

аналитического продолжения y0 из D0,l+1 в Dp,l+1 через сектор S ′.

Перейдем к изложению результатов третьей главы, где исследуется син-
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гулярная стратификация классического дискриминантного множества. Обо-

значим Mj – подмножество пространства уравнений (0.2) степени n состоя-

щее из таких a ∈ Cn+1, для которых уравнение имеет корни кратности ≥ j.

Эти подмножества образуют вложенную цепочку

∇ =M2 ⊃M3 ⊃ . . . ⊃Mn.

КаждоеMj+1 принадлежит множеству сингулярных точек sngMj, при этом

страт Sj =Mj \Mj+1 состоит из точек, гдеMj либо неособо, либо самопере-

секается своими гладкими кусками. Поэтому мы называемMj сингулярными

стратами каспидального типа.

Одним из основных результатов этой главы является

Теорема 17. Страты M2,M3, . . . ,Mn мономиальными преобразо-

ваниями сводятся к некоторым A-дискриминантным множествам

∇A2
, ∇A3

, . . . ,∇An
.

Напомним определение A-дискриминантного множества (см. [73], гл. 9).

Речь идет о распространении уравнения (0.1) от одной неизвестной величины

y на уравнение от k неизвестных y = (y1, . . . , yk):

f(y1, . . . , yk) :=
∑

α=(α1,...,αk)∈A

aαy1
α1 . . . yk

αk = 0, (0.20)

где A ⊂ Zk – фиксированное конечное множество показателей, порождаю-

щее решетку Zk как аддитивную группу, а коэффициенты aα – переменные.

Множество коэффициентов (оно же и множество уравнений (0.20), и множе-

ство полиномов Лорана f с показателями α ∈ A) пробегает пространство CA,

размерность которого равна мощности A.

Определение 0.1. Пусть ∇◦ – множество всех (aα) ∈ CA, для которых

уравнение (0.20) имеет критические корни y ∈ (C \ 0)k, т. е. корни, в кото-
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рых градиент f равен нулю. Замыкание ∇◦ называется A-дискриминантным

множеством и обозначается ∇A.

В случае, когда k = 1, A = {0, 1, 2 . . . , n} ⊂ Z, множество∇A превращается

в классическое дискриминантное множество ∇ уравнения (0.2).

В формулировке Теоремы 17 каждое∇Aj
– это Aj-дискриминантное множе-

ство уравнения с j− 1 неизвестными, при этом мощность каждого множества

Aj равна n + 1 и ∇A2
= ∇. Например, страт M3 для уравнения 4-ой степе-

ни мономиальным преобразованием сводится к дискриминантному множеству

уравнения

a00 + a10y1 + a01y2 + a31y
3
1y2 + a63y

6
1y

3
2 = 0.

В параграфе 3.4.2 описываются критические страты Cj параметризации

Горна-Капранова

Ψ0n : CP
n−2 −→ ∇0n ⊂ C

n−1

для приведенного дискриминантного множества ∇0n (явное выражение для

Ψ0n определено формулой (3.10)). Первый страт C1 определяется как множе-

ство критических значений параметризации Ψ0n. Ранее в [97] было показано,

что критические точки отображения Ψ0n составляют некоторую гиперплос-

кость L1 ⊂ CP
n−2, следовательно, первый критический страт C1 параметризу-

ется сужением Ψ0n на L1. Таким образом, можно определить страт C2 крити-

ческих значений этого сужения и далее действовать по индукции. Для фор-

мулировки итогового результата введем следующие гиперплоскости в CP
n−2:

Lj =
{

s :
n−1∑

i=j

i(i− 1) . . . (i− (j − 1))(n− i)si = 0
}

,

где s = (s1 : . . . : sn−1) – однородные координаты.

Теорема 18. Страты Cj параметризуются сужениями Ψ0n

∣∣∣
Lj

на плоскости

Lj = L1 ∩ . . . ∩ Lj.
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Связь критических стратов параметризации Ψ0n с сингулярными стратами

Mj
0n дает доказываемая в § 3.4.3

Теорема 19. Сингулярные стратыMj+2
0n ⊂∇0n приведенного уравнения (3.8)

совпадают с критическими стратами Cj параметризации Ψ0n.

Таким образом, с учетом Теоремы 18, стратыMj+2
0n параметризуются суже-

ниями Ψ0n

∣∣
Lj .

Приведем одно следствие Теоремы 17, касающееся задачи об алгебраиче-

ских статистиках в рамках исследований по компьютерной биологии [95], [101].

Пусть X ⊂ (C∗)m – замкнутое неприводимое алгебраическое подмножество

(определяющее статистическую модель, в которой роль семейства распреде-

лений вероятностей играет вещественный срез X ∩ Rm). Ненулевой элемент

s = (s1, . . . , sm) ∈ Zm определяет мономиальную функцию (функцию правдо-

подобия)

zs = zs1

1 . . . zsm
m : X −→ C

∗.

Обозначим через Xsm множество гладких точек X. Степенью максимального

правдоподобия множества X называют число критических значений мономи-

альной функции zs
∣∣
Xsm

для достаточно общих s ∈ CP
m−1 (заметим, что пере-

ходя к функции log xs мы сохраняем множество критических точек и можем

их рассматривать не только для целых s). В [101] Б. Штурмфельс поставил

задачу геометрического описания алгебраических подмножеств X ⊂ (C∗)m,

у которых степень максимального правдоподобия равна единице. Недавно в

статье [84] было доказано, что степень максимального правдоподобия X равна

единице тогда и только тогда, когда мономиальным преобразованием с конеч-

ными слоями X переводится в приведенное A-дискриминантное множество. С

учетом результата [84], по Теореме 17 получаем такое
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Следствие 0.1. Если q = p + 1, то степень максимального правдоподобия

всех приведенных стратов Mj
pq ∩ (C∗)n−1, j = 2, . . . , n, равна единице.

В заключительной четвертой главе приводятся формулы для особых то-

чек общих алгебраических гиперповерхностей V ⊂ (C \ 0)k, заданных урав-

нениями вида (0.20) от k неизвестных. Термин «общая алгебраическая ги-

перповерхность» означает, что в (0.20) коэффициенты переменные. Точка y

называется особой для гиперповерхности V , если в ней многочлен f равен ну-

лю вместе со своим градиентом. Таким образом, особые точки определяются

системой уравнений

f(y) =
∂f

∂y1
= . . . =

∂f

∂yk
= 0.

Другими словами, особые точки гиперповерхности V – это решения уравне-

ния (0.20) на A-дискриминантном множестве ∇A; такие решения также назы-

ваем кратными. В частности, при k = 1 имеем общее алгебраическое урав-

нение (0.2). Как мы знаем, с помощью элементарной замены это уравнение

можно привести к уравнению

yn + xn−1y
n−1 + . . . + x1y + 1 = 0. (0.21)

Для его дискриминантного множества ∇ имеется параметризация x = Ψ(s)

вида (0.8), с помощью которой вычисляется сужение решения y(x) уравне-

ния (0.21) на ∇:

y(x)
∣∣∣
∇

= y(s) =

(〈β, s〉
〈α, s〉

) 1
n

.

Заметим, что параметризация дискриминантного множества представляет

его нормализацию с помощью параметра s. Если пытаться записать формулу

для сужения y(x)
∣∣∣
∇

в объемлющих координатах x, то единой формулы для

всех x ∈ ∇ не получится. Однако, в гладких точках ∇, где grad ∆ дискрими-
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нанта не равен нулю, такая формула следующая:

y(x)
∣∣∣
∇

=

(〈β, x⊙ grad∆〉
〈α, x⊙ grad∆〉

) 1
n

,

где ⊙ – знак покоординатного умножения векторов.

По аналогичной схеме с использованием параметризации Горна-Капранова

для A-дискриминантного множества ∇A, вычисляются решения уравне-

ния (0.20) на ∇A. В уравнении (0.20) можно зафиксировать k + 1 коэффи-

циентов, а именно, достаточно рассматривать приведенное уравнение

F (y1, . . . , yk) = 1 +
k∑

i=1

yαi1

1 . . . yαik

k +
m∑

i=1

wiy
αk+i,1

1 . . . y
αk+i,k

k = 0, (0.22)

где матрица δ = (αij), i, j = 1, . . . , k невырожденная. Дискриминантное мно-

жество ∇A этого уравнения допускает параметризацию Горна-Капранова по

формуле w = (Bs)B. Здесь B – соответствующий приведению (0.22) правый

аннулятор ранга m = #A − k − 1 для матрицы из вектор столбцов α ∈ A,

дополненной строкой из единиц. Пусть b0, b1, . . . , bk – первые k + 1 строк мат-

рицы B.

В следующей теореме предъявляется параметризация особых точек

для (0.22).

Теорема 20. Вектор-функция y(s) = (y1(s), . . . yk(s)) с координатами

yj(s) =
k∏

ν=1

(〈bν, s〉
〈b0, s〉

)χjν

, j = 1, 2, . . . , k,

где χjν – (j, ν)-ый элемент матрицы δ−1, удовлетворяет системе (0.22), т.е.

параметризует набор особых точек гиперповерхности F (y) = 0.

В § 4.2 рассматриваются особые точки общих 0-мерных алгебраических

поверхностей, задаваемых системой n полиномов от n переменных. Для таких
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систем известна параметризация их дискриминантных множеств [5], которая

позволяет параметризовать кратные решения указанных систем (Теорема 23).

Автор глубоко признателен своему научному консультанту А.К. Циху за

постановку ряда задач и гипотез.
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Глава 1.

Степенные ряды и интегральные

представления для общей

алгебраической функции

В 1921 г. Х. Меллин получил интегральную формулу для решения общего

приведенного алгебраического уравнения [92]. Ранее он нашел формулу обра-

щения для преобразования Лапласа и обнаружил при этом, что экспоненци-

альной подстановкой преобразование Лапласа сводится к весьма полезному

интегральному преобразованию, названному впоследствии меллиновским. В

указанной статье 1921 г. Меллин продемонстрировал хрестоматийную суть ин-

тегральных преобразований: зная входной сигнал в одной его идентификации,

можно получить его другую идентификацию посредством формулы обраще-

ния. В данном случае входной сигнал – общая алгебраическая функция y(x),

идентифицируется алгебраическим уравнением, и уже этого факта достаточ-

но для явного вычисления прямого преобразования Меллина M [y] для y(x).

Применив формулу обращения M−1
[
M [y]

]
= y, Меллин восстановил y(x) c

идентификацией в виде интеграла типа Меллина-Барнса. Тем самым, было

обнаружено, что общая алгебраическая функция является функцией гипер-
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геометрического типа и были предъявлены явные степенные ряды для нее.

Цель настоящей главы – получить на основе формулы Меллина другую ин-

тегральную формулу для общей алгебраической функции. Полученная фор-

мула позволит нам в следующей главе описать некоторые свойства монодро-

мии общей алгебраической функции, которые затруднительно обнаружить с

помощью интегральной формулы Меллина.

1.1 Формулы Меллина и Биркелана

В 1921 году Меллин [92] (см. также [43]) привел интегральную формулу и

разложение в гипергеометрический ряд для решения общего алгебраического

уравнения

yn + x1y
n1 + . . . + xly

nl − 1 = 0, n > n1 > . . . > nl > 0. (1.1)

Указанная формула выражает ветвь y(x) = y0(x) с условием y0(0) = 1; эту

ветвь называют главным решением уравнения (1.1). Отметим, что все осталь-

ные ветви получаются из y0(x) по формуле

yj(x) = εjy0(ε
n1

j x1, . . . , ε
nl

j xl), j = 1, . . . , n− 1,

где εj = e
2πj
n

i – первообразные корни из единицы.

Интегральная формула Меллина следующая:

y0(x) =
1
n

(2πi)l

∫

γ+iRl

Γ
(

1
n − n1

n ζ1 − . . .− nl

n ζl

)
Γ(ζ1) . . . Γ(ζl)

Γ
(

1
n + n′

1

n ζ1 + . . . +
n′

l

n ζl + 1
) x−ζdζ. (1.2)

Здесь Γ – гамма функция Эйлера, γ – точка из многогранника

{u ∈ R
l : u1 > 0, . . . , ul > 0, n1u1 + . . . + nlul < 1},

для векторов x = (x1, . . . , xl), ζ = (ζ1, . . . , ζl) используется мультииндексная

запись

x−ζ = x−ζ1

1 . . . x−ζl

l , dζ = dζ1 ∧ . . . ∧ dζl,
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наконец, n′j = n− nj.

На основе интегрального представления (1.2) и теории многомерных вычетов

в статье [43] были описаны некоторые аналитические продолжения y0(x).

Представление y0(x) в виде гипергеометрического ряда (см. [92], [97]) такое:

y0(x) =
1

n

∑

|k|≥0

(−1)|k| Γ
(

1
n + n1

n k1 + . . . + nl

n kl

)

k1! · . . . · kl! Γ
(

1
n −

n′
1

n k1 − . . .− n′
l

n kl + 1
)xk1

1 · . . . · xl
kl, (1.3)

где |k| = k1 + . . . + kl, ki ≥ 0.

В 1927 году Биркелан ([64], [65]), для уравнения

yq = yp + x1y
n1 + . . . + xly

nl, q > p ≥ 0, n1 > . . . > nl > 0; (1.4)

привел разложение в гипергеометрический ряд для q − p корней yj(x), не

обращающихся при x1 = . . . = xl = 0 в нуль. Формула Биркелана следующая:

yj(x) = εj 1

q − p

∑

|k|≥0

εjv (τ)r−1

k1! · . . . · kl!
xk1

1 · . . . · xkl

l , (1.5)

где

ε = e
2πi
q−p , r =

l∑

ν=1

kν, v =
l∑

ν=1

(nν − q)kν, τ =
1 + v

q − p
+ 1,

(λ)k = λ(λ + 1) · . . . · (λ + k − 1)

– символ Похгаммера (см. [54], стр. 111−112). Ветвь y0(x) определяется усло-

вием y(0) = 1. Заметим, что при q = 0 уравнение (1.1) примет вид (1.4).

Другими словами, уравнение Меллина является частным случаем уравнения

Биркелана.

1.2 Решение уравнения (1.1) с помощью интеграла по

отрезку

В настоящем разделе предлагается интегральная формула для решения урав-

нения (1.1) с интегрированием по компакту (отрезку) элементарной функции.
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В дальнейшем будет показано (§ 2.1.6), что в случае триномиального уравне-

ния область сходимости интеграла в полученной формуле шире, чем в инте-

грале Меллина (1.2).

Для краткости письма обозначим

n′i = n− ni, ξi = xit
ni
n (1− t)

n′i
n . (1.6)

Теорема 1. Главное решение y0(x) уравнения (1.1) допускает представление

в виде интеграла

y0(x) = 1 +
1

2πin

1∫

0

t
1−n

n (1− t)−
1+n

n

[
e

πi
n ln

(
1 +

l∑

k=1

e−
n′k
n

πiξk

)

−e−
πi
n ln

(
1 +

l∑

k=1

e
n′k
n

πiξk

)]
dt, (1.7)

где ветви логарифма определены в области пространства Cl переменного

x = (x1, . . . , xl), полученной удалением из Cl двух семейств комплексных

гиперплоскостей

Σ± =
⋃

t∈(0;1)

{
l∑

k=1

xkt
nk
n (1− t)

n′k
n e±

nk
n

πi = 1

}

и выбираются условием ln 1 = 0. Таким образом, y(x) голоморфно продолжа-

ется из окрестности нуля в область Cl \ (Σ− ∪ Σ+).

Доказательство. Для доказательства воспользуемся представлением y(x) в

виде гипергеометрического ряда (см. [92], [97]):

y0(x) =
1

n

∑

|k|≥0

(−1)|k| Γ
(

1
n + n1

n k1 + . . . + nl

n kl

)
xk1

1 · . . . · xl
kl

k1! · . . . · kl! Γ
(

1
n −

n′
1

n k1 − . . .− n′
l

n kl + 1
) , (1.8)

где |k| = k1 + . . . + kl, ki ≥ 0.
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Далее, пользуясь формулой дополнения
1

Γ(z)
=

Γ(1− z) sin πz

π
, перепишем

рассматриваемый ряд в виде:

y0(x) =
1

πn

∑

|k|≥0

(−1)|k|Γ
(

1
n + n1

n k1 + . . . + nl

n kl

)
Γ
(
− 1

n + n′
1

n k1 + . . . +
n′

l

n kl

)

k1! · . . . · kl!

× sin π

(
1

n
− n′1

n
k1 − . . .− n′l

n
kl + 1

)
x1

k1 · . . . · xl
kl =

= 1 +
1

πn

∑

|k|≥1

(−1)|k|Γ
(

1
n + n1

n k1 + . . . + nl

n kl

)
Γ
(
− 1

n + n′
1

n k1 + . . . +
n′

l

n kl

)

k1! · . . . · kl!

× sin π

(
1

n
− n′1

n
k1 − . . .− n′l

n
kl + 1

)
x1

k1 · . . . · xl
kl.

Теперь, применяя интегральное представление для бета-функции

B(x, y) =

1∫

0

tx−1(1− t)y−1dt (Re x > 0, Re y > 0),

а также ее связь с гамма-функцией ([33], cтр. 26):

Γ(x)Γ(y) = B(x, y)Γ(x + y),

получим

y0(x) = 1 +
1

πn

∑

|k|≥1

(−1)|k|Γ(k1 + . . . + kl) sin π
(

1
n −

n′
1

n k1 − . . .− n′
l

n kl + 1
)

k1! · . . . · kl!

×x1
k1 · . . . · xl

kl

1∫

0

t
1
n
+

n1
n

k1+...+
nl
n

kl−1 (1− t)−
1
n
+

n′1
n

k1+...+
n′l
n

kl−1dt.

Покажем, что в последнем выражении можно поменять местами порядок

суммирования и интегрирования, т.е. что

y0(x) = 1 +
1

πn

1∫

0

t
1−n

n (1− t)−
1+n

n
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×
∑

|k|≥1

(−1)|k|Γ(k1 + . . . + kl)

k1! · . . . · kl!
sin π

(
1

n
− n′1

n
k1 − . . .− n′l

n
kl + 1

)

×
[
x1t

n1
n (1− t)

n′1
n

]k1

· . . . ·
[
xlt

nl
n (1− t)

n′l
n

]kl

dt.

В самом деле, элементы последнего ряда мажорируются величинами

|k|!
k1! · . . . · kl!

[
x1t

n1
n (1− t)

n′1
n

]k1

· . . . ·
[
xlt

nl
n (1− t)

n′l
n

]kl

,

которые составляют ряд геометрической прогрессии для функции

1

1−
l∑

i=1

(
xit

ni
n (1− t)

n′
i

n

) ,

абсолютно сходящийся к этой функции при малых |xi|.
Поскольку ряд, участвующий под интегралом в выражении функции y0(x),

фактически зависит от величин

ξi = xit
ni
n (1− t)

n′i
n , i = 1, . . . , l ,

целесообразно ввести в рассмотрение ряд

H(ξ1, . . . , ξl) =

=
∑

|k|≥1

(−1)|k|Γ(k1 + . . . + kl) sin π
(

1
n −

n′
1

n k1 − . . .− n′
l

n kl + 1
)

k1! · . . . · kl!

×ξk1

1 · . . . · ξkl

l . (1.9)

В результате чего y(x) запишется в виде:

y0(x) = 1 +
1

πn

1∫

0

t
1−n

n (1− t)−
1+n

n H(ξ1, . . . , ξl) dt. (1.10)

После применения к (1.9) формул Γ(n) = (n − 1)! и sin z =
eiz − e−iz

2i
,

получим следующее равенство:

H(ξ1, . . . , ξl) =
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=
1

2i

∑

|k|≥1

(−1)|k|(k1 + . . . + kl − 1)! e

(
1
n
−n′1

n
k1−...−n′l

n
kl+1

)
πi

k1! · . . . · kl!
ξk1

1 · . . . · ξkl

l

− 1

2i

∑

|k|≥1

(−1)|k|(k1 + . . . + kl − 1)! e
−
(

1
n
−n′1

n
k1−...−n′l

n
kl+1

)
πi

k1! · . . . · kl!
ξk1

1 · . . . · ξkl

l =

= −e
πi
n

2i

∑

|k|≥1

(k1 + . . . + kl − 1)!

(
−e−

n′1
n

πi ξ1

)k1

· . . . ·
(
−e−

n′l
n

πi ξl

)kl

k1! · . . . · kl!

+
e−

πi
n

2i

∑

|k|≥1

(k1 + . . . + kl − 1)!

(
−e

n′1
n

πi ξ1

)k1

· . . . ·
(
−e

n′l
n

πi ξl

)kl

k1! · . . . · kl!
.

Теперь воспользуемся равенством

∑

|k|≥1

(k1 + . . . + kl − 1)!

k1! · . . . · kl!
z1

k1 · . . . · zl
kl = − ln(1− z1 − . . .− zl),

в результате чего получим:

H(ξ1, . . . , ξl) =
e

πi
n

2i
ln(1 + e−

n′1
n

πiξ1 + . . . + e−
n′l
n

πiξl)

−e−
πi
n

2i
ln(1 + e

n′1
n

πiξ1 + . . . + e
n′l
n

πiξl). (1.11)

Из (1.10) следует, что условие y0(0) = 1 будет обеспечено, если в (1.11)

выбрать ветви логарифма так, чтобы выполнялось равенство H(0) = 0, и это

достигается выбором ветвей логарифма с помощью условия ln 1 = 0.

Итак, показано что

H(ξ1, . . . , ξl) =
e

πi
n

2i
ln(1 + e−

n′1
n

πiξ1 + . . . + e−
n′l
n

πiξl)

−e−
πi
n

2i
ln(1 + e

n′1
n

πiξ1 + . . . + e
n′l
n

πiξl), (1.12)

где ξi выражается через xi и t согласно равенству (1.6), а ветви логарифма

выбираются согласно условию ln 1 = 0. Логарифмические функции в (1.12)
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голоморфны в Cl \ Σ− ∪ Σ+, где Σ∓ определены в формулировке Теоремы 1.

После подстановки (1.12) в (1.10) получаем равенство (1.7). Тем самым, Тео-

рема 1 доказана.

В заключении параграфа отметим следующий факт. Областями сходимости

гипергеометрических рядов (как степенных рядов с центром в точке x = 0)

для решений y(x) являются поликруговые области (т.е. задаваемые условиями

лишь на модули |xk| коэффициентов xk уравнения). Структура этих областей в

терминах амебы дискриминанта описана в статье [97] (см. также [41]). С дру-

гой стороны, область сходимости интеграла Меллина-Барнса (1.2) является

секториальной (т.е. задается условиями лишь на аргументы arg xk); структу-

ра этой области в терминах коамебы дискриминанта описана в статье [4]. Что

касается интеграла (1.7), то его область сходимости Cl \ (Σ+∪Σ−) не является

ни поликруговой, ни секториальной.

1.3 Решение уравнения (1.4) с помощью интеграла по

контуру

Рассмотрим общее алгебраическое уравнение

any
n + an−1y

n−1 + . . . + a1y + a0 = 0. (1.13)

Его решение обладает двойной однородностью и простой заменой сводится

[97] к уравнению (1.4). Иными словами, любые два коэффициента мы можем

«заморозить», полагая их равными +1 и −1.

Для нахождения решения уравнения (1.4) достаточно рассмотреть уравне-

ние

yq = 1 + x1y
n1 + . . . + xly

nl, n1 > . . . > nl > 0, q 6= nk, (1.14)
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так как (1.4) сводится к последнему уравнению делением обеих частей на

моном наименьшей степени.

В этом разделе будет получена интегральная формула с интегрированием

по контуру элементарной функции для решения уравнения (1.14).

Для формулировки утверждения договоримся под символом
1+∫
0

понимать

интеграл, взятый вдоль петли, которая начинается в точке t = 0, обходит

t = 1 в положительном направлении и возвращается в исходную точку. Итак,

справедлива следующая

Теорема 2. Главное решение y0(x) уравнения (1.14) допускает представле-

ние в виде интеграла

y0(x) = 1− 1

2πqi

1+∫

0

t
1−q

q (t− 1)−
1+q

q ln
(
1−

l∑

k=1

t
nk
q (t− 1)

q−nk
q xk

)
dt, (1.15)

в котором ветвь логарифма вблизи x = 0 выбирается условием ln 1 = 0.

Интеграл (1.15) сходится в области пространства Cl переменного x =

(x1, . . . , xl), полученной удалением из Cl двух семейств комплексных гипер-

плоскостей:

Σ± =
⋃

t∈(0;1)

{
l∑

k=1

xkt
nk
q (1− t)

q−nk
q e±

q−nk
q

πi = 1

}
.

Доказательство. Для доказательства Теоремы запишем главное решение

уравнения (1.14) в виде ряда Биркелана (1.5):

y0(x) =
1

q

∑

|k|≥0

Γ




1+
l∑

ν=1
(nν−q)kν

q +
l∑

ν=1
kν




Γ




1+
l∑

ν=1
(nν−q)kν

q + 1


 k1! · . . . · kl!

xk1

1 · . . . · xkl

l =
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= 1 +
1

q

∑

|k|≥1

Γ




1+
l∑

ν=1
nνkν

q




Γ




1+
l∑

ν=1
(nν−q)kν

q + 1


 k1! · . . . · kl!

xk1

1 · . . . · xkl

l .

Далее моном xk1

1 · . . . · xkl

l будем обозначать xk.

Пользуясь формулой дополнения 1
Γ(z) = Γ(1−z) sin πz

π , перепишем последний

ряд в виде:

y0(x) = 1− 1

πq

∑

|k|≥1

Γ




1 +
l∑

ν=1
nνkν

q


 · Γ


−

1 +
l∑

ν=1
(nν − q)kν

q




×

sin π




1+
l∑

ν=1
(nν−q)kν

q




k1! · . . . · kl!
xk.

Теперь применяя формулу

Γ(x)Γ(y) = B(x, y)Γ(x + y),

связывающую функции гамма и бета, получим:

y0(x) = 1− 1

πq

∑

|k|≥1

B




1 +
l∑

ν=1
nνkν

q
,−

1 +
l∑

ν=1
(nν − q)kν

q


Γ

(
l∑

ν=1

kν

)

×

sin π




1+
l∑

ν=1
(nν−q)kν

q




k1! · . . . · kl!
xk. (1.16)

Сейчас воспользуемся интегральным представлением бета-функции для слу-

чая, когда один из ее аргументов отрицателен. В этом случае, согласно [12],
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бета-функция допускает представление в виде контурного интеграла

B(x, y) sin(πy) =
1

2i

1+∫

0

tx−1(t− 1)y−1dt, Re x > 0. (1.17)

Поясним как получается эта формула:

1+∫

0

tx−1(t− 1)y−1dt =

1∫

0

tx−1e(y−1)(ln(1−t)−iπ)dt

∫

Cr

tx−1(t− 1)y−1 dt+

+

0∫

1

tx−1e(y−1)(ln(1−t)+iπ)dt,

где Cr – окружность радиуса r < 1 с центром в t = 1. Если Re y > 0, то
∫
Cr

tx−1(t− 1)y−1 dt→ 0 при r → 0. Действительно,

∣∣∣
∫

Cr

tx−1(t− 1)y−1 dt
∣∣∣ ≤ A

∣∣∣(reϕi)y−1
∣∣∣ 2πr = A 2π|ry| → 0

при r → 0, где A – некоторая постоянная (при фиксированном x). Таким

образом,

1+∫

0

tx−1(t− 1)y−1dt = −
1∫

0

tx−1(1− t)y−1e−iπydt +

1∫

0

tx−1(1− t)y−1eiπydt =

= (eiπy − e−iπy)B(x, y) = 2i B(x, y) sin πy .

Равенство (1.17) получено в предположении, что Re x > 0, Re y > 0. Но в

силу того, что выражения, стоящие в обеих частях (1.17), являются аналити-

ческими функциями от x, y при всех y и Re x > 0, оно справедливо для всех

y.

После применения равенства (1.17) к (1.16) получим:

y0(x) = 1 +
1

2πqi

∑

|k|≥1

Γ

(
l∑

ν=1
kν

)
xk

k1! · . . . · kl!

1+∫

0

t
1+

l∑

ν=1
nνkν

q
−1 (t− 1)−

1+
l∑

ν=1
(nν−q)kν

q
−1 dt.
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Сменим в последнем равенстве порядок интегрирования и суммирования, в

результате чего y0(x) примет вид:

1 +
1

2πqi

1+∫

0

t
1−q

q (t− 1)−
1+q

q

∑

|k|≥1

Γ

(
l∑

ν=1
kν

)
t

l∑

ν=1
nνkν

q (t− 1)−
l∑

ν=1
(nν−q)kν

q

k1! · . . . · kl!
xkdt.

В последнем выражении изменен порядок суммирования и интегрирования

в силу следующего соображения. Элементы последнего ряда мажорируются

величинами

|k|!
k1! · . . . · kl!

[
x1t

n1
q (t− 1)

q−n1
q

]k1 · . . . ·
[
xlt

nl
q (t− 1)

q−nl
q

]kl

,

которые составляют ряд геометрической прогрессии для функции

1

1−
l∑

i=1

(
xit

ni
q (t− 1)

q−ni
q

) ,

абсолютно сходящийся к этой функции при малых |xi|.
Теперь воспользуемся равенством Γ(n) = (n− 1)!. Тогда получим

y0(x) = 1 +
1

2πqi

1+∫

0

t
1−q

q (t− 1)−
1+q

q

∑

|k|≥1

(k1 + . . . + kl − 1)!

k1! · . . . · kl!

×t
n1
q

k1 · . . . · t
nl
q

kl (t− 1)
q−n1

q
k1 · . . . · (t− 1)

q−nl
q

kl xkdt .

Наконец, применяя к последнему выражению равенство

∑

|k|≥1

(k1 + . . . + kq − 1)!

k1! · . . . · kq!
z1

k1 · . . . · zq
kq = − ln(1− z1 − . . .− zq),

получаем следующее выражение для главного решения уравнения (1.14):

y0(x) = 1− 1

2πqi

1+∫

0

t
1−q

q (t− 1)−
1+q

q ln
(
1−

l∑

k=1

t
nk
q (t− 1)

q−nk
q xk

)
dt. (1.18)
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Теперь выберем в последнем равенстве ветвь логарифма так, чтобы вы-

полнялось условие y0(0) = 1. Нетрудно видеть, что выполнение последнего

условия будет обеспечено выбором ветви логарифма в (1.18) соотношением

ln 1 = 0.

Далее, при движении t от 0 к 1 и от 1 к 0, логарифм в (1.18) примет,

соответственно, вид

ln
(
1−

l∑

k=1

t
nk
q (1− t)

q−nk
q e−

q−nk
q

πixk

)
,

ln
(
1−

l∑

k=1

t
nk
q (1− t)

q−nk
q e

q−nk
q

πixk

)
. (1.19)

Логарифмические функции в (1.19) голоморфны в Cl\{Σ−∪Σ+}, где Σ± опре-

делены в формулировке Теоремы 2. Таким образом, Теорема 2 доказана.

1.4 Представление решения триномиального уравнения

обобщенным гипергеометрическим рядом

В данном параграфе рассматривается алгебраическое уравнение (1.1) при p =

1, т.е. триномиальное уравнение

yn + xym − 1 = 0. (1.20)

Доказывается формула для его решения в виде суммы обобщенных гипергео-

метрических рядов. Напомним, что обобщенным гипергеометрическим (некон-

флуэнтным) рядом называется степенной ряд

nFn−1

(
α1, . . . , αn

β1, . . . , βn−1

∣∣∣z
)

=

=
Γ(β1) . . . Γ(βn−1)

Γ(α1) . . . Γ(αn)

∞∑

k=0

Γ(k + α1) . . . Γ(k + αn)

k!Γ(k + β1) . . . Γ(k + βn−1)
zk. (1.21)
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Теорема 3. Главное решение уравнения (1.20) допускает представление в

виде суммы рядов

y(x) = −1

n

n−1∑

j=0

Γ(j − 1+mj
n )

j!Γ(1− 1+mj
n )

xj (1.22)

×nFn−1

(
aj, aj + 1

m , . . . , aj + m−1
m , bj, bj + 1

n−m , . . . , bj + n−m−1
n−m

cj, cj + 1
n , . . . , 1̂, . . . , cj + n−1

n

∣∣∣(−1)mζ(x)

)
,

где

aj =
j

n
+

1

mn
, bj =

j

n
− 1

n(n−m)
, cj =

j

n
+

1

n
, (1.23)

ζ(x) =
mm(n−m)n−m

nn
xn, (1.24)

а символ 1̂ означает пропуск единицы.

Указанные ряды сходятся в круге |x| < n

m
m
n (n−m)

n−m
n

.

Аналогичная формула была доказана Биркеланом [65]. Он опирался на

формулу Лагранжа для неявной функции и вид его решения несколько от-

личается от нашего.

Отметим также, что в статье [36], было найдено решение ω(t) уравнения

ωn − ω + t = 0 (1.25)

в указанном классе функций (см. также [75]).

Теорема 4 ([36]). Решение уравнения (1.25) с условием ω(0) = 0 представ-

ляется рядом

ωµ(t) = tµ n−1Fn−2

(
µ
n , µ+1

n , . . . , µ+n−1
n

µ+1
n−1 ,

µ+2
n−1 , . . . ,

µ+n−1
n−1

∣∣∣
nn

(n− 1)n−1
tn−1

)
, (1.26)

сходящимся в круге |t| < n−1

n
n

n−1
.

Отметим и тот факт, что уравнение (1.25) сводится к уравнению

yn + xy − 1 = 0 (1.27)

39



(т.е. к уравнению (1.20) при m = 1) с помощью замены y = ω

t
1
n
e

πi
n , x = e−

πi
n

t
n−1

n
. Та-

ким образом, ряд (1.26), представляющий решение (1.25) в подходящем круге

с центром в точке t = 0, посредством зависимости x = e−
πi
n

t
n−1

n
является решением

(1.27) вне круга |x| < n

m
m
n (n−m)

n−m
n

. А ряды, о которых идет речь в Теореме 3,

являются аналитическим продолжением (1.26) из внешности указанного круга

в сам круг.

Напомним, что похожая ситуация возникает и в случае гипергеометриче-

ского ряда Гаусса. Ряд 2F1

(
a,b
c

∣∣∣z
)
, сходящийся в круге |z| < 1, аналитически

продолжается в его внешность суммой двух рядов Гаусса (см. [12]).

Доказательство Теоремы 3. Воспользуемся интегральным представлением

Меллина-Барнса (см. [92]), которое в случае уравнения (1.20) примет вид

y(x) =
1

2πin

∫

Re z= 1
2m

Γ( 1
n − mz

n )Γ(z)

Γ( 1
n + n−m

n z + 1)
x−zdz.

Следуя статье [43], вычислим последний интеграл как сумму вычетов, распо-

ложенных слева от контура интегрирования. Тогда получим следующее раз-

ложение для y(x) :

y(x) =
1

n

∞∑

k=0

(−1)kΓ
(

1
n + mk

n

)

k!Γ
(

1
n − n−m

n k + 1
)xk.

Далее, пользуясь формулой дополнения Γ(z)Γ(1 − z) = π
sin πz перепишем

полученный ряд

y(x) =
1

πn

∞∑

k=0

(−1)kΓ
(

1
n + mk

n

)
Γ
(

n−m
n k − 1

n

)
sin π

(
1
n − n−m

n k + 1
)

k!
xk =

− 1

πn

∞∑

k=0

Γ
(

1
n + mk

n

)
Γ
(

n−m
n k − 1

n

)
sin π

(
1
n + mk

n

)

k!
xk. (1.28)
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К каждой из гамма-функций, а также к факториалу применим формулу умно-

жения Гаусса-Лежандра

p−1∏

r=0

Γ

(
z +

r

p

)
= (2π)

1
2 (p−1)p

1
2−pzΓ(pz), p = 2, 3, 4, . . . ,

согласно которой упомянутые функции перепишутся в следующем виде:

k! = Γ

(
n

(
k

n
+

1

n

))
=

1

(2π)
1
2 (n−1)n−

1
2−k

n−1∏

r=0

Γ

(
k

n
+

1

n
+

r

n

)
,

Γ

(
1 + mk

n

)
= Γ

(
m

(
k

n
+

1

mn

))
=

1

(2π)
1
2 (m−1)m

1
2−mk

n
− 1

n

m−1∏

r1=0

Γ

(
k

n
+

1

mn
+

r1

m

)
,

Γ

(
k(n−m)− 1

n

)
= Γ

(
(n−m)

(
k

n
− 1

n(n−m)

))
=

=
1

(2π)
1
2 (n−m−1)(n−m)

1
2−k n−m

n
+ 1

n

n−m−1∏

r2=0

Γ

(
k

n
− 1

n(n−m)
+

r2

n−m

)
.

В результате, (1.28) представится так:

y(x) = −
√

2
√

πn
3
2m

1
2− 1

n (n−m)
1
2+ 1

n

×
∞∑

k=0

m−1∏
r1=0

Γ
(

k
n + 1

mn + r1

m

) n−m−1∏
r2=0

Γ
(

k
n − 1

n(n−m) + r2

n−m

)

n−1∏
r=0

Γ
(

k
n + 1

n + r
n

) ζ
k
n sin π

(
1

n
+

mk

n

)
,

где ζ := ζ(x) = mm(n−m)n−m

nn xn определено в (1.24). Отметим, что в полученном

выражении каждая гамма-функция имеет вид Γ(k
n + ci), где ci не зависит от

k.

Теперь k
n представим в виде k

n = j
n +ν, 0 ≤ j ≤ n−1, тогда y(x) запишется

в виде суммы n рядов

y(x) = −
√

2
√

πn
3
2m

1
2− 1

n (n−m)
1
2+ 1

n

n−1∑

j=0

ζ
j
n
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×
∞∑

ν=0

m−1∏
r1=0

Γ
(

j
n + 1

mn + r1

m + ν
) n−m−1∏

r2=0
Γ
(

j
n − 1

n(n−m) + r2

n−m + ν
)

n−1∏
r=0

Γ
(

j
n + 1

n + r
n + ν

) ζν

× sin π

(
1

n
+

mj

n
+ mν

)
. (1.29)

Согласно определению гипергеометрического ряда, нужно выделить в каждом

из полученных рядов выражение

n−1∏
r=0

Γ
(

j
n + 1

n + r
n

)

m−1∏
r1=0

Γ
(

j
n + 1

mn + r1

m

) n−m−1∏
r2=0

Γ
(

j
n − 1

n(n−m) + r2

n−m

) .

Учитывая тождества

m−1∏

r1=0

Γ

(
j

n
+

1

mn
+

r1

m

)
= (2π)

1
2 (m−1)m

1
2−

mj
n
− 1

nΓ

(
mj

n
+

1

n

)
,

n−m−1∏

r2=0

Γ

(
j

n
− 1

n(n−m)
+

r2

n−m

)
=

= (2π)
1
2 (n−m−1)(n−m)

1
2−n−m

n
j+ 1

nΓ

(
n−m

n
j − 1

n

)
,

n−1∏

r=o

Γ

(
j

n
+

1

n
+

r

n

)
= (2π)

1
2 (n−1)n−j− 1

2j!,

а также, что

sin π

(
1

n
+

mj

n
+ mν

)
= (−1)mν sin π

(
1

n
+

mj

n

)
,

приходим к следующему представлению для y(x):

y(x) = − 1

πn

n−1∑

j=0

Γ
(

mj
n + 1

n

)
Γ
(

n−m
n j − 1

n

)

j!
xj sin π

(
mj

n
+

1

n

)

×nFn−1

(
a, a + 1

m , . . . , a + m−1
m , b, b + 1

n−m , . . . , b + n−m−1
n−m

c, c + 1
n , . . . , 1̂, . . . , c + n−1

n

∣∣∣(−1)mζ

)
,
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где значения a, b, c находятся из (1.23).

Поясним, что пропуск единицы в последнем выражении появляется из-за

того, что при r = n − j − 1 гамма-множитель в знаменателе (1.29) равен

Γ(ν + 1) = ν!, который выделяется отдельным множителем в определении

обобщенного гипергеометрического ряда.

Применив к произведению Γ
(

mj
n + 1

n

)
sin π

(
mj
n + 1

n

)
в последнем выраже-

нии формулу дополнения, мы убеждаемся в справедливости (1.22).

Для полного доказательства теоремы осталось найти область сходимости

полученных рядов. Известно, что областью сходимости ряда (1.21) является

единичный круг |z| < 1 (см. [12]). Отсюда следует, что ряды, о которых идет

речь в формулировке теоремы, сходятся при |x| < n

m
m
n (n−m)

n−m
n

. Теорема дока-

зана.

1.5 Случай кубического уравнения: соотношение с фор-

мулой Кардано

Рассмотрим кубическое уравнение

y3 + xy − 1 = 0. (1.30)

Согласно Теореме 3, главное решение (1.30) представляется в виде суммы двух

гипергеометрических рядов Гаусса

y(x) = 2F1

(
1
3 ,−1

6
2
3

∣∣∣− 4

27
x3

)
− x

3
2F1

(
2
3 ,

1
6

4
3

∣∣∣− 4

27
x3

)
. (1.31)

С другой стороны, формула Кардано для корней (1.30) такая:

y(x) =
3

√
1

2
+

√
1

4
+

x3

27
+

3

√
1

2
−
√

1

4
+

x3

27
.
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Для определенности, под радикалом R(x) =
√

1
4 + x3

27 будем рассматривать

ветвь, удовлетворяющую условию R(0) = 1
2 . Покажем, что при |x| < 3

4
1
3

спра-

ведливы равенства

2F1

(
1
3 ,−1

6
2
3

∣∣∣− 4

27
x3

)
=

3

√
1

2
+

√
1

4
+

x3

27
, (1.32)

−x

3
2F1

(
2
3 ,

1
6

4
3

∣∣∣− 4

27
x3

)
=

3

√
1

2
−
√

1

4
+

x3

27
. (1.33)

Здесь под равенством однозначной и многозначной функции понимаем следу-

ющее. В радикале α(x) := 3

√
1
2 +

√
1
4 + x3

27 из (1.32) рассматриваем ветвь с усло-

вием α(0) = 1, а в (1.33) выбирается ветвь радикала β(x) := 3

√
1
2 −

√
1
4 + x3

27 ,

для которой β(−1) > 0.

Очевидна справедливость равенств

α(0) = 1, β(0) = 0. (1.34)

Нетрудно проверить, что α3(x) и β3(x) удовлетворяют квадратному уравне-

нию

z2(x) = z(x) +
x3

27
. (1.35)

Вычислим сначала β(x). Для этого воспользуемся теоремой 4, согласно кото-

рой

z
1
3 (x) = −x

3
2F1

(
2
3 ,

1
6

4
3

∣∣∣− 4

27
x3

)
.

В силу выполнения условия z(−1) > 0 следует, что

β(x) = −x

3
2F1

(
2
3 ,

1
6

4
3

∣∣∣− 4

27
x3

)
.

Равенство (1.33) доказано.
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Теперь найдем представление в виде ряда для α(x). Для этого воспользу-

емся формулой Биркелана [65], которая для z
1
3 принимает следующий вид:

z
1
3 (x) =

1

3

∞∑

k=0

Γ(1
3 − k)

Γ(4
3 − 2k)k!

(x

3

)3k

.

Очевидно, что z
1
3 (0) = 1, тогда, в силу (1.34) α(x) = 1

3

∞∑
k=0

Γ( 1
3−k)

Γ( 4
3−2k)k!

(
x
3

)3k
.

Представим полученный ряд в виде ряда Гаусса. Для этого, к каждой из

гамма-функции применим формулу дополнения, в результате α(x) запишется

так:

α(x) = −1

3

∞∑

k=0

Γ(2k − 1
3)

Γ(k + 2
3)k!

(
−x

3

)3k

.

Теперь к гамма-функции, стоящей в числителе, применим формулу двойного

аргумента (которая является частным случаем формулы Гаусса-Лежандра)

Γ(2z) = 22z−1π−
1
2Γ(z)Γ

(
z +

1

2

)
.

В результате последний ряд примет вид

α(x) = 2F1

(
1
3 ,−1

6
2
3

∣∣∣− 4

27
x3

)
.

Равенство (1.32), а вместе с ним и формула Кардано доказаны.

1.6 Уравнение четвертой степени: нелинейная связь с ги-

пергеометрической функцией Гаусса

Рассмотрим уравнение четвертой степени

y4 + xy − 1 = 0. (1.36)

В этом параграфе будет показано, что решение (1.36) представимо в классе

рядов Гаусса 2F1.
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Из Теоремы 3 следует, что главное решение (1.36) допускает представление

y(x)= 3F2

(
7
12 ,− 1

12 ,
1
4

1
2 ,

3
4

∣∣∣− 33

44
x4

)
− x

4
3F2

(
1
6 ,

1
2 ,

5
6

3
4 ,

5
4

∣∣∣− 33

44
x4

)
−

x2

32
3F2

(
5
12 ,

3
4 ,

13
12

5
4 ,

3
2

∣∣∣− 33

44
x4

)
.

Покажем, что каждый из указанных рядов выражается через 2F1.

Утверждение 1.1. Для главного решения уравнения (1.36) справедливо

представление

y(x) =

[

2F1

(
7
24 ,− 1

24
3
4

∣∣∣− 33

44
x4

)]2

− x

4

√√√√
2F1

(
1
3 ,

2
3

3
2

∣∣∣− 33

44
x4

)
−

x2

32

[

2F1

(
5
24 ,

13
24

5
4

∣∣∣− 33

44
x4

)]2

.

Доказательство. Справедливость соотношений

3F2

(
7
12 ,− 1

12 ,
1
4

1
2 ,

3
4

∣∣∣− 33

44
x4

)
=

[

2F1

(
7
24 ,− 1

24
3
4

∣∣∣− 33

44
x4

)]2

,

3F2

(
5
12 ,

3
4 ,

13
12

5
4 ,

3
2

∣∣∣− 33

44
x4

)
=

[

2F1

(
5
24 ,

13
24

5
4

∣∣∣− 33

44
x4

)]2

следует из тождеств Клаузена ([68], либо см. [12], стр. 186). Докажем равенство

3F2

(
1
6 ,

1
2 ,

5
6

3
4 ,

5
4

∣∣∣− 33

44
x4

)
=

√√√√
2F1

(
1
3 ,

2
3

3
2

∣∣∣− 33

44
x4

)
. (1.37)

Для этого рассмотрим уравнение 8r3 + 8r = x2, которое перепишем в виде

(ir)3 − ir + i
x2

8
= 0,

как указывается в теореме 4. Применяя к нему (1.26) при µ = 1 получаем

r(x) =
x2

8
2F1

(
1
3 ,

2
3

3
2

∣∣∣− 33

44
x4

)
. (1.38)
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А после применения (1.26) к этому же уравнению при µ = 1
2 приходим к

следующему представлению для r
1
2 (x):

r
1
2 (x) =

x
√

2

4
3F2

(
1
6 ,

1
2 ,

5
6

3
4 ,

5
4

∣∣∣− 33

44
x4

)
. (1.39)

Из (1.38) и (1.39) следует (1.37).

1.7 Роль дискриминанта в формуле для решения тетра-

номиального кубического уравнения

Рассмотрим кубическое уравнение с двумя параметрами

y3 + x1y
2 + x2y − 1 = 0. (1.40)

Известно, что такое уравнение с помощью элементарных преобразований мо-

жет быть сведено к уравнению с одним параметром. Действительно, с помо-

щью замены переменной y = w − x1

3 сведем уравнение (1.40) к уравнению

w3 +

(
x2 −

x2
1

3

)
w +

(
2

27
x3

1 −
1

3
x1x2 − 1

)
= 0.

Далее, «растяжением» переменной w = − 3

√
2
27x

3
1 − 1

3x1x2 − 1 z последнее

уравнение сводится к (1.30), в котором x = x(x1, x2) =
x2−x2

1
3

3
√

( 2
27x3

1− 1
3x1x2−1)2

.

Решая это уравнение по формуле (1.31), получим

z(x1, x2) =2 F1

(
−1

6 ,
1
3

2
3

∣∣∣
4(x2

1 − 3x2)
3

(2x3
1 − 9x1x2 − 27)2

)
+

x2
1 − 3x2

3
√

(2x3
1 − 9x1x2 − 27)2

2F1

(
1
6 ,

2
3

4
3

∣∣∣
4(x2

1 − 3x2)
3

(2x3
1 − 9x1x2 − 27)2

)
.

После обратной замены корень уравнения (1.40) запишется так:

y(x1, x2) = −x1

3
− 3

√
2

27
x3

1 −
1

3
x1x2 − 1 z(x1, x2), (1.41)
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где выражение для z(x1, x2) определено выше.

Ряды Гаусса, участвующие в решении (1.40), сходятся абсолютно при усло-

вии
∣∣∣ 4(x2

1−3x2)
3

(2x3
1−9x1x2−27)2

∣∣∣ ≤ 1. Уровень

4(x2
1 − 3x2)

3

(2x3
1 − 9x1x2 − 27)2

= 1

определяет дискриминантное множество уравнения (1.40):

4x3
2 − x2

1x
2
2 − 4x3

1 + 18x1x2 + 27 = 0.

Напомним, что дискриминантным множеством ∇ уравнения (1.1) называет-

ся совокупность тех значений (x1, . . . , xl), при которых (1.1) имеет кратные

корни.

Известно значение 2F1

(
a,b
c

∣∣∣z
)

при z = 1:

2F1

(
a, b

c

∣∣∣1
)

=
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
.

Поэтому, 2F1

(
− 1

6 , 13
2
3

∣∣1
)

=
Γ( 2

3 )Γ(1
2 )

Γ( 5
6 )Γ(1

3 )
= 1

3
√

2
, 2F1

(
1
6 ,23
4
3

∣∣1
)

=
Γ( 4

3 )Γ(1
2 )

Γ( 7
6 )Γ(2

3 )
= 3
√

2. Подстав-

ляя эти значения в (1.41), выпишем формулу для решения уравнения (1.40)

при (x1, x2) ∈ ∇:

y(x1, x2) = −x1

3
− 1

3 3
√

2

3

√
2x3

1 − 9x1x2 − 27 +
3x2 − x2

1

3 3
√

2x3
1 − 9x1x2 − 27

3
√

2.

В параграфе 3.4.3 будет получена общая формула для решения алгебраи-

ческого уравнения (1.1) в точках x из дискриминантного множества ∇.
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Глава 2.

Монодромия общей алгебраической

функции

Здесь мы изложим два метода аналитического продолжения общей алгебра-

ической функции. Первый из них основан на представлении этой функции

в виде ветвящегося интеграла (1.7), и он позволяет описать монодромию об-

щей алгебраической функции вблизи области сходимости ряда Меллина для

главного решения.

Второй метод мы называем логарифмическим, поскольку принцип его дей-

ствия заключается в движении пути (по которому ведется аналитическое про-

должение) лишь по радиусам и аргументам переменных, а в логарифмической

шкале это движение по вещественным и мнимым направлениям. Факт непо-

средственного аналитического продолжения заключается в замене степенного

ряда (с поликруговой областью сходимости) на интеграл Меллина-Барнса (с

секториальной областью сходимости).
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2.1 Монодромия общей алгебраической функции вблизи

области D

2.1.1 Область сходимости гипергеометрического ряда, представля-

ющего решение общего алгебраического уравнения

В первых пяти параграфах настоящей главы будем рассматривать уравнение

(1.1) при l = n− 1:

yn + xn−1y
n−1 + . . . + x1y − 1 = 0, (2.1)

т.е. когда в нем присутствуют все показатели от 1 до n. Гипергеометрический

ряд с центром в нуле, представляющий главное решение y0(x) уравнения (2.1),

следующий:

1

n

∑

|k|≥0

(−1)|k| Γ
(

1
n + 1

nk1 + . . . + n−1
n kn−1

)

k1! . . . kn−1! Γ
(

1
n − n−1

n k1 − . . .− 1
nkn−1 + 1

) xk1

1 . . . x
kn−1

n−1 , (2.2)

где |k| = k1 + . . . + kn−1, ki ≥ 0.

Опишем область сходимости ряда (2.2). Пусть ∆(x) = ∆(x1, . . . , xn−1) дис-

криминант уравнения (2.1). Его нулевое множество ∇ = {x ∈ Cn−1 : ∆(x) =

0} называется дискриминантным множеством уравнения. Введем следующие

векторы

α = (n−1, . . . , 2, 1), β = (1, 2, . . . , n−1),

с помощью которых дискриминантное множество∇ уравнения (2.1) допускает

параметризацию Ψ : CP
n−2
s → Cn−1

x по формуле ([4], [97])

xk = Ψk(s) =
nsk

〈α, s〉

(
−〈α, s〉
〈β, s〉

) k
n

, k = 1, . . . , n− 1; s ∈ CPn−2 (2.3)

(здесь 〈 , 〉 – знак скалярного произведения). Тогда область сходимости D ряда

(2.2) определяется из параметризации (2.3).

50



Теорема 5 ([97]). Система функций

|xk| = |Ψk(s)|, k = 1, . . . , n− 1; s ∈ R
n−1
+

задает параметризацию границы ∂|D| изображения |D| области D на диа-

грамме Рейнхардта.

2.1.2 Понятие амебы алгебраического множества

Амеба алгебраического множества определяется его изображением в логариф-

мической шкале. Более точно, рассмотрим отображение

Log : (C∗)m −→ R
m,

определенное формулой

Log : (z1, . . . , zm) −→ (log |z1|, . . . , log |zm|).

Определение 2.1 ([73]). Амебой алгебраического множества V ⊂ Cm назы-

вается образ Log V , который обозначается AV .

Рис. 6. Амеба полинома x1 + x2 − 1 Рис. 7. Амеба дискриминанта

кубического уравнения

В случае, когда V – гиперповерхность, определяемая нулями полинома Q,

вместо записи AV также используют запись AQ.
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Определение 2.2 ([98]). Контуром амебы AV называется множество кри-

тических значений отображения Log : V −→ AV .

Контур амебы комплексной прямой в C2 (см. Рис. 6) совпадает с топологи-

ческой границей амебы. А контур амебы дискриминанта кубического уравне-

ния заходит внутрь амебы. Если V – гиперповерхность или кривая, гладкая

точка z ∈ V критическая для Log|V тогда и только тогда, когда логарифми-

ческое отображение Гаусса в ней вещественно (см. [13], [93]).

Определение 2.3. Логарифмическим отображением Гаусса гиперповерхно-

сти V = {z : Q(z) = 0} называется отображение γ : V −→ CP
m−1,

действующее по формуле

γ(z) = (z1Q
′
z1

: . . . : zmQ′zm
).

Геометрический смысл этого отображения состоит в том, что γ(z) – нор-

мальная прямая к LogC(V ) в точке LogC(z), где LogC – комплексный лога-

рифм.

2.1.3 Касание разрезов Σ± дискриминантного множества

Рассмотрим логарифмическую проекцию дискриминантной гиперповерхности

уравнения (2.1): Log : ∇ −→ Rn−1. Обозначим через K множество критиче-

ских точек этой проекции. Известно [93], [98], что K равно образу Ψ(RPn−2)

вещественного проективного пространства относительно отображения (2.3).

Предложение 2.1. Комплексные гиперплоскости семейств Σ± касаются

дискриминантного множества ∇ вдоль подмножеств

K± =

{
Ψ±(s) : s ∈ RPn−2,

〈α, s〉
〈β, s〉 > 0

}
⊂ K,
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где Ψ±(s) – ветви параметризации (2.3), определяемые условиями

arg
(
− 〈α,s〉
〈β,s〉

) 1
n

= ∓π
n . В точке x = Ψ±(s) с ∇ касается гиперплоскость Σ±(t)

семейства Σ±, соответствующая параметру t = 〈β,s〉
〈α,s〉+〈β,s〉.

На Рис. 8 в логарифмической шкале изображено указанное в Предложе-

нии 2.1 свойство касания. В них, как и на Рис. 2, рассмотрен дискриминант

кубического уравнения

y3 + x2y
2 + x1y − 1 = 0 (2.4)

(однако, с двумя параметрами), а в качестве прямых Σ±(t) берутся прямые

для значений t = 0, 15, t = 0, 5, t = 0, 9.

Рис 8. Касание ∇ гиперплоскостями из Σ± при t = 0, 15; 0, 5; 0, 9

Доказательство предложения 2.1. Пусть F±(x; t) – аффинные функции (пе-

ременного x = (x1, . . . , xn−1)), определяющие Σ±(t):

F±(x; t) =
n−1∑

k=1

xkt
k
n (1− t)

n−k
n e±

k
n
πi − 1 =:

n−1∑

k=1

xkA
±
k (t)− 1.

Для рассматриваемых s точки касания ∇ и Σ±(t) определяются системой

уравнений (относительно t = t(s))

F±(Ψ(s); t(s)) = 0, gradsF±(Ψ(s); t(s)) = 0.
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Пусть s ∈ RPn−2, причем 〈α,s〉
〈β,s〉 > 0. Для таких s параметризацию (2.3)

можно записать в виде n ветвей x = Ψ(j)(s) :

xk = Ψ
(j)
k (s) = e−

πki
n

(1+2j) nsk

〈α, s〉

(〈α, s〉
〈β, s〉

) k
n

, k = 1, . . . , n− 1,

где в качестве радикала степени k
n берется арифметическое значение, а j при-

нимает значения 0, 1 . . . , n− 1. Очевидно, Ψ(0)(s) = Ψ+(s), Ψ(n−1)(s) = Ψ−(s).

Вычислим частные производные ∂Ψ
(j)
k

∂sν
. Для k 6= ν имеем

∂Ψ
(j)
k

∂sν
= B

(j)
kν (s),

где

B
(j)
kν (s) = e−

πki
n

(1+2j) nsk

〈α, s〉2〈β, s〉

(〈α, s〉
〈β, s〉

) k
n

[(k + ν − n)〈β, s〉 − νk|s|].

Функция B
(j)
kν (s) определена также при k = ν, и производная ∂Ψ

(j)
ν

∂sν
выражается

через нее по формуле

∂Ψ
(j)
ν

∂sν
= e−

πνi
n

(1+2j) n

〈α, s〉

(〈α, s〉
〈β, s〉

) ν
n

+ B(j)
νν (s).

Следовательно,

∂F±(Ψ(j)(s); t)

∂sν
= A±ν (t)e−

πνi
n

(1+2j) n

〈α, s〉

(〈α, s〉
〈β, s〉

) ν
n

+
n−1∑

k=1

A±k (t)B
(j)
kν (s).

Теперь заметим, что

A+
ν (t)e−

πνi
n

(1+2j)
∣∣
j=0

= t
ν
n (1− t)

n−ν
n = A−ν (t)e−

πνi
n

(1+2j)
∣∣
j=n−1

.

Аналогично, в произведениях A+
k B

(0)
kν и A−k B

(n−1)
kν степень экспоненты исчезает,

поэтому

F±(Ψ
±(s); t) =

n−1∑

k=1

nsk

〈α, s〉

(〈α, s〉
〈β, s〉

) k
n

t
k
n (1− t)

n−k
n − 1 =
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=
n−1∑

k=1

|xk(s)|t
k
n (1− t)

n−k
n − 1. (2.5)

Следовательно, для производной получаем:

∂F±(Ψ±(s); t)

∂sν
= t

ν
n (1− t)

n−ν
n

n

〈α, s〉

(〈α, s〉
〈β, s〉

) ν
n

+

+
n

〈α, s〉2〈β, s〉
n−1∑

k=1

t
k
n (1− t)

n−k
n sk

(〈α, s〉
〈β, s〉

) k
n

((k + ν − n)〈β, s〉 − νk|s|). (2.6)

Положим t = 〈β,s〉
n|s| , где |s| = s1 + . . . + sn−1. Так как n|s| = 〈α, s〉 + 〈β, s〉,

то несложно проверить, что t ∈ (0; 1) тогда и только тогда, когда 〈α,s〉
〈β,s〉 > 0.

Покажем, что при указанном t = t(s) справедливы тождества

F±(Ψ
±(s); t(s)) ≡ 0,

∂F±(Ψ±(s); t(s))

∂sν
≡ 0, ν = 1, . . . , n− 1.

Действительно, в этом случае

F±(Ψ
±(s); t(s)) =

=
n−1∑

k=1

nsk

〈α, s〉

(〈α, s〉
〈β, s〉

) k
n
(〈β, s〉

n|s|

) k
n
(〈α, s〉

n|s|

)n−k
n

− 1 =
1

|s|
n−1∑

k=1

sk − 1 = 0.

Аналогично,
∂F±(Ψ±(s); t(s))

∂sν
=

=
1

〈α, s〉2〈β, s〉
n−1∑

k=1

〈β, s〉 k
n 〈α, s〉n−k

n

|s| sk

(〈α, s〉
〈β, s〉

) k
n

((k + ν − n)〈β, s〉 − νk|s|)+

+
1

〈α, s〉

(〈α, s〉
〈β, s〉

) ν
n 〈β, s〉 ν

n 〈α, s〉n−ν
n

|s| =

=
1

〈α, s〉〈β, s〉|s|
n−1∑

k=1

sk((k + ν − n)〈β, s〉 − νk|s|) +
1

|s| =

=
1

〈α, s〉〈β, s〉|s|(〈β, s〉2 + (ν − n)〈β, s〉|s| − ν〈β, s〉|s|) +
1

|s| =

=
1

〈α, s〉|s|(〈β, s〉 − n|s|) +
1

|s| = 0.

Предложение 2.1 доказано.
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2.1.4 Примыкание разрезов Σ± к области D

При доказательстве Предложения 2.1, мы определили Ψ(j)(s) как ветви пара-

метризации (2.3), с условием

arg

(
−〈α, s〉
〈β, s〉

) 1
n

= −π

n
(1 + 2j) (2.7)

и отметили справедливость равенств Ψ+(s) = Ψ(0)(s), Ψ−(s) = Ψ(n−1)(s). Вве-

дем термин, на языке которого будет сформулирован основной результат ста-

тьи. А именно, назовем ≪струной≫ поверхность

S(j) := {Ψ(j)(s) : s ∈ R
n−1
+ } ⊂ ∇, j = 0, . . . , n− 1.

Для формулировки следующего утверждения напомним, что D обозначает

область сходимости ряда (2.2).

Теорема 6. Разрезы Σ+, Σ− не пересекают область D и примыкают к ее гра-

нице лишь по двум струнам S(0) и S(n−1). Таким образом, при продолжении

через границу ∂D главное решение уравнения (2.1) испытывает ветвление

только в точках S(0), S(n−1).

Доказательство. Покажем, что при s ∈ R
n−1
+ частные производные ∂F±(Ψ±(s);t)

∂sν

одновременно обращаются в нуль лишь при t = 〈β,s〉
n|s| . Ввиду (2.6), уравнение

∂F±(Ψ±(s);t)
∂s1

= 0 равносильно следующему:

1

〈α, s〉〈β, s〉
n−1∑

k=1

(
t

1− t

〈α, s〉
〈β, s〉

) k
n

sk

(
(n− k − 1)〈β, s〉+ k|s|

)
−

−
(

t

1− t

〈α, s〉
〈β, s〉

) 1
n

= 0.

Последнее уравнение запишем в виде

n−2∑

k=0

fk+1(s) bk = 0, (2.8)
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где b =
(

t
1−t

) 1
n ,

fk(s) =
1

〈α, s〉〈β, s〉

(〈α, s〉
〈β, s〉

) k
n

sk

(
(n− k − 1)〈β, s〉+ k|s|

)
, при k > 1,

f1(s) =
1

〈α, s〉〈β, s〉

(〈α, s〉
〈β, s〉

) 1
n

s1

(
(n− 2)〈β, s〉+ |s|

)
−
(〈α, s〉
〈β, s〉

) 1
n

.

Рассмотрим (2.8) как алгебраическое уравнение относительно b. Заметим,

что при s ∈ R
n−1
+ коэффициенты f2(s), . . . , fn−1(s) этого уравнения положи-

тельные. Поэтому (2.8) может иметь не более одного положительного корня

b = b(s). Поскольку функция b =
(

t
1−t

) 1
n монотонно возрастает на интервале

(0; 1), то корню b(s) может соответствовать только одно значение t = t(s). Но

выше было показано, что таковым t(s) является t = 〈β,s〉
n|s| .

Обозначим |D| изображение области D на диаграмме Рейнхардта. По Тео-

реме 5 система функций

rk(s) =
nsk

〈α, s〉

(〈α, s〉
〈β, s〉

) k
n

, k = 1, . . . , n− 1, s ∈ R
n−1
+

задает параметризацию границы ∂|D|. Обозначим Ak(t) := t
k
n (1 − t)

n−k
n .

Согласно представлению (2.5) для F±(Ψ±(s); t) и следующему за ним до-

казательству Предложения 2.1, каждая из вещественных гиперплоскостей

F±(Ψ±(s); t) = 0 касается ∂|D|, причем в точках t = 〈β,s〉
n|s| . Так как все

Ak > 0, область |D| лежит под каждой Σreal(t) = {r ∈ R
n−1
+ : A1(t)r1 +

. . . + An−1(t)rn−1 = 1} и потому выпукла.

Обозначим

F̃ (x; t) = A1(t)x1 + . . . + An−1(t)xn−1

и заметим, что F̃ (r; t) ≤ 1 для всех r из замыкания |D|, причем равенство

"=" достигается лишь в точке r(s) при t = 〈β,s〉
n|s| . Теперь рассмотрим функцию

F̃ (x; t) для комплексных x = (r1e
iθ1, . . . , rn−1e

iθn−1) ∈ D. Для нее Re F̃ (x; t) ≤
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F̃ (r; t), причем равенство "=" имеет место лишь при вещественных x. Отсюда

следует, что

Σ±(t) = {x ∈ C
n−1 : F̃ (x1e

±πi
n , . . . , xn−1e

±π(n−1)i
n ) = 1}

не пересекают D, а ее границу ∂D пересекают лишь в точках Ψ±(s), s ∈ R
n−1
+ ,

обеспечивающих согласно (2.5), равенство

F̃ (x1(s)e
±πi

n , . . . , xn−1(s)e
±π(n−1)i

n ) = F̃ (|x1|, . . . , |xn−1|).

Теорема 6 доказана.

Далее покажем, что каждая из струн {Ψ±(s) : s ∈ R
n−1
+ } является огибаю-

щей к соответствующему семейству гиперплоскостей Σ±. Для этого, согласно

[26], нужно показать, что при рассматриваемых s и t = t(s), во-первых, вы-

полняется, система равенств

F±(Ψ
±(s); t(s)) ≡ 0 ,

∂F±(Ψ±(s); t(s))

∂t
≡ 0, (2.9)

во-вторых, справедливо неравенство

∂2F±(Ψ±(s); t(s))

∂t2
6= 0. (2.10)

Справедливость первого тождества системы равенств (2.9) была показана

при доказательстве Предложения 2.1. Проверим второе тождество из (2.9):

∂F±(x; t)

∂t
=

1

n

n−1∑

k=1

k xkt
k−n

n (1− t)
n−k

n e±
k
n
πi − 1

n

n−1∑

k=1

(n− k)xkt
k
n (1− t)−

k
ne±

k
n
πi =

=
1

n

n−1∑

k=1

k xk

(
1− t

t

)n−k
n

e±
k
n
πi − 1

n

n−1∑

k=1

(n− k)xk

(
t

1− t

) k
n

e±
k
n
πi.

Тогда для точек множества K± имеем следующую цепочку равенств:

∂F±(Ψ±(s); t(s))

∂t
=
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=
n−1∑

k=1

ksk

〈α, s〉

(〈α, s〉
〈β, s〉

) k
n
(〈α, s〉
〈β, s〉

)n−k
n

−
n−1∑

k=1

(n− k)sk

〈α, s〉

(〈α, s〉
〈β, s〉

) k
n
(〈β, s〉
〈α, s〉

) k
n

=
1

〈β, s〉
n−1∑

k=1

ksk −
1

〈α, s〉
n−1∑

k=1

(n− k)sk =
〈β, s〉
〈β, s〉 −

〈α, s〉
〈α, s〉 = 0.

Перейдем к доказательству неравенства (2.10). Как показывают вычисле-

ния

∂2F±(x; t)

∂t2
= − 1

n2

n−1∑

k=1

k(n− k)xke
± k

n
πi

((
t

1− t

) k
n 1

t2
+

(
1− t

t

)n−k
n 1

(1− t)2

)
,

применительно ко множеству K± имеем:

∂2F±(Ψ±(s); t(s))

∂t2
= − n|s|2
〈α, s〉〈β, s〉

n−1∑

k=1

k(n− k)sk

(
1

〈β, s〉 +
1

〈α, s〉

)
=

= − n2|s|3
〈α, s〉2〈β, s〉2

n−1∑

k=1

k(n− k)sk. (2.11)

Очевидно, что
∂2F±(Ψ±(s); t(s))

∂t2
6= 0, при s ∈ R

n−1
+

(заметим, что из условия 〈α,s〉
〈β,s〉 > 0, следует неравенство |s| 6= 0).

Итак, показано, что для струн {Ψ±(s) : s ∈ R
n−1
+ } выполняются условия

(2.9), (2.10). Таким образом доказано следующее

Предложение 2.2. Струны {Ψ±(s) : s ∈ R
n−1
+ } являются огибающими для

семейства гиперплоскостей Σ±.

2.1.5 Монодромия для y(x) вблизи области D

Отметим, что для введенных в предыдущем параграфе струн выполняется

условие цикличности: S(j) = S(j+nk) (при k ∈ Z), поэтому достаточно рас-

сматривать S(j) для j = 0, . . . , n− 1.
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Используя связь между главным решением уравнения (2.1) с остальными

решениями: ветви yj(x) имеют вид

yj(x) = εjy0(εjx1, ε
2
jx2, . . . , ε

n−1
j xn−1), j = 1, . . . , n− 1,

из Теоремы 6 получаем

Следствие 2.1. При продолжении через границу ∂D области D каждая

ветвь yj(x) уравнения (2.1) испытывает ветвление лишь в точках S(j−1)

и S(j).

Наша цель – найти порядок ветвления каждой из указанных струн. Для

этого заметим, что в силу однородности параметризации (2.3) одну из коорди-

нат вектора s = (s1, . . . , sn−1) ∈ R
n−1
+ можно считать равной единице. Пусть

sn−1 = 1, тем самым будем рассматривать вектор s = (s1, . . . , sn−2, 1).

Зафиксируем произвольную точку s(0) = (s
(0)
1 , . . . , s

(0)
n−2, 1) с положитель-

ными координатами и проведем комплексную прямую x = uΨ(j0)(s(0)), u ∈ C,

проходящую через начало координат x = 0 и точку Ψ(j0)(s(0)) на струне.

Эта прямая имеет непустое пересечение с каждой из струн S(j). Действи-

тельно, представив u = ρeiϕ, мы приходим к системе уравнений

ei(ϕ−π
n
(1+2j0))ρ

ns
(0)
k

〈α, s(0)〉

(〈α, s(0)〉
〈β, s(0)〉

) k
n

= e−
πi
n

(1+2j) nsk

〈α, s〉

(〈α, s〉
〈β, s〉

) k
n

,

где k = 1, . . . , n − 1, решением которой при ϕ = 2π
n (j0 − j) является

(ρ, s1, . . . sn−2) = (1, s
(0)
1 , . . . , s

(0)
n−2). Таким образом, для каждого j, при arg u =

2π
n (j0 − j) рассматриваемая прямая пересекает струну S(j). Более того, спра-

ведливо следующее

Предложение 2.3. Комплексная прямая {x = uΨ(j0)(s(0)) : u ∈ C} пересе-

кает каждую из струн S(j) в единственной точке.
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Доказательство. Нужно показать, что система

ρ
ns

(0)
k

〈α, s(0)〉

(〈α, s(0)〉
〈β, s(0)〉

) k
n

=
nsk

〈α, s〉

(〈α, s〉
〈β, s〉

) k
n

, k = 1, . . . , n− 1, (2.12)

при выбранном s(0) имеет единственное решение. Для этого выразим

из (2.12)переменную sk, k = 1, . . . , n−3 через sn−2 следующим образом. Снача-

ла разделим каждое уравнение из (2.12) на последнее уравнение этой системы

(т.е. при k = n− 1), в результате получим новую систему уравнений:

s
(0)
k

(〈β, s(0)〉
〈α, s(0)〉

)n−k−1
n

= sk

(〈β, s〉
〈α, s〉

)n−k−1
n

, k = 1, . . . , n− 2. (2.13)

Теперь разделим каждое из уравнений полученной системы на последнее урав-

нение этой системы, возведенное в степень n−k−1, в результате чего придем

к требуемой связи между sk и sn−2:

sk =
s
(0)
k(

s
(0)
n−2

)n−k−1
sn−k−1
n−2 , k = 1, . . . , n− 3. (2.14)

Представим 〈α, s〉, 〈β, s〉, с учетом последнего выражения, в виде многочленов

с положительными коэффициентами:

〈α, s〉 =
n−1∑

k=1

(n− k)
s
(0)
k(

s
(0)
n−2

)n−k−1
sn−k−1
n−2 =

n−1∑

k=1

aks
n−k−1
n−2 ,

〈β, s〉 =
n−1∑

k=1

k
s
(0)
k(

s
(0)
n−2

)n−k−1
sn−k−1
n−2 =

n−1∑

k=1

bks
n−k−1
n−2 ,

здесь, по-прежнему, sn−1 = s
(0)
n−1 = 1. Учитывая полученные соотношения,

запишем последнее уравнение системы (2.13) в виде

s
(0)
n−2

(〈β, s(0)〉
〈α, s(0)〉

) 1
n

= sn−2




n−1∑
k=1

bks
n−k−1
n−2

n−1∑
k=1

aks
n−k−1
n−2




1
n

. (2.15)
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Несложно увидеть, что функция g(sn−2) = sn−2




n−1∑
k=1

bksn−k−1
n−2

n−1∑
k=1

aksn−k−1
n−2




1
n

является стро-

го возрастающей при sn−2 > 0. Для этого достаточно представить g(sn−2) в

виде

g(sn−2) = s
2
n

n−2




n−1∑
k=1

bks
n−k−1
n−2

a1 +
n−1∑
k=2

ak

sk−1
n−2




1
n

и учесть, что ak, bk > 0. Следовательно, уравнение (2.15) имеет лишь одно

решение sn−2 = s
(0)
n−2. Из (2.14) получаем, что sk = s

(0)
k для k = 1, . . . , n − 3.

Предложение доказано.

Итак, согласно Предложению 2.3, комплексная прямая x = uΨ(j0)(s(0)) пе-

ресекает каждую из n струн S(j) ровно в одной точке. Обозначим через σj

петлю, лежащую в указанной прямой, проходящую через x = 0 и окружаю-

щую лишь струну S(j). Согласно Следствию 2.1, каждая из струн S(j) является

точкой ветвления лишь двух ветвей yj(x) и yj+1(x) (с учетом цикличности) из

набора y0(x), . . . , yn−1(x) всех ветвей.

Также из Следствия 2.1 несложно сделать вывод, что ветвь yj(x) при об-

ходе петли σj переходит в ветвь yj+1(x) (здесь понимаем, что j = 0, . . . , n− 1,

т.е. учитываем условие цикличности по mod n). Действительно, если предпо-

ложить, что рассматриваемая ветвь переходит в отличную от yj+1(x) ветвь, то

точка S(j) будет являться точкой ветвления бесконечного порядка, т. к. лишь

две ветви yj(x) и yj+1(x) имеют ветвление в этой точке. Аналогично получаем,

что ветвь yj(x) при обходе петли σj−1 переходит в ветвь yj−1(x).

Наконец, укажем порядок ветвления струн S(j). Как было показано, ветвь

yj(x) при обходе петли σj переходит в ветвь yj+1(x). А ветвь yj+1(x) при обходе

петли σj переходит в ветвь y(j+1)−1(x) = yj(x). Итак, ветвь yj при двукратном
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обходе петли σj перешла сама в себя. Следовательно, порядок ветвления струн

S(j) равен двум. Таким образом, доказана следующая

Теорема 7. При продолжении через границу ∂D области D всякая ветвь

yj(x) решения уравнения (2.1) имеет ветвление лишь в паре струн S(j) и

S(j−1), причем второго порядка. При этом ветвь yj(x) при обходе петли σj

переходит в ветвь yj+1, а при обходе петли σj−1 переходит в ветвь yj−1.

2.1.6 Монодромия решений триномиального уравнения

Рассмотрим уравнение вида (1.1) в случае l = 1, т. е. когда в уравнении всего

один параметр, который мы обозначим через x. Соответствующее уравнение

yn + xym − 1 = 0, (2.16)

где 0 < m < n, назовем триномиальным уравнением . Для него главное

решение (1.7) запишется в виде

y0(x) = 1 +
1

2πin

1∫

0

t
1−n

n (1− t)−
1+n

n

[
e

πi
n ln(1 + e−

n−m
n

πixt
m
n (1− t)

n−m
n )−

−e−
πi
n ln(1 + e

n−m
n

πixt
m
n (1− t)

n−m
n )
]
dt. (2.17)

Максимальное значение функции t
m
n (1− t)

n−m
n на отрезке [0; 1] равно

(
m
n

)m
n
(

n−m
n

)n−m
n , поэтому множества

Σ± =
⋃

t∈(0;1)

{xt
m
n

(1−t)
n−m

n e±
m
n

πi = 1}

представляют собой пару лучей

Σ± =

{
τe∓

mπi
n : τ ≥ 1

(m
n )

m
n (n−m

n )
n−m

n

}
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(см. Рис. 9).

Следует отметить, что сектор, ограниченный продолжениями этих лучей

до их пересечения (в начале координат), является областью сходимости инте-

грала Меллина-Барнса (1.2), представляющего главное решение y0(x) трино-

миального уравнения (2.16) (имеется ввиду сектор, содержащий луч x > 0).

Re x

Im x

x0

Σ−

x
n−m

Σ+

Re x

Im x

| arg x| < m

n
π

Рис. 9. Разрезы Σ+ и Σ− для Рис. 10. Сектор сходимости

триномиального уравнения интеграла Меллина-Барнса

Действительно, интеграл имеет вид

1

2πi

∫

γ+iR

1
n Γ
(

1
n − m

n ζ
)
Γ(ζ)

Γ
(

1
n + n−m

n ζ + 1
)x−ζ dζ, (2.18)

где 0 < γ < 1
m , и согласно [25], его область сходимости вычисляется по фор-

муле

|arg x| < π

2

(
m

n
+ 1− n−m

n

)
=

m

n
π

(см. Рис. 10). Поясним, что в соответствии с [25], здесь в скобках просумми-

рованы со знаком "+" модули коэффициентов при y в аргументах гамма-

функции в числителе интеграла (2.18) и со знаком "−" — коэффициент в

знаменателе. Поскольку по Теореме 1 интеграл (2.17) сходится во всей плоско-

сти переменного x, кроме двух лучей, мы видим, что в случае триномиально-

го уравнения область сходимости интеграла (2.17) значительно шире области
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сходимости интеграла Меллина-Барнса (2.18).

Не ограничивая общности будем считать, что m и n взаимно просты (урав-

нение (2.16) сводится к этому случаю заменой y = zd, где d — наибольший

общий делитель для m и n). В этом случае дискриминант уравнения допускает

наиболее краткую запись и он равен (см. [97])

∆ = (−1)n[(−1)mnn −mm(n−m)n−mxn].

Таким образом, дискриминантное множество составляет следующая последо-

вательность точек

xs =
eπim+2s

n

(
m
n

)m
n
(

n−m
n

)n−m
n

, s = 0, . . . , n− 1,

лежащих на одной окружности. Заметим, что точки x0 и xn−m дискриминант-

ного множества — суть начала лучей Σ− и Σ+, вне которых, по Теореме 1,

y(x) голоморфна и однозначна. Поэтому, обозначив через σs петлю, проходя-

щую через x = 0 и окружающую лишь точку xs, мы приходим к следующему

утверждению:

Следствие 2.2. Главная ветвь y0(x) триномиального уравнения (2.16)

переходит в себя при обходе каждой из петель σs, кроме σ0 и σn−m.

Rex

Im x

σ0

σ
n−m

x0

x
n−m

Рис. 11
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Используя рассуждение симметрии и то, что остальные ветви имеют вид

yj(x) = εjy0(ε
n1

j x1, . . . , ε
nl

j xl), j = 1, . . . , n− 1,

где εj = e
2πj
n

i – первообразные корни из единицы, получаем

Следствие 2.3. Каждая ветвь yj(x) имеет ветвление лишь в паре точек

x = e
m
n (±1−2j)πi

(m
n )

m
n (n−m

n )
n−m

n
.

Покажем, что каждая из дискриминантных точек xs является точкой ветв-

ления лишь двух ветвей из набора y0(x), . . . , yn−1(x) всех ветвей. Так как при

0 ≤ j1, j2 ≤ n− 1 уравнения

e
m
n

(±1−2j1)πi = e
m
n

(1−2j2)πi, e
m
n

(±1−2j1)πi = e
m
n

(−1−2j2)πi

имеют лишь решения j2 = (j1 + 1)(mod n), j2 = (j1 − 1)(mod n), то каждая

пара ветвей yj и y(j+1)(mod n), yj и y(j−1)(mod n) имеет единственную общую точку

ветвления. Обозначим ее xs и найдем s. Для этого решим уравнения

e
m
n

(−1−2j)πi = e
πi
n

(m+2s1), e
m
n

(1−2j)πi = e
πi
n

(m+2s2),

откуда получаем s1 = −m(j + 1)(mod n), s2 = −mj(mod n).

Ветвь yj при обходе петли σ−m(j+1)(mod n) переходит в ветвь y(j+1)(mod n). Дей-

ствительно, если предположить, что рассматриваемая ветвь переходит в от-

личную от y(j+1)(mod n) ветвь, то точка x−m(j+1)(mod n) будет являться точкой

ветвления бесконечного порядка, так как лишь две ветви yj и y(j+1)(mod n) име-

ют ветвление в этой точке. Аналогично получаем, что ветвь yj при обходе

петли σ−mj(mod n) переходит в ветвь y(j−1)(mod n).

Найдем порядок ветвления точек xs. Как было выше показано, ветвь yj

при обходе петли σ−m(j+1)(mod n) переходит в ветвь y(j+1)(mod n), в свою оче-

редь, ветвь y(j+1)(mod n) при обходе петли σ−m(j+1)(mod n) переходит в ветвь
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y(j+1−1)(mod n) = yj. Таким образом, ветвь yj при двукратном обходе петли

σ−m(j+1)(mod n) переходит сама в себя. Следовательно, порядок ветвления то-

чек xs равен двум. Итак, доказана

Теорема 8. Если m и n взаимно просты, то всякая ветвь yj(x) триноми-

ального уравнения (2.16) имеет ветвление (причем второго порядка) лишь

в паре точек

e
m
n

(1−2j)πi

(
m
n

)m
n
(

n−m
n

)n−m
n

= x−mj(mod n),
e

m
n

(−1−2j)πi

(
m
n

)m
n
(

n−m
n

)n−m
n

= x−m(j+1)(mod n).

При этом, ветвь yj при обходе петли σ−mj(mod n) переходит в ветвь

y(j−1)(mod n), а при обходе петли σ−m(j+1)(mod n) — в ветвь y(j+1)(mod n).

Пользуясь Теоремой 8 несложно доказать неразрешимость в радикалах ре-

шения уравнения (2.16) степени выше 4. (О разрешимости в радикалах об-

щего алгебраического уравнения с помощью теории Галуа см. [47]). Действи-

тельно, согласно доказательству Теоремы 8, каждая дискриминантная точка

x−mj(mod n) является точкой ветвления лишь двух ветвей y(j−1)(mod n) и yj(mod n).

Это означает, что при обходе каждой из петель σ−mj(mod n) все ветви кроме

двух: yj−1 и yj переходят в себя, а упомянутые ветви yj−1, yj – одна в другую

(напомним, что в наших предположениях (m, n) = 1). В этом случае группа

монодромии решения y(x) порождается смежными транспозициями

(0, 1), (1, 2), . . . , (n− 2, n− 1).

Хорошо известно (см., например, [16], с. 166), указанные транспозиции порож-

дают всю симметрическую группу подстановок Sn. Однако, из курса высшей

алгебры известно ([16], с. 418), что группа Sn неразрешима при n ≥ 5 (и раз-

решима при n < 5). Тогда неразрешимость в радикалах рассматриваемого

уравнения следует из следующей теоремы.
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Теорема 9 ([50], стр. 176). Функция представима в радикалах тогда и толь-

ко тогда, когда она является алгебраической функцией и имеет разрешимую

группу монодромии.

В связи со сказанным отметим, что В.И. Арнольдом было дано топологиче-

ское, без использования теориии Галуа, доказательство того факта, что группа

монодромии алгебраической функции, представимой в радикалах, разрешима.

2.2 Логарифмический метод аналитического продолже-

ния общей алгебраической функции

Здесь для удобства будем записывать уравнение (1.1) в следующем виде:

yn + xly
nl + . . . + x1y

n1 − 1 = 0, (2.19)

где 0 = n0 < n1 < . . . < nl < nl+1 = n. Гипергеометрический ряд для степени

решения yµ(x), µ > 0 уравнения (2.19) следующий:

yµ
0 (x) =

µ

n

∑

|k|≥0

(−1)|k| Γ
(

µ
n + n1

n k1 + . . . + nl

n kl

)

k1! . . . kl! Γ
(

µ
n −

n′
1

n k1 − . . .− n′
l

n kl + 1
)xk1

1 . . . xl
kl. (2.20)

В продолжении этой главы пополним перечень аналитических продолжений

из [43], а именно, приведем все ряды Лорана-Пюизо с центром в точке x = 0,

представляющие аналитические продолжения y0(x). Также опишем области

сходимости этих рядов. Рассмотрим и способ аналитического продолжения

y0(x) в другие ряды.
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2.2.1 Идея логарифмического метода на примере триномиального

уравнения

Поясним основную идею предстоящих исследований на примере кубического

уравнения

y3 + xy − 1 = 0.

Согласно [92] главное решение этого уравнения допускает представление в

виде интеграла

y0(x) =
1

2πi

∫

γ+iR

1
3Γ(1

3 − 1
3z)Γ(z)

Γ(1
3 + 2

3z + 1)
x−zdz, (2.21)

который сходится в секторе | arg x| < π
3 . Здесь γ + iR – вертикальная пря-

мая, разделяющая полюсы гамма-функций, стоящих в числителе. Вычисляя

интеграл (2.21) как сумму вычетов в полюсах z = −k, k = 0, 1, 2, . . ., проис-

ходящих от функции Γ(z), получаем ряд

y0(x) =
1

3

∞∑

k=0

(−1)kΓ(1
3 + 1

3k)

Γ(4
3 − 2

3k)k!
xk, (2.22)

сходящийся в круге |x| < 3
3
√

4
. Вычисляя же (2.21) как сумму вычетов в по-

люсах z = 1 + 3k, k = 0, 1, 2, . . ., происходящих от Γ(1
3 − 1

3z), приходим к

ряду

y(x) =
1

x

∞∑

k=0

Γ(1 + 3k)

Γ(2 + 2k)k!

1

(−x)3k
, (2.23)

который сходится при |x| > 3
3
√

4
, т.е. вне указанного круга.

С другой стороны, согласно [58], (отрицательная) степень решения 1
yµ
0 (x)

,

µ > 0 рассматриваемого уравнения допускает представление в виде интеграла

Меллина-Барнса

1

yµ
0 (x)

=
1

2πi

∫

γ+iR

µ
3Γ(z)Γ(µ

3 − 2z
3 )

Γ(µ
3 + 1 + z

3)
(−x)−zdz, (2.24)
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сходящегося в секторе π
3 < arg x < 5π

3 .

Re x

Im x

Re x

Im x

Рис. 12.

Заметим, что если y(x) является решением рассматриваемого кубического

уравнения, то y(x) удовлетворяет уравнению

y(x) = − x

y(x)
+

1

y2(x)
. (2.25)

Вычисляя интеграл (2.24) как сумму вычетов в полюсах z = µ
2 + 3

2k, и под-

ставляя в эту сумму получаемые ряды при µ = 1 и µ = 2, получим ряд

y(x) =
1

2
(−x)

1
2

∞∑

k=0

Γ(1
2 − 1

2k)

Γ(3
2 − 3

2k)k!

(
−1

x

) 3
2k

, |x| > 3
3
√

4
. (2.26)

Если будем вычислять (2.24) как сумму вычетов в полюсах функции Γ(s),

расположенных левее контура интегрирования, то вновь получим ряд (2.22).

Таким образом, для рассматриваемого кубического уравнения мы получи-

ли три степенных ряда, сходящихся в круге |x| < 3
3
√

4
(это главное решение

(2.22) рассматриваемого уравнения, и два других, соответствующих значени-

ям j = 1, 2), а также три ряда, сходящихся вне указанного круга (это ряд (2.23)

и две ветви ряда (2.26)). В силу того, что области сходимости рассматривае-

мых рядов имеют непустое пересечение с секторами, в которых аналитичны

интегралы для y(x) и 1
yµ(x) , то ряды (2.23) и (2.26) являются аналитическим

продолжением ряда (2.22) из круга |x| < 3
3
√

4
в его внешность. При этом (2.23)
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продолжается через сектор | arg x| < π
3 (см. Рис. 12 слева), а ряд (2.26) – через

сектор π
3 < arg x < 5π

3 (Рис. 12 справа).

Аналогично кубическому уравнению можно было рассмотреть любое три-

номиальное уравнение yn+x1y
n1−1 = 0. Напомним, что все дискриминантные

точки такого уравнения лежат на одной окружности (жирные точки на Рис. 12

в случае кубического уравнения). Все они являются точками ветвления вто-

рого порядка для решения y(x) (см. параграф 2.1.6).

2.2.2 Понятие коамебы и область сходимости интеграла Меллина-

Барнса

Определение 2.4. Коамебой алгебраической гиперповерхности (или полино-

ма Q)

V = {z ∈ (C \ {0})m : Q(z) = 0}

называется ее образ в Rm при отображении

Arg : (z1, . . . , zm) −→ (arg z1, . . . , arg zm).

Коамебу обозначают A′V . Коамебу достаточно изображать в кубе

[−π, π]m ⊂ Rm, в остальные точки она продолжается с учетом периодичности.

На рисунках 13, 14 изображены коамебы прямой z1 + z2 = 1 и дискриминанта

кубического уравнения (2.4) Коамеба прямой z1 + z2 = 1 получается из ко-

амебы прямой z1 + z2 + 1 = 0, с помощью параллельного переноса на вектор

(π, π). Коамеба дискриминанта уравнения (2.4) изображена на Рис. 14. [4].

Следующая теорема описывает область сходимости интеграла Меллина-

Барнса.
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Рис. 13. Коамеба полинома z1 + z2 − 1 Рис. 14. Коамеба дискриминанта

кубического уравнения

Теорема 10 ([4]). Областью сходимости интеграла Меллина-Барнса

yµ
0 (x) =

1

(2πi)l

∫

γ+iRl

µ
nΓ(µ

n − n1

n z1 − . . .− nl

n zl)Γ(z1) . . . Γ(zl)

Γ(µ
n + n′

1

n z1 + . . . +
n′

l

n zl + 1)
x−zdz, (2.27)

представляющего положительную степень µ главного решения уравне-

ния (2.19), является секториальная область

S = Arg−1
{
|θν| <

πnν

n
, ν ∈ I, |njθk − nkθj| < πnj

}
. (2.28)

Рис. 15. Область сходимости

интеграла Меллина-Барнса

На Рис. 15 в виде черного шестиугольника изображена область сходимости

интеграла Меллина-Барнса, представляющего решение кубического уравне-

ния (2.4).
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2.2.3 Формулировки теорем об аналитическом продолжении

Для исследования общего уравнения (2.19) нам потребуются некоторые поня-

тия. Напомним, что степенные ряды сходятся вплоть до ближайших особен-

ностей функции, которую они представляют. В случае алгебраической функ-

ции y(x) такой особенностью является дискриминантное множество∇ уравне-

ния (2.19). Поэтому структура областей сходимости степенных рядов (Лорана-

Пюизо) для продолжений y(x) тесно связана с дискриминантным множеством.

С другой стороны, области сходимости степенных рядов являются поликруго-

выми и логарифмически выпуклыми. Тем самым, в нашем случае геометрия

областей сходимости должна описываться в терминах логарифмической про-

екции дискриминантного множества, т.е. в терминах амебы гиперповерхности

∇, которая определяется (см. [73]) как образ A = A∇ = Log∇ (см. §2.1.2).

Вместо интегралов Меллина-Барнса (2.21) и (2.24) мы исследуем их много-

мерные аналоги. Важную роль при этом играет теория многомерных вычетов,

а именно так называемый принцип разделяющих циклов, с помощью которого

интеграл представляется суммой рядов.

Заметим, что уравнение (2.19) определяется набором показателей

0, n1, . . . , nl, n входящих в него мономов, т.е. выделенными точками отрез-

ка [0, n]. Под разбиением τ отрезка [0, n] будем понимать совокупность

смежных подотрезков, полученных делением [0, n] точками подмножества из

{n1, . . . , nl}. Среди таких подмножеств рассматривается и пустое множество,

в этом случае разбиение состоит из одного элемента, а именно, из [0, n]. На

самом деле рассматриваемые разбиения – это триангуляции отрезка [0, n] с

вершинами из набора чисел 0, n1, . . . , nl, n. Известно [73], что существует би-

екция между множеством разбиений {τ} и множеством вершин многогран-

ника Ньютона для дискриминанта ∆(x) уравнения (2.19). В то же время,
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каждой вершине v многогранника Ньютона для ∆(x) соответствует некото-

рая связная компонента Ev дополнения амебы дискриминантного множества

∇ = {x : ∆(x) = 0} (см. [73]). Таким образом, мы имеем следующую цепочку

соответствий:

{τ} ←→ {vτ} −→ {Eτ}.

Например, дополнение амебы A∇ для дискриминанта уравнения y5 + x2y
2 +

x1y − 1 = 0 состоит из четырех связных компонент, соответствующих допу-

стимым разбиениям отрезка [0, 5] (см. Рис. 16).

Для любой пары p, q ∈ {0, 1, . . . , l, l + 1} упорядоченных (p < q) номеров

введем два вектора

bp =
1

nq − np
(−np, n1 − np, . . . [p] . . . [q] . . . , nl+1 − np),

bq =
1

nq − np
(−nq, n1 − nq, . . . [p] . . . [q] . . . , nl+1 − nq),

где nl+1 = n. С помощью этих векторов определим выражение

Ap,q
k :=

Γ
(

µ
nq−np

+ 〈bp, k〉
)

Γ
(

µ
nq−np

+ 〈bq, k〉+ 1
)

k0! . . . [p] . . . [q] . . . kl+1!
,

где 〈 , 〉 – знак скалярного произведения, причем под k понимается вектор

k = (k0, k1, . . . [p] . . . [q] . . . , kl+1). В приведенных обозначениях справедлива

Теорема 11. Для любой упорядоченной пары p, q ∈ {0, 1, . . . , l+1} ряд (2.20)

допускает аналитическое продолжение yµ
p,q(x) в виде (nq−np)-значного ряда

Пюизо

µ

nq − np

(
−xp

xq

) µ
nq−np ∑

|k|≥0

Ap,q
k

(−1)k0+〈bp,k〉xp
〈bq,k〉

x
〈bp,k〉
q

xk1

1 . . . [p] . . . [q] . . . xkl

l . (2.29)

Область сходимости Dp,q этого ряда содержит каждую из областей

Log−1(Eτ), для которой разбиение τ содержит отрезок [np, nq]. В каждой

74



области Log−1(Eτ) сходится ровно n рядов yp,q, если учитывать, что каж-

дый ряд является (nq − np)-значным. Тем самым (2.29) составляет полный

набор всех центрированных в нуле степенных разложений решения уравне-

ния (2.19).

В (2.29) следует полагать x0 = −1 при p = 0, xl+1 = 1 при q = l + 1.

Очевидно, что для пары p = 0, q = l + 1 ряд (2.29) совпадает с главным

решением (2.20). Рис. 16 (справа) иллюстрирует в виде жирного затемнения

образ LogD0,1 для рассмотренного выше уравнения пятой степени. Как вид-

но из рисунка, этот образ содержит связные компоненты дополнения амебы,

соответствующим разбиениям {[0, 1], [1, 5]} и {[0, 1], [1, 2], [2, 5]}.
Оказывается, для некоторых пар рядов из списка (2.29) можно предъявить

конструктивное непосредственное аналитическое продолжение одного ряда в

другой. Рассмотрим отображение Arg : (C\0)l
x → Rl

θ, определяемое формулой

Arg : (x1, . . . , xl)→ (arg x1, . . . , arg xl).

Введем в (C\0)l следующую секториальную область (т.е. определяемую только

условиями на аргумент arg xj = θj):

S ′ = Arg−1

{
|θν + π| < πn′ν

n
, ν ∈ I, |n′k(θj + π)− n′j(θk + π| < πn′k

}
, (2.30)

где I — набор индексов {1, . . . , l}; j, k ∈ I, j < k.

Рис. 16.
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Теорема 12. Ряд y0,q есть результат аналитического продолжения главно-

го решения y0 из области D0,l+1 в D0,q через сектор S, а yp,l+1 – результат

аналитического продолжения y0 из D0,l+1 в Dp,l+1 через сектор S ′.

2.2.4 Доказательство Теоремы 12

Отметим, что в [43] на основе (2.27) для главного решения y0(x) уравнения

(2.19) были получены аналитические продолжения вида y0,j, j = 1, . . . , l+1. В

статье [4] было показано, что областью сходимости интеграла (2.27) является

сектор (2.28). В силу того, что область сходимости ряда y0,j имеет непустое

пересечение с секториальной областью сходимости S интеграла (2.27), то мож-

но сделать вывод, что каждый ряд y0,j аналитически продолжается из ряда

(2.20) посредством интеграла (2.27). Первая часть Теоремы доказана.

В статье [58] была указана формула для отрицательной степени главного

решения 1
yµ
0 (x)

уравнения (2.19). Она имеет следующий вид:

1

(2πi)l

∫

γ+iRl

µ
nΓ(µ

n −
n′

1

n z1 − . . .− n′
l

n zl)Γ(z1) . . . Γ(zl)

Γ(µ
n + n1

n z1 + . . . + nl

n zl + 1)
(−x)−zdz, (2.31)

здесь γ – точка из симплекса

σ = {u ∈ R
l
+ : n′1u1 + ... + n′lul < µ}.

Покажем, что с помощью указанного интеграла можно получить анали-

тические продолжения главного решения (2.20), и это будут ряды yp,l+1,

p = 0, . . . , l. Воспользуемся методом, с помощью которого вычисляются об-

щие многомерные интегралы Меллина-Барнса

Φ(x) =
1

(2πi)l

∫

γ+iRl

M∏
j=1

Γ(〈aj, z〉+ bj)

N∏
k=1

Γ(〈ck, z〉+ dk)

x−zdz, (2.32)
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где все параметры вещественные: aj, ck ∈ Rn, bj, dk ∈ R, а точка γ ∈ Rl

выбрана так, что вертикальное подпространство интегрирования γ + iRl не

пересекает полюсы подынтегральной функции, состоящие из семейства ги-

перплоскостей

〈aj, z〉+ bj = −ν, ν = 0, 1, 2, . . . , j = 1, . . . , M.

Основой метода является принцип разделяющих циклов, сформулирован-

ный А.К. Цихом [51](см. также [99], [32]). В формулировке этого принципа

речь идет о вычислении интегралов

1

(2πi)l

∫

∆g

h(z)dz

f1(z) . . . fl(z)
(2.33)

типа Гротендика, где полюсы подынтегральной мероморфной формы ассоции-

рованы с голоморфным собственным отображением f = (f1, . . . , fl) : Cl → Cl,

а множество интегрирования ∆g есть остов полиэдра Πg, ассоциированного с

другим голоморфным собственным отображением g = (g1, . . . , gl) : Cl → Cl.

В случае, когда отображения f и g совпадают, интеграл (2.33) равен сумме

вычетов Гротендика подынтегральной формы по всем нулям отображения f в

полиэдре Πg. На самом деле в этом случае остов ∆g гомологичен сумме локаль-

ных циклов, разделяющих полярные дивизоры Dj = {fj = 0}, j = 1, . . . , l, т.е.

таких циклов, которые участвуют в определении локального вычета Гротен-

дика [51]. В вопросе о представлении интеграла (2.33) суммой вычетов Гро-

тендика важную роль играет следующее понятие.

Определение 2.5. Полиэдр Πg называется согласованным с семейством ги-

перповерхностей (дивизоров) {Dj}, если j–ая грань полиэдра Πg не пересека-

ет Dj для всех j от 1 до l.
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Теорема 13 (принцип разделяющих циклов [51]). Если полиэдр Πg ограничен

и согласован с семейством полярных дивизоров {Dj}, то интеграл (2.33)

равен сумме вычетов Гротендика в области Πg.

В случае неограниченных полиэдров кроме условия согласованности поли-

эдра и семейства полярных дивизоров, надо требовать достаточно быстрого

убывания подынтегральной формы в Πg, подобно тому как это делается в

классической лемме Жордана, где в качестве Πg выступает полуплоскость.

Эти условия описаны в статье [99].

Первоначально заданный интеграл (2.32) можно привести к каноническому

виду (2.33) следующим образом. Вертикальное подпространство интегрирова-

ния γ + iRl можно интерпретировать как остов некоторого полиэдра, причем

в случае l = 1 оно может быть быть остовом лишь двух полиэдров - левой и

правой полуплоскости с разделяющей линией γ + iR. Однако в случае l > 1

это подпространство может служить остовом бесконечного числа полиэдров и

наша задача состоит в том, чтобы разбить все множество полярных гиперплос-

костей в (2.32) на l дивизоров, и одновременно подклеить к γ + iRl полиэдр,

согласованный с этим семейством дивизоров. В качестве полиэдров мы будем

брать следующие

Πg = {z ∈ C
l : Regj(z) < rj, j = 1, . . . , l},

где gj(z) – линейные функции с вещественными коэффициентами. Ясно, что

Πg = π+iRl, где π – ортант (симплициальный l-мерный конус) в вещественном

подпространстве Rl ⊂ Cl (см. Рис. 17, 18).
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x1

x2

γ
π

π + iR2

γ + iR2

Рис. 17 Рис. 18

Применим рассмотренный метод к интегралу (2.31). Полярное множество

в нем состоит из n + 1 семейств гиперплоскостей

Dj = {z = −ν, ν ∈ N}, j = 1, . . . , l,

Dl+1 =

{
µ

n
− n′1

n
z1 − . . .− n′l

n
zl = −ν, ν ∈ N

}
.

В случае l = 2 вещественные части этих гиперплоскостей (прямых) изобра-

жены на Рис. 19 наборами вертикальных, горизонтальных и наклонных пря-

мых. Нетрудно видеть, что существует l + 1 ортантов π0, π1, . . . , πl с верши-

ной в точке γ ∈ σ таких, что Π0 = π0 + iRl согласован с набором дивизоров

D1, . . . , Dl, a Πj = πj+iRl – с набором дивизоров D1, . . . [j] . . . , Dl, Dl+1. Поэто-

му согласно принципа разделяющих циклов мы имеем l+1 вычетных формул

для интеграла (2.31). Такая формула в полиэдре Π0 дает сумму вычетов по

точкам z1 = −k1, . . . zl = −kl, которая приводит к ряду Тейлора для функции

1
yµ
0 (x)

.

π2

π1

π0

Рис. 19
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Посмотрим вычетную формулу в полиэдре Πp. Точки пересечения z(k) ди-

визоров D1, . . . [p] . . . Dl, Dl+1 в нем следующие:

zj = −kj, j 6= p, zp =
µ

n− np
+

l∑

i=0
i6=p

n′i
n′p

ki.

(напомним, что n0 = 0). Сумма вычетов в точках z(k) определяет следующий

ряд для функции 1
yµ(x) :

µ

n′p

∑

k∈Zl
≥0

(−1)|k|Γ
(

µ
n′

p
− 〈bn, k〉

)

k0! . . . [p] . . . kl!Γ
(

µ
n′

p
− 〈bp, k〉+ 1

)(−x1)
k1. . . (−xp)

〈bn,k〉− µ

n′p. . . (−xl)
kl,

(2.34)

где 〈bp, k〉 и 〈bn, k〉 определены в параграфе 2.2. Так как y(x) удовлетворяет

уравнению

y(x) = − xl

yn−nl−1(x)
− . . .− x1

yn−n1−1(x)
+

1

yn−1(x)
,

то с помощью (2.34) решение y(x) представится в виде суммы l + 1 рядов:

y(x) =
1

n′p

l∑

j=0

(−xj)(n
′
j − 1)

∑

k∈Zl
≥0

(−1)|k|Γ
(

n′
j−1

n′
p
− 〈bn, k〉

)

k0! . . . [p] . . . kl!Γ
(

n′
j−1

n′
p
− 〈bp, k〉+ 1

)

×(−x1)
k1 . . . (−xp)

〈bn,k〉−n′j−1

n′p . . . (−xl)
kl.

Здесь следует полагать x0 = 1. Далее введем переобозначения kj → kj−1 при

всех j 6= p, в результате этого выделится общий множитель

1

n′p

∑

k∈Zl
≥0

(−1)|k|+1Γ
(
− 1

n′
p
− 〈bn, k〉

)

k0!. . . [p]. . . kl!Γ
(

n′
p−1

n′
p
− 〈bp, k〉+ 1

)(−x1)
k1. . . (−xp)

〈bn,k〉+ 1
n′p. . . (−xl)

kl.

Тогда, после очевидных преобразований приходим к следующему выражению

для y(x):

y(x) =
1

n′p

∑

k∈Zl
≥0

(−1)|k|+1Γ
(
− 1

n′
p
− 〈bn, k〉

)

k0! . . . [p] . . . kl!Γ
(

n′
p−1

n′
p
− 〈bp, k〉+ 1

)
(

n′p − 1

n′p
− 〈bp, k〉

)
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×(−x1)
k1 . . . (−xp)

〈bn,k〉+ 1
n′p . . . (−xl)

kl.

Воспользовавшись известными свойствами Γ-функции

zΓ(z) = Γ(z + 1),
Γ(z + n)

Γ(z)
= (−1)n Γ(1− z)

Γ(1− z − n)
, n ∈ Z,

перепишем последний ряд в окончательном виде

y(x) =
1

n′p
(−xp)

1
n′p

∑

k∈Zl
≥0

Γ
(

1
n′

p
+ 〈bp, k〉

)

k0! . . . [p] . . . kl!Γ
(

n′
p+1

n′
p

+ 〈bn, k〉
)

×(−x1)
k1 . . . [p] . . . (−xl)

kl(−xp)
〈bn,k〉.

Несложно видеть, что полученный ряд совпадает с yp,l+1. Следуя рассужде-

ниям статьи [4] несложно показать, что область сходимости интеграла (2.31)

определяется неравенствами (2.30). Таким образом, ряды yp,l+1 являются

аналитическим продолжением ряда (2.20) с помощью интеграла (2.31), схо-

дящегося в секторе S ′. Теорема 12 доказана.

2.2.5 Доказательство Теоремы 11

При доказательстве Теоремы будем пользоваться формулой Биркелана [65] в

виде кратного ряда для решения zµ
p,q(r) уравнения

znq = znp + r1z
m1 + . . . + rlz

ml, mp < mq, (2.35)

которая для ветви решения с условием z(0) = 1 имеет следующий вид:

µ

nq − np

∑

|α|≥0

Γ
(

µ+(m1−np)α1+...+(ml−np)αl

nq−np

)

Γ
(

µ+(m1−nq)α1+...+(ml−nq)αl

nq−np
+ 1
)

α1! . . . αl!
rα1

1 . . . rαl

l . (2.36)

Итак, рассмотрим мономиальные преобразования переменной y и парамет-

ров xj уравнения (2.19), сводящие его к виду (2.35). Эти преобразования мож-
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но записать следующим образом:

1) y = e
πi
n r

1
n

l+1z, xq =
1

e
nq
n

πir
nq
n

l+1

, xj = − rj

e
nj
n

πir
nj
n

l+1

, j = 1, . . . , l, j 6= q,

в этом случае (2.19) сводится к

znq = 1 +
l+1∑

j=1
j 6=q

rjz
nj ,

т.е. к (2.35) при np = 0, mj = nj;

2) y =
z

r
1
n

0

, xp = − 1

r
n′p
n

0

, xj = − rj

r
n′

j
n

0

, j = 1, . . . , l, j 6= p,

после указанных замен (2.19) преобразуется к виду

zn = znp +
l∑

j=0
j 6=p

rjz
nj ,

т.е. к (2.35) при nq = n, mj = nj;

3) y = e
πi
n

(
rl+1

r0

) 1
n

z,

xq =
1

e
nq
n

πir
nq
n

l+1r
n′q
n

0

, xp = − 1

e
np
n

πir
np
n

l+1r
n′p
n

0

, xj = − rj

e
nj
n

πir
nj
n

l+1r
n′

j
n

0

, (2.37)

j = 1, . . . , l, j 6= p, k 6= q;

при этом преобразовании (2.19) примет вид

znq = znp +
l+1∑

j=0
j 6=p,q

rjz
nj , (2.38)

что соответствует (2.35) при p 6= 0, q 6= l + 1.

Случаи 1), 2) приводят к рядам Пюизо, вычисленным в предыдущем пара-

графе, т.е. при p = 0 или q = l + 1. Здесь мы рассмотрим случай 3). Согласно

формуле Биркелана решение (2.38) запишется так:

zµ
p,q(r) =

µ

nq − np
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×
∑

|k|≥0

Γ
(

µ
nq−np

+ 〈bp, k〉
)

Γ
(

µ
nq−np

+ 〈bq, k〉+ 1
)

k0! . . . [p] . . . [q] . . . kl+1!
rk0

0 . . . [p] . . . [q] . . . r
kl+1

l+1 .

Из (2.37) находим:

rl+1 = (−1)
n′p

nq−np
x

n′p
np−nq
q

x
n′q

np−nq
p

, r0 = (−1)
nq

np−nq
x

nq
np−nq
p

x
np

np−nq
q

, rj = (−1)
np−nj
np−nq

x
nj−nq

nq−np
p

x
nj−np

nq−np
q

xj.

Применяя указанные соотношения, а также учитывая, что y = e
πi
n

(
rl+1

r0

) 1
n

z,

получаем выражение для yµ
p,q(x) при q 6= l + 1, p 6= 0:

µ

nq − np

(
−xp

xq

) µ
nq−np ∑

|k|≥0

Γ
(

µ
nq−np

+ 〈bp, k〉
)

Γ
(

µ
nq−np

+ 〈bq, k〉+ 1
)

k0! . . . [p] . . . [q] . . . kl+1!

×
(

(−xp)
nq

np−nq x
np

nq−np
q

)k0



(
− 1

xq

) n′p
nq−np 1

x
n′q

np−nq
p




kl+1

×
((
− 1

xq

)np−n1
np−nq x1

xp

nq−n1
nq−np

)k1

. . . [p] . . . [q] . . .

((
− 1

xq

) np−nl
np−nq xl

xp

nq−nl
nq−np

)kl

=

=
µ

nq − np

(
−xp

xq

) µ
nq−np ∑

|k|≥0

Ap,q
k

(−1)k0+〈bp,k〉xp
〈bq,k〉

x
〈bp,k〉
q

xk1

1 . . . [p] . . . [q] . . . xkl

l .

Итак, формула (2.29) доказана.

Выясним область сходимости полученного ряда. При использовании

дробно-мономиальной замены x = x(r) по формуле (2.37), в логарифмиче-

ской шкале амеба A∇ дискриминанта уравнения (2.35) получается из амебы

A′∇ дискриминанта (2.19) невырожденным афинным преобразованием. В [97]

доказано, что область сходимости ряда (2.36) содержит все связные компонен-

ты E ′τ , соответствующие разбиениям, содержащим [np, nq]. В таком случае, это

же верно для полученного ряда yµ
p,q(x).
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Теперь покажем, что в каждой области Log−1(Eτ) сходится ровно n рядов

yp,q. Рассмотрим произвольную связную компоненту Eτ , соответствующую

некоторому разбиению τ отрезка [0, n]. Обозначим совокупность смежных

отрезков, образующих τ следующим образом: [0, ni1], [ni1, ni2], . . . , [nik−1
, n].

Согласно доказанному, в области Log−1(Eτ) сходятся те ряды yp,q, для кото-

рых [np, nq] совпадает с одним из указанных отрезков. Выше отмечалось, что

каждый ряд yp,q является (nq − np)-значным, т.е. определяет (nq − np) рядов.

Итак, в области Log−1(Eτ) сходится ni1 рядов для y0,i1, (ni2 − ni1) рядов для

yi1,i2, . . . , (n−nik−1
) рядов для yik−1,l+1. В результате получаем, что в Log−1(Eτ)

сходится ровно ni1+(ni2−ni1)+. . .+(n−nik−1
) = n рядов. Теорема 11 доказана.
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Глава 3.

Структура классического

дискриминанта и его нулевого

множества

Дискриминанты вездесущи. Люди знакомятся с ними еще в раннем школьном

возрасте. К дискриминантам проявляют интерес математики, работающие в

различных направлениях таких, как алгебраическая геометрия, теория син-

гулярностей (вместе с интригующей теорией катастроф), многомерный ком-

плексный анализ, теория представлений и т.д. В настоящей главе рассмат-

риваются вопросы о структуре классического дискриминанта и его нулевого

множества с точки зрения иерархии семейства всех A-дискриминантов (т.е.

дискриминантов многочленов любого числа переменных).

Теория A-дискриминантов была сформирована И.М. Гельфандом, А.В. Зе-

левинским и М.М. Капрановым в книге [73]. Их подход к изучению дискри-

минантов основан на принципах алгебраической, комбинаторной и дифферен-

циальной геометрий. Когда мы говорим о структуре классического дискрими-

нанта, то прежде всего имеем ввиду сингулярную стратификацию его нулевого

множества (т.е. дискриминантного множества). Разумеется, такие стратифи-
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кации изучались многими математиками (см. например, книгу В.А. Василье-

ва [15] или статью В.И. Арнольда и др. [10]).

Наше поле зрения наиболее близко примыкает к тематике статей Д. Гиль-

берта [81] (1887) и Каца [86] (2003). Гильберт рассматривал стратификацию

«по кратностям», т.е. под стратом понимал k-мерную часть дискриминантного

множества, состоящую из многочленов степени n вида

(y − t1)
µ1 . . . (y − tk)

µk, µ1 + . . . + µk = n.

Мы такие страты обозначаемMµ1,...,µk .

Главное наше внимание обращено к исследованию объединения Mj всех

Mµ1,...,µk , для которых max{µ1, . . . , µk} ≥ j. Одно из основных наблюдений

о свойствах стратов Mj было сделано в статье [86], которое состоит в том,

что касательный конус к Mj составляет Mj−1. Основной результат настоя-

щей главы гласит, что страты Mj сводятся к A-дискриминантным гиперпо-

верхностям мономиальными преобразованиями. В основе нашего исследова-

ния лежит Теорема Капранова о дифференциально-геометрической характе-

ризации A-дискриминантных гиперповерхностей. Попутно мы получаем фор-

мулу для сужения общей алгебраической функции на классическое дискри-

минантное множество, которая будет распространена в следующей главе на

A-дискриминантные и смешанные (A1, . . . , An)-дискриминантные множества.

3.1 Общие факты о структуре дискриминанта и дискри-

минантного множества

3.1.1 Многогранник Ньютона для дискриминанта

Напомним, что многогранником Ньютона N (∆) многочлена ∆(a0, . . . , an)

называется выпуклая оболочка в Rn+1 множества всех показателей k =
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(k0, k1, . . . kn) мономов, участвующих в ∆. В качестве ∆ рассмотрим дискри-

минант многочлена

f(y) = a0 + a1y + . . . + an−1y
n−1 + any

n. (3.1)

Заметим, что многогранник Ньютона многочлена (3.1) – это отрезок [0, n] ⊂ R.

Следующая теорема показывает, что каждая вершина многогранника Ньюто-

на N (∆) для дискриминанта многочлена f определяется подходящей триан-

гуляцией (т.е. разбиением на отрезки) отрезка [0, n] – многогранника Ньютона

исходного многочлена f . Каждое разбиение определяется набором целых то-

чек

0 = i0 < i1 < . . . < is < is+1 = n.

Ясно, что такой набор также идентифицируется подмножеством I ⊂
{1, 2, . . . , n − 1} вида I = {i1 < i2 < . . . < is}, 0 ≤ s ≤ n − 1. Мощность

всех указанных подмножеств равна 2n−1, поскольку в их перечень мы вклю-

чаем и пустое подмножество, соответствующее значению s = 0.

Теорема 14 ([73], с. 412). Многогранник Ньютона дискриминанта многочле-

на (3.1) комбинаторно эквивалентен (n−1)-мерному кубу; он содержит 2n−1

вершин, которые находятся в биективном соответствии со всевозможны-

ми подмножествами

I ⊂ {1, 2, . . . , n− 1}.

Вершина vI , соответствующая подмножеству I = {i1 < i2 < . . . < is},
имеет координаты

k0 = i1 − i0 − 1, kn = is+1 − is − 1 (3.2)

kiq = iq+1 − iq−1, для iq ∈ I,

ki = 0, для i /∈ I ∪ {0, n}.
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Пусть lq = iq+1 − iq (0 ≤ q ≤ s). Тогда моном

avI = al0−1
0 al1+l0

i1
al2+l1

i2
. . . a

ls+ls−1

is
als−1

n

встречается в ∆ с коэффициентом

cvI
=

s∏

q=0

(−1)
lq(lq−1)

2 llqq . (3.3)

Проиллюстрируем утверждение теоремы на примере кубического много-

члена

f(y) = a0 + a1y + a2y
2 + a3y

3.

Дискриминант ∆ этого многочлена следующий:

∆ = −27a2
0a

2
3 − 4a3

1a3 − 4a0a
3
2 + a2

1a
2
2 + 18a0a1a2a3.

В рассматриваемом случае имеется 4 подмножества I ⊂ {1, 2}:

I0 = ∅, I1 = {1}, I2 = {2}, I3 = {1, 2}.

Соответствующие мономы будут следующими:

−27a2
0a

2
3, −4a3

1a3, −4a0a
3
2, a2

1a
2
2.

Что касается монома 18a0a1a2a3, то он соответствует внутренней целочислен-

ной точке (1, 1, 1, 1) ⊂ N (∆), и теорема о нем ничего не утверждает.

Далее будем рассматривать (3.1) при a0 = an = 1, т.е. приведенный (реду-

цированный) многочлен

fred(y) = 1 + a1y + . . . + an−1y
n−1 + yn. (3.4)

Многогранник Ньютона дискриминанта этого многочлена лежит в Rn−1 (коор-

динаты k0 и kn, участвующие в выражении (3.2), будут отсутствовать). Дис-

криминант многочлена (3.4) также будем называть приведенным дискрими-

нантом. Например, для кубического уравнения приведенный дискриминант
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равен

∆ = 27 + 4a3
1 + 4a3

2 − 18a1a2 − a2
1a

2
2.

В статье [97] приведены неравенства, определяющие многогранник Ньютона

N (∆) для дискриминанта уравнения (3.4). Таких неравенств 2 · (n− 1) штук,

и они следующие:

tk ≥ 0,
n−1∑

j=1

min(j, k)[n−max(j, k)]tj ≤ nk(n− k), k = 1, 2, . . . , n− 1. (3.5)

Так, многогранник Ньютона приведенного дискриминанта кубического урав-

нения задается системой неравенств

t1 ≥ 0, t2 ≥ 0, 2t1 + t2 ≤ 6, t1 + 2t2 ≤ 6.

(Рис. 20).

(0,0) (3,0)

(0,3)

(2,2)

Рис. 20. Многогранник Ньютона приведенного

дискриминанта кубического уравнения

3.1.2 Приведенные дискриминанты и параметризации их нулевых

множеств

В силу того, что решение y(a) уравнения (1.13) двойной однородностью

(см. § 1.3) вместо уравнения (1.13) достаточно рассматривать приведенное

уравнение

z0 + z1y + . . . + yp + . . . + yq + . . . + zn−1y
n−1 + zny

n = 0, (3.6)
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т.е. уравнение с фиксированной любой парой коэффициентов. При рассмотре-

нии уравнения (3.6) мы всегда подразумеваем, что p < q.

Свойство биоднородности для решения y(a) переносится и на дискрими-

нант D(a) уравнения (1.13); этот дискриминант мы называем классическим.

Нулевое множество дискриминанта D(a) обозначим ∇ и будем его называть

дискриминантным множеством уравнения (1.13) или полинома f . При этом

дискриминантное множество уравнения (3.6) будем обозначать ∇pq.

В [97] доказано, что ∇pq уравнения (3.6) допускает следующую (q − p)-

значную параметризацию в терминах параметров s0, . . . [p] . . . [q] . . . , sn :

zk = sk

( 1

q − p

n∑

i=0
i6=p,q

(i− q)si

)k−q
q−p
( 1

q − p

n∑

i=0
i6=p,q

(p− i)si

)p−k
q−p

, k 6= p, q. (3.7)

Отображение CP
n−2 −→ Cn−1, определенное формулой (3.7), обозначим Ψpq.

Среди приведенных уравнений (3.6) выделим уравнение при p = 0, q = n, в

котором выберем эксклюзивное обозначение для коэффициентов:

1 + x1y + . . . + xn−1y
n−1 + yn = 0. (3.8)

При этом связь между коэффициентами уравнений (3.6) и (3.8) следующая:

zk = xkx
k−q
q−p
p x

p−k
q−p
q , k 6= p, q. (3.9)

Здесь и далее запись k 6= p, q означает, что k ∈ {0, . . . [p] . . . [q] . . . , n}. При

этом имеется ввиду, что в (3.9) x0 = 1, xn = 1.

Согласно (3.7) (см. также [4]), параметризацию дискриминантного множе-

ства ∇0n уравнения (3.8)

Ψ0n : CP
n−2
s −→ C

n−1
x

дискриминантного множества уравнения (3.8) можно записать в следующем

виде:

xk =
nsk

〈α, s〉

(〈α, s〉
〈β, s〉

) k
n

, k = 1, . . . , n− 1, (3.10)
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где α, β – целочисленные векторы

α = −(n− 1, . . . , 2, 1), β = −(1, 2, . . . , n− 1). (3.11)

Отметим, что указанная параметризация n-значная, все ее значения опреде-

ляются выбором n значений радикала
( 〈α,s〉
〈β,s〉
) 1

n .

При замене x −→ z, определенной формулой (3.9), параметризация ∇0n

перейдет в следующую параметризацию ∇pq:

zk = sks
k−q
q−p
p s

p−k
q−p
q , k 6= p, q, (3.12)

где s0 = 〈α,s〉
n , sn = 〈β,s〉

n . Таким образом, мы можем записывать параметриза-

цию ∇pq по формуле (3.12) с использованием n + 1 переменных s0, s1, . . . , sn,

связанных соотношениями:

n∑

i=0

(i− q)si = 0,
n∑

i=0

(p− i)si = 0. (3.13)

3.2 Срезки дискриминанта на грани его многогранника

Ньютона

3.2.1 Грани многогранника Ньютона дискриминанта, являющиеся

призмами

В дальнейшем нам удобно использовать обозначения для некоординатных ги-

перграней, участвующих в (3.5):

gk :=

{
t ∈ N (∆) :

n−1∑

j=1

min(j, k)[n−max(j, k)]tj = nk(n− k)

}
, (3.14)

k = 1, 2, . . . , n− 1.

Многогранник G размерности d назовем d-призмой, если у него две ги-

перграни (которые будем называть основаниями) являются конгруэнтными
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многогранниками с параллельными соответствующими ребрами, причем все

остальные ребра параллельны друг другу и соединяют соответствующие вер-

шины оснований.

Теорема 15. Гиперграни g2 и gn−2 многогранника Ньютона N (∆) дискрими-

нанта приведенного многочлена (3.4) степени n являются (n−2)-призмами.

Для доказательства Теоремы 15 нам потребуются две леммы. Напомним,

что в соответствии с Теоремой 14, каждая вершина vI = vi1,...,is многогранника

Ньютона N (∆) дискриминанта многочлена (3.4) записывается в виде

(
0, . . . ,

i1

î2, . . . ,
i2

î3 − i1, . . . ,
i3

î4 − i2, . . . ,

is−1

̂is − is−2, . . . ,
is

̂n− is−1, . . . , 0
)

(3.15)

(на свободных местах стоят нули).

Лемма 3.1. Каждая вершина vI = vi1,i2,...,is многогранника Ньютона N (∆)

дискриминанта многочлена (3.4) принадлежит всем s гиперграням gk, k =

i1, . . . , is и не лежит ни в одной из оставшихся n− 1− s гиперграней набора

(3.14).

Доказательство Леммы 3.1. Сначала покажем, что вершина vi1,...,is лежит в

гипергранях gk при k = i1, . . . , is. Согласно (3.14) для принадлежности ука-

занной вершины грани gip, p = 1, 2, . . . , s следует доказать справедливость

равенства

(n− ip)

p∑

ν=1

iνtiν + ip

s∑

ν=p+1

(n− iν)tiν = n(n− ip)ip, (3.16)

где tiν – ненулевые координаты вершины vi1,...,is, которые в соответствии

с (3.15) записываются в виде tiν = iν+1−iν−1, ν = 1, 2, . . . , s, где i0 = 0, is+1 = n.

Преобразуем обе суммы, стоящие в левой части равенства (3.16). Первая

сумма
p∑

ν=1
iν(iν+1 − iν−1) равна ipip+1. Что касается второй суммы

s∑
ν=p+1

(n −
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iν)(iν+1− iν−1), то здесь все слагаемые, кроме четырех сокращаются, в резуль-

тате получаем

s∑

ν=p+1

(n− iν)(iν+1− iν−1)=−nip−nip+1 + ipip+1 +n2 = ip(ip+1−n)+n(n− ip+1) =

= (n− ip)(n− ip+1).

Тогда для левой части в (3.16) получим

(n− ip)

p∑

ν=1

iνtiν + ip

s∑

ν=p+1

(n− iν)tiν =

= (n− ip)ipip+1 + ip(n− ip)(n− ip+1) = n(n− ip)ip,

т.е. требуемое равенство (3.16).

Далее для произвольного разбиения отрезка [0, n] точками i1, . . . , is дока-

жем следующий факт. Если i′ /∈ {i1, . . . , is}, то и вершина vi1,...,is не лежит

в гиперграни gi′. Пусть i′ лежит между ip и ip+1. Следовательно, нам нужно

показать, что

(n− i′)
p∑

ν=1

iνtiν + i′
s∑

ν=p+1

(n− iν)tiν 6= ni′(n− i′),

т.е. что при i′, не совпадающим с точками i1, . . . , is разбиения отрезка [0, n],

не обращается в нуль функция

h(i′) = (n− i′)
p∑

ν=1

iν(iν+1 − iν−1) + i′
s∑

ν=p+1

(n− iν)(iν+1 − iν−1)− ni′(n− i′).

Несложно убедиться, что h(i′) = 0 при i′ = ip и i′ = ip+1. Действительно,

пользуясь доказанными в Лемме 3.1 равенствами

p∑

ν=1

iνtiν =

p∑

ν=1

iν(iν+1 − iν−1) = ipip+1,

s∑

ν=p+1

(n− iν)tiν =
s∑

ν=p+1

(n− iν)(iν+1 − iν−1) = (n− ip)(n− ip+1),

93



получаем, что

h(i′) = (n− i′)ipip+1 + i′(n− ip)(n− ip+1)− ni′(n− i′).

Тогда для h(ip) имеем:

h(ip) = (n− ip)ipip+1 + ip(n− ip)(n− ip+1)− nip(n− ip) =

= ip(n− ip)(ip+1 + n− ip+1 − n) = 0.

Аналогично получаем, что h(ip+1) = 0.

Так как h – многочлен степени два относительно i′, то делаем вывод, что

h(i′) = n(i′ − ip)(i
′ − ip+1).

Беря во внимание тот факт, что i′ не является точкой разбиения отрезка [0, n],

т.е. i′ 6= ip, i
′ 6= ip+1, делаем вывод, что h(i′) 6= 0. Лемма 3.1 доказана.

Лемма 3.2. Пусть i′, i′′ – две различные целые точки отрезка [0, n], не при-

надлежащие {i1, . . . , is}. Тогда справедливы равенства векторов из Rn−1:

vi′vi′,i′′ = vi1,...,is,i′vi1,...,is,i′,i′′, is < i′ < i′′;

vi′′vi′,i′′ = vi′′,i1,...,isvi′,i′′,i1,...,is, i′ < i′′ < is.

Доказательство Леммы 3.2. Вычислим координаты вершин N (∆), участву-

ющих в лемме:

vi′ =
(
0, . . . ,

i′

n̂, . . . , 0
)
, vi′,i′′ =

(
0, . . . ,

i′

î′′, . . . ,
i′′

n̂− i′, . . . , 0
)
,

vi1,...,is,i′ =
(
0, . . . ,

i1

î2, . . . ,
i2

î3 − i1, . . . ,

is−1

̂is − is−2, . . . ,
i′

n̂− is, . . . , 0
)
,

vi1,...,is,i′,i′′ =
(
0, . . . ,

i1

î2, . . . ,
i2

î3 − i1, . . . ,

is−1

̂is − is−2, . . . ,
i′

î′′ − is, . . . ,
i′′

n̂− i′, . . . ,0
)
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(на свободных местах стоят нули). Отсюда

vi′,i′′ − vi′ = vi1,...,is,i′,i′′ − vi1,...,is,i′ =
(
0, . . . ,

i′

î′′ − n, . . . ,
i′′

n̂− i′, . . . , 0
)
,

аналогично

vi′,i′′ − vi′′ = vi′,i′′,i1,...,is − vi′′,i1,...,is =
(
0, . . . ,

i′

î′′, . . . ,
i′′

−̂i′, . . . , 0
)
.

Тем самым, лемма доказана.

Теперь можно перейти к доказательству Теоремы 15.

Доказательство Теоремы 15. Докажем сначала теорему для гиперграни g2.

Согласно Лемме 3.1 все вершины многогранника N (∆) вида v...,2,..., т.е. соот-

ветствующие разбиению отрезка [0, n], содержащему точку 2 в качестве под-

разбиения, и только такого вида, лежат в гиперграни g2. Покажем, что эти

точки составляют призму. Для этого все указанные разбиения разделим на

две группы. Первую группу составляют все разбиения, не содержащие 1 в

качестве подразбиения, им соответствуют вершины N (∆) вида v2,..., вторую

группу – все такие разбиения, которые содержат 1 в качестве подразбиения,

последним соответствуют вершины N (∆) вида v1,2,....

Сначала покажем, что вершины каждой из групп лежат в двух параллель-

ных плоскостях размерности n− 3. А именно, вершины первой группы лежат

в плоскости, которая задается уравнениями

t1 = 0, (n− 2)t2 + (n− 3)t3 + . . . + 1tn−1 = n(n− 2). (3.17)

Координаты вершин v2,... можно записать в виде (3.15), где i1 = 2. Подставляя

эти координаты в левую часть второго уравнения из (3.17), получаем

s∑

ν=1

(n− iν)(iν+1 − iν−1) =
s∑

ν=1

n(iν+1 − iν−1 − iνiν+1 + iν−1iν) =
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= nis + nis+1 − ni0 − ni1 − isis+1 + i0i1 = n(n− 2).

Учитывая, что is+1 = n, i0 = 0, i1 = 2, получаем n(n−2), т.е. второе равенство

в (3.17) выполняется.

Далее, согласно Лемме 3.2 каждая вершина N (∆), соответствующая вто-

рой группе разбиений, т.е. всякая точка вида v1,2,i1,...,is, s = 0, . . . , n− 3, полу-

чается из точки v2,i1,...,is первой группы разбиений с помощью параллельного

переноса на вектор (2,−1, 0, . . . , 0). Отсюда следует конгруэнтность основа-

ния, образованного точками вида v1,2,i1,...,is, и основания, содержащего точки

v2,i1,...,is, s = 0, . . . , n−3, а также параллельность соответствующих ребер. Для

грани g2 теорема доказана.

Из параллельности оснований, а также из того, что основание, образованное

вершинами N (∆) вида v1,2,..., проходит через точку многогранника v1,2,...,n−1 =

(2, . . . , 2) следует, что уравнение этого основания следующее:

t1 = 2, (n− 2)t2 + (n− 3)t3 + . . . + 1tn−1 = (n− 1)(n− 2). (3.18)

Аналогичные рассуждения применимы для гиперграни gn−2, каждая точ-

ка которой имеет вид v...,n−2,.... Для нее каждая вершина N (∆) вида

vi1,...,is,n−2,n−1, s = 0, . . . , n− 3, принадлежащая одному из оснований призмы,

получается с помощью параллельного переноса на вектор (0, . . . ,−1, 2) из точ-

ки вида vi1,...,is,n−2, принадлежащей другому основанию. При этом, уравнения

оснований призмы gn−2 следующие:

tn−1 = 0, 1t1 + 2t2 + . . . + (n− 2)tn−2 = n(n− 2),

tn−1 = 2, 1t1 + 2t2 + . . . + (n− 2)tn−2 = (n− 1)(n− 2).

Теорема доказана.
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3.2.2 Факторизуемость срезок дискриминанта на гиперграни его

многогранника Ньютона и асимптоты некоторых стратов са-

мопересечения

Срезкой (сужением) дискриминанта ∆ на гипергрань gk его многогранника

Ньютона мы называем многочлен ∆
∣∣
gk

, состоящий из всех мономов ∆, пока-

затели которых принадлежат gk. Основное наблюдение, которое делается в

этом разделе, составляет следующее утверждение о дискриминантах много-

членов степеней 4, 5, 6.

Теорема 16. Для степеней n = 4, 5, 6 срезки ∆n

∣∣
gk

дискриминанта много-

члена степени n факторизуются с точностью до монома в виде произве-

дения ∆k∆n−k дискриминантов многочленов степеней k и n − k. Совмест-

ные нули множителей ∆k и ∆n−k определяют асимптотическое поведение

на бесконечности стратов самопересечения дискриминантного множества

∆n = 0.

Замечание 3.1. Вероятно утверждение Теоремы 16 верно для любой сте-

пени n.

Срезки дискриминанта на гиперграни-призмы

В этой части параграфа мы рассматриваем срезки дискриминанта приведен-

ного многочлена (3.4) на гиперграни g2 и gn−2, которые, согласно Теореме 15,

являются призмами размерности n − 2. Для каждой из двух призм проф-

акторизуем дискриминант по всем целочисленным точкам vI из этих призм,

соответствующим некоторому разбиению I ⊂ {1, 2, . . . , n}.
При n = 4 имеем многочлен

fred(y) = 1 + a1y + a2y
2 + a3y

3 + y4.
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В этом случае призмы g2 и gn−2 совпадают, поэтому лишь одна из гранейN (∆)

является 2-призмой, т.е. параллелограммом. Согласно уравнениям (3.14) ги-

пергрань g2 определяется системой




3t1 + 2t2 + t3 ≤ 12,

t1 + 2t2 + t3 = 8,

t1 + 2t2 + 3t3 ≤ 12,

в положительном ортанте. Целочисленное решение этой системы состоит из

четырех целочисленных точек

v2 = (0, 4, 0), v12 = (2, 3, 0), v123 = (2, 2, 2), v23 = (0, 3, 2),

которые являются вершинами параллелограмма. Пользуясь формулой (3.3),

составим срезку:

∆
∣∣
g2

= 16a4
2 − 4a2

1a
3
2 + a2

1a
2
2a

2
3 − 4a3

2a
2
3.

Оказывается, она факторизуется в виде произведения

∆
∣∣
g2

= 16a4
2 + a2

1a
2
2a

2
3 − 4a2

2a
2
3 − 4a2

1a
3
2 = a2

2(4a2 − a2
3)(4a2 − a2

1), (3.19)

где биномиальные множители являются дискриминантами квадратных мно-

гочленов

a2y
2 + a3y + 1 и a2y

2 + a1y + 1.

Под символом Mi,j будем понимать страт дискриминантного множества для

многочлена (3.4) степени n, состоящий из таких a = (a1, . . . , an−1), при кото-

рых (3.4) имеет один корень кратности i, а другой – кратности j. В данном

случае нас интересует страт самопересеченияM2,2. Этот страт состоит из всех

a = (a1, a2, a3), для которых выполняется равенство полиномов

1 + a1y + a2y
2 + a3y

3 + y4 = (y − b)2(y − c)2
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с параметрами b и c. В обозначении t := b + c этот страт параметризуется в

виде

a1 = ∓2t, a2 = t2 ± 2, a3 = −2t. (3.20)

Его асимптоты при t→∞ определяются старшими членами параметризации,

т.е. следующей сдвинутой однопараметрической

a1 = ∓2t, a2 = t2, a3 = −2t.

Несложно видеть, что оба множителя (4a2 − a2
3) и (4a2 − a2

1) срезки (3.19)

обращаются в нуль на указанной однопараметрической.

Для n = 5 многочлен (3.4) принимает вид

fred(y) = 1 + a1y + a2y
2 + a3y

3 + a4y
4 + y5. (3.21)

В этом случае, согласно Теореме 15 гиперграни g2 и g3 являются 3-призмами.

Гипергрань g3 определяется следующей системой:




4t1 + 3t2 + 2t3 + t4 ≤ 20,

3t1 + 6t2 + 4t3 + 2t4 ≤ 30,

2t1 + 4t2 + 6t3 + 3t4 = 30,

t1 + 2t2 + 3t3 + 4t4 ≤ 20.

Вычисления показывают, что решение последней системы, определяющее

срезку ∆
∣∣
g3

дискриминанта уравнения (3.21) состоит из следующих десяти

точек:

v3 = (0, 0, 5, 0), v13 = (3, 0, 4, 0), v23 = (0, 3, 3, 0), v123 = (2, 2, 3, 0),

v34 = (0, 0, 4, 2), v134 = (3, 0, 3, 2), v234 = (0, 3, 2, 2), v1234 = (2, 2, 2, 2),

(1, 1, 4, 0), (1, 1, 3, 2),

причем, как видим, первые пять точек лежат на основании призмы в гипер-

плоскости t4 = 0, а оставшиеся точки – на основании в гиперплоскости t4 = 2.
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Выражение для ∆
∣∣
g3

следующее:

∆
∣∣
g3

= 108a5
3 + 16a3

1a
4
3 + 16a3

2a
3
3 − 4a2

1a
2
2a

3
3 − 27a4

3a
2
4 − 4a3

1a
3
3a

2
4 − 4a3

2a
2
3a

2
4+

+a2
1a

2
2a

2
3a

2
4 − 72a1a2a

4
3 + 18a1a2a

3
3a

2
4.

Оказывается, эта срезка также факторизуется:

∆
∣∣
g3

= a2
3(4a3 − a2

4)(27a2
3 + 4a3

1a3 + 4a3
2 − a2

1a
2
2 − 18a1a2a3). (3.22)

Отметим, что множитель 4a3 − a2
4, стоящий в полученном выражении, есть

дискриминант ∆2;3,4(a3, a4) квадратного многочлена f2;3,4(y) = a3y
2 + a4y +

1, а последний множитель – это дискриминант ∆3;3,2,1(a1, a2, a3) кубического

многочлена

f3;3,2,1(y) = a3y
3 + a2y

2 + a1y + 1.

Теперь перейдем к геометрическому смыслу этих множителей. А именно,

покажем, что ∆2;3,4(a3, a4) и ∆3;3,2,1(a1, a2, a3) обращаются в нуль в предельных

положениях страта самопересеченияM2,3 многочлена (3.21).

В точках этого страта многочлен (3.21) представляется в виде

1 + a1y + a2y
2 + a3y

3 + a4y
4 + y5 = (y − c)2(y − b)3.

где c2b3 = −1. Относительно переменного b страт допускает параметризацию

a1 = −3

b
+ 2b3

√
− 1

b3
, a2 =

3

b2
− b3 − 6b2

√
− 1

b3
, a3 = 3b2 − 1

b3
+ 6b

√
− 1

b3
,

a4 = −3b− 2

√
− 1

b3
.

В предельном положении при b → 0 асимптота этой кривой определяется

сдвинутой однопараметрической

a1 = −3

b
, a2 =

3

b2
, a3 = − 1

b3
, a4 = −2

√
− 1

b3
,
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на которой обращаются в нуль оба немономиальные множители в (3.22).

Срезка ∆
∣∣
g2

дискриминанта получается из ∆
∣∣
g3

с помощью замены a1 ←→
a4, a2 ←→ a3, поэтому мы автоматически получаем факторизацию

∆
∣∣
g2

= a2
2(4a2 − a2

1)(27a2
2 + 4a2a

3
4 + 4a3

3 − a2
3a

2
4 − 18a2a3a4).

Участвующие здесь множители

4a2 − a2
1 =∆2;2,1(a1, a2), 27a2

2 + 4a2a
3
4 + 4a3

3 − a2
3a

2
4 − 18a2a3a4 =∆3;2,3,4(a2, a3,a4)

являются дискриминантами многочленов

f2;2,1(y) = a2y
2 + a1y + 1, f3;2,3,4(y) = a2y

3 + a3y
2 + a4y + 1.

На этот раз множители ∆2;2,1(a1, a2), ∆3;2,3,4(a2, a3, a4) одновременно зануля-

ются на асимптоте страта M2,3 при b → ∞. Эта асимптота определяется

сдвинутой однопараметрической

a1 = 2b3

√
− 1

b3
, a2 = −b3, a3 = 3b2, a4(b) = −3b.

Перейдем к рассмотрению многочлена (3.4) при n = 6:

fred(y) = 1 + a1y + a2y
2 + a3y

3 + a4y
4 + a5y

5 + y6. (3.23)

Вычислим срезку ∆
∣∣
g4

. Согласно (3.14), целочисленные точки из N (∆),

принадлежащие g4 определяются следующими условиями:




5t1 + 4t2 + 3t3 + 2t4 + t5 ≤ 30,

4t1 + 8t2 + 6t3 + 4t4 + 2t5 ≤ 48,

3t1 + 6t2 + 9t3 + 6t4 + 3t5 ≤ 54,

2t1 + 4t2 + 6t3 + 8t4 + 4t5 = 48,

t1 + 2t2 + 3t3 + 4t4 + 5t5 ≤ 30,
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причем, как следует из уравнений для оснований призм, полученных в пара-

графе 3.2.1, для уровня t5 возможны значения 0, 1, 2. Для основания t5 = 0

получаем систему 



t4 ≥ 3,

t3 + 2t4 ≥ 8,

t2 + 2t3 + 3t4 ≥ 15,

t1 + 2t2 + 3t3 + 4t4 = 24,

(3.24)

решением которой являются 16 точек из Z5
≥0, причем 8 из них являются вер-

шинными точками:

v1234 = (2, 2, 2, 3, 0), v234 = (0, 3, 2, 3, 0), v134 = (3, 0, 3, 3, 0),

v34 = (0, 0, 4, 3, 0), v124 = (2, 3, 0, 4, 0), v24 = (0, 4, 0, 4, 0),

v14 = (4, 0, 0, 5, 0), v4 = (0, 0, 0, 6, 0).

оставшиеся 8 точек

(1, 1, 3, 3, 0) (3, 1, 1, 4, 0), (1, 2, 1, 4, 0), (2, 0, 2, 4, 0), (0, 1, 2, 4, 0),

(2, 1, 0, 5, 0), (0, 2, 0, 5, 0) , (1, 0, 1, 5, 0)

не являются вершинными, но соответствуют некоторым мономам дискрими-

нанта рассматриваемого уравнения. При t5 = 1 для каждой целочисленной

точки из Z5
≥0, являющейся решением системы (3.24), не существует соответ-

ствующего монома, участвующего в дискриминанте рассматриваемого много-

члена шестой степени. Что же касается плоскости при t5 = 2, то здесь вос-

пользуемся тем фактом, что каждая точка этого основания получается из

основания, определенного условием t5 = 0, с помощью параллельного перено-

са на вектор (0, 0, 0,−1, 2). В результате получаем такие точки на оставшемся

основании (при t5 = 2):

v12345 = (2, 2, 2, 2, 2), v2345 = (0, 3, 2, 2, 2), v1345 = (3, 0, 3, 2, 2),
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v345 = (0, 0, 4, 2, 2), v1245 = (2, 3, 0, 3, 2), v245 = (0, 4, 0, 3, 2),

v145 = (4, 0, 0, 4, 2), v45 = (0, 0, 0, 5, 2);

(1, 1, 3, 2, 2) (3, 1, 1, 3, 2), (1, 2, 1, 3, 2), (2, 0, 2, 3, 2),

(0, 1, 2, 3, 2), (2, 1, 0, 4, 2), (0, 2, 0, 4, 2) , (1, 0, 1, 4, 2).

Тогда для срезки ∆
∣∣
g4

получаем следующее представление:

∆
∣∣
g4

= −(4a2
1a

2
2a

2
3a

3
4 − 16a3

2a
2
3a

3
4 − 16a3

1a
3
3a

3
4 − 108a4

3a
3
4 − 16a2

1a
3
2a

4
4 + 64a4

2a
4
4

−108a4
1a

5
4 + 1024a6

4) + (72a1a2a
3
3a

3
4 + 72a3

1a2a3a
4
4 − 320a1a

2
2a3a

4
4 − 24a2

1a
2
3a

4
4

+576a2a
2
3a

4
4 + 576a2

1a2a
5
4 − 512a2

2a
5
4 − 768a1a3a

5
4)− a2

5

(
(−a2

1a
2
2a

2
3a

2
4

+4a3
2a

2
3a

2
4 + 4a3

1a
3
3a

2
4 + 27a4

3a
2
4 + 4a2

1a
3
2a

3
4 − 16a4

2a
3
4 + 27a4

1a
4
4 − 256a5

4)

+(−18a1a2a
3
3a

2
4 − 18a3

1a2a3a
3
4 + 80a1a

2
2a3a

3
4 + 6a2

1a
2
3a

3
4 − 144a2a

2
3a

3
4

−144a2
1a2a

4
4 + 128a2

2a
4
4 + 192a1a3a

4
4)
)
,

которое допускает факторизацию

∆
∣∣
g4

= −a2
4(a

2
5 − 4a4)(6a

2
1a

2
3a4 + 27a4

1a
2
4 − 18a3

1a2a3a4 + 80a1a
2
2a3a4 − 144a2

1a2a
2
4

+4a3
1a

3
3 − 18a1a2a

3
3 + 192a1a3a

2
4 − 256a3

4 − a2
1a

2
2a

2
3 − 16a4

2a4

+128a2
2a

2
4 + 27a4

3 + 4a2
1a

3
2a4 − 144a2a

2
3a4 + 4a3

2a
2
3).

В полученном произведении множитель a2
5 − 4a4 есть дискриминант

∆2;4,5(a4, a5) квадратного многочлена

f2;4,5(y) = a4y
2 + a5y + 1,

а последний множитель – дискриминант ∆4;4,3,2,1(a1, a2, a3, a4) полинома чет-

вертой степени

f4;4,3,2,1(y) = a4y
4 + a3y

3 + a2y
2 + a1y + 1.
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Таким образом, для ∆
∣∣
g4

имеем следующее представление:

∆
∣∣
g4

= a2
4 ∆2;4,5(a4, a5) ∆4;4,3,2,1(a1, a2, a3, a4). (3.25)

Рассмотрим страт M2,4 состоящий из многочленов (3.23), допускающих

представление

1 + a1y + a2y
2 + a3y

3 + a4y
4 + a5y

5 + y6 = (y − a)2(y − b)4

с условием a2b4 = 1. Его параметризация следующая:

a1 = −4

b
− 2b2, a2 =

6

b2
+ 8b + b4, a3 = − 4

b3
− 12− 4b3,

a4 =
1

b4
+

8

b
+ 6b2, a5 = − 2

b2
− 4b. (3.26)

Соответствующая значению b = 0 асимптотическая линия такая:

a1 = −4

b
, a2 =

6

b2
, a3 = − 4

b3
, a4 =

1

b4
, a5 = − 2

b2
.

На ней обращаются в нуль оба множителя ∆2;4,5 и ∆4;4,3,2,1 факторизации для

∆
∣∣
g4

.

Перейдем к гиперграни g2. Для нее выражение ∆
∣∣
g2

получается из ∆
∣∣
g4

с

помощью замены a1 ←→ a5, a2 ←→ a4. Поэтому имеем следующее представ-

ление дискриминанта на g2:

∆
∣∣
g2

= a2
2(a

2
1 − 4a2)(6a

2
5a

2
3a2 + 27a4

5a
2
2 − 18a3

5a4a3a2 + 80a5a
2
4a3a2 − 144a2

5a4a
2
2

+4a3
5a

3
3 − 18a5a4a

3
3 + 192a5a3a

2
2 − 256a3

2 − a2
5a

2
4a

2
3 − 16a4

4a2 + 128a2
4a

2
2 + 27a4

3

+4a2
5a

3
4a2 − 144a4a

2
3a2 + 4a3

4a
2
3) = a2

2 ∆2;2,1(a1, a2) ∆4;2,3,4,5(a2, a3, a4, a5),

где ∆2;2,1(a1, a2), ∆4;2,3,4,5(a2, a3, a4, a5) – дискриминанты полиномов

f2;2,1(y) = a2y
2 + a1y + 1, f4;2,3,4,5(y) = a2y

4 + a3y
3 + a4y

2 + a5y + 1.

При b→∞ асимптотическая линия следующая:

a1 = −2b2, a2 = b4, a3 = −4b3, a4 = 6b2, a5 = −4b.

На ней зануляются оба множителя факторизации для ∆
∣∣
g2

.
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Срезки дискриминанта на оставшиеся гиперграни

Снова перейдем к полиному (3.21) степени 5. Рассмотрим срезки ∆
∣∣
gk

его

дискриминанта на оставшиеся гиперграни gk, т.е. на g1 и g4. Гипергрань g4

определяется системой




4t1 + 3t2 + 2t3 + t4 ≤ 20,

3t1 + 6t2 + 4t3 + 2t4 ≤ 30,

2t1 + 4t2 + 6t3 + 3t4 ≤ 30,

t1 + 2t2 + 3t3 + 4t4 = 20,

Как показывают вычисления, среди целочисленных решений этой системы,

участвующих в показателях мономов дискриминанта ∆, являются следующие

точки:

(1, 1, 3, 2), (3, 1, 1, 3), (2, 2, 2, 2), (3, 0, 3, 2), (2, 0, 2, 3), (1, 0, 1, 4),

(0, 1, 2, 3), (2, 1, 0, 4), (0, 3, 2, 2), (2, 3, 0, 3), (1, 2, 1, 3), (4, 0, 0, 4),

(0, 0, 0, 5), (0, 2, 0, 4), (0, 4, 0, 3), (0, 0, 4, 2).

При этом срезка дискриминанта ∆ на g4 равна:

∆
∣∣
g4

= 18a1a2a
3
3a

2
4 + 18a3

1a2a3a
3
4 + a2

1a
2
2a

2
3a

2
4 − 4a3

1a
3
3a

2
4 − 6a2

1a
2
3a

3
4 − 192a1a3a

4
4

+144a2a
2
3a

3
4 + 144a2

1a2a
4
4 − 4a3

2a
2
3a

2
4 − 4a2

1a
3
2a

3
4 − 80a1a

2
2a3a

3
4 − 27a4

1a
4
4 + 256a5

4

−128a2
2a

4
4 + 16a4

2a
3
4 − 27a4

3a
2
4 = a2

4(18a1a2a
3
3 + 18a3

1a2a3a4 + a2
1a

2
2a

2
3 − 4a3

1a
3
3

−6a2
1a

2
3a4 − 192a1a3a

2
4 + 144a2a

2
3a4 + 144a2

1a2a
2
4 − 4a3

2a
2
3 − 4a2

1a
3
2a4 − 80a1a

2
2a3a4

−27a4
1a

2
4 + 256a3

4 − 128a2
2a

2
4 + 16a4

2a4 − 27a4
3) = a2

4∆4;4,3,2,1(a1, a2, a3, a4) ,

где ∆4;4,3,2,1(a1, a2, a3, a4) – дискриминант многочлена

f4;1,2,3(y) = a4y
4 + a3y

3 + a2y
2 + a1y + 1,

105



и поэтому он неприводимый.

Формально, не теряя связи с представлением срезки в виде произведения

двух дискриминантов в предыдущем пункте, можем ее записать в виде про-

изведения

∆
∣∣
g4

= a2
4∆4;4,3,2,1(a1, a2, a3, a4)∆1;4(a4)

двух дискриминантов, поскольку дискриминант ∆1;4(a4) двучлена f1;4(y) =

a4y + 1 равен 1.

Далее, поступая как и в предыдущем параграфе, т.е представляя многочлен

(3.21) в виде произведения двух множителей

1 + a1y + a2y
2 + a3y

3 + a4y
4 + y5 = (y − a)4(y − b), a4b = −1.

получаем параметризацию стратаM4
04 (см. параграф 3.4):

a1 = a4 − 4

a
, a2 = −4a3 +

6

a2
, a3 = 6a2 − 4

a3
, a4 = −4a +

1

a4
. (3.27)

В предельном положении при a→ 0 параметризация этого страта примет вид:

a1 = −4

a
, a2 =

6

a2
, a3 = − 4

a3
, a4 =

1

a4
.

Вычисления показывают, что при этих значениях (a1, a2, a3, a4) многочлен

∆4;4,3,2,1(a1, a2, a3, a4) обращается в нуль.

Что касается срезки ∆
∣∣
g1

дискриминанта многочлена (3.21), то она получа-

ется из срезки ∆
∣∣
g4

с помощью замены a1 ←→ a4, a2 ←→ a3. Учитывая это,

получим что

∆
∣∣
g1

= a2
1∆4;1,2,3,4(a1, a2, a3, a4),

где ∆4;1,2,3,4(a1, a2, a3, a4) – дискриминант многочлена

f4;1,2,3,4(y) = a1y
4 + a2y

3 + a3y
2 + a4y + 1.
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При a→∞ параметризация (3.27) стратаM4
04 примет вид

a1 = a4, a2 = −4a3, a3 = 6a2, a4 = −4a.

Как показывают вычисления, теперь в этом предельном положении рассмат-

риваемого страта зануляется многочлен ∆4;1,2,3,4(a1, a2, a3, a4).

В заключении этого параграфа покажем факторизуемость срезки∇
∣∣
g3

дис-

криминанта многочлена (3.23) степени 6. Гипергрань g3 определяется систе-

мой 



5t1 + 4t2 + 3t3 + 2t4 + t5 ≤ 30,

4t1 + 8t2 + 6t3 + 4t4 + 2t5 ≤ 48,

3t1 + 6t2 + 9t3 + 6t4 + 3t5 = 54,

2t1 + 4t2 + 6t3 + 8t4 + 4t5 ≤ 48,

t1 + 2t2 + 3t3 + 4t4 + 5t5 ≤ 30.

Ее решения составляют 25 точек:

(1, 1, 3, 3, 0), (1, 1, 4, 0, 3), (2, 2, 2, 3, 0), (2, 2, 3, 0, 3), (0, 3, 3, 1, 1),

(0, 3, 2, 2, 2), (3, 0, 4, 1, 1), (3, 0, 3, 2, 2), (0, 0, 4, 3, 0), (0, 0, 5, 0, 3),

(0, 3, 4, 0, 0), (3, 0, 5, 0, 0), (2, 2, 3, 1, 1), (1, 1, 3, 2, 2), (0, 0, 5, 1, 1),

(0, 0, 4, 2, 2), (1, 1, 5, 0, 0), (2, 2, 4, 0, 0), (0, 3, 2, 3, 0), (0, 3, 3, 0, 3),

(3, 0, 3, 3, 0), (3, 0, 4, 0, 3), (0, 0, 6, 0, 0), (1, 1, 4, 1, 1), (2, 2, 2, 2, 2).

Соответственно, срезка ∇
∣∣
g3

записывается в виде:

∇
∣∣
g3

= 72a1a2a
3
3a

3
4 + 72a1a2a

4
3a

3
5 + 4a2

1a
2
2a

2
3a

3
4 + 4a2

1a
2
2a

3
3a

3
5 + 72a3

2a
3
3a4a5

+4a3
2a

2
3a

2
4a

2
5 −+72a3

1a
4
3a4a5 + 4a3

1a
3
3a

2
4a

2
5 − 108a4

3a
3
4 − 108a5

3a
3
5 − 108a3

2a
4
3

−108a3
1a

5
3 − 18a2

1a
2
2a

3
3a4a5 − 18a1a2a

3
3a

2
4a

2
5 + 486a5

3a4a5 + 27a4
3a

2
4a

2
5

+486a1a2a
5
3 + 27a2

1a
2
2a

4
3 − 16a3

2a
2
3a

3
4 − 16a3

2a
3
3a

3
5 − 16a3

1a
3
3a

3
4
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−16a3
1a

4
3a

3
5 − 729a6

3 − 324a1a2a
4
3a4a5 − a2

1a
2
2a

2
3a

2
4a

2
5.

Вычисления показывают, что это выражение допускает разложение на мно-

жители:

−a2
3(27a2

3 − 18a1a2a
2
3 − a2

1a
2
2 + 4a3

2 + 4a3
1a3)

×(27a2
3 − 18a3a4a5 − 9a3a

2
5 + 4a3

4 − 3a4a
2
5 − a3

5).

Таким образом, получаем факторизацию:

∇
∣∣
g3

= −a2
3∆3;3,2,1∆3;3,4,5,

где ∆3;3,2,1(a1, a2, a3), ∆3;3,4,5(a3, a4, a5) – дискриминанты многочленов

f3;3,2,1(y) = a3y
3 + a2y

2 + a1y + 1, f3;3,4,5(y) = a3y
3 + a4y

2 + a5y + 1.

Вероятно, совместные нули дискриминантных множителей ∆3;3,2,1(a1, a2, a3) и

∆3;3,4,5(a3, a4, a5) отвечают за асимптоты двумерного страта M2,2,2, в точках

которого дискриминантное множество уравнения 6-ой степени допускает 3-

кратное самопересечение.

3.3 A-дискриминантные множества

Рассмотрим уравнение с k неизвестными y = (y1, . . . , yk):

f(y1, . . . , yk) :=
∑

α=(α1,...,αk)∈A

aαy1
α1 . . . yk

αk = 0, (3.28)

где A ⊂ Zk – фиксированное конечное множество показателей, порождающее

решетку Zk как аддитивную группу, а коэффициенты aα – переменные.

Множество коэффициентов (оно же и множество уравнений (3.28), и мно-

жество полиномов Лорана f с показателями α ∈ A) пробегает пространство

CA, размерность которого равна мощности A.
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Определение 3.1 ([73], глава 9). Пусть ∇◦ – множество всех (aα) ∈ CA,

для которых уравнение (3.28) имеет критические корни y ∈ (C \ 0)k, т.е.

корни, в которых градиент f равен нулю. Замыкание ∇◦ называется A-диск-

риминантным множеством и обозначается ∇A. Если множество ∇A есть

гиперповерхность (т.е. codim∇A = 1), то определяющий многочлен называ-

ется A-дискриминантом.

В случае, когда k = 1, A = {0, 1, 2 . . . , n} ⊂ Z, множество∇A превращается

в классическое дискриминантное множество ∇.

Обозначим C∗ := C \ 0, и всякую его декартову степень будем рассматри-

вать как комплексный алгебраический тор, т.е. как группу с покоординатным

умножением. Элементы λ = (λ0, λ1, . . . , λk) тора (C∗)k+1 определяют действие

на пространстве полиномов по формуле

λ : f(y1, . . . , yk)→ λ0f(λ1y1, . . . , λkyk).

Будем рассматривать это действие на пространстве полиномов с фиксиро-

ванным набором показателей A, т.е. записываемых в виде (3.28). Действие

λ сохраняет A-дискриминантное множество ∇A. На языке коэффициентов

(aα)α∈A ∈ CA полинома f это действие записывается в виде

aα → λ0λ
α1

1 . . . λαk

k aα, α ∈ A,

где α1, . . . , αk – координаты α.

В торической части (C∗)A ⊂ CA орбиты указанного действия – это классы

смежности по (k + 1)-параметрической подгруппе, определенной вложением

ϕ : (C∗)k+1 → (C∗)A, ϕ(λ0, λ1, . . . , λk)α = λ0λ
α1

1 . . . λαk

k , α ∈ A

(инъективность ϕ следует из условия, что A порождает решетку Zk). Если пе-

ренумеровать множество показателей α ∈ A в виде α1, . . . , αN (N – мощность
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A), то это вложение можно записать как

(aα) = λA,

с матрицей

A =




1 1 . . . 1

α11 α21 . . . αN1

...
... . . . ...

α1k α2k . . . αNk




,

полученной присоединением строки из единиц к (k × N)-матрице, у которой

j-ый столбец состоит из координат αj1, . . . αjk элемента αj ∈ A (мы оставляем

обозначение A для указанной матрицы).

Матрица A действует на ZA в качестве двойственного гомоморфизма ϕ∗ :

ZA → Zk+1, ядро ker A =: LA которого есть решетка соотношений между

столбцами матрицы A.

Двойственная точная последовательность к последовательности

0 −→ LA −→ Z
A ϕ∗

−→ Z
k+1 −→ 0

имеет вид

1 −→ (C∗)k+1 ϕ−→ (C∗)A p−→ H(LA)→ 1,

где H(LA) = Hom(LA, C∗) – тор на решетке LA, а p – естественная проек-

ция. Поскольку дискриминантное множество ∇A инвариантно относительно

λ-действия, его торическая часть ∇A ∩ (C∗)N проектируется отображением p

в некоторое алгебраическое подмножество ∇̃A ⊂ H(LA), которое называется

приведенным A-дискриминантным множеством (см [73], [85]).

Чтобы задать удобную систему координат на H(LA), расширим матрицу A

до квадратной унимодулярной (целочисленной с определителем ±1) матрицы

Â =
(A

C

)
,
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приписывая к A матрицу C из m = N − k − 1 строк. Отображение

(C∗)k+1 × (C∗)m −→ (C∗)A, (λ, z) −→ λAzC = (aα)

является изоморфизмом, при этом z ∈ (C∗)m играет роль координат в H(LA),

а сам тор H(LA) вкладывается в (C∗)A в качестве m-параметрической:

H(LA) ∼=
{

(aα) = zC : z ∈ (C∗)m
}

.

Сужение пространства коэффициентов уравнения (3.28) на замыкание

H(LA) ⊂ CA задает приведенное уравнение для (3.28).

Наиболее удобные приведения уравнения (3.28) ассоциируются с матри-

цами C, у которых k + 1 столбцов нулевые, а остальные m столбцов со-

ставляют единичную матрицу. Такие матрицы можно использовать для рас-

ширения A до унимодулярной, если в A имеется k + 1 столбцов с номера-

ми j1, . . . , jk+1 ∈ {1, . . . , N}, составляющих унимодулярную матрицу. В этом

случае приведение уравнения (3.28) сводится к фиксации коэффициентов:

aαj1 = . . . = aαjk+1 = 1.

Расширение Â автоматически определяет базис решетки LA. А именно, за-

писав обратную матрицу в виде (Â)−1 = (D|B), где D и B – блоки с k + 1 и

m столбцами соответственно, получим

A ·B = 0, C ·B = Em

(Em – единичная матрица размера m×m).

Таким образом, B – правый аннулятор для A ранга m, столбцы которого

составляют базис LA. Запишем этот аннулятор в виде

B =




b11 . . . b1m

... . . . ...

bN1 . . . bNm


 .
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Учитывая соотношение C · B = Em, получаем обращение параметризации

(aα) = zC для H(LA) :

z = (aα)B. (3.29)

Матрица B определяет следующее отображение

ΨB : CP
m−1 −→ (C∗)m, s −→ z = (Bs)B, (3.30)

где s = (s1 : . . . : sm) – однородные координаты в CP
m−1, (напомним, что

m = N − k − 1). Покоординатная запись отображения ΨB следующая:

zk =
N∏

j=1

〈bj, s〉bjk, k = 1, . . . , m,

где bj = (bj1, . . . , bjm) – строки матрицы B.

Поскольку первая строка матрицы A ортогональна каждому столбцу мат-

рицы B, получаем выражения от s нулевой степени однородности, т.е. (Bs)B

корректно определено на CP
m−1. Отображение ΨB(s), определяемое форму-

лой (3.30), называют параметризацией Горна-Капранова для ∇̃A. Важность

этого отображения объясняется теоремой Капранова [85], гласящей:

– Отображение ΨB параметризует приведенное A-дискриминантное

множество ∇̃A ⊂ H(LA) ∼= (C∗)m;

– Если ∇̃A – гиперповерхность, то ΨB – бирациональный изоморфизм,

совпадающий с обращением логарифмического обращения Гаусса γ∇̃A
для

этой гиперповерхности.

Напомним понятие логарифмического отображения Гаусса [85] для поверх-

ности V чистой размерности m − k. Это отображение γV : V −→ Gr(m, k),

которое каждой неособой точке z ∈ V ставит в соответствие комплексную

нормальную плоскость к образу log V в точке log z (здесь log – комплексный

логарифм).
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Переход от общего уравнения (3.28) к приведенному можно осуществлять

путем фиксации (k + 1) коэффициентов с индексами αj1, . . . , αjk+1, если эти

индексы не лежат в (k − 1)-мерной плоскости. В этом случае аннулятор B

матрицы A с условием C ·B = Em будет состоять из рациональных элементов.

При этом необходимо учитывать выборы ветвей радикалов в формуле (3.29).

Это делается с помощью теоремы о факторах (см., например, [5]).

3.4 Сингулярные страты каспидального типа для клас-

сического дискриминанта

В настоящем параграфе мы исследуем подмножестваMj ⊂ ∇, состоящие из

таких a ∈ Cn+1, для которых уравнение (1.13) имеет корни кратности ≥ j.

Эти подмножества образуют вложенную цепочку

∇ =M2 ⊃M3 ⊃ . . . ⊃Mn.

КаждоеMj+1 принадлежит множеству сингулярных точек sngMj, при этом

страт Sj =Mj \Mj+1 состоит из точек, гдеMj либо неособо, либо самопере-

секается своими гладкими кусками. Поэтому мы называемMj сингулярными

стратами каспидального типа.

Одним из основных результатов является

Теорема 17. Страты M2,M3, . . . ,Mn мономиальными преобразо-

ваниями сводятся к некоторым A-дискриминантным множествам

∇A2
, ∇A3

, . . . ,∇An
.

План изложения следующий. В начале мы интерпретируем некоторые фак-

ты о стратахMj на языке понятия амебы алгебраической поверхности. Затем

в разделе 3.4.2 описываются критические страты Cj параметризации Горна-
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Капранова

Ψ0n : CP
n−2 → ∇0n ⊂ C

n−1

для приведенного дискриминантного множества ∇0n (явное выражение для

Ψ0n определено формулой (3.10)). Первый страт C1 определяется как множе-

ство критических значений параметризации Ψ0n. Ранее в [97] было показано,

что критические точки отображения Ψ0n составляют некоторую гиперплос-

кость L1 ⊂ CP
n−2, следовательно, первый критический страт C1 параметризу-

ется сужением Ψ0n на L1. Таким образом, можно определить страт C2 крити-

ческих значений этого сужения и далее действовать по индукции. Для фор-

мулировки итогового результата введем следующие гиперплоскости в CP
n−2:

Lj =
{

s :
n−1∑

i=j

i(i− 1) . . . (i− (j − 1))(n− i)si = 0
}

,

где s = (s1 : . . . : sn−1) – однородные координаты.

Теорема 18. Страты Cj параметризуются сужениями Ψ0n

∣∣∣
Lj

на плоскости

Lj = L1 ∩ . . . ∩ Lj.

Связь критических стратов параметризации Ψ0n с сингулярными стратами

Mj
0n дает доказываемая в § 3.4.3

Теорема 19. Сингулярные стратыMj+2
0n ⊂∇0n приведенного уравнения (3.8)

совпадают с критическими стратами Cj параметризации Ψ0n.

Таким образом, с учетом Теоремы 18, стратыMj+2
0n параметризуются суже-

ниями Ψ0n

∣∣
Lj .

В § 3.4.4 утверждение Теоремы 18 переносится с приведенного уравнения

(3.8) на приведенное уравнение (3.6) для произвольной пары p, q. Фактически

там вычисляются уравнения плоскостей Lj
pq, в которые перейдут плоскости Lj
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при переходах уравнений (3.8)→ (1.13)→ (3.6). В последнем параграфе этой

главы доказывается Теорема 17.

В заключение отметим следующее. Параметризация Горна-Капранова для

классического дискриминантного множества проявляет благосклонность к

каспидальным сингулярным стратамMj
pq: ее сужение на пространство пара-

метров для Mj
pq критично на линейном подпространстве. Благодаря именно

этому свойству получается доказательство Теоремы 17. Сингулярные страты

классического дискриминантного множества ∇pq, отвечающие за самопересе-

чения ∇ своими гладкими кусками, уже параметризуются сужениями отобра-

жения Горна-Капранова на поверхности степени > 1. Аналогично, критиче-

ское множество параметризации Горна-Капранова для приведенного неклас-

сического A-дискриминантного множества также имеет степень > 1. Тем не

менее, не кажется безнадежной возможность решения задачи об описании кас-

пидальных сингулярных стратов (определяемых критическими значениями

сужений параметризации Горна-Капранова на подходящий флаг подмногооб-

разий) всех A-дискриминантных множеств.

3.4.1 Амебы некоторых стратов приведенного дискриминантного

множества

Отметим, что в случае q = p + 1 отображение (3.7) бирационально, и в со-

ответствии с Теоремой Капранова является обращением логарифмического

отображения Гаусса для ∇pq. В общем оно есть (q − p)-значное обращение

γ−1
∇pq

.

Определенную информацию о приведенном дискриминантном множестве и

его сингулярных стратах можно получить в логарифмической шкале в тер-

минах понятия амебы алгебраической поверхности V . В случае, когда V –
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гиперповерхность или кривая, точка z ∈ Vsm критическая для Log|V тогда и

только тогда, когда логарифмическое отображение Гаусса в ней вещественно

(см. [93], [13]).

Таким образом, для V = ∇pq контур амебы параметризуется сужением

отображения Ψpq

∣∣
RP

n−2 на вещественное проективное подпространство. Ана-

логично, контур амебы для страта Mn−1
pq параметризуется сужением Ψpq на

вещественный срез Ln−3 ∩ RP
n−2.

Рассмотрим в качестве примера приведенное дискриминантное множество

∇04 для уравнения степени 4. Согласно Теоремам 17 и 19 его страт M3
04 па-

раметризуется сужением параметризации

Ψ04 : CP
2 → ∇04 ⊂ C

3

на комплексную прямую своих критических точек

L1 = L1 = {(s1 :s2 :s3) : 1 · 3 · s1 + 2 · 2 · s2 + 3 · 1 · s3 = 0}.

Выбирая s1 в качестве аффинной координаты на L1, сужение Ψ04

∣∣
L1 приобре-

тает вид

x1 = − 8s1

3s1−1

(
3s1−1
−s1+3

) 1
4

x2 = 23s1+3
3s1−1

(
3s1−1
−s1+3

) 1
2

x3 = − 8
3s1−1

(
3s1−1
−s1+3

) 3
4

.

На Рис. 21 изображены амеба и ее контур для страта M3
04, допускающего

указанную параметризацию. Из параметризации видно, что щупальцы амебы

соответствуют набору значений

s1 = −∞, −1, 0,
1

3
, 3.

Значению s1 = 1 соответствует нульмерный стратM4
04; это критическая точ-

ка параметризации. Таким образом, контур амебы нульмерного страта M4
04
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является точкой возврата (каспидальной точкой) для контура амебы примы-

кающего к нему одномерного стратаM3
04.

0

−1

1

3

3

−∞ +∞

1

−∞ +∞

−1

0

1

3

3

1

Рис. 21. Амеба стратаM3
04 для уравнения степени 4 (слева)

и ее контур в другом ракурсе (справа)

Чтобы проследить характер примыкания контуров амеб стратовM2
04 = ∇04

иM3
04 требуется определенная деликатность. В аффинных координатах s1, s2

пространства CP
2 параметризация Ψ04 дляM2

04 = ∇04 следующая:

x1 = −4s1

3s1+2s2+1

(
3s1+2s2+1
s1+2s2+3

) 1
4

x2 = −4s2

3s1+2s2+1

(
3s1+2s2+1
s1+2s2+3

) 1
2

x3 = −4
3s1+2s2+1

(
3s1+2s2+1
s1+2s2+3

) 3
4

.

Для построения контура амебы надо вычислить образ R2 ⊂ RP
2 относитель-

но отображения Log ◦ Ψ04. Это отображение имеет полярные особенности на

четырех прямых (пятая прямая – s3 = 0 – бесконечно удаленная относительно

выбранной аффинной части):

s1 = 0, s2 = 0, 3s1 + 2s2 + 1 = 0, s1 + 2s2 + 3 = 0.

На Рис. 22 эти прямые изображены наряду с критической прямой L1 (жирная

прямая, переходящая при отображении Log ◦ Ψ04 в контур амебы для M3
04).

Кроме того, следует учесть причастность гиперболы

(s1 + 1)(s1 + 2s2 + 3) = 2,
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изображенной пунктиром. Образ комплексной гиперболы относительно Ψ04

есть страт M2,2
04 , отвечающий за наличие двух корней кратности 2. Парамет-

ризация этого страта определяется формулой (3.20). МножествоM2,2
04 состав-

ляет страт самопересечения для дискриминантного множества ∇04. Сужение

параметризации Ψ04 на указанную гиперболу принимает равные значения в

точках (s1, s2), (s′1, s
′
2), для которых s1 · s′1 = 1.

s1

s2

1/3 1 3−1

Рис. 22. Особенности параметризации Ψ04: 4 полярных прямых,

критическая прямая и гипербола самопересечений

На Рис. 23 приводятся некоторые фрагменты примыканий контура амебы

для ∇04 к контуру амебы для стратаM3
04. Они показывают, что контур аме-

бы для стратаM3
04 является кривой возврата контура амебы для ∇04. Вблизи

острия контура для амебы M3
04 (соответствующему значению s1 = 1 в пара-

метризации контура) примыкание изображается куском в виде сетки и скры-

той за ней двумя возвратными кусками серого цвета. Эти куски пересекаются

в общем положении по кривой, которая выходит из острия и представляет

часть контура амебы для страта самопересеченияM2,2
04 .

В целом, поверхность справа составляет фигуру, известную под названи-

ем «ласточкин хвост». Она получается как часть контура амебы для ∇04, для

которой вещественные аффинные параметры s1, s2 пробегают подходящим об-

разом выбранную окрестность луча L1 ∩ {s1 > 0}.
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Рис. 23. Фрагменты примыкания контура амебы для ∇04

к контуру амебы для стратаM3
04

3.4.2 Критические страты параметризации Ψ0n классического при-

веденного дискриминантного множества ∇0n

Здесь мы докажем Теорему 18 для приведенного уравнения (3.8). Напомним,

что параметризация∇0n была выписана в явном виде в параграфе 3.1.2. Итак,

обозначим C1 ⊂ ∇0n – подмножество критических значений параметризации

Ψ0n на ее области определения 〈α, s〉〈β, s〉 6= 0. В [97] было показано, что C1

параметризуется сужением отображения Ψ0n на гиперплоскость

L1 = {s : 〈α · β, s〉 = 0} ⊂ CP
n−2,

где α·β – покоординатное произведение векторов.

Для j ≥ 2 определим страты Cj по индукции, считая Cj множеством кри-

тических значений для сужения Ψ0n

∣∣∣
Lj−1

, где Lj−1 – множество критических

точек отображения Ψ0n

∣∣∣
Lj−2

. Таким образом, мы получаем две цепочки вло-

жений алгебраических множеств

∇ ⊃ C1 ⊃ . . . ⊃ Cn−2, CP
n−2 ⊃ L1 ⊃ . . . ⊃ Ln−2.
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Определим в CP
n−2 гиперплоскости

Lj := {s :
n−1∑

i=j

i(i− 1) . . . (i− (j − 1))(n− i)si = 0}, j = 1, 2, . . . , n− 2,

в терминах которых Теорема 18 формулируется следующим образом:

Страты Cj параметризуются сужениями Ψ0n

∣∣∣
Lj

на плоскость Lj = L1 ∩
. . . ∩ Lj.

Доказательство Теоремы 18. Проведем индукцию по j. Базу индукции

(для j = 1) составляет упомянутое выше утверждение из статьи [97] о том, что

C1 параметризуется сужением Ψ0n

∣∣
L1

на гиперплоскость L1 = {s : 〈α · β, s〉 =

0} = L1.

Пусть теперь 2 ≤ j ≤ n−2, и предположим, что Lj = Lj, т.е. что Cj задает-

ся сужением Ψ0n

∣∣
Lj . Напомним, что Lj = L1∩ . . .∩Lj, и ясно, что плоскость Lj

задается трапециодальной системой линейных уравнений. В качестве однород-

ных координат на Lj можно взять переменные sj+1, sj+2, . . . , sn−1. С помощью

последнего уравнения переменная sj выражается через них по формуле

sj

∣∣
Lj = − 1

(n− j)j!

n−1∑

i=j+1

i(i− 1) . . . (i− (j − 1))(n− i)si. (3.31)

Рекуррентным образом для остальных переменных s1, . . . , sj−1 получаем

sk

∣∣
Lj =

(−1)j+k+1

k!(j − k)!(n− k)

n−1∑

i=j+1

i(i− 1) . . . [i− k] . . . (i− j)(n− i)si, (3.32)

где квадратная скобка [i − k] обозначает знак пропуска множителя i − k.

Чтобы получить это выражение, надо записать индуктивно предполагаемое

выражение для sk

∣∣
Lj−1 (получаемое из (3.32) заменой j+1 на j) в виде линейной

комбинации переменных sj, sj+1, . . . , sn−1, и вместо sj подставить выражение

(3.31).
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Из (3.32) несложно получить представление для 〈α, s〉
∣∣
Lj и 〈β, s〉

∣∣
Lj :

〈α, s〉
∣∣
Lj =

(−1)j+1

j!

n−1∑

i=j+1

(i− 1)(i− 2) . . . (i− j)(n− i)si, (3.33)

〈β, s〉
∣∣
Lj = −(n− j − 1)!

(n− 1)!

n−1∑

i=j+1

i(i− 1) . . . (i− j)si. (3.34)

Итак, по предположению индукции, Cj параметризуется в виде сужения

Ψ0n

∣∣
Lj , т.е. по формуле (3.10), в которой s1, . . . , sj выражаются через

sj+1, . . . , sn−1 в соответствии с (3.31) и (3.32). Найдем критические точки для

Ψ0n

∣∣
Lj . Поскольку функция log xk локально биголоморфно зависит от xk, до-

статочно найти критические точки для отображения (log x1, . . . , log xn−1)
∣∣
Lj .

Так как размерность плоскости Lj равна n−2−j =: d, эти критические точки

характеризуются условием тривиальности дифференциальных d-форм:

ωK :=
d∧

i=1

d log xki

∣∣∣
Lj
≡ 0

для всех d−наборов K = (k1, . . . , kd) ⊂ {1, . . . , n− 1}. Форма ωK имеет вид

ωK =
d∧

i=1

(
dski

ski

− n− ki

n

d〈α, s〉
〈α, s〉 −

ki

n

d〈β, s〉
〈β, s〉

) ∣∣∣
Lj

=
∑

|I|=d

CKI(s)dsI , (3.35)

где |I| – мощность подмножества I ⊂ {j + 1, . . . , n− 1} =: J , а dsI – внешнее

произведение dsi по всем i ∈ I. Так как |I| = d, то каждое I получается из

J удалением одного элемента: I = J \ {l}. Поэтому Теорема 18 равносильна

следующему утверждению.

Предложение 3.1. Все коэффициенты CK,J\{l}(s) дифференциальных форм

(3.35) одновременно обращаются в нуль тогда и только тогда, когда s ∈
Lj+1.

Доказательство. Для доказательства Предложения 3.1 рассмотрим вначале

случай, когда l ∈ K. В этом случае произведение всех d дифференциалов
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dski

ski

в левой части (3.35) не дает вклада в коэффициент CK,J\{l}, поскольку

dsK 6= dsJ\{l}. В то же время, произведения этих дифференциалов в количе-

стве менее d− 2 штук также не дают вклада, так как произведение более чем

двух агрегатов

ϕki
:= −n− ki

n

d〈α, s〉
〈α, s〉 −

ki

n

d〈β, s〉
〈β, s〉

равно нулю. Поэтому, с точностью до делящегося на dsl слагаемого, произве-

дение
d∧

i=1

в левой части (3.35) представляется в виде

dsk1

sk1

∧. . .∧
l

ϕ̂l ∧ . . .∧ dskd

skd

+
d∑

i=1
ki 6=l

l − ki

n

dsk1

sk1

∧. . .∧

ki

d̂〈α, s〉
〈α, s〉 ∧. . .∧

l

d̂〈β, s〉
〈β, s〉 ∧. . .∧ dskd

skd

.

(3.36)

Для обоснования такого представления надо учесть, что

ϕki
∧ ϕl =

l − ki

n

d〈α, s〉
〈α, s〉 ∧

d〈β, s〉
〈β, s〉 .

При этом выбор знака +1 в каждом слагаемом в (3.36) объясняется тем, что

если ki < l, мы вначале ϕki
ставим непосредственно перед ϕl, производим их

умножение, и d〈α,s〉
〈α,s〉 возвращаем на место ki; если же ki > l, то ϕki

ставим

непосредственно за ϕl, производим умножение, дающее результат

l − ki

n

d〈β, s〉
〈β, s〉 ∧

d〈α, s〉
〈α, s〉 ,

и d〈α, s〉 возвращаем на место ki.

Пусть kq+1 – наименьший номер в K среди вошедших в J , так что k1, . . . , kq

– это элементы из K, не лежащие в J . Следовательно, множество J∩K состоит

из d − q элементов kq+1, . . . , kd, а в J \ K =: Jq остается q + 1 элементов,

обозначим их j1, . . . , jq+1.

Поскольку выражение (3.36) мы рассматриваем на Lj, где координатами

выступают sj+1, . . . , sn−1, нам необходимо использовать функциональную за-
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висимость функций sk1
, . . . , skq

, 〈α, s〉, 〈β, s〉 от этих координат. С этой целью

введем обозначения для якобианов:

∂
(
sk1

, . . . , skq
, 〈β, s〉

)

∂
(
sj1, . . . , sjq+1

) =: δα,
∂
(
sk1

, . . . , skq
, 〈α, s〉

)

∂
(
sj1, . . . , sjq+1

) =: δβ.

Через δski
обозначим определитель, полученный из δα заменой ski

на 〈α, s〉.
Рассмотрим также следующие определители, которые получаются из δα при-

соединением строки и столбца:

∂
(
〈α, s〉, sk1

, . . . , skq
, 〈β, s〉

)

∂
(
si, sj1, . . . , sjq+1

) =: ∆i, i = j + 1, . . . , n− 1.

В этих обозначениях выражение (3.36) показывает, что коэффициент CKI =

CK,J\{l} дифференциальной формы (3.35) с точностью до знака запишется

следующим образом:

q∑
i=1

(l − ki)δski
ski

+
d∑

i=q+1

(l − ki)∆ki
ski
− (n− l)δβ〈β, s〉 − lδα〈α, s〉

nsk1
. . . [l] . . . skd

〈α, s〉〈β, s〉 . (3.37)

Обозначим через C̃K,J\{l} числитель последнего выражения, который является

линейной функцией от sj+1, . . . , sn−1. Вычислим эту функцию.

Лемма 3.3. Числитель C̃K,J\{l} рациональной функции (3.37) равен

(
csk1

δsk1
+ . . . + cskq

δskq
− cβδβ − cαδα

) n−1∑

i=j+1

i(i− 1) . . . (i− j)(n− i)si, (3.38)

где csk
, cα, cβ – числовые множители, стоящие перед знаками сигма в выра-

жениях (3.31)-(3.34) для сужений функций sk, 〈α, s〉, 〈β, s〉 на Lj. Таким

образом, CK,J\{l}(s) = 0 на Lj+1.

Доказательство. Разложим определители ∆ki
, участвующие в числителе вы-

ражения (3.37) по первому столбцу:

∆ki
=

∂〈α, s〉
∂ski

δα −
∂sk1

∂ski

δsk1
− ∂sk2

∂ski

δsk2
− . . .− ∂skq

∂ski

δskq
− ∂〈β, s〉

∂ski

δβ.
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Здесь выбор знаков в слагаемых объясняется тем, что в ∆ki
алгебраические

дополнения элементов ∂skν

∂ski

отличаются знаками (−1)ν−1 от определителей δskν
,

ν = 1, . . . , q. В аналогичных соотношениях находятся алгебраические допол-

нения элементов ∂〈α,s〉
∂ski

и ∂〈β,s〉
∂ski

с определителями δα и δβ.

Напомним, что через Jq мы обозначили J \{kq+1, . . . kd}. Учитывая указан-

ное равенство для ∆ki
, приходим к следующему выражению для числителя

(3.37):

C̃K,J\{l} =

q∑

ν=1


(l − kν)skν

−
( n−1∑

i=j+1

−
∑

i∈Jq

)∂skν

∂si
(l − i)si


 δskν

−

−


(n− l)〈β, s〉+

( n−1∑

i=j+1

−
∑

i∈Jq

)∂〈β, s〉
∂si

(l − i)si


 δβ+

+


−l〈α, s〉+

( n−1∑

i=j+1

−
∑

i∈Jq

)∂〈α, s〉
∂si

(l − i)si


 δα.

Ввиду линейной зависимости от sj+1, . . . , sn−1, функции skν
представляются в

виде
n−1∑

i=j+1

∂skv

∂si
si, поэтому с учетом формул (3.31) и (3.32) выражение в скобках

при δskν
преобразуется к следующему

(l−kν)skν
−
( n−1∑

i=j+1

−
∑

i∈Jq

)∂skν

∂si
(l− i)si =

n−1∑

i=j+1

(i−kν)
∂skν

∂si
si+

∑

i∈Jq

∂skν

∂si
(l− i)si =

= cskν

n−1∑

i=j+1

i(i− 1) . . . (i− j)(n− i)si +
∑

i∈Jq

∂skv

∂si
(l − i)si.

Аналогичным образом преобразуются выражения, стоящие в скобках при δα

и δβ:
d∑

i=q+1

∂〈α, s〉
∂ski

(l − ki)ski
− l〈α, s〉 =

= −cα

n−1∑

i=j+1

i(i− 1) . . . (i− j)(n− i)si −
∑

i∈Jq

∂〈α, s〉
∂si

(l − i)si,
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(n− l)〈β, s〉+
d∑

i=q+1

∂〈β, s〉
∂ski

(l − ki)ski
=

= cβ

n−1∑

i=j+1

i(i− 1) . . . (i− j)(n− i)si −
∑

i∈Jq

∂〈β, s〉
∂si

(l − i)si.

В результате указанных преобразований C̃K,J\{l} записывается в следующем

виде:

( q∑

ν=1

cskν
δskν
− cβδβ − cαδα

) n−1∑

i=j+1

i(i− 1) . . . (i− j)(n− i)si +
∑

i∈Jq

∆i(i− l)si.

Так как kq+1, . . . , kd /∈ Jq, то при i ∈ Jq детерминант ∆i имеет два равных

столбца, следовательно, обращается в нуль. В итоге мы получаем искомую

формулу (3.38) для C̃K,J\{l}, и Лемма 3.3 доказана.

Пусть теперь l /∈ K. Коэффициент CKI = CK,J\{l} в (3.35) равен сужению

определителя det ∂ log xK

∂sJ\{l}
на Lj. Присоединим к этому определителю l-ые стро-

ку и столбец, дополнив его до определителя det
∂ log xK,l

∂sJ
размера (d+1)×(d+1).

В силу того, что мы работаем в однородных координатах sj+1, . . . , sn−1 плос-

кости Lj, дополненный определитель равен нулю на Lj. По Лемме 3.3, в его

разложении по l-му столбцу алгебраические дополнения всех недиагональных

элементов обращаются в нуль на Lj+1 (эти дополнения имеют вид det ∂ log xK′

∂sJ\{i}
,

где K ′ = (K ∪{l})\{i}, и потому i /∈ K ′). Следовательно, для доказательства

равенства det ∂ log xK

∂sJ\{l}
= 0 на Lj+1 в случае l /∈ K, требуется показать что, хотя

бы в одной точке s гиперплоскости Lj+1 диагональный элемент ∂ log xl(s)
∂sl

6= 0. В

силу однородности функций xk(s), достаточно рассмотреть случай l = n− 1.

Итак, выберем на Lj+1 следующие значения для sj+1, sj+2, . . . , sn−1 :

−(j + 2)(n− j − 2)

n− j − 1
sj+2 −

(n− 1)(n− 2) . . . (n− j)

(j + 1)!
, sj+2, 0, . . . , 0, 1.
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Вычисление показывает, что для таких значений производная ∂logxn−1

∂sn−1
равна

рациональной функции от sj+2

1

n(n− j − 2)

(j + 1)
j+1∏
i=2

(n− i)

sj+2(j + 1)! +
j+1∏
i=2

(n− i)

−
(n− 1)(n− j − 1)

j+1∏
i=1

(n− i)

nsj+2(j + 2)! + n
j+2∏
i=1

(n− i)

+ 1,

у которой числитель – многочлен второй степени с коэффициентом (j+1)!(j+

2)! при s2
j+2. Следовательно, ∂logxn−1

∂sn−1
не обращается тождественно в нуль на

Lj+1, а потому CK,J\{l} ≡ 0 на Lj+1.

Для завершения доказательства Предложения 3.1 укажем такой набор K =

(k1, . . . , kd), при котором множитель csk1
δsk1

+ . . . + cskq
δskq
− cβδβ − cαδα в

выражении (3.38) для C̃KI не обращается в нуль. Например, пусть K = J \
{j + 1}, т.е.

(k1, . . . , kd) = (j + 2, j + 3, . . . , n− 1).

В этом случае q = 0, поэтому рассматриваемый множитель состоит лишь из

двух слагаемых, причем с ненулевой суммой:

−
(
cβ

∂〈α, s〉
∂sj+1

+ cα
∂〈β, s〉
∂sj+1

)
=

(−1)j+1n(n− j − 1)!

(n− 1)!
.

Итак, коэффициенты CKI(s) формы (3.35) одновременно обращаются в нуль

тогда и только тогда, когда s ∈ Lj+1. Тем самым, Предложение 3.1, вместе с

Теоремой 18, доказаны.

3.4.3 Равенство стратов Mj+2
0n и Cj

В этом параграфе мы докажем Теорему 19, которая гласит, что

сингулярные страты Mj+2
0n ⊂ ∇0n приведенного уравнения (3.8) совпада-

ют с критическими стратами Cj параметризации Ψ0n.
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Доказательство Теоремы 19 будет основано на трех леммах. Пусть t – ко-

рень уравнения (3.8) кратности ≥ µ, т.е.

f(y) = (y − t)µfn−µ(y), (3.39)

где

f(y) = 1 + x1y + . . . + xn−1y
n−1 + yn

– многочлен, определяющий уравнение (3.8), а

fn−µ(y) :=

n−µ∑

k=0

x
(n−µ)
k yk

– многочлен степени n−µ. В этих обозначениях x
(n)
k = xk для k = 1, . . . , n−1;

мы также полагаем x
(n)
n = 1 =: xn, x

(n)
0 = 1 =: x0.

Лемма 3.4. Для µ = 1, . . . , n коэффициенты многочлена fn−µ в соотношении

(3.39) выражаются через коэффициенты xi многочлена f по формуле:

x(n−µ)
ν =

1

(µ− 1)!

n∑

i=ν+µ

(i− ν − µ + 1)µ−1xit
i−ν−µ, (3.40)

где (a)b = a(a + 1) . . . (a + b− 1) – символ Похгаммера.

Доказательство. Для p < µ многочлен fn−p делится на y − t. Результат де-

ления есть многочлен

fn−p−1(y) =

n−p−1∑

k=0

yk

n−p∑

ν=k+1

x(n−p)
ν tν−k−1,

таким образом, коэффициенты x
(n−p−1)
k и x

(n−p)
ν связаны соотношением

x
(n−p−1)
k =

n−p∑

ν=k+1

x(n−p)
ν tν−k−1. (3.41)

В частности, многочлен fn−1(y) равен

fn−1(y) =
n−1∑

k=0

yk
n∑

ν=k+1

xνt
ν−k−1,

127



тем самым, формула (3.40) верна для µ = 1. Проведем индукцию по µ. Вос-

пользовавшись соотношением (3.41) и индуктивным предположением, полу-

чаем

x
n−(µ+1)
k =

n−µ∑

ν=k+1

x(n−µ)
ν tν−k−1 =

1

(µ− 1)!

n−µ∑

ν=k+1

n∑

i=ν+µ

(i− ν − µ + 1)µ−1xit
i−k−µ−1.

Здесь двойное суммирование ведется по точкам (ν, i) из треугольника, зада-

ваемого неравенствами i− ν − µ ≥ 0, k + µ + 1 ≤ i ≤ n. Каждая точка этого

треугольника однозначно определяется значениями пары линейных функций

i, i − ν, поэтому, обозначая величину i − ν − µ + 1 новой переменной j, мы

можем написать

x
n−(µ+1)
k =

1

(µ− 1)!

n∑

i=k+µ+1

xit
i−k−µ−1

i−k−µ∑

j=1

(j)µ−1.

(Здесь при расстановке пределов для индексов суммирования мы учли, что

в координатах (j, i) указанный выше треугольник переходит в треугольник

j − i + k + µ ≤ 0, k + µ + 1 ≤ i ≤ n). В последнем равенстве вторая сумма

равна
i−k−µ∑

j=1

(j)µ−1 =
1

µ
(i− k − µ)µ. (3.42)

Это равенство легко обосновывается индукцией по i− k − µ. Таким образом,

x
n−(µ+1)
k =

1

µ!

n∑

i=k+µ+1

(i− k − µ)µxit
i−k−µ−1.

Лемма 3.4 доказана.

Далее для s = (s1, s2, . . . , sn−1), участвующего в параметризации (3.10),

рассмотрим величину (〈β, s〉
〈α, s〉

) 1
n

=: t(s). (3.43)
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Значение y = t(s) является корнем уравнения (3.8) при x = Ψ0n(s), причем

кратности не ниже двух. Действительно,

f(t(s)) =
〈β, s〉
〈α, s〉 +

nsn−1

〈α, s〉 + . . . +
ns1

〈α, s〉 + 1 ≡ 0,

поскольку 〈α, s〉 + 〈β, s〉 = −n(1, . . . , 1). В свою очередь, согласно Лемме 3.4,

результат деления f(y) на y − t(s), вычисленный при x = Ψ0n(s), y = t(s),

равен (для краткости письма вместо t(s) пишем t)

fn−1(t) =
n−1∑

k=0

tk
n∑

ν=k+1

xνt
ν−k−1 =

1

t

n−1∑

k=0

n∑

ν=k+1

xνt
ν =

1

t

n−1∑

k=0

( n−1∑

ν=k+1

xνt
ν + tn

)
=

=
1

t〈α, s〉
n−1∑

k=0

(
〈β, s〉+ n

n−1∑

ν=k+1

sν

)
=

1

t〈α, s〉
(
n〈β, s〉 − n〈β, s〉

)
≡ 0.

Лемма 3.5. Если fn−µ(y) удовлетворяет соотношению (3.39) при t = t(s),

то для s ∈ Lµ−2

fn−µ(t(s)) = − n

µ!tµ(s)〈α, s〉
n−1∑

i=µ−1

i(i− 1) . . . (i− µ + 2)(n− i)si. (3.44)

Доказательство. Согласно (3.40) имеем:

fn−µ(y) =
1

(µ− 1)!tµ

n−µ∑

ν=0

(y

t

)ν
n∑

i=k+µ

(i− ν − µ + 1)µ−1xit
i.

Для краткости письма введем обозначение A(s) := 1
(µ−1)!tµ〈α,s〉 . Тогда

fn−µ(t(s)) = A(s)

n−µ∑

ν=0

(
(n− ν − µ + 1)µ−1〈β, s〉+ n

n−1∑

i=k+µ

(i− ν − µ + 1)µ−1si

)
.

Согласно (3.34)

〈β, s〉|Lµ−2 = −(n− µ + 1)!

(n− 1)!

n−1∑

i=µ−1

i(i− 1) . . . (i− µ + 2)si,

поэтому при s ∈ Lµ−2 выражение для fn−µ(t(s)) перепишется с точностью до

множителя (−A(s)) так:
n−µ∑

ν=0

((n− µ + 1)!

(n− 1)!
(n− ν − µ + 1)µ−1

n−1∑

i=µ−1

i(i− 1) . . . (i− µ + 2)si−
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−n
n−1∑

i=ν+µ

(i− ν − µ + 1)µ−1si

)
.

В полученном выражении найдем коэффициент при si, i ≥ µ − 1. Он пред-

ставляется выражением

(i− µ + 2)µ−1
(n− µ + 1)!

(n− 1)!

n−µ∑

ν=0

(n− ν − µ + 1)µ−1 − n

i−µ∑

ν=0

(i− ν − µ + 1)µ−1

(при i = µ− 1 последнее выражение равно нулю). Далее воспользуемся выте-

кающей из (3.42) формулой

ξ−µ∑

ν=0

(ξ − ν − µ + 1)µ−1 =
(ξ − µ + 1)µ

µ
, (3.45)

с помощью которой выражение для рассматриваемого коэффициента при si

приводится к виду ni(i−1)...(i−µ+2)(n−i)
µ . Что после умножения на (−A(s)) соот-

ветствует доказываемой формуле (3.44). Лемма 3.5 доказана.

Лемма 3.6. Уравнение (3.8) при x = Ψ0n(s) имеет в точке y =
(
〈β,s〉
〈α,s〉

) 1
n

корень кратности ≥ µ + 2 тогда и только тогда, когда s ∈ Lµ.

Доказательство. Линейная функция от s, задаваемая суммой в (3.44), явля-

ется определяющей функцией гиперплоскости Lµ−1. Из рассуждений, сделан-

ных перед Леммой 3.5, мы знаем, что при x = Ψ0n(s) выполняется равенство

f(y) = (y − t(s))2fn−2(y). При этом, согласно (3.44)

fn−2(t(s)) = 0⇐⇒ s ∈ L1.

Последнее означает, что t(s) – корень кратности ≥ 3 тогда и только тогда,

когда s ∈ L1. Далее по индукции с помощью Леммы 3.5 получаем, что в

соотношении f(y) = (y − t)µ+1fn−µ−1(y) многочлен fn−µ−1(y) удовлетворяет

условию: fn−µ−1(t(s)) = 0 тогда и только тогда, когда s ∈ Lµ. Лемма 3.6

доказана.
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Теперь доказательство Теоремы 19 мы можем закончить следующим об-

разом. Пусть f(y) – многочлен, представляющий левую часть (3.8). Пред-

положим, что x ∈ Cj, т.е. x = Ψ0n(s), где s ∈ Lj. По Лемме 3.6 значение

y =
(
〈β,s〉
〈α,s〉

) 1
n

является корнем многочлена f(y) кратности ≥ j + 2. Это озна-

чает, что x ∈Mj+2
0n .

Обратно, пусть x = (x1, . . . , xn−1) ∈Mj+2
0n , т.е. f(y) имеет корень a кратно-

сти µ ≥ j + 2. Рассмотрим следующую систему n уравнений от неизвестного

s = (s1 : . . . : sn−1) ∈ CP
n−2:

(〈β, s〉
〈α, s〉

) 1
n

= a, Ψ0n(s) = x.

Для определенности будем считать, что xn−1 6= 0 (уравнение (3.8) не имеет

кратных корней при x = 0, поэтому хотя бы одна координата выбранного

вектора отлична от нуля). В таком случае в аффинной части sn−1 6= 0 система

однозначно разрешима и ее решение s∗ следующее:

s∗k
s∗n−1

=
xk

xn−1an−k−1
, k = 1, . . . , n− 1.

По Лемме 3.6 s∗ ∈ Lµ, а потому x = Ψ0n(s
∗) ∈ Cj. Теорема 19 доказана.

3.4.4 Параметризации стратов Mj
pq

В предыдущих двух параграфах мы описали параметризации стратов Mj+2
0n

дискриминантного множества∇0n уравнения (3.8). Согласно Теоремам 18 и 19

стратMj+2
0n дискриминантного множества∇0n параметризуется сужением Ψ0n

на плоскость Lj = L1 ∩ . . . ∩ Lj, где Ψ0n определено формулой (3.10).

С использованием символа Похгаммера, запишем определяющую функцию

lj гиперплоскости Lj в виде

lj(s) =
n∑

i=0

(i− j + 1)j(n− i)si, j = 1, . . . , n− 2.
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Здесь коэффициенты при s0 и sn нулевые, поэтому lj не зависят от s0 и sn.

Нам удобно перезадать Lj другим пересечением гиперплоскостей. А имен-

но, введем для j = 3, 4, . . . , n− 2 гиперповерхности

L′j =
{

s :
n∑

i=0

(i− p)(i− q)(i− j + 3)j−2(n− i)si = 0
}

.

Лемма 3.7. Имеет место равенство

L1 ∩ . . . ∩ Lj = L1 ∩ L2 ∩ L′3 . . . ∩ L′j.

Доказательство. Линейная комбинация

(j − 2− q)(j − 2− p)lj−2 + (2j − 3− p− q)lj−1 + lj

есть линейная форма

l′j :=
n∑

i=0

(i− p)(i− q)(i− j + 3)j−2(n− i)si,

определяющая L′j. Таким образом, уравнение для L′j есть следствие урав-

нений для L1, . . . , Lj, а уравнение для Lj – следствие уравнений для

L1, L2, L
′
3, . . . , L

′
j. Лемма (3.7) доказана.

Обозначим через lpq
j линейную функцию от s0, . . . [p] . . . [q] . . . , sn, получен-

ную подстановкой в lj следующих выражений для sp и sq:

sp =
1

q − p

n∑

i=0
i6=p,q

(i− q)si, sq =
1

q − p

n∑

i=0
i6=p,q

(p− i)si, (3.46)

равносильных соотношениям (3.13).

Рассмотрим в пространстве CP
n−2 с однородными координатами s =

(sj), j 6= p, q систему уравнений

lpq
1 (s) = lpq

2 (s) = l′pq
3 (s) = . . . = l′pq

j (s) = 0, (3.47)
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и определяемую ею плоскость, обозначим Lj
pq. Согласно Лемме 3.7, Lj

pq есть об-

раз плоскости Lj = L1∩. . .∩Lj при замене sp и sq на линейные функции (3.46).

Обозначим ⌈n⌉ = {0, 1, . . . , n}.

Лемма 3.8. Для любого набора I = {i0, i1, . . . , ij−1} ⊂ ⌈n⌉ \ {p, q} решение

системы (3.47) параметризуется через переменные s′ = (si), i ∈ (⌈n⌉ \
{p, q}) \ I по формуле

siν = −
n∑

i=0
i6=iν

(i− p)(i− q)

(iν − p)(iν − q)

j−1∏

m=0
m 6=ν

i− im
iν − im

si, ν = 0, 1, . . . , j − 1. (3.48)

Замечание 3.2. Формально в (3.48) не делается ограничений на индексы

суммирования (⌈n⌉ \ {p, q}) \ I, однако ввиду наличия множителей i−p, i−q

и i− im у коэффициента при si, правая часть в (3.48) зависит лишь от s′.

Доказательство. Покажем, что указанные в (3.48) выражения для siν явля-

ются решением первого уравнения системы, т.е. уравнения

∑

i

(i− p)(i− q)si = 0.

Для рассматриваемых siν левая часть уравнения имеет следующий вид:

−
∑

i6=i0

(i− p)(i− q)

j−1∏

m=1

i− im
i0 − im

si −
∑

i6=i1

(i− p)(i− q)

j−1∏

m=0
m 6=1

i− im
i1 − im

si − . . .

. . .−
∑

i6=ij−1

(i− p)(i− q)

j−2∏

m=0

i− im
ij−1 − im

si +
∑

i6=i0,...,ij−1

(i− p)(i− q)si.

Здесь коэффициент при si (i 6= i0, . . . , ij−1) есть многочлен степени ≤ j + 1

относительно i:

g1(i) := (i− p)(i− q)
(
1−

j−1∑

σ=0

j−1∏

m=0
m 6=σ

i− im
iσ − im

)
.
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Этот многочлен равен нулю для j +2 различных значений i = p, q, i0, . . . , ij−1,

поэтому он равен нулю тождественно, т.е. (3.48) удовлетворяет первому урав-

нению системы (3.47).

Аналогичными рассуждениями доказывается, что указанные в (3.48) вы-

ражения для siν являются корнями уравнения lpq
2 (s) = 0.

Покажем, что эти выражения есть корни каждого из уравнений l′pq
τ = 0,

3 ≤ τ ≤ j системы (3.47). Подстановка выражений (3.48) в многочлен l′pq
τ (s)

дает

−(i0 − j + 3)j−2(n− i0)
∑

i6=i0

(i− p)(i− q)

j−1∏

m=1

i− im
i0 − im

si−

−(i1 − j + 3)j−2(n− i1)
∑

i6=i1

(i− p)(i− q)

j−1∏

m=0
m 6=1

i− im
i1 − im

si − . . .

. . .− (ij−1 − j + 3)j−2(n− ij−1)
∑

i6=ij−1

(i− p)(i− q)

j−2∏

m=0

i− im
ij−1 − im

si+

+
∑

i6=i0,...,ij−1

(i− p)(i− q)(i− j + 3)j−2(n− i)si.

Коэффициент при si (i 6= i0, . . . , ij−1) есть многочлен степени ≤ j + 1 относи-

тельно i:

gτ(i) := −(i0 − j + 3)j−2(n− i0)(i− p)(i− q)

j−1∏

m=1

i− im
i0 − im

−

−(i1 − j + 3)j−2(n− i1)(i− p)(i− q)

j−1∏

m=0
m 6=1

i− im
i1 − im

− . . .

. . .− (ij−1 − j + 3)j−2(n− ij−1)(i− p)(i− q)

j−2∏

m=0

i− im
ij−1 − im

+

+(i− p)(i− q)(i− j + 3)j−2(n− i).

Опять gτ(i) = 0 для j+2 различных значений i = p, q, i0, . . . , ij−1, т.е. gτ(i) ≡ 0.

Лемма доказана.
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Напомним, что параметризация дискриминантного множества ∇pq опреде-

ляется отображением (3.12), в котором знаки sp и sq представляются линей-

ными функциями (3.46). Вычислим значения этих функций на плоскости Lj
pq.

Лемма 3.9. На плоскости Lj
pq, определяемой системой (3.47), справедливы

следующие представления для sp и sq:

sp =
1

q − p

n∑

i=0
i6=p,q

(i− q)

j−1∏

m=0

im − i

im − p
si, (3.49)

sq =
1

q − p

n∑

i=0
i6=p,q

(p− i)

j−1∏

m=0

im − i

im − q
si. (3.50)

Таким образом, приведенный страт Mj+2
pq параметризуется отображени-

ем (3.12), в котором si0, . . . , sij−1
, sp, sq выражаются через s′ = (si), i 6=

i0, . . . , ij−1, p, q, по формулам (3.48), (3.49), (3.50).

Доказательство. С учетом (3.48) имеем:

(q − p)sp =
∑

i6=p,i0,...,ij−1

(i− q)si −
∑

i6=i0

(i− p)(i− q)

i0 − p

j−1∏

m=1

i− im
i0 − im

si−

−
∑

i6=i1

(i− p)(i− q)

i1 − p

j−1∏

m=0
m 6=1

i− im
i1 − im

si − . . .−
∑

i6=ij−1

(i− p)(i− q)

ij−1 − p

j−2∏

m=0

i− im
ij−1 − im

si.

Здесь в правой части равенства коэффициент при si является многочленом

степени j + 1 относительно i с корнями q, i0, . . . ij−1, т.е. он имеет те же кор-

ни, что и коэффициент при si в правой части выражения (3.49) (это тоже

многочлен степени j + 1). Для определения коэффициента пропорционально-

сти удобно взять i = p, что и приводит к обоснованию представления (3.49).

Представление (3.50) доказывается аналогично. Лемма 3.9 доказана.
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3.4.5 Доказательство Теоремы 17

Здесь мы докажем Теорему 17 о том, что каждый стратMj бимономиальным

преобразованием сводится к Aj-дискриминантному множеству ∇Aj
. Доказа-

тельство этой теоремы составляют две леммы.

Вначале проиллюстрируем идею доказательства на примере стратаM3 для

уравнения степени 4. Учитывая бимономиальную зависимость (3.29) между

коэффициентами исходного и приведенного уравнений, утверждение Теоре-

мы 17 достаточно доказать для приведенных стратов. Итак, рассмотрим при-

веденный страт M3
01, т.е. страт дискриминантного множества ∇01, отвечаю-

щий за наличие корней кратности ≥ 3 у приведенного уравнения

1 + y + z2y
2 + z3y

3 + z4y
4 = 0.

В соответствии с формулой (3.7), параметризация Ψ01(s) дискриминантного

множества ∇01 этого уравнения следующая

z2 = s2(s2 + 2s3 + 3s4)
1(−2s2 − 3s3 − 4s4)

−2

z3 = s3(s2 + 2s3 + 3s4)
2(−2s2 − 3s3 − 4s4)

−3

z4 = s4(s2 + 2s3 + 3s4)
3(−2s2 − 3s3 − 4s4)

−4.

Прямая L1
01 ⊂ CP

2 ее критических точек задается уравнением s2 +3s3 +6s4 =

0. Поэтому страт M3
01, определяемый сужением Ψ01

∣∣
L1

01
, задается в однород-

ных координатах s′ = (s3 :s4) указанной прямой параметризацией

z2 = (−3s3 − 6s4)(−s3 − 3s4)
1(3s3 + 8s4)

−2

z3 = s3(−s3 − 3s4)
2(3s3 + 8s4)

−3

z4 = s4(−s3 − 3s4)
3(3s3 + 8s4)

−4.

Фигурирующие здесь пять линейных функций определяют своими коэффици-
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ентами матрицу

B =




−1 −3

3 8

−3 −6

1 0

0 1




.

Мономиальное отображение M : (z1, z2, z3) → (w3, w4), действующее по фор-

муле

w3 = z3z
−3
2 , w4 = z4z

−6
2 ,

преобразует параметризациюM3
01 в отображение

w3 = s1
3s

0
4(−3s3 − 6s4)

−3(−s3 − 3s4)
−1(3s3 + 8s4)

3

w4 = s0
3s

1
4(−3s3 − 6s4)

−6(−s3 − 3s4)
−3(3s3 + 8s4)

8,

имеющее вид w = (Bs′)B. Такое отображение параметризует приведенное A-

дискриминантное множество. Чтобы определить A, достаточно указать левый

целочисленный аннулятор матрицы B размера 3×5, у которого первая стро-

ка состоит из единиц, а вектор-столбцы порождают решетку Z3. В качестве

такого аннулятора можно взять

A =




1 1 1 1 1

1 0 0 1 3

0 0 1 3 6


 .

Следовательно, по Теореме Капранова (см. § 3.3) w = (Bs′)B параметризует

приведенное A-дискриминантное множество уравнения

a10y1 + a01y2 + a00 + a31y
3
1y2 + a63y

6
1y

3
2 = 0.

Соответствующее приведение этого уравнения получается фиксацией a10 =

a01 = a00 = 1 и обозначением a31 =: w3, a63 =: w4.

137



Отметим, что здесь аннулятор A матрицы B выбирался с условием неот-

рицательности его элементов. В общей схеме, которой мы будем следовать,

аннулятор матрицы B для данного примера представляется матрицей



1 1 1 1 1

1 0 0 1 3

0 1 0 −3 −8


 ,

отличающейся от A умножением на унимодулярную (3× 3)-матрицу.

Следующая лемма обобщает приведенное наблюдение. В ней p, q, i0, . . . , ij−1

– любая последовательность попарно различных чисел из {0, 1, . . . , n}, причем

1 ≤ j ≤ n− 2.

Лемма 3.10. Рассмотрим два набора переменных

z = (zi), i 6= p, q,

w = (wk), k 6= p, q, i0, . . . , ij−1.

Отображение M : (C∗)n−1
z → (C∗)n−1−j

w , определенное формулой

wk = zk

j−1∏

ν=0

z
− (k−p)(k−q)

(iν−p)(iν−q)

∏
m 6=ν

k−im
iν−im

iν
, k 6= p, q, i0, . . . , ij−1, (3.51)

преобразует параметризацию страта Mj+2
pq к виду w = (Bs′)B, где B – ра-

циональная (n + 1)× (n− 1− j)-матрица ранга (n− 1− j), у которой сумма

строк нулевая, а s′ = (sk), k 6= p, q, i0, . . . , ij−1.

Доказательство. Страт Mj+2
pq параметризуется сужением отображения Ψpq

на Lj
pq. Согласно Лемме 3.9, композиция M ◦ Ψpq

∣∣
Lj

pq
преобразования (3.51) с

параметризацией стратаMj+2
pq следующая:

wk = sk

j−1∏

ν=0

s
− (k−p)(k−q)

(iν−p)(iν−q)

∏
m 6=ν

k−im
iν−im

iν
×
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×s

k−q
q−p
−

j−1∑
ν=0

(k−p)(k−q)
(q−p)(iν−p)

∏
m 6=ν

k−im
iν−im

p s

p−k
q−p

+
j−1∑
ν=0

(k−p)(k−q)
(q−p)(iν−q)

∏
m 6=ν

k−im
iν−im

q , (3.52)

где siν , sp и sq выражаются через s′ по формулам (3.48),(3.49) и (3.50).

Покажем, что параметризация (3.52) имеет вид (Bs′)B, т.е. что в выра-

жении (3.52) для wk степень каждой из линейных функций siν , sp, sq равна

коэффициенту функции при sk. Для siν это сразу видно из формулы (3.48).

Что касается коэффициента функции sp, то в силу (3.49) следует убедиться в

равенстве двух многочленов от k:

k − q

q − p

j−1∏

m=0

im − k

im − p
=

k − q

q − p
−

j−1∑

ν=0

(k − p)(k − q)

(q − p)(iν − p)

∏

m 6=ν

k − im
iν − im

. (3.53)

Левый многочлен имеет степень j+1, а правый – не выше j+1. При этом каж-

дый из j + 1 различных корней k = q, i0, . . . , ij−1 левого многочлена является

корнем правого многочлена. Действительно, при k = iσ правый многочлен

равен нулю:

iσ − q

q − p
−

j−1∑

ν=0

(iσ − p)(iσ − q)

(q − p)(iσ − p)

∏

m 6=ν

iσ − im
iν − im

= 0,

(здесь слагаемое с номером ν = σ равно (iσ−q)
(q−p) , а все остальные – нулевые).

Сравнивая значения этих многочленов при k = p, делаем вывод, что они

совпадают. Также доказывается аналогичное равенство для sq.

Наличие множителя sk в (3.52) говорит о том, что матрица B = (bjk), где

j ∈ ⌈n⌉, k ∈ ⌈n⌉ \ {p, q, i0, . . . , ij−1}, имеет единичную подматрицу размера

n−1−j, состоящую из строк bj = (bjk) с номерами j ∈ ⌈n⌉\{p, q, i0, . . . , ij−1}.
Поэтому rang B = n− j − 1.

Наконец, докажем, что сумма строк матрицы B нулевая. Для этого вспом-

ним, что Ψpq(s) = (Bpqs)
Bpq , где Bpq – матрица размера (n + 1) × (n − 1) с

нулевой суммой строк. Последнее означает, что 1 · Bpq = 0, где 1 – вектор из

n + 1 единиц. Из равенства M ◦Ψpq

∣∣
Lj

pq
= (Bs′)B следует, что B = Bpq ·C, где
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C – (n− 1)×(n− j − 1)-матрица из показателей отображения (3.51). Отсюда

получаем, что 1 ·B = (1 ·Bpq) ·C = 0, т.е. что сумма строк матрицы B также

нулевая. Лемма доказана.

Лемма 3.11. Если набор p, q, i0, . . . , ij−1 можно упорядочить в последова-

тельность, у которой начиная со второго каждое число отличается на

единицу от предыдущего, то отображение (3.51) мономиальное и оно пе-

реводит Mj+2
pq в приведенное Aj+2-дискриминантное множество.

Доказательство. Вначале докажем мономиальность (3.51); это означает, что

в условиях леммы показатели в выражении (3.52) при siν , sp, sq являются це-

лыми. Для рассмотрения случая функции sp расположим числа i0, . . . , ij−1, q

в порядке возрастания, обозначив их b0 < b1 < . . . < bj . В этих обозна-

чениях, ввиду равенства (3.53), в (3.52) степень sp лишь знаком отличается

от произведения
j∏

m=0

bm−k
bm−p . По условию леммы найдется такой номер τ , что в

последовательности b0 < b1 < . . . < bτ−1 < p < bτ < . . . < bj каждое чис-

ло больше предыдущего на единицу. Следовательно, произведение
j∏

m=0

bm−k
bm−p

представляется в виде произведения дробей:

(b0 − k) . . . (bτ−1 − k)

(−1)ττ !

(bτ − k) . . . (bj − k)

(j + 1− τ)!
(3.54)

(при p = 0 вместо двух дробей будет одна). Поскольку в последнем выражении

k < b0, либо k > bj, такое произведение дробей с точностью до знака равно

произведению чисел сочетаний Cτ
|bτ−1−k| · C

j+1−τ
|bj−k| , т.е. является целым числом.

Для степени sq рассуждения аналогичные.

Теперь докажем, что в условиях доказываемой леммы степень siν , т.е. вы-

ражение

− (k − p)(k − q)

(iν − p)(iν − q)

j−1∏

m=0
m 6=ν

k − im
iν − im

(3.55)
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является целым числом. По такой же схеме для каждого ν составим из чисел

i0, . . . [iν] . . . , ij−1, p, q возрастающую последовательность b0 < b1 . . . < bj и за-

пишем (3.55) в виде произведения −
j∏

m=0

k−bm

iν−bm
. Снова образуем возрастающую

последовательность b0 < . . . < bτ−1 < iν < bτ < . . . < bj, в которой каж-

дое число на единицу больше предыдущего. В результате выражение (3.55)

с точностью до знака приобретет вид (3.54), поэтому оно принимает целые

значения.

Таким образом, по Теореме Капранова получаем, что (3.52) параметризует

приведенное Aj+2-дискриминантное множество уравнения (3.28), где набор по-

казателей составляет целочисленную матрицу Aj+2 = {α0, α1, . . . , αn} ⊂ Zj+1,

являющуюся левым аннулятором ранга j + 1 матрицы B. Осталось заметить,

что в наших условиях отображение (3.51) мономиальное, так как его показа-

тели совпадают с (3.55), и потому – целые. Лемма 3.11 доказана.

Для доказательства Теоремы 17 достаточно заметить, что удовлетворяю-

щие условию Леммы 3.11 наборы p, q, i0, . . . , ij−1 существуют. Например, та-

кими являются наборы 0, 1, 2, . . . , j + 1. В этом случае формулы (3.48)-(3.50)

можно записать так:

sm = −
n∑

i=j+2

j+1∏

k=0
k 6=m

i− k

m− k
si, m = 0, . . . , j + 1.

Здесь произведение
j+1∏
k=0
k 6=m

i−k
m−k можно переписать в терминах биномиальных ко-

эффициентов в следующем виде:

(−1)j−m i(i− 1) . . . (i−m + 1)

m!

(i−m− 1)(i−m− 2) . . . (i− j − 1)

(j + 1−m)!
=

= (−1)j−mCm
i Ci−j−2

i−m−1
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Таким образом, мы приходим к следующему выражению для матрицы B:

B =




C0
j+1C

0
j+2

(−1)j

C1
j+2C

0
j+3

(−1)j . . .
Cn−j−2

n−1 C0
n

(−1)j

C0
j C1

j+2

(−1)j+1

C1
j+1C

1
j+3

(−1)j+1 . . .
Cn−j−2

n−2 C1
n

(−1)j+1

...
... . . . ...

C0
1C

j
j+2 C1

2C
j
j+3 . . . Cn−j−2

n−j−1C
j
n

−Cj+1
j+2 −Cj+1

j+3 . . . −Cj+1
n

1 0 . . . 0

...
... . . . ...

0 0 . . . 1




.

В качестве ее левого аннулятора служит матрица

Aj+2 =




1 1 . . . 1 1 1 1 . . . 1

1 0 . . . 0 0
C0

j+1C
0
j+2

(−1)j+1

C1
j+2C

0
j+3

(−1)j+1 . . .
Cn−j−2

n−1 C0
n

(−1)j+1

0 1 . . . 0 0
C0

j C1
j+2

(−1)j

C1
j+1C

1
j+3

(−1)j . . .
Cn−j−2

n−2 C1
n

(−1)j

...
... . . . ...

...
...

... . . . ...

0 0 . . . 1 0 −C0
1C

j
j+2 −C1

2C
j
j+3 . . . −Cn−j−2

n−j−1C
j
n




. (3.56)

Чтобы убедиться в этом, достаточно заметить, что скалярное произведение

каждой строки матрицы Aj+2 с любым столбцом матрицы B состоит лишь

из двух слагаемых, равных по абсолютной величине и с противоположными

знаками.
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Глава 4.

Формулы для особых точек общих

алгебраических поверхностей

В разделе 3.4.3 было обнаружено, что существует простая явная форму-

ла (3.43) для решения общего приведенного алгебраического уравнения,

суженного на дискриминантное множество уравнения. Это означает, что крат-

ные корни алгебраического уравнения вычисляются проще, чем простые. Что-

бы этот факт не казался парадоксальным, следует иметь в виду, что фор-

мула (3.43) записана в терминах параметризующей дискриминантное множе-

ство ∇ переменной s, поэтому чтобы решение записать в терминах коэффици-

ентов уравнения, необходимо обращать параметризацию ∇. Однако, элемент

удивительности остается, поскольку на множестве гладких точек ∇ парамет-

ризация обращается в виде явной полиномиальной формулы для логарифми-

ческого отображения Гаусса дискриминантного множества, тем самым полу-

чается простая явная формула решения в радикалах (см. формулу (4.9)).

Задача нахождения сужения y(x)
∣∣∣
∇

общей алгебраической функции на дис-

криминантное множество ∇ равносильна поиску решения системы уравнений

f(y) = f ′(y) = 0 как функции y(x) коэффициентов полинома f(y). При рас-

смотрении полинома f(y1, . . . , yk) многих переменных аналогичная задача (с
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заменой производной f на градиент, а ∇ – на A-дискриминантное множе-

ство ∇A) сводится к поиску особых точек гиперповерхности f(y1, . . . , yk) = 0;

так как коэффициенты f – переменные, то такую гиперповерхность мы назы-

ваем общей. Рассматриваемая задача равносильна поиску кратных решений

полиномиального уравнения. С этой точки зрения такую задачу можно рас-

сматривать для общих систем полиномиальных уравнений. Она соответствует

нахождению особых точек 0-мерных алгебраических поверхностей.

4.1 Формула для особых точек общей алгебраической

гиперповерхности

Пусть A ⊂ Zk – фиксированное конечное подмножество, порождающее Zk

как группу. Рассмотрим общую гиперповерхность V ⊂ (C\ 0)k, определенную

уравнением

f(y1, . . . , yk) =
∑

α∈A

aαyα = 0 (4.1)

с переменными коэффициентами aα. Наша задача – получить формулу для

особых точек гиперповерхности (4.1), т.е. таких точек y = y(a), в которых

выполняются равенства

f(y) =
∂f

∂y1
= . . . =

∂f

∂yk
= 0.

Иными словами, речь идет о формулах для критических точек полинома Ло-

рана f(y).

В § 3.3 отмечалось, что вместо (4.1) можно рассматривать приведенное

уравнение

F (y1, . . . , yk) = 1 +
k∑

i=1

yαi1

1 . . . yαik

k +
m∑

i=1

wiy
αk+i,1

1 . . . y
αk+i,k

k = 0, (4.2)
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причем матрица

δ :=




α11 α21 . . . αk1

α12 α22 . . . αk2

. . . . . . . . . . . .

α1k α2k . . . αkk




является невырожденной.

Среди приведенных уравнений вида (4.2) наиболее простыми являются сле-

дующие приведения:

g(y1, . . . , yk) := 1 + yα11

1 + . . . + yαkk

k +
m∑

i=1

wiy
αk+i,1

1 . . . y
αk+i,k

k = 0, (4.3)

так называемые канонические приведенные уравнения. В настоящем па-

раграфе мы сначала укажем решение уравнения (4.3) на приведенном A-

дискриминантном множестве. Далее покажем, что уравнение (4.2) системой

мономиальных замен сводится к виду (4.3), при этом аннулятор матриц AF и

Ag, составленных по показателям слагаемых, участвующих в многочленах F

и g, соответственно, один и тот же. Следует отметить, что идеология сведений

общих приведенных уравнений к каноническим описана в статье [5] на основе

теоремы об инвариантных факторах.

Итак, по многочлену g(y1, . . . , yk) составим матрицу, содержащую N = k +

m + 1 столбцов:

Ag =




1 1 1 . . . 1 1 1 . . . 1

0 α11 0 . . . 0 αk+1,1 αk+2,1 . . . αN−1,1

0 0 α22 . . . 0 αk+1,2 αk+2,2 . . . αN−1,2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . αkk αk+1,k αk+2,k . . . αN−1,k




.

Одним из наиболее простых правых аннуляторов для Ag есть следующая мат-
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рица Bg (содержащая единичную матрицу в качестве подматрицы):

Bg =




−1 +
k∑

j=1

αk+1,j

αjj
−1 +

k∑
j=1

αk+2,j

αjj
. . . −1 +

k∑
j=1

αN−1,j

αjj

−αk+1,1

α11
−αk+2,1

α11
. . . −αN−1,1

α11

. . . . . . . . . . . .

−αk+1,k

αkk
−αk+2,k

αkk
. . . −αN−1,k

αkk

1 0 . . . 0

0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1




.

Действительно, несложно увидеть, что при умножении первой строки матри-

цы Ag на каждую из строк Bg получается нуль. Что же касается произведения

остальных строк Ag на каждый из столбцов матрицы Bg, то не обращаются в

нуль лишь два слагаемых, равных по модулю, но противоположных по знаку.

В силу строения матрицы Bg очевидно, что ее ранг равен m.

В соответствии со строками Bg введем в рассмотрение векторы

b0 =
(
− 1 +

k∑

j=1

αk+1,j

αjj
,−1 +

k∑

j=1

αk+2,j

αjj
, . . . ,−1 +

k∑

j=1

αN−1,j

αjj

)
,

b1 =
(
− αk+1,1

α11
,−αk+2,1

α11
, . . . ,−αN−1,1

α11

)
, . . . ,

bk =
(
− αk+1,k

αkk
,−αk+2,k

αkk
, . . . ,−αN−1,k

αkk

)
.

Следовательно, матрица Bg задает следующее отображение w = (Bgs)
Bg :

wi = si〈b0, s〉
−1+

k∑
j=1

αk+i,j
αjj 〈b1, s〉−

αk+i,1
α11 . . . 〈bk, s〉−

αk+i,k
αkk , i = 1, 2 . . . , m,

здесь s = (s1, . . . , sm). В этих обозначениях имеет место

Предложение 4.1. Вектор-функция y(s) = (y1(s), . . . yk(s)) с координатами

y1(s) =

(〈b1, s〉
〈b0, s〉

) 1
α11

, . . . , yk(s) =

(〈bk, s〉
〈b0, s〉

) 1
αkk

146



является решением системы уравнений

g(y1, . . . , yk) =
∂g(y1, . . . , yk)

∂y1
= . . . =

∂g(y1, . . . , yk)

∂yk
= 0. (4.4)

Тем самым в Предложении 4.1 предъявляется параметризация решения

уравнения (4.3) на приведенном Ag-дискриминантном множестве ∇̃Ag
.

Доказательство. Справедливость Предложения проверяется подстановкой

вектор функции y(s), определенной формулой (4.4), в систему. При y(s) =

(y1(s), . . . , yk(s)), w = (Bgs)
Bg левая часть (4.3) принимает вид

1 +
〈b1, s〉
〈b0, s〉

+ . . . +
〈bk, s〉
〈b0, s〉

+

+
m∑

i=1

(
si〈b0, s〉

−1+
k∑

j=1

αk+i,j
αjj 〈b1, s〉−

αk+i,1
α11 . . . 〈bk, s〉−

αk+i,k
αkk

)

×
(
〈b1, s〉
〈b0, s〉

)αk+i,1
α11

. . .

(
〈bk, s〉
〈b0, s〉

)αk+i,k
αkk

=

=
〈b0, s〉+ 〈b1, s〉+ . . . + 〈bk, s〉

〈b0, s〉
+

s1 + . . . + sm

〈b0, s〉
.

Но последняя сумма равна нулю в силу того, что 〈b0, s〉+〈b1, s〉+ . . .+〈bk, s〉 =

−(s1 + . . . + sm) (напомним, что сумма всех строк матрицы Bg равна нулю, а

сама матрица Bg состоит из строк b0, . . . , bk, дополненных единичной матри-

цей).

Для частной производной ∂g(y1,...yk)
∂yj

при рассматриваемых y(s) и w(s) имеем:

∂g(y1(s), . . . yk(s))

∂yj
= αjj

(
〈b0, s〉
〈bj, s〉

) 1
αjj
−1

+

(
〈b0, s〉
〈bj, s〉

) 1
αjj 1

〈b0, s〉
m∑

i=1

αk+i,jsi =

=

(
〈b0, s〉
〈bj, s〉

) 1
αjj 1

〈b0, s〉
(
αjj〈bj, s〉+

m∑

i=1

αk+i,jsi

)
= 0.

Итак, Предложение доказано.
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Теперь перейдем к уравнению (4.2). Как было сказано выше, последнее

уравнение с помощью замены переменной сводится к уравнению (4.3). Для то-

го, чтобы записать формулы замены, обозначим через zi мономы y
αi1
|δ|

1 . . . y
αik
|δ|

k ,

где |δ| – определитель матрицы δ, i = 1, 2, . . . , k и выразим отсюда yj. Непо-

средственной подстановкой yj в уравнения системы проверяется справедли-

вость следующей леммы.

Лемма 4.1. Решением системы

zi = y
αi1
|δ|

1 . . . y
αik
|δ|

k , i = 1, 2, . . . , k (4.5)

являются

yj =
k∏

ν=1

zχjν
ν , j = 1, 2, . . . , k, (4.6)

где χjν – (j, ν)-элемент матрицы δ−1.

Применим Лемму 4.1 к уравнению (4.2), представив

yj =
k∏

ν=1

z(−1)ν+jMνj
ν ,

где Mνj – минор, полученный из δ, путем вычеркивания ν-ого столбца и j-ой

строки. В этом случае (4.2) можно переписать следующим образом:

1 +
k∑

i=1

z
|δ|
i +

m∑

i=1

wi

(
k∏

ν=1

z(−1)ν+1Mν1
ν

)αk+i,1

. . .

(
k∏

ν=1

z(−1)ν+kMνk
ν

)αk+i,k

= 0,

здесь переменная z связана с y по формулам (4.5)-(4.6). Приведя подобные в

степенях при zν, запишем последнее уравнение в форме (4.3):

1 +
k∑

i=1

z
|δ|
i +

m∑

i=1

wi

k∏

ν=1

z(−1)ν+1(Mν1αk+i,1−Mν2αk+i,2+...+(−1)k−1Mνkαk+i,k)
ν = 0.

Выше мы рассматривали матрицу, полученную из δ, с помощью замены ν-ого

столбца на столбец (αi1, αi2, . . . , αik)
T . Далее будем обозначать ее δi

ν. В этих
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обозначениях последнее уравнение примет вид:

1 +
k∑

i=1

z
|δ|
i +

m∑

i=1

wi

k∏

ν=1

z|δ
k+i
ν |

ν = 0, (4.7)

где |δk+i
ν | – определитель матрицы δk+i

ν . Как следует из рассуждений, сделан-

ных в начале параграфа для уравнения такого вида, правым аннулятором

матрицы

A =




1 1 1 . . . 1 1 1 . . . 1

0 |δ| 0 . . . 0 |δk+1
1 | |δk+2

1 | . . . |δN−1
1 |

0 0 |δ| . . . 0 |δk+1
2 | |δk+2

2 | . . . |δN−1
2 |

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . |δ| |δk+1
k | |δk+2

k | . . . |δN−1
k |




,

составленной по последнему многочлену, является следующая матрица B:

B =




−1 + 1
|δ|

k∑
j=1

|δk+1
j | −1 + 1

|δ|
k∑

j=1

|δk+2
j | . . . −1 + 1

|δ|
k∑

j=1

|δN−1
j |

− |δ
k+1
1 |
|δ| − |δ

k+2
1 |
|δ| . . . − |δ

N−1
1 |
|δ|

. . . . . . . . . . . .

− |δ
k+1
k |
|δ| − |δ

k+2
k |
|δ| . . . − |δ

N−1
k |
|δ|

1 0 . . . 0

0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1




.

Покажем, что B является также и правым аннулятором матрицы

AF =




1 1 1 . . . 1

0 α11 α21 . . . αN−1,1

0 α12 α22 . . . αN−1,2

. . . . . . . . . . . . . . .

0 α1k α2k . . . αN−1,k




,
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составленной по уравнению (4.2) (напомним, что в этом уравнении в качестве

переменной участвует yi; также следует напомнить про равенство k+m = N−
1). Несложно увидеть, что первая строка матрицы AF ортогональна каждому

столбцу матрицы B. Что же касается остальных строк из AF , то результат

умножения строки

(0, α1t, α2t, . . . , αN−1,t), 1 ≤ t ≤ k

на произвольный столбец матрицы B дает сумму

− 1

|δ|(α1t|δu
1 |+ α2t|δu

2 |+ . . . + αkt|δu
k |) + αut, u = k + 1, k + 2, . . . , N − 1. (4.8)

Чтобы убедиться, что она равна нулю, достаточно рассмотреть определитель
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

αut α1t α2t . . . αkt

αu1 α11 α21 . . . αk1

αu2 α12 α22 . . . αk2

. . . . . . . . . . . . . . .

αuk α1k α2k . . . αkk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

который, в силу присутствия в нем двух равных строк, обращается в нуль.

Раскладывая его по первой строке, получаем следующее равенство:

αut|δ| − α1t|δu
1 | − α2t|δu

2 | − . . .− αkt|δu
k | = 0,

откуда и следует равенство нулю выражения (4.8). Тем самым показано, что

каждая строка матрицы AF ортогональна любому из столбцов матрицы B.

Итак, матрица B определяет векторы

b0 =

(
−1 +

1

|δ|
k∑

j=1

|δk+1
j |,−1 +

1

|δ|
k∑

j=1

|δk+2
j |, . . . ,−1 +

1

|δ|
k∑

j=1

|δN−1
j |

)
,

b1 =

(
−|δ

k+1
1 |
|δ| ,−|δ

k+2
1 |
|δ| , . . . ,−|δ

N−1
1 |
|δ|

)
, . . . ,
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bk =

(
−|δ

k+1
k |
|δ| ,−|δ

k+2
k |
|δ| , . . . ,−|δ

N−1
k |
|δ|

)
,

она же задает и отображение w = (Bs)B :

wi = si〈b0, s〉
−1+ 1

|δ|

k∑
j=1

|δk+i
j |
〈b1, s〉−

|δk+i
1 |

|δ| . . . 〈bk, s〉−
|δk+i

k
|

|δ| , i = 1, 2, . . . , m.

Здесь, как и выше, вектор s = (s1, . . . , sm). Далее применим Предложение 4.1

к уравнению (4.7). Тогда получим, что на приведенном A-дискриминантном

множестве ∇̃A корень рассматриваемого уравнения имеет вид

zν =

(〈bν, s〉
〈b0, s〉

) 1
|δ|

, ν = 1, 2, . . . , k.

Наконец, воспользовавшись формулой (4.6) из Леммы 4.1, связывающей урав-

нения (4.2) и (4.7), приходим к следующему утверждению, выражающему ос-

новной результат параграфа.

Теорема 20. Вектор-функция y(s) = (y1(s), . . . yk(s)) с координатами

yj(s) =
k∏

ν=1

(〈bν, s〉
〈b0, s〉

)χjν

, j = 1, 2, . . . , k,

где χjν – (j, ν)-ый элемент матрицы δ−1, удовлетворяет системе (4.2), т.е.

параметризует набор особых точек гиперповерхности F (y) = 0.

Эта формула обобщает формулу, доказанную в разделе 3.4.3 для кратных

корней уравнения (3.8). А именно, кратные корни уравнения (3.8) выражаются

по формуле

y(s) =

(〈β, s〉
〈α, s〉

) 1
n

,

где α, β – целочисленные векторы, определенные по формуле (3.11).

Напомним, что логарифмическое отображение Гаусса гиперповерхности

определяется в ее гладких точках по формуле

(x1, . . . , xk) −→ (x1∆
′

x1
: . . . : xk∆

′

xk
).
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Учитывая то, что параметризация дискриминантного множества ∇ является

обращением логарифмического отображения Гаусса, получаем формулу для

решения y(x) уравнения (3.8) в гладких точках ∇:

y(x)
∣∣∣
∇

=

(〈β, x⊙ grad∆〉
〈α, x⊙ grad∆〉

) 1
n

. (4.9)

Для того, чтобы записать формулу для кратных корней других приведен-

ных уравнений (3.6), введем, в соответствии с параметризацией (3.7) дискри-

минантного множества этого уравнения, (n− 1)-мерные векторы:

βp =
1

q − p
(−q, 1− q, . . . [p− q] . . . [0] . . . , n− q),

βq =
1

q − p
(p, p− 1, . . . [0] . . . [p− q] . . . , p− n).

С помощью несложных преобразований убеждаемся, что кратные корни урав-

нения (3.6) допускают параметризацию

z(s) =

(〈βq, s〉
〈βp, s〉

) 1
q−p

, s = (s1, . . . , sn−1) ∈ CPn−2.

Заметим, что при q − p = 1 указанные корни находятся однозначно.

4.2 Кратные решения общей системы из n полиномиаль-

ных уравнений от n неизвестных

4.2.1 О дискриминантном множестве системы n полиномов Лорана

от n переменных

В данном разделе излагаются некоторые результаты статьи [5], которые при-

меняются в следующем разделе для получения формул критических точек

полиномиального отображения. Рассмотрим полиномиальное отображение

P = (P1, . . . , Pn) : T
n → C

n,
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где Tn = (C \ 0)n — комплексный алгебраический тор, а Pi - полиномы Лорана,

т.е. полиномы от переменных y1, y−1
1 ,..., yn, y−1

n . Будем считать, что множества

A(i) показателей мономов в Pi фиксированы, а все коэффициенты переменные.

В таком случае будем говорить, что P – общее полиномиальное отображение

из Tn в Cn.

Для таких отображений обозначим через ∇◦ множество всех коэффициен-

тов, при которых P имеет в Tn кратные нули, т.е. нули, в которых якобиан P

равен нулю.

Определение 4.1. Дискриминантным множеством ∇ отображения P на-

зывается замыкание множества ∇◦ в пространстве коэффициентов.

Таким образом, здесь для нас представляет интерес система полиномиаль-

ных уравнений вида
∑

λ∈A(i)

a
(i)
λ yλ = 0, i = 1, . . . , n (4.10)

с неизвестными y = (y1, . . . , yn) ∈ Tn и переменными коэффициентами a
(i)
λ ,

где A(i) ⊂ Zn – фиксированные конечные подмножества, λ = (λ1, . . . , λn),

yλ = yλ1

1 . . . yλn
n .

При n = 1, когда A(1) = {0, 1, . . . , m}, система (4.10) представляет собой

общее алгебраическое уравнение степени m

amym + · · ·+ a1y + a0 = 0. (4.11)

Выше отмечалось (§ 1.3), что функция y(a) обладает свойством двойной одно-

родности. Это значит, что достаточно рассматривать приведенное уравнение

вида

ym + am−1y
m−1 + · · ·+ a1y − 1 = 0, (4.12)

либо любое уравнение, полученное из (4.11) фиксацией какой-то пары коэф-

фициентов.
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Что же касается случая n > 1, то подобно рассмотренному случаю для

n = 1 удобно рассматривать приведенную систему

yω(i)

+
∑

λ∈Λ(i)

x
(i)
λ yλ − 1 = 0, i = 1, . . . , n, (4.13)

где матрица из столбцов выделенных показателей (ω(1), . . . , ω(n)) = ω невы-

рожденная, а Λ(i) := A(i) \ {ω(i), 0}. Не ограничивая общности, будем считать,

что в (4.13) каждое уравнение имеет мономы с переменными коэффициента-

ми, т.е. все множества Λ(i) непустые (в противном случае задача нахождения

дискриминанта сводится к подсистеме из k < n уравнений с k неизвестны-

ми). В статье [5] показано, что, как правило, систему (4.10) можно привести

к виду (4.13).

Далее обозначим через Λ – дизъюнктное объединение множеств Λi, пусть

#Λ = N – число коэффициентов в системе (4.13). Множество Λ можно интер-

претировать как матрицу

Λ =
(
Λ(1), . . . , Λ(n)

)
=
(
λ1, . . . , λN

)
, (4.14)

столбцами которой являются векторы λk = (λk
1, . . . , λ

k
n) из показателей моно-

мов системы (4.13). Здесь имеется ввиду, что блок Λ(i) матрицы Λ соответству-

ет i-му уравнению системы (4.13), а нумерация столбцов λk внутри каждого

из блоков Λ(i) произвольная, но фиксированная.

Обозначим матрицу из вектор-столбцов ω(1), . . . , ω(n) в (4.13) через ω. Вве-

дем две (n×N)-матрицы

Φ := ω−1Λ, Φ̃ = Φ− χ,

где χ – матрица, i-я строка которой представляет характеристическую функ-

цию подмножества Λ(i) ⊂ Λ, т.е. элементы этой строки равны 1 на местах

λ ∈ Λ(i) и 0 – на всех остальных местах λ ∈ Λ. Строки матриц Φ и Φ̃ обозна-

чим ϕ1, . . . , ϕn и ϕ̃1, . . . , ϕ̃n.
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Рассмотрим два экземпляра пространства CN : одно из них CΛ
x переменных

x = (xλ), а другое CΛ
s переменных s = (sλ), причем CΛ

s будем трактовать

пространством однородных координат для CP
N−1. Определим алгебраическое

(многозначное) отображение

∆ : CP
N−1
s → C

N
x = C

Λ(1)

x(1) × · · · × C
Λ(n)

x(n)

из проективного пространства в пространство коэффициентов x = (xλ) систе-

мы (4.13), полагая

x
(i)
λ = − s

(i)
λ

〈ϕ̃i, s〉
n∏

k=1

(〈ϕ̃k, s〉
〈ϕk, s〉

)ϕkλ

, λ ∈ Λ(i), i = 1, . . . , n, (4.15)

где ϕkλ – координата с номером λ ∈ Λ(i) ⊂ Λ строки ϕk.

Поясним, как выбираются ветви радикалов дробно-линейных функций в

(4.15). Введем для этих функций обозначения:

Wk =
〈ϕ̃k, s〉
〈ϕk, s〉

, k = 1, . . . , n.

Имеет место равенство ω−1 = BDm
−1A, где A и B – унимодулярные матрицы,

а Dm – диагональная матрица с целыми положительными числами m1, . . . , mn

на диагонали. Поэтому в обозначениях W = (W1, . . . , Wn), WB = V произве-

дения в (4.15) можно записать в виде
n∏

k=1

(〈ϕ̃k, s〉
〈ϕk, s〉

)ϕkλ

= W ϕλ =
(
WB

)Dm
−1Aλ

=
(
V

1/m1

1 , . . . , V 1/mn
n

)Aλ

,

где ϕλ – вектор-столбец с координатами ϕkλ. Для всех λ ∈ Λ векторы Aλ

целочисленные. Выбирая для каждого k все mk значений радикала V
1/mk

k , мы

получим все требуемые ветви для ∆. Формально их m1 . . .mn = |detω| штук,

но некоторые из этих ветвей могут повторяться.

Говорят, что дискриминантное множество ∇ системы (4.13) зависит от всех

групп коэффициентов x(1), . . . , x(n), если∇ не факторизуется в виде∇′×CΛ(k)

,

где ∇′

– алгебраическое подмножество в CΛ(1) × . . . [k] . . .× CΛ(n)

.
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Если множество показателей полинома Лорана Q(y1, . . . , yn) не лежит в

k-мерной плоскости, то говорят, что Q(y1, . . . , yn) по-существу зависит не

менее чем от k + 1 переменных. В противном случае, т.е. когда все показате-

ли лежат в некоторой k-мерной плоскости, существует мономиальная замена

y = tθ с невырожденной рациональной (=целочисленной) (n× n)-матрицей θ,

преобразующая Q(y) к виду Q(tθ) = (моном) × Q̃(t), где Q̃ зависит не более

чем от k переменных tj.

Теорема 21 ([5]). 1) Если в (4.13) каждая подсистема из k ≤ n− 1 уравне-

ний по-существу зависит не менее чем от k + 1 переменных (в частности,

если многогранник Ньютона каждого уравнения в (4.13) n-мерный), то дис-

криминантное множество ∇ системы (4.13) параметризуется по формуле

(4.15).

2) Если ∇ имеет неприводимые компоненты, зависящие от всех групп

переменных коэффициентов x(1), . . . , x(n), то объединение всех таких ком-

понент также параметризуется по формуле (4.15).

Если неприводимая компонента ∇ зависит менее чем от n групп коэффи-

циентов x(i1), . . . , x(ik), то она параметризуется формулой, построенной анало-

гично (4.15) по подсистеме уравнений с номерами i1, . . . ,ik.

Теорема 22 ([5]). Если дискриминантное множество ∇ системы (4.13) яв-

ляется неприводимой гиперповерхностью, зависящей от всех групп перемен-

ных, то его параметризация (4.15) является обращением логарифмического

отображения Гаусса: ∆(s) = γ−1(s).

Для классического дискриминанта этот результат отмечался в [97]. Сле-

дуя [97], параметризацию ∇ в виде γ−1(s) назовем параметризацией Горна-

Капранова, учитывая результаты статей [82], [85].
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Одним из достаточных условий для того, чтобы дискриминантное множе-

ство ∇ системы (4.13) являлось гиперповерхностью, является следующее

Предложение 4.2 ([5]). Если все векторы ϕi, ϕ̃i, i = 1, . . . , n имеют нену-

левые координаты, то образ ∇ отображения (4.15) есть гиперповерхность.

4.2.2 Формулы для кратных решений общей системы из n полино-

миальных уравнений от n неизвестных

Рассмотрим общую приведенную систему (4.13) n уравнений с n неизвестны-

ми, где ω – невырожденная матрица. Пусть Λ есть дизъюнктное объедине-

ние множеств Λ(i) и N := #Λ, т.е. число переменных коэффициентов систе-

мы (4.13). Множество коэффициентов системы есть векторное пространство

CN ∼= CΛ, в котором координаты точек x = xλ индексируются элементами

λ ∈ Λ. Координаты, соответствующие i-ому уравнению системы, индексиру-

ются xi.

При нахождении решения системы (4.13) важную роль играет линеариза-

ция этой системы, подробно изученная в статье [5]. Для этого в пространстве

CΛ×Tn с координатами x =
(
x

(i)
λ

)
, y = (y1, . . . , yn) используется замена пере-

менной (ξ, W )→ (x, y) в CΛ × T n:

x
(i)
λ = ξ

(i)
λ W ω−1λW−1

i , λ = (λk) ∈ Λ(i), i = 1, . . . , n,

y = W−ω−1

,

где W = (W1 . . . , Wn), ξ = (ξ
(i)
λ ). В результате система (4.13) преобразуется в

систему линейных уравнений

Wi = 1 +
∑

λ∈Λ(i)

ξ
(i)
λ , i = 1, . . . , n. (4.16)
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Далее, пусть Φ и Φ̃ – две матрицы:

Φ = ω−1Λ, Φ̃ = Φ− χ,

где χ – матрица, i-ая строка которой есть характеристическая функция под-

множества Λ(i) ⊂ Λ. При замене ξ → x в пространстве коэффициентов CΛ,

определенной формулой

x
(i)
λ = ξ

(i)
λ

n∏

k=1

(
1 +

∑

τ∈Λ(k)

ξ(k)
τ

)ϕkλ−δi
k

, λ = (λk) ∈ Λ(i), i = 1, . . . , n, (4.17)

(здесь δi
k – символ Кронекера) решение y(x) системы (4.13) принимает вид

ỹ(ξ) = y(x(ξ)) = (W (ξ))−ω−1

, (4.18)

где W (ξ) = (W1(ξ
(1)), . . . , Wn(ξ

(n))) – вектор, составленный из линейных функ-

ций (4.16). При замене (4.17) коэффициентов системы (4.13) решение y(x) пе-

реходит в решение ỹ(ξ), аналитическое в области

G =

{
ξ =

(
ξ(1), . . . , ξ(n)

)
∈ C

Λ :
n∏

k=1

(
1 +

∑

λ∈Λ(k)

ξ
(k)
λ

)
6= 0

}
.

Множество критических точек линеаризации (4.17) есть нулевое множество

ее якобиана

∂(x)

∂(ξ)
=

n∏

i=1

Wi(ξ)
|ϕi|−(#Λ(i))−1 × det

(
δk
j +

∑

λ∈Λ(k)

ϕjλξλ

)
j,k=1,...,n

.

Якобиан обращается в нуль на гиперповерхности

L = {ξ : PΦ(ξ) = 0}

с определяющим полиномом

PΦ(ξ) = det

(
δk
j +

∑

λ∈Λ(k)

ϕjλξλ

)

j,k=1,...,n

.

158



В предположении, что все строки ϕi матрицы Φ ненулевые, отображение

CP
N−1
s → CΛ, определенное дробно-линейными функциями

ξλ = − sλ

〈ϕj, s〉
, λ ∈ Λ(j), j = 1, . . . , n, (4.19)

параметризует L (см. [5]). Кроме того, замыкание множества критических зна-

чений x(L∩G) линеаризации x(ξ) совпадает с дискриминантным множеством

системы (4.13):

x(L ∩G) = ∇.

Принимая во внимание вышесказанное, можем параметризовать множество

критических точек системы (4.13), подставив параметризацию (4.19) в пред-

ставление решений (4.18). Сначала подставляя (4.19) в (4.16), получим

Wi =
〈ϕ̃i, s〉
〈ϕi, s〉

,

где ϕi, ϕ̃i – строки матриц Φ, Φ̃ соответственно. Далее применяя (4.18), полу-

чаем следующую параметризацию решения y(s):

yj(s) =
n∏

i=1

(〈ϕ̃i, s〉
〈ϕi, s〉

)−ω̂j
i

, j = 1, . . . , n, (4.20)

где ω̂j – строки матрицы ω̂ := ω−1. Таким образом, доказана

Теорема 23. Сужение на дискриминантное множество решения

y = (y1(x), . . . , yn(x)) общей приведенной системы уравнений (4.13) вы-

ражается формулой (4.20).
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Заключение

Приведем основные результаты, полученные в диссертационной работе.

1. Найдена новая формула решения общего алгебраического уравнения в

виде ветвящегося интеграла с широкой областью сходимости.

2. Описана монодромия общей алгебраической функции в окрестности обла-

сти сходимости представляющего ее гипергеометрического ряда Меллина.

Построен новый, так называемый логарифмический метод аналитическо-

го продолжения алгебраических функций.

3. Исследованы сингулярные страты каспидального типа для классического

дискриминантного множества.

4. Доказано, что мономиальными преобразованиями сингулярные страты

каспидального типа переводятся в A-дискриминантные множества. Тем

самым, обнаружена иерархия между сингулярными стратами семейства

всех A-дискриминантных множеств.

5. Получены явные формулы для особых точек общих алгебраических ги-

перповерхностей.
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