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общая характеристика работы 1

Актуальность темы. Дифференцирование алгебр Ли L(R) и Йорда-

на J(R), ассоциированных с ассоциативной алгеброй R, называют соответ-

ственно лиевым или йордановым дифференцированием алгебры R. Ана-

логично их определяют для ассоциативного кольца R, а также лиевы и

йордановы изоморфизмы и автоморфизмы R.

Лиевы и йордановы дифференцирования и изоморфизмы алгебр и ко-

лец имеют давний интерес. Хорошо известно, что для нильпотентного диф-

ференцирования δ алгебры Ли над полем нулевой характеристики exp (δ)

есть автоморфизм алгебры. Такие автоморфизмы простых комплексных

алгебр Ли являются ключевыми при построении групп Шевалле над про-

извольным полем и даже ассоциативно-коммутативным кольцом. Согласно

классической теореме И.Н. Херстейна [21], йорданово дифференцирование

первичного кольца характеристики 6= 2 всегда является дифференцирова-

нием самого кольца. Теорему для йордановых изоморфизмов см. [22], [23].

Развитие исследований отражают W.E. Baxter, W.S. Martindale, А.В. Ми-

халёв, K.I. Beidar ([8], [13]) и др.

Для простых и полупервичных колец аналоги теорем Херстейна изуча-

ли J. M. Cusack, M. Brešar, M.A. Chebotar, Р. Šemrl, J. Vukman ([11], [16],

[14]). Для колец и алгебр (с ненулевым нильпотентным идеалом) NT (n, R)

нильтреугольных и T (n, R) треугольных n×n -матриц с различными огра-

ничениями на кольцо коэффициентов лиевы и йордановы дифференциро-

вания изучали A.H.A. Driss, Y. Cao, L. Ben Yakoub, S. Ou, D. Wang, R. Yao,
1Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (код проек-

та 09-01-00717).
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J.H. Chun, J.W. Park ([19], [28], [17]) и, соответственно (случай T (n, R)),

S.P. Coelho, C.P. Milies, D. Benkovič, S. Jondrup ([15], [24],[10] и др.).

N.M. Ghosseiri [20] изучал более общее, чем T (n, R), параболическое (то

есть содержащее T (n,R)) подкольцо полного матричного кольца M(n, R).

Главный пример получается здесь следующим образом. Обозначим через

eij матричные единицы. Набор I = {Iij} идеалов кольца R с услови-

ем IijIjk ⊆ Iik, для любых i, j, k из множества Γn = {1, . . . , n} назы-

вают ковром идеалов степени n [4]. Очевидно, он определяет подкольцо∑
i,j∈Γn

Iijeij, называемое – при условии параболичности Iij = R, i ≥ j, –

ковровым параболическим.

Когда R есть кольцо без 2-кручения, N.M. Ghosseiri доказал разложи-

мость йорданового дифференцирования коврового параболического под-

кольца в сумму дифференцирования и антидифференцирования. В.М. Лев-

чук и О.В. Радченко установили аналог теоремы Херстейна для диффе-

ренцирований кольца NT (Γ, R) нильтреугольных финитарных Γ -матриц

||aij||i,j∈Γ над любым ассоциативным кольцом R с единицей, где Γ — произ-

вольное линейно упорядоченное множество [26], [5]. Естественно возникает

Задача (А). Описать лиевы и йордановы дифференцирования ковро-

вого параболического подкольца кольца финитарных Γ-матриц над про-

извольным ассоциативным кольцом с единицей.

Далее. Автоморфизмы радикального кольца

Kn(R, J) = NT (n, R) + M(n, J)

изучались в [25]. Известно, что когда R есть кольцо Z/pmZ классов вы-

четов целых чисел по модулю pm (p – простое число, m > 1), присоеди-
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ненная группа кольца Kn(R, J) изоморфна силовской p -подгруппе груп-

пы GLn(R). Подобное представление использовалось для силовских p -

подгрупп классических групп и групп Шевалле над кольцом Z/pmZ при

исследовании их центральных рядов и автоморфизмов (см. [1, Вопросы

6.34 и 12.42]). Вопрос 8.3 Верфрица из Коуровской тетради [1] и его аналог

о регулярности указанных силовских подгрупп изучали А.В. Ягжев [7] и

С.Г. Колесников [2], [3]. В диссертации исследуется

Задача (Б). Перечислить регулярные силовские p -подгруппы класси-

ческих линейных групп или, более общо, групп Шевалле нормальных ти-

пов над кольцом Z/pmZ.

Целью диссертации является решение задачи (Б) для симплектиче-

ских и ортогональных групп четной размерности при малых m и полное

решение задачи (А).

Методы исследования являются классическими для общей теории

групп и колец. Применяются также специальные методы теории групп и

колец матриц.

Научная новизна и практическая ценность. Все основные резуль-

таты диссертации являются новыми. Диссертация носит теоретический ха-

рактер. Её результаты могут быть использованы в дальнейших исследова-

ниях p-групп и дифференцированиях колец, при чтении спецкурсов.

Апробация диссертации. Основные результаты представлены на

Международной алгебраической конференции (Красноярск, 2007), Всерос-

сийской конференции по математике и механике (Томск, 2008), Между-

народной алгебраической конференции "Алгебра, логика и приложения"
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(Красноярск, 2010), Международной конференции "Мальцевские чтения"

(Новосибирск, 2011).

Публикации.Основные результаты диссертации опубликованы в рабо-

тах [30]—[36], включая публикации в журналах из перечня ВАК.

Структура и объем диссертации. Диссертация включает введение,

две главы и список литературы. Нумерация всех утверждений в диссерта-

ции сквозная. Текст диссертации изложен на 67 страницах. Список лите-

ратуры включает 48 наименования.

Содержание диссертации

Основными результатами диссертации являются следующие:

– доказано, что всякое дифференцирование коврового параболического

подкольца S кольца финитарных матриц над ассоциативным кольцом

с единицей есть сумма локально внутреннего и индуцированного диф-

ференцирований;

– показано, что всякое йорданово и лиево дифференцирование S явля-

ются суммой обычного дифференцирования и явно указанных экстре-

мальных дифференцирований (получено полное решение задачи А));

– выявлены для m = 1, 2 все значения p и n, при которых силов-

ские p -подгруппы симплектической Sp2n(Z/pmZ) и ортогональной

O+
2n(Z/pmZ) групп нерегулярны (частичное решение задачи Б)).
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Первая глава посвящена описанию дифференцирований ковровых пара-

болических подколец колец финитарных матриц над ассоциативным коль-

цом с единицей и ассоциированных с ним колец Ли и Йордана. В разделе

1.1 даются определения финитарных и слабофинитарных матриц, парабо-

лического и коврового кольца, индуцированного и локально внутреннего

дифференцирований.

Основной в разделе 1.2 является

Теорема 1. Пусть R — ассоциативное кольцо с единицей и Γ — про-

извольная цепь, |Γ| > 2. Тогда любое дифференцирование коврового пара-

болического подкольца SI(R) есть сумма локально внутреннего и инду-

цированного дифференцирований.

Теорема 1 опубликована в [34]. Для конечной цепи Γ она была доказана

в [20].

Для описания йордановых и лиевых дифференцирований в разделе 1.3

выделяются следующие экстремальные дифференцирования. Пусть Γ =

{1, . . . , n}, n > 2, и совокупность {ϕi | i ∈ Γ} аддитивных отображений

кольца R в центр Z(R) удовлетворяет условию ϕi(xy) = ϕj(yx) для любых

i, j ∈ Γ и любых x ∈ Iij, y ∈ Iji. Отображение Φ, которое произвольной

матрице A = (aij) ∈ SI(R) ставит в соответствие матрицу

Φ(A) =
n∑

i=1

ϕi(aii)E.

является лиевым дифференцированием кольца SI(R). Если дополнительно

потребовать, чтобы 2ϕi(R) = 0 для всех i ∈ Γ, то Φ будет йордановым

дифференцированием SI(R) (тривиальным, когда 2 ∈ R∗). Обозначим их

через ΦI и ΦJ соответственно.
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Определим также отображение Π кольца SI(R) в себя, положив

Π(A) = π(a1n)en1, A = (aij) ∈ SI(R),

где π : I1n −→ R — аддитивное отображение, удовлетворяющее условиям:

1) π(xy) = ±yπ(x), π(yx) = ±π(x)y, x ∈ I1n, y ∈ R; π(xy ± yx) = 0,

x, y ∈ I1n;

2) π(I1nIin) = π(I1iI1n) = π(I1iIin) = 0, 1 < i < n.

Отображение Π будет йордановым дифференцированием подкольца SI(R),

если в 1) выбран знак "+", и лиевым, когда выбран знак "−".

Поставленную выше задачу А) решают следующие две теоремы, дока-

занные в разделе 1.4.

Теорема 2. Пусть R — ассоциативное кольцо с единицей, Γ – про-

извольная конечная цепь, |Γ| > 2. Тогда произвольное йорданово (лиево)

дифференцирование коврового параболического подкольца SI(R) является

суммой обычного дифференцирования и дифференцирований ∆ и ΦJ (со-

ответственно ∆ и ΦΛ).

Теорема 3. Всякое йорданово и лиево дифференцирование коврового па-

раболического подкольца SI(R) является обычным дифференцированием,

если цепь Γ бесконечна и R – ассоциативное кольцо с единицей.

Теоремы 2 и 3 доказаны совместно с С.Г. Колесниковым и опубликованы

в работах [32]–[34].

Глава 2 посвящена перенесению результатов, полученных А.В. Ягже-

вым [7] и С.Г. Колесниковым [2], [3] при решении вопроса 8.3 Верфрица из
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Коуровской тетради, на симплектические группы и ортогональные группы

чётной размерности.

В разделе 2.1 приводится определение регулярной p -группы, строят-

ся силовские p -подгруппы симплектической Sp2n(Z/pmZ) и ортогональ-

ной O+
2n(Z/pmZ) групп, и доказывается ряд вспомогательных теоретико-

числовых результатов.

Основные результаты второй главы заключены в следующих двух тео-

ремах, которые доказываются в разделах 2.2 и 2.3 соответсвенно.

Теорема 4. Силовская p -подгруппа симплектической группы

Sp2n(Z/pmZ) нерегулярна при любом m > 1, если p < 2n, и при лю-

бом m > 2, когда p < 4n.

Теорема 5. Силовская p -подгруппа ортогональной группы O+
2n(Z/pmZ)

нерегулярна при любом m > 1, если p < 2n− 2, и при любом m > 2, когда

p < 4n− 4.

Теоремы 4 и 5 дают полное решение задачи Б) для силовских p -подгрупп

указанных групп в случае, когда m = 1, 2.

Результаты главы 2 были анонсированы в [36] и опубликованы в [35].

Теорема 4 доказана в нераздельном соавторстве с С.Г. Колесниковым. До-

казательство теоремы 5 принадлежит автору.

Автор благодарен своим научным руководителям В.М. Левчуку и С.Г.

Колесникову за постановку задач и внимание к работе.
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