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Общая характеристика работы

Постановка задачи и актуальность темы диссертации.

Многие задачи теории групп и ее приложений сводятся к проблеме на­

хождения множества порождающих элементов, удовлетворяющих ряду опре­

деленных свойств. Для конечных простых групп и близких к ним наиболь­

ший интерес вызывают порождающие множества минимальной мощности, в

которых особую роль играют инволюции.

Всякая конечная простая неабелева группа содержит инволюции и по­

рождается любым классом сопряженных инволюций. Естественно возникает

вопрос: каково минимальное число инволюций (необязательно сопряженных),

порождающих конечную простую неабелеву группу? К 90-м годам прошлого

века стало известно, что тремя инволюциями порождена каждая конечная

простая неабелева группа, исключая группу 𝑈3(3) [1].

С другой стороны, были описаны группы, порожденные тремя инволю­

циями, порядки произведений каждых двух из которых невелики. Например,

если эти порядки равны 2, 3, 5, то соответствующая группа является либо

знакопеременной группой 𝐴5, либо ее инволютивным расширением. Несколь­

ко лет назад было выяснено [2–7] какие конечные простые неабелевы группы

порождаются тремя инволюциями, две из которых перестановочны. Такие

тройки инволюций, если они существуют в группе, называются далее мазу­

ровскими тройками инволюций этой группы.

Я. Н. Нужин [2–6] доказал, что в некоторых линейных группах размер­

ностей, не превосходящих 4, и в знакопеременных группах 𝐴6, 𝐴7, 𝐴8 мазу­

ровских троек инволюций не существует, а в других знакопеременных груп­

пах и простых группах лиева типа указал явно по мазуровской тройке. Яс­

но, что если (𝑖, 𝑗, 𝑘) — мазуровская тройка инволюций, причем 𝑖𝑗 = 𝑗𝑖, то

тройки инволюций вида (𝑖𝑗, 𝑖, 𝑘) и (𝑖𝑗, 𝑗, 𝑘) также являются мазуровскими.
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В работе [7] показано, что среди спорадических групп, только группы Матье

𝑀11,𝑀22,𝑀23 и группа Маклафлина 𝑀𝑐𝐿 не обладают мазуровскими тройка­

ми инволюций. Вместе с тем, несколько ранее отсутствие мазуровских троек

инволюций в этих группах было показано в работе [8], положившей начало

циклу работ по следующей задаче:

В1. (А. В. Тимофеенко). Указать алгоритмы поиска мазуровских тро­

ек инволюций в конечных простых группах и создать электронный атлас

таких троек.

Если (𝑖, 𝑗, 𝑘) — мазуровская тройка инволюций конечной простой группы

𝐺 и |𝑖𝑗| = 2, |𝑖𝑘| = 𝑝, |𝑗𝑘| = 𝑞, то определим 𝐶2(𝐺) как множество всех таких

упорядоченных пар чисел (𝑝, 𝑞). Мы не различаем две мазуровские тройки

инволюций, если соответствующие числа 𝑝 и 𝑞 равны.

Группу типа Коксетера со следующим графом Коксетера при 𝑝, 𝑞 ≥ 3,

𝑎
u

𝑐
u𝑝 𝑞

𝑏
u

Д. Докович предложил называть 𝑇𝐶(𝑝, 𝑞)-группой. Вопрос, какие конечные

простые неабелевы группы являются 𝑇𝐶(𝑝, 𝑞)-группами, равносилен вопросу

о существовании мазуровских троек инволюций в конечных простых группах.

В работе [8] поставлен более сильный вопрос.

В2. (Я. Н. Нужин). Какие конечные простые группы являются 𝑇𝐶(𝑝, 𝑞)-

группами при фиксированных 𝑝 и 𝑞?

Особый интерес представляют частные случаи для малых 𝑝 и 𝑞, а именно,

когда (𝑝, 𝑞) = (4, 5), (4, 6), (5, 5), (5, 6), (6, 6). Известно, что линейная груп­

па 𝐿2(11) является 𝑇𝐶(5, 5)-группой и 𝑇𝐶(5, 6)-группой, а знакопеременная

группа 𝐴5 — 𝑇𝐶(5, 5)-группой. Известно [9] также, что если (𝑝, 𝑞) ∈ {(3, 3),

(3, 4), (3, 6), (4, 4)}, то 𝑇𝐶(𝑝, 𝑞)-группа не проста. Построив (под)множество
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𝐶2(𝐺), мы получаем ответ на вопрос о принадлежности группы 𝐺 классу

𝑇𝐶(𝑝, 𝑞).

Если группа порождена тремя инволюциями 𝑖, 𝑗, 𝑘, то, очевидно, что про­

изведение элементов 𝑖𝑗𝑘𝑘𝑗𝑖 = 1, а если 𝑖𝑗 = 𝑗𝑖, то единице равно произведе­

ние пяти инволюций (𝑖𝑗 — одна из них), порождающих эту группу. И тогда

возникает следующий вопрос («Коуровская тетрадь», вопрос 14.69):

В3. (Я. Н. Нужин). Для каждой конечной простой неабелевой группы

найти минимум числа порождающих инволюций, удовлетворяющих допол­

нительному условию, в каждом из следующих случаев.

1) Произведение порождающих инволюций равно 1.

2) (Malle-Saxl-Weigel) Все порождающие инволюции сопряжены.

3) (Malle-Saxl-Weigel) Выполняются одновременно свойства 1) и 2).

4) Все порождающие инволюции сопряжены и две из них перестано­

вочны.

С точки зрения строения порождающего множества конечной простой

группы нужно выделить гипотезу Дж. Томпсона, занесенную В. Д. Мазуро­

вым в «Коуровскую тетрадь» как вопрос 9.24.

В4. (Дж. Томпсон). Гипотеза: всякая конечная простая неабелева груп­

па 𝐺 представима в виде 𝐺 = 𝐶𝐶, где 𝐶 — некоторый класс сопряженных

элементов группы 𝐺.

Возможности вычислительных методов были эффективно использованы

в данной работе при изучении парных силовских пересечений в конечных по­

чти простых группах. Важным инструментом в такого рода исследованиях яв­

ляется параметр 𝑙𝑝(𝐺). Пусть 𝐺 — конечная группа с силовской 𝑝-подгруппой

𝑃 и условием 𝑂𝑝(𝐺) = 1, где 𝑂𝑝(𝐺) обозначает наибольшую нормальную

𝑝-подгруппу группы 𝑃. Если 𝑋 = {𝑃 𝑔 | 𝑃 𝑔 ∩ 𝑃 = 1, 𝑔 ∈ 𝐺}, то, очевид­
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но, что подгруппа 𝑃 действует сопряжениями на множестве 𝑋. Через 𝑙𝑝(𝐺)

обозначим число орбит при этом действии.

В5. (В. И. Зенков). Чему равно значение 𝑙2(𝐴𝑢𝑡(𝐺)) для групп Шевалле

малых рангов над полем порядка не превосходящего 9?

Как заметил В. И. Зенков изучение групп над полями порядков не более

9 является базисным при рассмотрении общего случая. Он же предложил ав­

тору использовать компьютерные вычисления для решения данного вопроса.

Цель диссертации. Целью диссертационной работы является постро­

ение новых порождающих множеств с некоторыми условиями, создание гео­

метрических интерпретаций соответствующих групп и вычисление ряда па­

раметров порождающих и связанных с ними множеств в контексте вопросов

В1—В5.

Основные результаты. Основные результаты диссертации связаны с

решением вопросов В1, В2, В5 и состоят в следующем:

− указан явный вид некоторых мазуровских троек инволюций спорадиче­

ской группы Бэби 𝐵;

− создан комбинаторный алгоритм поиска мазуровских троек инволюций

в группе, позволяющий, с точностью до сопряженности, указать все

такие тройки. Этот алгоритм реализован для последовательного и па­

раллельного варианта компьютерных вычислений;

− получено точное значение, либо нижняя оценка числа орбит при дей­

ствии силовской 2-подгруппы сопряжениями на множестве силовских

2-подгрупп, тривиально пересекающихся с ней в группах автоморфиз­

мов ряда групп лиева типа.

Научная новизна. Все результаты, полученные в диссертации, явля­

ются новыми. Диссертационная работа носит теоретический характер.
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Методы исследования. Основным инструментом изучения групп в

представляемой работе являются компьютерные вычисления с помощью си­

стемы компьютерной алгебры GAP [10]. Применяются методы параллельно­

го программирования. Специфика инструментария позволяет конструктивно

отвечать на поставленные вопросы, что весьма важно для приложений.

Теоретическая и практическая ценность. Полученные результаты

могут быть использованы в теории групп и ее приложениях. Практическая

значимость диссертации обусловлена тем, что созданные алгоритмы могут

быть легко интегрированы в систему компьютерной алгебры GAP, а резуль­

таты посредством создания электронного атласа доступны для прикладных

исследований.

Апробация работы. Результаты работы докладывались на Междуна­

родной конференции по математике и механике, посвященной 125-летию ТГУ

и 55-летию ММФ (Томск, 2003 г.), Всероссийской научно-технической кон­

ференции «Параллельные вычисления в задачах математической физики»

(Ростов, 2004 г.), Межрегиональной школе-семинаре «Распределенные и кла­

стерные вычисления» (Красноярск, 2004 и 2005 гг.), Международной алгеб­

раической конференции по теории групп (Екатеринбург, 2005 г.), посвящен­

ной 100-летию со дня рождения П. Г. Конторовича и 70-летию Л. Н. Шеври­

на, Международном российско-китайском семинаре «Алгебра и логика» (Ир­

кутск, 2007 г.), Международной алгебраической конференции, посвященной

80-летию со дня рождения А.И. Кострикина (Нальчик, 2009 г.), Междуна­

родной конференции «Алгебра, логика и приложения» (Красноярск, 2010 г.),

Международной конференции «Мальцевские чтения» (Новосибирск, 2009 и

2010 гг.), Красноярском алгебраическом семинаре.

Публикации. Результаты автора по теме диссертации опубликованы в

работах [М1-М15], в том числе в статье [М10], входящей в перечень ВАК

ведущих рецензируемых научных журналов и изданий.
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Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

двух глав, приложения и списка литературы (43 наименования). Нумерация

теорем, лемм, следствий и примеров включает последовательно номер главы,

параграфа и порядковый номер в параграфе. Объем диссертации 83 страни­

цы.

Содержание работы

Первая глава состоит из пяти параграфов и посвящена вопросам B1—B3,

связанными с задачей построения порождающих множеств инволюций для

конечных простых групп. Показано, что группа 𝑈3(3) порождается четырь­

мя инволюциями и получены все, с точностью до изоморфизма их графов

Коксетера, такие четверки инволюций.

Указан алгоритм поиска мазуровских троек инволюций в конечной про­

стой группе и с его помощью построены все, с точностью до порядков пар

неперестановочных инволюций, мазуровские тройки инволюций знакопере­

менных групп 𝐴𝑛, 12 6 𝑛 6 16. Следующая теорема исправляет неточность

работы [2].

Теорема 1.2.1. Знакопеременная группа 𝐴4𝑚,𝑚 > 3, порождается

тремя инволюциями 𝑖, 𝑗, 𝑘, две из которых перестановочны, причем в ка­

честве таких инволюций можно взять подстановки:

𝑖 = (1, 2)(3, 4)...(𝑛− 5, 𝑛− 4)(𝑛− 3, 𝑛)(𝑛− 2, 𝑛− 1),

𝑗 = (5, 6)(7, 8)...(𝑛− 3, 𝑛− 2)(𝑛− 1, 𝑛),

𝑘 = (2, 3)(4, 5)...(𝑛− 4, 𝑛− 3), 𝑛 = 4𝑚.

С использованием подгруппового строения построено подмножество ма­

зуровских троек инволюций спорадической группы Бэби 𝐵.

Пусть 𝑎, 𝑏 — указанные в электронном атласе конечных групп [11] по­

рождающие элементы спорадической группы Бэби 𝐵,
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𝑐 = (𝑎𝑏)−13(𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏)10(𝑎𝑏)13, 𝑑 = 𝑏(𝑎𝑏𝑏)
17

𝑐𝑏(𝑎𝑏𝑏)
17

𝑐(𝑏𝑏)(𝑎𝑏𝑏)
17

, 𝑒 = 𝑐𝑑, 𝑓 = 𝑐𝑑2,

𝐾 = {𝑐, 𝑑𝑓 2𝑒2𝑓 3𝑒𝑓 3𝑒3𝑓𝑒2𝑓𝑒2𝑓𝑒4𝑓𝑒2𝑓𝑒𝑓 2𝑐, 𝑒2𝑓 2𝑒2𝑓𝑒𝑓𝑒2𝑓𝑒2𝑓 5𝑒𝑓 3𝑒𝑓𝑒𝑓𝑒4𝑓 2𝑒

𝑓𝑒4𝑓𝑒, 𝑓𝑒4𝑓𝑒𝑓 2𝑒𝑓 5𝑒𝑓 2𝑒𝑓𝑒𝑓 2𝑒2𝑓 2𝑒𝑓 3𝑒𝑓𝑒3𝑓 2𝑒2𝑓 2𝑒2𝑓 3𝑒𝑓 4𝑒, 𝑑𝑓 2𝑒2𝑓 3𝑒𝑓 3𝑒2𝑓𝑒4𝑓𝑒𝑓 2𝑒

𝑓𝑒2𝑓 3𝑒3𝑓 2𝑒2𝑓𝑒𝑓 2𝑒𝑓𝑒2𝑓, 𝑓 3𝑒𝑓𝑒2𝑓 2𝑑𝑒𝑓𝑒𝑓 3𝑒𝑓𝑒2𝑓 2𝑒, 𝑑𝑓 2𝑒2𝑓𝑒𝑓𝑒2𝑓𝑒5𝑓𝑒2𝑓𝑒𝑓 3𝑒𝑓 3𝑒𝑓𝑒2

𝑓 3𝑒3𝑓 3𝑒𝑓𝑒𝑓 4, 𝑒2𝑓𝑒𝑓𝑒2𝑓𝑒5𝑓𝑒2𝑓𝑒𝑓 3𝑒𝑓 2𝑒𝑓𝑒2𝑓𝑒2𝑓𝑒𝑓𝑒𝑓 4𝑒𝑓 5, 𝑑2𝑓 2𝑒2𝑓 3𝑒𝑓 3𝑒4(𝑓𝑒)3𝑓 2𝑒

𝑓𝑒2𝑓 2(𝑒𝑓)4𝑒𝑓 2𝑒2𝑓 2𝑒2𝑓 3𝑒𝑓, 𝑑2𝑓 3𝑒3𝑓𝑒3𝑓 2𝑒𝑓 3𝑒𝑓 2𝑒𝑓 4𝑒2𝑓 2𝑒𝑓 2𝑒2}.

Теорема 1.2.4. Если 𝑎, 𝑏 — указанные в электронном атласе конечных

групп порождающие элементы спорадической группы Бэби 𝐵, то тройка ин­

волюций (𝑖, 𝑗, 𝑘), где 𝑖 = 𝑎, 𝑗 =
(︀
(𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑏)6

)︀𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏
или 𝑗 =

(︀
(𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑏)12

)︀𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏
, для всех 𝑘 ∈

𝐾 является мазуровской тройкой инволюций этой группы.

Найденные мазуровские тройки инволюций позволяют указывать новые

определяющие соотношения для группы. Так спорадическая группа Янко 𝐽1

является группой типа Коксетера со следующими определяющими соотноше­

ниями: 𝐽1 = ⟨𝑎, 𝑏, 𝑐 | 𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, (𝑎𝑏)2, (𝑎𝑐)3, (𝑏𝑐)7, (𝑎𝑏𝑐)19, (𝑏𝑐𝑏𝑐𝑎)15⟩.

В третьем параграфе указан алгоритм и его компьютерная реализация

построения гамильтоновых циклов в графе Кэли конечной группы, порождён­

ной инволюциями мазуровской тройки. Приведены примеры гамильтоновых

циклов. Теорема 1.2.4 и результаты третьего параграфа получены в неразде­

лимом соавторстве с научным руководителем и опубликованы в [M9-M11].

В четвертом параграфе для групп 𝐿3(𝑞) исследован вопрос о минималь­

ном значении числа порождающих инволюций, произведение которых равно

единице. Если обозначить через 𝑛𝑘(𝐺) минимум числа порождающих инво­

люций группы 𝐺, произведение которых равно единице и удовлетворяющих

условию под номером 𝑘 в вопросе В3, то справедлива

Теорема 1.4.1. Если 𝐺 ≃ 𝐿3(𝑞) и 𝑞 = 7, 13, 19, 25, 31, 37, то 𝑛𝑘(𝐺) =

5, 1 6 𝑘 6 5.

В пятом параграфе некоторые знакопеременные группы классифици­
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рованы как группы типа Коксетера. В шестом параграфе размещены мно­

жества 𝐶2(𝐺) для знакопеременных групп 𝐴𝑛, 12 6 𝑛 6 16, и спорадиче­

ской группы Бэби 𝐵. Результаты параграфов 1,2,4-6 опубликованы в работах

[M2-M4,M6,M8,M12].

Во второй главе приведены результаты исследования вопросов В4, В5.

В первом параграфе предложены два алгоритма проверки гипотезы Томпсо­

на и доказана

Теорема 2.1.1. Любая из групп лиева типа 𝐹4(2), 𝐹6(2),
3𝐹4(2),

3𝐷4(2),

3𝐷4(3),
2𝐸6(2),

2𝐹4(8),
2𝐺2(3), 𝐺2(𝑞), 𝑞 6 5, представима квадратом некото­

рого класса сопряженных элементов.

Среди спорадических групп только группа Янко 𝐽1 представима квад­

ратом любого своего класса сопряженных элементов. Приведен алгоритм

проверки группы на строгую вещественность и с его помощью проверено,

что среди спорадических групп только группы Янко 𝐽1, 𝐽2 являются стро­

го вещественными. Кроме того, в группе Янко 𝐽2, содержащей два класса

сопряженных инволюций 2𝐴, 2𝐵, указано, что 𝐽2 ̸= (2𝐴)2, 𝐽2 ̸= (2𝐵)2, но

𝐽2 = (2𝐵)2 + 2𝐴2𝐵.

Использование традиционных методов и компьютерных вычислений поз­

волило существенно увеличить число исследованных групп при изучении пар­

ных силовских пересечений. Во втором параграфе доказана

Теорема 2.2.1. Значение параметра 𝑙2(𝐴𝑢𝑡(𝑆4(3))) и 𝑙2(𝐴𝑢𝑡(𝑈3(3))) рав­

но единице. Если 𝐺 одна из групп 𝐿3(𝑞), 𝑞 6 9, 𝑈3(5), 𝑈3(9), 𝐿4(3), 𝑈4(3),

𝑆4(3), 𝑆6(3), Ω7(3), Ω
−
8 (3), Ω

+
8 (3), то 𝑙2(𝐴𝑢𝑡(𝐺)) ≥ 3.

Указанная в теореме оценка параметра 𝑙2 достаточна для дальнейшего

исследования этих групп, хотя для каждой из них, за исключением ортого­

нальных групп, найдено его точное значение. Результаты второй главы опуб­

ликованы в [M6,M7,M13-M15].

Приложение содержит тексты компьютерных программ на языке систе­
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мы компьютерной алгебры GAP с комментариями для пользователя. Даны

рекомендации по использованию программ.

В заключении приводятся некоторые замечания о вычислительных ас­

пектах реализации алгоритмов и практическом использовании результатов

диссертации.
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