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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Теория абстрактных групп, т. е. групп, не
наделённых изначально никакой дополнительной (геометрической, то-
пологической, физической) структурой, зародившаяся на рубеже 19-го
и 20-го веков, первое время развивалась как теория конечных групп.
Усилиями нескольких математиков, среди которых, несомненно, нужно
выделить В.Бернсайда и Г.Фробениуса, были получены основополага-
ющие результаты теории конечных групп.

Вклад Бернсайда в развитие теории групп составляют не только его
выдающиеся результаты, положившие начало локальному анализу ко-
нечных групп, и его замечательная книга [7], в которой подведён итог
первоначального развития теории конечных групп, но и его знамени-
тые проблемы, во многом определившие развитие теории периодиче-
ских групп. В одной из них речь шла о гипотезе, согласно которой
порядок любой конечной простой неабелевой группы чётен или, дру-
гими словами, любая конечная группа нечётного порядка разрешима, в
другой задавался вопрос о локальной конечности периодической груп-
пы G, порядки элементов которой ограничены некоторым числом. Для
групп, период n которых не превосходит 3, положительный ответ был
известен самому Бернсайду. В случае n = 2 группа G абелева. При
n = 3 в 1928 году Б.Л.Ван-дер-Варден и Ф.Леви [15] показали, что G
трёхступенно нильпотентна. В 1942 году появилась знаменитая работа
И.Н.Санова [50], в которой доказывалась локальная конечность групп
G в случае n = 4.

Глубокая работа Ф.Холла и Г.Хигмана [11] стимулировала появле-
ние доказательства локальной конечности групп периода 6 [10], но наи-
большее влияние она оказала на решение другой проблемы Бернсайда:
идеи этой работы наряду с глубокими теоретико-характерными мето-
дами, связанными с конечными группами, близкими к группам Фробе-
ниуса, привели У.Фейта и Дж.Томпсона [8] к доказательству разреши-
мости конечных групп нечётного порядка. Работа Томпсона и Фейта и
последующие работы Томпсона о группах с разрешимыми локальными
подгруппами дали старт бурному развитию теории конечных групп, ко-
торое привело к классификации конечных простых групп (см. [2–5,9]).

Между тем надежда на положительность решения проблемы Берн-
сайда для любого конечного периода была развеяна сенсационной рабо-
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той П.С.Новикова и С.И.Адяна [43–45], в которой содержалось дока-
зательство бесконечности свободной бернсайдовой группы B(r, n) пери-
ода n с r порождающими при r > 2 и достаточно большом n. Эта работа
предопределила появление неожиданных примеров групп С.И.Адяна,
А.Ю.Ольшанского, Р.И. Григорчука и их учеников (см. [21,23,24,29,30,
46–49]), показавших, что локально конечные группы составляют лишь
малую часть класса периодических групп.

Все эти исследования ясно показали, что прогресс в «положитель-
ном» направлении изучения периодических групп возможен в первую
очередь при условии существования в этих группах элементов неболь-
ших простых порядков, в частности, порядков 2 и 3 (отметим, что во-
прос о локальной конечности групп периода 5 до сих пор открыт). На-
дежда на такой прогресс подкреплялась и мощными методами в иссле-
довании конечных неразрешимых групп, связанными, как правило, с
существованием в конечных простых группах подгрупп чётного поряд-
ка.

Некоторые приёмы техники работы с элементами порядка 2 (инво-
люциями) в конечных группах, в первую очередь, идеи работы Р.Брауэ-
ра и П.Фаулера [6], в которой доказывалась конечность числа конечных
простых групп с заданным централизатором инволюции, были развиты
и адаптированы к бесконечным группам с инволюциями в ряде работ
В.П.Шункова и его учеников. Отметим прежде всего одну из первых
работ Шункова в этом направлении [61] и его классическую теорему о
локальной конечности периодической группы с конечным централиза-
тором инволюции [62]. Позднее более короткое доказательство усилен-
ного варианта этой теоремы получил В.В.Беляев [26], а совсем недавно
А.И.Созутов доказал её широкое обобщение на основе понятия почти
совершенной инволюции [53]. Современное состояние соответствующей
теории изложено в серии монографий Шункова [63–65] (см. также биб-
лиографию в этих книгах). В последнее время ряд глубоких резуль-
татов в отмеченном направлении был получен также А.И.Созутовым,
Н.М.Сучковым, А.К.Шлёпкиным и другими представителями красно-
ярской алгебраической школы. К этому направлению относится и на-
стоящая диссертация.

Цель диссертации. Одной из основных характеристик периодиче-
ской группы является её спектр, т. е. множество порядков её элементов.
Не менее важна информация о конечных подгруппах. Настоящая рабо-
та посвящена исследованию групп с заданным спектром или с заданным
набором конечных подгрупп.
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Методы исследования. Для целей исследования строения пери-
одических групп приспосабливаются методы локального анализа ко-
нечных групп. Кроме того, используются машинные вычисления для
установления конечности некоторых конечно определённых групп.

Научная новизна и практическая ценность. Все основные ре-
зультаты диссертации являются новыми. Диссертация носит теоретиче-
ский характер. Её результаты могут быть использованы в дальнейших
исследованиях периодических групп, при чтении спецкурсов.

Апробация диссертации. Результаты диссертации докладывались
на конференции “Мальцевские чтения” (2008–2011), на международных
алгебраических конференциях в Москве (2008), Нальчике (2009–2010),
Санкт-Петербурге (2010), Малайзии (2011), Турции (2011), Екатерин-
бурге (2011) и Казани (2011), а также на семинарах “Теория групп” и
“Алгебра и логика” Института математики СО РАН и Новосибирско-
го государственного университета. Основные результаты опубликованы
с полными доказательствами в работах [66–71, 89, 90], написанных без
соавторов, и принадлежат лично диссертантке.

Основные результаты диссертации состоят в следующем:

1) Доказано, что {2, 3}-группа, действующая свободно на абелевой груп-
пе, локально конечна, если в ней нет элементов порядка 27. Дано
полное описание таких групп (теорема 2.0.1).

2) Доказано, что 2-группа двуступенно нильпотентна, если каждая её
конечная подгруппа двуступенно нильпотентна (теорема 3.0.1).

3) Доказано, что тождество [x, y]2 = 1 выполняется в 2-группеG тогда и
только тогда, когда оно выполняется во всех её конечных подгруппах
(теорема 3.0.3).

4) Дано полное описание 2-групп, в которых каждая конечная подгруп-
па изоморфна подгруппе прямого произведения группы диэдра и эле-
ментарной абелевой 2-группы (теорема 3.3.1).

5) Для каждого натурального числа m получено исчерпывающее опи-
сание периодических групп G, содержащих элемент порядка 4, в ко-
торых каждая подгруппа чётного порядка покрывается подгруппой,
изоморфной прямому произведению элементарной абелевой 2-груп-
пы порядка, не превосходящего 2m, и группы L2(q) для некоторого
подходящего q > 4. В частности, все такие группы G локально ко-
нечны и счётны (теорема 4.0.1).
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6) Доказано, что периодическая группа, насыщенная конечными про-
стыми группами, является локально конечной, если централизатор
каждой её инволюции обладает нормальной силовской 2-подгруппой
(теорема 5.0.3).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в
работах [66–109], из них 12 работ опубликованы в изданиях из перечня
ВАК.

Структура и объём работы. Диссертации состоит из введения,
пяти глав и списка литературы. Нумерация определений, теорем, пред-
ложений и cледствий соответствует разбиению на главы и параграфы.
Например, теорема 3.3.1 — это первая теорема из третьего параграфа
третьей главы. Текст диссертации представлен на 118 страницах. Спи-
сок литературы включает 127 наименований.

Содержание работы

Во введении раскрывается актуальность темы диссертационного ис-
следования, формулируются основные результаты, а также даётся крат-
кое изложение содержания диссертации.

В первой главе собраны вспомогательные результаты, которые ис-
пользуются в других главах диссертации.

Первый параграф главы посвящён группам, насыщенным простыми
группами L2(2m) и Sz(2m). Группа G насыщена заданным множеством
M конечных групп, если каждая конечная подгруппа из G содержится
в подгруппе, изоморфной некоторой группе из множества M.

Следующие две теоремы обобщают некоторые результаты из [55]
и [54]. Прежде чем их формулировать, напомним определение двух из-
вестных понятий.

Инволюция группы называется конечной, если она вместе с любой
сопряжённой с ней инволюцией порождает конечную подгруппу. Соб-
ственная подгруппа H группы G называется сильно вложенной (в G)
подгруппой, если H содержит инволюцию и H ∩Hg не содержит инво-
люций для каждого g ∈ G \H.

Теорема 1.1.1. Пусть группа G содержит конечную инволюцию
и инволюцию с периодическим централизатором. Если каждая конеч-
ная подгруппа чётного порядка из G содержится в простой подгруппе,
изоморфной для некоторого m группе L2(2m) или Sz(2m), то G изо-
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морфна L2(Q) или Sz(Q) для некоторого локально конечного поля Q
характеристики два. В частности, G локально конечна.

Теорема 1.1.2. Пусть группа G содержит конечную инволюцию
и сильно вложенную подгруппу. Если централизатор некоторой инво-
люции в G является 2-группой и каждая конечная подгруппа чётного
порядка из G содержится в конечной неабелевой простой подгруппе
группы G, то G изоморфна L2(Q) или Sz(Q) для некоторого локально
конечного поля Q характеристики два.

Теорема 1.1.2, по существу, доказана в [54, теор. 1], теорема 1.1.1
обобщает часть теоремы 10 из [55], доказательство которой в [55] ис-
пользует упомянутую теорему 1 из [54]. Мы, напротив, получаем теоре-
му 1.1.2 как следствие теоремы 1.1.1. Это позволяет сократить и упро-
стить доказательство теоремы 1 в [54].

Результаты этого параграфа опубликованы в [76] и используются в
главе 5 при доказательстве основных результатов диссертации.

Второй параграф первой главы посвящён группам, действующим на
абелевых группах.

Автоморфизм α аддитивной абелевой группы V называется квадра-
тичным, если найдутся такие целые числа m и n, что α2 +mα+n · 1 —
нулевой эндоморфизм V , другими словами, vα2+mvα+nv = 0 для каж-
дого v ∈ V . Автоморфизм α группы V называется почти квадратич-
ным, если он квадратичен на V/U , где U — некоторая α-инвариантная
конечно порождённая подгруппа из V . В нескольких работах А.Х.Жур-
това, В.Д.Мазурова и В.А.Чуркина [17, 31–36, 39–41] изучались груп-
пы, порождённые двумя квадратичными автоморфизмами, в частности,
А.Х.Журтов [32] показал, что периодическая группа, порождённая па-
рой квадратичных автоморфизмов, конечна. Мы обобщаем этот резуль-
тат на случай почти квадратичных автоморфизмов.

Теорема 1.2.1. Периодическая группа, порождённая парой почти
квадратичных автоморфизмов абелевой группы, конечна.

Следствие 1.2.1. Пусть V — абелева группа, g, h ∈ AutV ,
g3 = h3 = 1 и G = 〈g, h〉 периодическая. Если CV (g) и CV (h) конеч-
но порождены, то G = 〈g, h〉 конечна.

Поскольку любая конечная группа вкладывается в GL(V ) для неко-
торого конечного векторного пространства V , то любая конечная дву-
порождённая группа удовлетворяет условию теоремы 1.2.1.

Для групп, порождённых двумя квадратичными автоморфизмами,
ситуация иная. В частности, Е.Н.Макаренко [42] показала, что любой
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некоммутативный композиционный фактор такой группы вкладывается
в GL(2, q) для некоторой степени q простого числа.

Мы уточняем этот результат Макаренко следующим образом.

Теорема 1.2.2. Пусть G — периодическая группа, порождённая
парой квадратичных автоморфмизмов абелевой группы. Тогда G изо-
морфна расширению конечной нильпотентной группы посредством под-
группы прямого произведения L1 × · · · × Ls, где Li ' GL(2, pmi

i ),
i = 1, . . . , s. Здесь pi — простое, а mi — натуральное число для каж-
дого i.

Результаты этого параграфа опубликованы в [77]. Они используются
в главе 4.

По определению группа G действует свободно на группе V , если
vg 6= v для любых нетривиальных v ∈ V и g ∈ G. Изучение групп, спо-
собных действовать свободно на нетривиальной группе, является важ-
ным предметом исследований в теории групп. Основополагающим ре-
зультатом здесь служит классификация Цассенхауза конечных групп,
действующих свободно на абелевой группе, дающая, в частности, описа-
ние дополнительных множителей конечных групп Фробениуса (см. [28]).
Это описание было распространено А.И.Созутовым [51] на класс групп
Шункова. В упомянутой выше серии работ А.Х.Журтова, В.Д.Ма-
зурова и В.А.Чуркина изучены группы, порождённые циклическими
группами небольших порядков, действующими свободно на абелевой
группе. Одним из последних результатов на эту тему служит доказа-
тельство конечности группы периода 2m · 32, действующей свободно на
абелевой группе, которое было получено Э.Ябарой и П.Майром [13].

Теорема 2.0.1, точная формулировка которой приведена ниже, явля-
ется обобщением этого результата. Метод её доказательства отличен от
методов Ябары и Майра, существенно использующих конечность пери-
ода исследуемой группы.

Теорема 2.0.1. Пусть G — {2, 3}-группа, не содержащая элемен-
тов порядка 33. Если G действует свободно на нетривиальной абеле-
вой группе, то G локально конечна и выполняется одно из следующих
свойств:

(1) G конечна;

(2) G изоморфна прямому произведению локально циклической 2-груп-
пы C или локально кватернионной группы Q и циклической 3-груп-
пы;
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(3) G является расширением прямого произведения 2-группы H ' C
и циклической 3-группы R посредством группы порядка 2. Более
того, существует элемент x порядка 4 из G такой, что 〈H,x〉 ' Q
и rx = r−1 для любого r ∈ R.

Здесь локально циклическая 2-группа — это группа

C = 〈ci, i = 1, 2, 3, · · · | c21 = 1, c2i+1 = ci при i > 1〉,

а локально кватернионная группа — это группа

Q = 〈b, C | b2 = c1, c
b
i = c−1

i , i = 2, 3, . . . 〉.

Теорема 2.0.1 вытекает из следующего результата.

Теорема 2.0.2. Пусть G — периодическая группа, все конечные
2-подгруппы которой циклические или диэдральные. Если никакой из
нетривиальных элементов нечётного порядка группы G не сопряжён
со своим обратным, то все 2-элементы из G образуют (разумеется,
нормальную) 2-подгруппу, которая либо конечна, либо изоморфна ло-
кально циклической или локально диэдральной группе.

Здесь локально диэдральная группа — это группа

D = 〈d,C | d2 = 1, cdi = c−1
i , i = 1, 2, . . . 〉.

Доказательство этих результатов опубликовано в [67].

В третьей главе рассматриваются вложения конечных групп в 2-груп-
пы. Здесь доказываются следующие результаты.

Теорема 3.0.1. Если каждая конечная подгруппа 2-группы G дву-
ступенно нильпотентна, то сама группа G также двуступенно ниль-
потентна.

Очевидным следствием этой теоремы является тот факт, что 2-груп-
па абелева, если все её конечные подгруппы абелевы. Отметим, что ана-
лог даже этого следствия неверен для p-групп при p > 2, поскольку, на-
пример, все конечные подгруппы групп Новикова-Адяна (не локально
конечные свободные группы нечётного периода) являются циклически-
ми [22]. С другой стороны, любая конечная подгруппа ненильпотент-
ной свободной бернсайдовой группы периода 2n для n > 13 может быть
вложена в прямое произведение диэдральных групп порядка 2n+1 [38,
теор. 2] и поэтому она нильпотентна ступени n. Поэтому теорема 3.0.1
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не может быть обобщена на случай 2-группы с ограниченной ступенью
нильпотентности её конечных подгрупп.

В качестве следствия из теоремы 3.0.1 выводится

Теорема 3.0.2. Если для любой конечной подгруппы K 2-группы G
порядок коммутанта K не превосходит двух, то |[G,G]| 6 2.

Следующая теорема обобщает результат работы [16].

Теорема 3.0.3. Пусть в каждой конечной подгруппе 2-группы G
выполняется тождество [x, y]2 = 1. Тогда это тождество выполня-
ется и в группе G. В частности, G локально конечна, период её ком-
мутанта равен 4, а второй коммутант лежит в центре G.

Кроме того, в главе 3 изучается строение 2-групп, каждая конечная
подгруппа которых изоморфна подгруппе прямого произведения груп-
пы диэдра и элементарной абелевой группы.

Теорема 3.3.1. Пусть каждая конечная подгруппа 2-группы T изо-
морфна подгруппе прямого произведения группы диэдра и элементар-
ной абелевой группы. Тогда T изоморфна одной из следующих групп:

(a) элементарной абелевой 2-группе;

(b) прямому произведению элементарной абелевой 2-группы и цикли-
ческой 2-группы;

(c) прямому произведению элементарной абелевой 2-группы и группы
C = 〈ci, i = 1, 2, · · · | c21 = 1, c2i+1 = ci, i = 1, 2, . . . 〉;

(d) прямому произведению элементарной абелевой 2-группы и диэд-
ральной 2-группы;

(e) прямому произведению элементарной абелевой 2-группы и группы
D = 〈C, d | d2 = 1, cdi = c−1

i 〉.

В частности, T локально конечна и любая циклическая подгруппа по-
рядка 4 из T нормальна в T .

Результаты этой главы опубликованы в [66,70,90].

В четвёртой главе доказывается локальная конечность периодичес-
кой группы G, насыщенной прямыми произведениями элементарной
абелевой 2-группы фиксированного порядка и простой группы L2(q)
при условии, что G содержит элемент порядка 4 или подгруппу, изо-
морфную A4.
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Теорема 4.0.1. Пусть m — натуральное число, G — периодическая
группа, каждая конечная подгруппа чётного порядка которой содер-
жится в подгруппе, изоморфной прямому произведению элементарной
абелевой 2-группы порядка, не превосходящего 2m, и группы L2(q) для
некоторого q > 4. Если выполнено одно из следующих условий:

(a) G содержит элемент порядка 4;

(b) G содержит подгруппу, изоморфную знакопеременной группе A4

степени 4,

то G = E × L2(Q), где E — элементарная абелева 2-группа, |E| 6 2m

и Q — локально конечное поле. В частности, G — локально конечная
счётная группа.

Попытки отказаться от дополнительных условий (a), (b) в теоре-
ме 4.0.1 наталкиваются на трудности, связанные с нерешённым вопро-
сом о существовании простых не локально конечных групп определён-
ного вида.

Пусть P — локально конечное поле. Группой типа Λ(P ) назовём со-
держащую инволюцию простую периодическую группу, в которой все
инволюции сопряжены и централизатор каждой из них изоморфен пря-
мому произведению группы порядка 2 на группу, изоморфную L2(P ).

Известными автору примерами групп типа Λ(P ) являются конечная
спорадическая группа Янко J1, для которой P — поле порядка 4, и
локально конечные простые группы лиева типа 2G2(P ), где P — поле
характеристики 3, не содержащее подполей порядка 9.

Теорема 4.0.2. Пусть G — периодическая группа, содержащая ин-
волюцию. Если в G любая конечная подгруппа чётного порядка содер-
жится в подгруппе вида E×R, где |E| 6 2, а R ' L2(q) для некоторого
q > 5, то либо G = Z × L, где |Z| 6 2, а L ' L2(Q) для некоторого
локально конечного поля Q, либо |Z| = 2 и G — не локально конечная
группа типа Λ(P ) для бесконечного локально конечного поля характе-
ристики 2, не содержащего подполей порядка 4.

Результаты этой главы опубликованы в [68,69].

В пятой главе диссертации изучаются группы, насыщенные просты-
ми C-группами.

М.Сузуки [19] показал, что любая конечная неабелева простая
C-группа, т. е. группа, в которой централизатор каждой инволюции об-
ладает нормальной силовской 2-подгруппой, содержится во множестве

C = {L2(r), r > 4;L3(2m),m > 1;U3(2m),m > 2;Sz(2m),m > 3}.
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При этом все группы из C, за исключением некоторых из групп L2(r),
являются C-группами. Группа L2(r) тогда и только тогда является
C-группой, когда либо r = 2m, m > 2, либо r = 9, либо r = 2m ± 1 —
простое число.

Основной целью данного раздела является описание периодических
групп, насыщенных группами из C. Это описание может быть получено
и при более слабом, чем периодичность, предположении.

Теорема 5.0.1. Пусть G — периодическая группа. Если любая ко-
нечная подгруппа чётного порядка из G содержится в подгруппе, изо-
морфной группе из C, то либо существует такое локально конечное
поле P нечётной характеристики, что G ' L2(P ), либо G изоморфна
одной из групп L2(Q), L3(Q), U3(Q), Sz(Q) для подходящего локально
конечного поля Q характеристики 2. В частности, G локально конеч-
на.

Теорема 5.0.1 является следствием более общего результата.

Теорема 5.0.2. Пусть G — группа, содержащая конечную инво-
люцию и инволюцию с периодическим централизатором. Если любая
конечная подгруппа чётного порядка из G содержится в подгруппе,
изоморфной группе из C, то либо существует такое локально конечное
поле P нечётной характеристики, что G ' L2(P ), либо G изоморфна
одной из групп L2(Q), L3(Q), U3(Q), Sz(Q) для подходящего локально
конечного поля Q характеристики 2. В частности, G локально конеч-
на.

Из теоремы 5.0.2 без труда выводится описание периодических групп,
насыщенных конечными простыми группами, в которых централизатор
любой инволюции обладает нормальной силовской 2-подгруппой. Более
точно, справедлива следующая

Теорема 5.0.3. Пусть G — группа, содержащая конечную инво-
люцию и инволюцию с периодическим централизатором. Если любая
конечная подгруппа чётного порядка из G содержится в некоторой
конечной простой неабелевой подгруппе и централизатор каждой ин-
волюции из G обладает нормальной силовской 2-подгруппой, то либо
G является конечной простой C-группой, либо G изоморфна одной из
групп L2(Q), L3(Q), U3(Q), Sz(Q) для подходящего бесконечного ло-
кально конечного поля Q характеристики 2.

Эта теорема даёт положительный ответ на упомянутый вопрос 14.101
Шлёпкина из Коуровской тетради в случае, когда в соответствующей
группе G централизаторы инволюций 2-замкнуты.

Из теоремы 5.0.2 и работы [18] вытекает также следующий результат.



13

Теорема 5.0.4. Пусть G — группа, содержащая конечную инволю-
цию, инволюцию с периодическим централизатором и сильно вложен-
ную подгруппу, содержащую нетривиальную нормальную 2-подгруппу.
Если каждая конечная подгруппа чётного порядка из G содержится в
конечной простой неабелевой подгруппе, то G изоморфна L2(Q), U3(Q)
или Sz(Q) для подходящего локально конечного поля Q характеристи-
ки 2.

Эта теорема даёт возможность перенести на бесконечные группы
ещё один результат Сузуки о группах с тривиальными пересеченями
силовских 2-подгрупп.

Следствие 5.0.1. Пусть G — группа, содержащая конечную ин-
волюцию и инволюцию с периодическим централизатором. Если каж-
дая конечная подгруппа чётного порядка из G содержится в конеч-
ной простой неабелевой подгруппе и любые две различные силовские
2-подгруппы из G пересекаются по тривиальной подгруппе, то G изо-
морфна L2(Q), U3(Q) или Sz(Q) для подходящего локально конечного
поля Q характеристики 2.

Результаты этой главы опубликованы в [66].

Результаты последних двух глав диссертации в той или иной мере
обобщают результаты работ [52,54,56,57,59,60,73,80].

Автор выражает глубокую благодарность своему научному консуль-
танту Анатолию КонстантиновичуШлёпкину за всестороннюю помощь.
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