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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Одним из мощных конструктивных методов в

теории голоморфных функций является метод интегральных представле-

ний. Интегральное представление выражает значения любой функции, го-

ломорфной в области, через ее значения на границе или на части границы

области. Интегральная формула1,2, предложенная Коши в 1831 г., играет

основополагающую роль в теории голоморфных функций одного комплекс-

ного переменного. Интегральная формула Коши справедлива для функций,

голоморфных внутри области и непрерывных в замыкании области.

Если требовать лишь непрерывность функции на границе области, то

говорят об интеграле типа Коши2. Для точек, лежащих на границе, инте-

грал Коши становится особым (сингулярным) и расходящимся в обычном

смысле. Дальнейшее рассмотрение граничных значений такого интеграла

привело к понятию главного значения по Коши (v.p.) особого интеграла

и к нахождению формул, предложенных Сохоцким3 и Племелем4, которые

нашли применения в механике.

Интегралы типа Коши лежат в основе построения теории краевых за-

дач голоморфных функций комплексного переменного, которая имеет мно-

гочисленные приложения в задачах математической физики5. Особую роль

в теории краевых задач играет формула перестановки повторного сингу-

лярного интеграла, предложенная Пуанкаре6 и Бертраном7 для интеграла

Коши, с ее помощью можно получить формулу композиции8 (формулу об-

ращения) для особого интеграла Коши.

Теория функций многих комплексных переменных, которая явилась

естественным развитием теории функций одного комплексного переменно-

1Привалов И.И. Введение в теорию функций комплексного переменного. М.: Наука, 1984.
2Шабат Б.В. Введение в комплексный анализ. Ч. 1. М.: Наука, 1985.
3Сохоцкий Ю.В. Об определенных интегралах и функциях, употребляемых при разложениях в ряды.

Санкт-Петербург, 1873.
4Plemelj J. Riemannsche Funktionenscharen mit gegebener Monodromiegruppe // Monatsh. Math. Phys.

1908. B. 19. P. 205-210.
5Мусхелишвили Н.И. Сингулярные интегральные уравнения. М.: Наука, 1968.
6Poincaré H. Lecons de mécanique céleste. T. 3. Paris, 1910.
7Bertrand G. La théorie des marées et les équations intégrales // Ann. Sci. École Norm. Sup. 1923. T. 40.

P. 151-258.
8Гахов Ф.Д. Краевые задачи. М.: Наука, 1977.
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го, представляет значительный интерес благодаря эффективным примене-

ниям методов этой теории в различных областях естествознания.

В n-мерном комплексном пространстве C
n простейшим примером инте-

грального представления является кратная формула Коши9, справедливая

для поликруговых областей. Многомерная формула Коши выражает значе-

ния голоморфной функции через ее значения на части границы, называемой

остовом. Ядро в формуле Коши не зависит от конкретного вида области, что

делает интегральное представление универсальным. Но формула Коши об-

ладает рядом недостатков, которые ограничивают ее применение, поскольку

справедлива лишь для узкого класса областей.

Существует ряд других интегральных представлений, обобщающих ин-

тегральную формулу Коши для комплексной плоскости и справедли-

вых для классов ограниченных областей с гладкими границами, при-

чем интегрирование в них ведется по всей границе. Примерами мо-

гут служить интегральные представления Бохнера–Мартинелли, Коши–

Фантаппье, Хенкина–Рамиреза.

Интегральное представление, полученное в работах Бохнера10 и Марти-

нелли11,12, считают первым многомерным представлением, в котором инте-

грирование велось по всей границе области. Интегральное представление

Бохнера–Мартинелли на комплексной плоскости совпадает с интегральной

формулой Коши. Интегральное представление Коши–Фантаппье, найденное

Лере13, можно также получить из интегрального представления Бохнера–

Мартинелли. Предложенное в работе Хенкина14 интегральное представле-

ние является одной из реализаций формулы Коши–Фантаппье (см. также

обзор15).

9Шабат Б.В. Введение в комплексный анализ. Ч. 2. М.: Наука, 1985.
10Bochner S. Analitic and meromorphic continuation by means of Green’s formula // Ann. Math. 1943. V.

44. P. 652-673.
11Martinelli E. Alcuni teoremi integrali per le funzioni analitiche di piú variabili complesse // Mem. R.

Accad. Ital. 1938. V. 9. P. 269-283.
12Martinelli E. Sopra una dimonstrazione de R. Fueter per un theorema di Hartogs // Comment. Math.

Helv. 1943. V.15. P. 340-349.
13Leray J. Fonction de variables complexes: sa représentation comme somme de puissances négatives de

fonctions linéaires // Atti Accad. Naz. Lincei. Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Natur. 1956. T. 20. № 5. P. 589-590.
14Хенкин Г. М. Интегральное представление функций, голоморфных в строго псевдовыпуклых обла-

стях и некоторые приложения. Матем. сб. 1969. Т. 78(120). №4. С. 611–632.
15Хенкин Г. М. Метод интегральных представлений в комплексном анализе. Итоги науки и техники.

Сер. Современные проблемы математики. Фундаментальные направления. Т.7. М.: ВИНИТИ, 1985. С.
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Как и в случае интегральной формулы Коши для функций одного ком-

плексного переменного, интегралы в предложенных выше многомерных

формулах становятся сингулярными на границе области, что требует рас-

смотрения их главного значения. В работах Альта16, Керзмана и Стейна17

для интеграла (типа) Хенкина–Рамиреза было рассмотрено главное значе-

ние v.p.h. Оно отличалось от обычного главного значения v.p. тем, что из

границы области выбрасывался не шар, а
”
эллипсоид“, вытянутый вдоль

комплексных касательных направлений. Ими было показано, что для функ-

ций, удовлетворяющих условию Гельдера, главное значение v.p.h. существу-

ет и справедлива формула, аналогичная формуле Сохоцкого–Племеля для

интеграла (типа) Коши на комплексной плоскости. Кытманов и Мысли-

вец18 показали, что главное значение v.p. для интеграла Хенкина–Рамиреза

отлично от главного значения v.p.h., тем самым заметили, что формула

Сохоцкого–Племеля будет иметь другой вид. В той же работе было найдено

главное значение v.p.h. для интеграла (типа) Бохнера–Мартинелли, а глав-

ное значение v.p. и аналог формулы Сохоцкого–Племеля для этого интегра-

ла можно найти в монографии Кытманова19. В работе Кытманова, Пренова

и Тарханова20 для интеграла Бохнера–Мартинелли были рассмотрены фор-

мула перестановки повторного особого интеграла и формула композиции.

Несмотря на эти работы, вопрос о нахождении и сравнении главных зна-

чений v.p. и v.p.h. различных сингулярных интегралов оставался до кон-

ца не исследованным. Формулы перестановки особых интегралов и форму-

лы композиции, полученные с их помощью, могут быть применены в тео-

рии сингулярных интегральных операторов. Но (в отличие от комплексной

плоскости5, 8) для функций многих комплексных переменных эта теория

еще не развита, поскольку для интегральных представлений не найдены

удобные формулы композиции.

23-124.
16Alt W. Singuläre integrale mit gemischten homogenitäten auf mannigfaltigkeiten und anwendungen in

der funktionentheorie // Math. Zeit. 1974. B. 137. №3. S. 227-256.
17Kerzman N., Stein E.M. The Szegö kernel in terms of Cauchy–Fantappié kernels // Duke Math. J. 1978.

V. 45. №3. P. 197-224.
18Кытманов А.М., Мысливец С.Г. О главном значении по Коши особого интеграла Хенкина–Рамиреза

в строго псевдовыпуклых областях пространства C
n // Сиб. матем. журн. 2005. Т. 46. №3. С. 625-633.

19Кытманов А. М. Интеграл Бохнера–Мартинелли и его приложения. Новосибирск: Наука, 1992.
20Кытманов А.М., Пренов Б.Б., Тарханов Н.Н. Формула Пуанкаре–Бертрана для интеграла

Мартинелли–Бохнера // Изв. вузов. Матем. 1992. №11. С. 29-34.
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Цель диссертации. Целью диссертационной работы является изучение

главных значений особых интегралов Бохнера–Мартинелли и Коши–Сеге,

их применение к рассмотрению граничных значений голоморфных функ-

ций, нахождению аналогов формулы перестановки повторных особых инте-

гралов, получению формул композиции.

Методы исследования. В работе используются методы математиче-

ского анализа и многомерной теории функций, а также общие методы функ-

ционального анализа.

Научная новизна. Основные результаты диссертационной работы яв-

ляются новыми.

Основные результаты

1. Найдено главное значение в смысле Керзмана–Стейна интеграла

Бохнера–Мартинелли. Получен аналог формулы Сохоцкого–Племеля.

2. Получен аналог формулы Пуанкаре–Бертрана для интеграла

Бохнера–Мартинелли в случае рассмотрения главного значения в смысле

Керзмана–Стейна.

3. Получены аналоги формулы Пуанкаре–Бертрана и формулы обраще-

ния для интеграла Коши–Сеге в случае рассмотрения главного значения по

Коши и в смысле Керзмана–Стейна.

Теоретическая и практическая ценность. Результаты носят теоре-

тический характер и могут быть применены в многомерном комплексном

анализе при решении сингулярных интегральных уравнений.

Апробация работы. Основные результаты диссертации обсуждались

и докладывались на следующих международных и всероссийских кон-

ференциях: международной научной конференции
”
Студент и научно-

техничекий прогресс“ (Новосибирск, 2006, 2010); Всероссийской научно-

технической конференции
”
Молодежь и наука: начало XXI века“ (Крас-

ноярск, 2006); Российской конференции
”
Математика в современном ми-

ре“ (Новосибирск, 2007); Международной конференции
”
Дифференциаль-

ные уравнения. Функциональные пространства. Теория приближений“ (Но-

восибирск, 2008); международной конференции
”
Аналитические функции

многих комплексных переменных“ (Красноярск, 2009); молодежных науч-

ных школах-конференциях
”
Лобачевские чтения“ (Казань, 2009, 2010); VI

Всесибирском конгрессе женщин-математиков (Красноярск, 2010); между-

народной школе-конференции по геометрии и анализу (Кемерово, 2011).
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Результаты работы докладывались на Красноярском городском семина-

ре по многомерному комплексному анализу (СФУ, 2007–2011).

Публикации. Основные результаты опубликованы в 3 статьях, две из

которых в ведущих рецензируемых научных журналах, включенных в Пе-

речень ВАК, и 9 тезисах. Все работы выполнены без соавторства.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трех

глав основного текста и заключения. Список литературы содержит 49 на-

именований. Работа изложена на 101 страницах.

Содержание работы

Во введении раскрывается актуальность темы диссертационного ис-

следования, формулируются основные результаты, а также дается краткое

изложение содержания диссертации.

Первая глава посвящена обзору известных ранее результатов и состоит

из четырех параграфов.

В первом параграфе вводятся основные обозначения, приводятся опреде-

ление строго псевдовыпуклой области и некоторые свойства таких областей.

А именно, существование барьерной функции и биголоморфного отобра-

жения, переводящего (локально) строго плюрисубгармоническую функцию,

определяющую область, в строго выпуклую функцию.

Нам понадобятся следующие обозначения. Если z, w ∈ C
n, то 〈z, w〉 =

z1w1 + . . . + znwn. Тогда |z| =
√

〈z, z〉, где z = (z1, . . . , zn).

Пусть D — строго псевдовыпуклая ограниченная область в C
n с грани-

цей ∂D класса C2, т.е.

D = {z ∈ Ω1 : ̺(z) < 0},

где ̺(z) — вещественнозначная строго плюрисубгармоническая функция

класса C2 в некоторой окрестности Ω1 ⊃ D и такая, что d̺ 6= 0 на ∂D.

Для строго псевдовыпуклой области справедлива теорема о существовании

барьерной функции Φ(ζ, z) в некоторой окрестности Ω(D) (см. работы15,21)

и

Φ(ζ, z) = 〈P (ζ, z), ζ − z〉 ,

21Айзенберг Л.А., Южаков А.П. Интегральные представления и вычеты в многомерном комплексном

анализе. Новосибирск: Наука, 1979.
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где P = (P1, . . . , Pn) — гладкая вектор-функция переменных (ζ, z) ∈ Ω(D)×

Ω(D), голоморфная по z ∈ Ω(D) при фиксированном ζ ∈ Ω(D).

Будем считать, что функция f принадлежит классу Cα
KS(∂D) (т.е. f ∈

Cα
KS(∂D)), 0 < α 6 1, если для точек ζ, z ∈ ∂D выполняется неравенство

|f(ζ) − f(z)| 6 C4 |Φ(ζ, z)|α.

Во втором параграфе рассмотрены интеграл Хенкина–Рамиреза и его

главные значения по Коши и в смысле Керзмана–Стейна. Эти главные

значения различны для единичной функции. Приведены аналоги формул

Сохоцкого–Племеля.

Третий параграф посвящен интегралу Бохнера–Мартинелли. Рассмот-

рено главное значение по Коши для этого интеграла. Приведена связь ядер

Коппельмана с ядром Бохнера–Мартинелли. Кроме этого, рассмотрен ана-

лог формулы перестановки Пуанкаре–Бертрана для интеграла Бохнера–

Мартинелли и, как следствие, формула композиции.

В четвертом параграфе рассмотрен интеграл Коши–Сеге, который яв-

ляется частным случаем интеграла Хенкина–Рамиреза. Поэтому, для инте-

грала Коши–Сеге верны результаты второго параграфа.

Вторая глава посвящена исследованию интеграла Бохнера–

Мартинелли и состоит из четырех параграфов. Все результаты данной

главы справедливы для строго псевдовыпуклой области D.

Обозначим U(ζ, z) — ядро интеграла Бохнера–Мартинелли, т.е.

U(ζ, z) =
(n − 1)!

(2πi)n ·

∑n
k=1(−1)k−1(ζk − zk) dζ[k] ∧ dζ

|ζ − z|2n
,

где dζ = dζ1 ∧ . . . ∧ dζn, dζ[k] = dζ1 ∧ . . . ∧ dζk−1 ∧ dζk+1 ∧ . . . ∧ dζn.

В этой главе для точек z ∈ ∂D рассматривается главное значение дан-

ного интеграла в смысле Керзмана–Стейна:

v.p.h.

∫

∂D

f(ζ) U(ζ, z) = lim
ε→+0

∫

∂D\Ez(ε)

f(ζ) U(ζ, z),

где Ez(ε) = {ζ ∈ ∂D : |Φ(ζ, z)| < ε} .

Первый параграф посвящен изучению главного значения в смысле

Керзмана–Стейна особого интеграла Бохнера–Мартинелли.

8



Теорема 2.1.1. При n > 1 справедлива формула

v.p.h.

∫

∂D

U(ζ, z) =
1

2
, z ∈ ∂D.

При доказательстве теоремы 2.1.1 используется лемма о биголоморфном

отображении (см. работу21).

Для интегрируемой функции f (т.е. f ∈ L1(∂D)) рассмотрим интеграл

Бохнера–Мартинелли

F (z) =

∫

∂D

f(ζ) U(ζ, z), z /∈ ∂D. (1.3.2)

Обозначим через F+ интеграл (1.3.2) для точек z ∈ D, а через F− —

интеграл (1.3.2) для точек z /∈ D. Из теоремы 2.1.1 получается

Следствие 2.1.1. Пусть n > 1. Если f ∈ Cα
KS(∂D), 0 < α 6 1,

то интеграл Бохнера–Мартинелли F+ непрерывно продолжается на D

и F+ ∈ Cβ
KS(D) для β = α

2 , а интеграл F− непрерывно продолжается на

C
n\D и F− ∈ Cβ

KS(Cn\D). Кроме того, справедливы формулы

F+(z) =
f(z)

2
+ v.p.h.

∫

∂D

f(ζ) U(ζ, z),

F−(z) = −
f(z)

2
+ v.p.h.

∫

∂D

f(ζ) U(ζ, z), z ∈ ∂D.

Второй параграф содержит вспомогательные результаты, необходимые

в следующих параграфах данной главы.

Лемма 2.2.4. Для точек z ∈ ∂D справедливо равенство
∫

∂Dζ

∫

∂Dw

U(w, z) U(ζ, w) = 0.

Справедливы также следующие оценки, которые необходимы во второй

и третьей главах.

Лемма 2.2.5. Пусть D — строго псевдовыпуклая область в C
n и

H(z, w) = v.p.h.

∫

∂D

dσ(ζ)

|ζ − w|ν |ζ − z|2n−1−α
,
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w, z ∈ ∂D, 0 < ν < 2n − 1, α > 0, тогда

H(z, w) 6 C1, если 0 < ν < α,

H(z, w) 6 C2| ln |z − w|| + C3, если ν = α,

H(z, w) 6 C4|z − w|α−ν, если 2n − 1 > ν > α.

Лемма 2.2.6. Для функции Ψ(z, w), определенной формулой

Ψ(z, w) =

∫

∂D

f(ζ) |ζ − w|−ν U(ζ, z),

где w, z ∈ ∂D, f ∈ Cα
KS(∂D), 0 < α 6 1, и 0 < ν < 2n − 1, справедлива

оценка

|Ψ(z, w)| 6 C |z − w|−ν−ε

для любого ε > 0.

В третьем параграфе доказана формула перестановки повторного осо-

бого интеграла Бохнера–Мартинелли, если рассматривать главное значение

интеграла в смысле Керзмана–Стейна. Сформулируем основные результаты

данного параграфа.

Теорема 2.3.1. Пусть f(z, w) = f0(z, w) |z − w|−ν, 0 6 ν < 2n − 1, а

f0 ∈ Cα
KS(∂D × ∂D), 0 < α 6 1, тогда справедлива формула

∫

∂Dw

dσ(w)

∫

∂Dζ

f(ζ, w) U(ζ, z) =

∫

∂Dζ

U(ζ, z)

∫

∂Dw

f(ζ, w) dσ(w), z ∈ ∂D.

Теорема 2.3.2. Пусть f ∈ Cα
KS(∂D×∂D), 0 < α 6 1, тогда для z ∈ ∂D

∫

∂Dw

U(w, z)

∫

∂Dζ

f(ζ, w) U(ζ, w) =

∫

∂Dζ

∫

∂Dw

f(ζ, w) U(w, z) U(ζ, w) +
1

4
f(z, z).

При доказательстве теоремы 2.3.2 используются теоремы 2.1.1, 2.3.1 и лем-

ма 2.2.4.

В четвертом параграфе приводятся формулы композиции, полученные

из формулы перестановки.

Третья глава посвящена исследованию интеграла Коши–Сеге в много-

мерном комплексном шаре и состоит из двух параграфов.
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Пусть B — единичный шар из C
n, а именно

B = {ζ ∈ C
n : |ζ| < 1},

где ζ = (ζ1, . . . , ζn), |ζ|
2 = |ζ1|

2 + . . . + |ζn|
2. Тогда S = {ζ : |ζ| = 1} —

граница шара B.

Обозначим через K(ζ, z) — ядро интеграла Коши–Сеге для шара, т.е.

K(ζ, z) =
1

(

1 −
〈

ζ, z
〉)n ,

а через σ(ζ) — дифференциальную форму

σ(ζ) =
(n − 1)!

(2πi)n

n
∑

k=1

(−1)k−1 ζk dζ[k] ∧ dζ.

В первом параграфе предлагается более простое (в отличие от

работы17) доказательство нахождения главного значения интеграла в смыс-

ле Керзмана–Стейна, а также для данного главного значения рассматрива-

ются формулы перестановки и обращения.

Теорема 3.1.2. Пусть f(ζ, w) = f0(ζ, w)
∣

∣1 −
〈

ζ, w
〉
∣

∣

−ν
, 0 6 ν < n,

f0 ∈ Cα
KS(S × S), 0 < α 6 1, тогда

∫

Sw

dσ(w)

∫

Sζ

f(ζ, w) K(ζ, z) σ(ζ) =

∫

Sζ

K(ζ, z) σ(ζ)

∫

Sw

f(ζ, w) dσ(w), z ∈ S.

Лемма 3.1.3. Для точек ζ0, z0 ∈ S, ζ0 6= z0, справедливо равенство

∫

Sw

K(w, z0) K(ζ0, w) σ(w) = 0.

Теорема 3.1.3. Пусть f ∈ Cα
KS(S × S), 0 < α 6 1, тогда

∫

Sw

K(w, z) σ(w)

∫

Sζ

f(ζ, w) K(ζ, w) σ(ζ) =

=

∫

Sζ

σ(ζ)

∫

Sw

f(ζ, w) K(w, z) K(ζ, w) σ(w) +
1

4
f(z, z), z ∈ S.
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При доказательстве теоремы 3.1.3 используются теорема 3.1.2 и лемма 3.1.3.

Следствие 3.1.1. Пусть n > 1. Если f(ζ, w) = f(ζ) ∈ Cα
KS(S),

0 < α 6 1, то

K2
sh[f ] =

1

4
f(z), z ∈ S,

где

Ksh[f ] = v.p.h.

∫

S

f(ζ) K(ζ, z) σ(ζ).

Следствие 3.1.1 является одной из формул композиции для особого инте-

грала Коши–Сеге при n > 1.

Во втором параграфе доказаны формулы перестановки и обращения,

если рассматривать главное значение особого интеграла по Коши.

Теорема 3.2.1. Пусть f(ζ, w) = f0(ζ, w)
∣

∣1 −
〈

ζ, w
〉
∣

∣

−ν
, 0 6 ν < n,

f0 ∈ Cα(S × S), 0 < α 6 1, тогда

∫

Sw

dσ(w)

∫

Sζ

f(ζ, w) K(ζ, z) σ(ζ) =

∫

Sζ

K(ζ, z) σ(ζ)

∫

Sw

f(ζ, w) dσ(w), z ∈ S.

Лемма 3.2.3. При n > 1 для точек ζ0, z0 ∈ S, ζ0 6= z0, справедливо

равенство
∫

Sw

K(w, z0) K(ζ0, w) σ(w) = K(ζ0, z0).

Теорема 3.2.2. Пусть n > 1. Если f ∈ Cα(S × S), 0 < α 6 1, тогда

∫

Sw

K(w, z) σ(w)

∫

Sζ

f(ζ, w) K(ζ, w) σ(ζ) =

=

∫

Sζ

σ(ζ)

∫

Sw

f(ζ, w) K(w, z) K(ζ, w) σ(w), z ∈ S.

При доказательстве теоремы 3.2.2 используются теорема 3.2.1 и лемма 3.2.3.

Следствие 3.2.1. Пусть n > 1. Если f(ζ, w) = f(ζ) ∈ Cα(S),

0 < α 6 1, то

K2
s [f ] = Ks[f ].

Как и следствие 3.1.1, следствие 3.2.1 является одной из формул компози-

ции для особого интеграла Коши–Сеге при n > 1.
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