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Введение

В рамках комплексного анализа теория многомерных вычетов предполагает исследование
интегралов ∂̄-замкнутых форм бистепени (p, q) на n-мерном комплексном многообразии
X. В случае p = n такие формы автоматически d-замкнуты (замкнуты по де Раму), поэто-
му их естественно интегрировать по (n + q)-мерным циклам с компактными носителями
(или с замкнутыми, если формы остаются интегрируемыми на цепях в подходящей ком-
пактификации многообразия X). Особое внимание уделяется формам с особенностями на
аналитических множествах, в частности, рациональным дифференциальным формам в Cn

или CPn (см. [39], [1], [51]).
В одномерном случае (n = 1) имеется два эквивалентных определения вычета в изо-

лированной особой точке a ∈ C функции g(z) (дифференциальной формы ω = g(z) dz).
Вычет — это коэффициента c−1 ряда Лорана функции g(z), либо интеграл формы (2πi)−1ω

по окружности малого радиуса с центром в точке a. В многомерной ситуации диапазон
определений вычета значительно расширяется. Так, в теории Лере вычет формы — это
снова форма, но меньшей степени. Но даже в рамках концепции вычета как числа имеется
несколько подходов к его определению.

Наиболее распространен взгляд, согласно которому вычет — это коэффициент ря-
да Лорана c−I = c−1,...,−1 мероморфной функции g(z) (дифференциальной формы ω =

g(z) dz1 ∧ . . . ∧ dzn). Этот коэффициент получается в результате интегрирования формы
(2πi)−1ω по «торическому» циклу вида

T = {|z1| = r1, . . . , |zn| = rn}.

Как правило, при n > 1 этот цикл нельзя приписывать какой-либо особой точке формы
ω, например, точке полярной гиперповерхности, если g — мероморфная функция. В со-
временной терминологии такие циклы приписываются компонентам связности дополнения
амёбы полярной гиперповерхности (см. [36], [33]).

Другой подход к определению вычета основан на идее, согласно которой многомерным
аналогом функции C → C является не функция Cn → C от n комплексных переменных,
а отображение f : Cn → Cn. Если такое отображение голоморфно и имеет изолированный
нуль в точке a, то оно определяет в этой точке вычет мероморфной формы (см. [40], [51])

ω =
h(z) dz1 ∧ . . . ∧ dzn
f1(z) . . . fn(z)

(0.1)
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в виде интеграла

resf,a ω = resf,a h =
1

(2πi)n

∫
γ(a)

ω. (0.2)

Здесь предполагается, что f = (f1, . . . , fn), а γ(a) — локальный цикл в малой окрестности
Ua точки a:

γ(a) = {z ∈ Ua : |f1(z)| = ε1, . . . , |fn(z)| = εn}. (0.3)

Ориентация цикла γ(a) определяется условием d(arg f1) ∧ · · · ∧ (arg fn) > 0.
Вычет (0.2) называют локальным вычетом, ассоциированным с отображением f , или

вычетом Гротендика.
Понятие локального вычета можно свести к вычету ряда Лорана путем рассмотре-

ния расширения поля мероморфных функций, ассоциированного с отображением f . Ро-
сток отображения f : (Cn

z , a)→ (Cn
w, 0) определяет расширение поля ростков мероморфных

функцийMw ↪→Mz по формуле

Mw 3 g(w)→ g(f(z)) ∈Mz.

Оказывается (см. [51], §6.4), множество всех мероморфных ростков вида h/J , где J = J(f)

— якобиан отображения f , лежит в конечном расширении K поля Mw. Более того, след
TrK/Mw(h/J) элемента h/J относительно такого расширения голоморфен, а локальный
вычет равен

resf,a h =

[
Tr

h

J

]
(0) = c−I

[
TrK/Mw

(
h

J · f1 . . . fn

)]
.

Связующий мост между понятиями вычета Гротендика и вычета ряда Лорана, реа-
лизуемый посредством расширения полей, не является единственным, о чем свидетель-
ствует замечательная формула Гельфонд – Хованского (см. [37]). Согласно этой формуле,
глобальный (полная сумма локальных) вычет Гротендика в комплексном алгебраическом
торе Tn = (C \ 0)n выражается через вычеты рядов Лорана формы (0.1) с «большими»
областями сходимости.

Важным свойством вычета (0.2) является тот факт, что он равен нулю, если h принад-
лежит идеалу в кольце Oa ростков голоморфных функций, порожденном f1, . . . , fn (пишем
h ∈ 〈f〉). Иными словами resf,a — функционал на фактор-кольце Oa/〈f〉. Этот факт имеет
топологическую природу. В самом деле, если h = hjfj, то форма ω имеет полюсы лишь на
n− 1 гиперповерхностях

Fk = {fk = 0}, k = 1, . . . [k] . . . , n,
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в дополнении которых n-цикл γ(a) становится гомологически тривиальным:

γ(a) ∼ 0 в Ua \ (F1 ∪ . . . [j] . . . ∪ Fn). (0.4)

Действительно, цикл γ(a) есть граница (n+ 1)-цепи

σj = {|f1| = ε1, . . . , |fj| 6 εj, . . . , |fn| = εn},

рассматриваемой с подходящей ориентацией. Следовательно, по формуле Стокса интеграл
(0.2) для h = hjfj равен нулю.

Пусть теперь мероморфная форма ω задана на комплексном аналитическом многооб-
разии X и F1, . . . , Fn — ее полярные гиперповерхности, F = F1 ∪ . . . ∪ Fn. Свойство (0.4)
берется за основу следующего определения (см. [17]).

Определение 1.6. Говорят, что n-мерный цикл Γ ∈ Zn(X\F ) разделяет гиперповерхности
F1, . . . , Fn, если Γ удовлетворяет условию

Γ ∼ 0 в X \ (F1 ∪ . . . [j] . . . ∪ Fn) для всех j = 1, . . . , n.

Согласно сказанному выше, локальный цикл γ(a), участвующий в определении вычета
Гротендика, разделяет набор полярных гиперповерхностей формы ω.

Важным аргументом при использовании локальных вычетов мероморфных форм явля-
ется их рациональная вычислимость через конечное число коэффициентов Тейлора функ-
ций h, f1, . . . , fn в точке a. В связи с этим возникает актуальная задача о представлении
интеграла от мероморфной формы ω через локальные вычеты. Топологическая форму-
лировка этой задачи выглядит следующим образом. Пусть {F1, . . . , Fn} — набор гипер-
поверхностей в n-мерном комплексном аналитическом многообразии X. Обозначим через
F объединение этих гиперповерхностей, а через Z — дискретную часть их пересечения.
Требуется выяснить, когда заданный n-цикл в X \ F гомологически выражается через
локальные циклы γ(a), a ∈ Z.

Наиболее завершенные результаты о характеризации разделяющих циклов в комплекс-
ном анализе представлены в работах Циха [17], [18], [51] иЮжакова [19], [22]. Этим исследо-
ваниям предшествовал ряд результатов, полученных в работах Пикара [45], Фантаппье [32],
Мартинелли [42] и Сорани [49].

Актуальность исследования локальных вычетов связана с их многочисленными при-
ложениями. Так, в алгебраической геометрии локальные вычеты применялись при иссле-
довании нулей векторных полей (Р. Ботт [25], П. Гриффитс [39]), в теории исключений
(Л.А. Айзенберг [1], А.К. Цих [51], А.Г. Хованский [37], А.М. Кытманов [8], [4]). Отметим
также приложения в комбинаторике (Г.П. Егорычев [6], А.П.Южаков [1]), в задачах о неяв-

5



ных отображениях (А.П. Южаков [20]), в теории особенностей (В.И. Арнольд, А.Н. Вар-
ченко, С.М. Гусейн-Заде [3]). Ряд приложений локальных вычетов связан с вычислением
интегралов Меллина – Барнса ([7], [34]) и современными физическими исследованиями
по теории струн ([12]) и физике частиц ([31]). Также отметим статьи [13], [14], где опи-
сываются свойства диагонали кратного степенного ряда, представляющего рациональную
функцию многих переменных.

Цель диссертационной работы состоит в разработке комбинаторно-топологических
методов кратного интегрирования в комплексных многообразиях. В частности предпола-
гается исследовать проблему вычислимости интегралов мероморфных дифференциальных
форм с помощью вычетов Гротендика и разработать методы вычисления указанных инте-
гралов.

Основные результаты работы:

1. В терминах гомологических резольвент комплекса Чеха – де Рама на n-мерном ком-
плексном многообразии X дана конструкция гомоморфизма

H2n−1(X \
⋂

Fj)→ Hsep
n (X \

⋃
Fj)

гомологий дополнения к пересечению набора гиперповерхностей {Fj} в разделяющую
подгруппу дополнения к объединению набора {Fj}.

2. Доказано, что в 2-мерном случае комбинаторные коэффициенты для системы развер-
нутых многогранников вычисляются по резольвенте границы подходящего полиэдра.

3. Получено обобщение теоремы Южакова о разделяющих циклах на случай одного
класса дивизоров в необщем положении.

4. В локальном случае доказана справедливость гипотезы Южакова – Циха о разделя-
ющих циклах набора n+ 1 дивизоров в n-мерном комплексном многообразии.

Научная новизна. Основные результаты работы являются новыми. Они усиливают
известные теоремы Южакова и Циха, проливают свет на связь результата Гельфонд —
Хованского (о глобальном вычете Гротендика в торе) с циклами, разделяющими наборы
гиперповерхностей.

Методы исследования. В основе вычислений кратных интегралов в комплексном
многообразии с помощью многомерных вычетов лежит так называемый метод разделяю-
щих циклов. Для его реализации были использованы свойства двойного комплекса Чеха –
де Рама, теоремы о гомологиях пространств Штейна, результаты о разделении особенно-
стей аналитических функций, а также свойства амёб аналитических гиперповерхностей.
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Практическая и теоретическая ценность. Результаты, полученные автором, в ос-
новном имеют теоретическое значение. Они раскрывают новые связи между различными
концепциями определения вычета. Кроме того, они вносят существенный вклад в разви-
тие метода разделяющих циклов, который в последнее время активно применяется в ряде
разделов теоретической физики.

Результаты предполагается внедрить в учебный процесс в виде материала для прове-
дения специальных курсов по теории многомерных вычетов и алгебраической геометрии,
читаемых на кафедре теории функций Института математики и фундаментальной инфор-
матики Сибирского федерального университета.

Апробация работы. Основные положения и результаты работы прошли апробацию
на следующих семинарах и научных конференциях:

1. Международная конференция «IV Российско-Армянское совещание по математиче-
ской физике, комплексному анализу и смежным вопросам» (Красноярск, 9–12 сен-
тября 2012 г.)

2. XVIII Международная научно-практическая конференция «Решетневские чтения»
(Красноярск, 11–14 ноября 2014)

3. V Школа-конференция по алгебраической геометрии и комплексному анализу для
молодых математиков России (Коряжма, 17–22 августа 2015)

4. Международная конференция «VI Российско-Армянское совещание по математиче-
скому анализу, математической физике и аналитической механике» (Ростов-на-Дону,
11–16 сентября 2016 г.)

5. VI Школа-конференция по алгебраической геометрии и комплексному анализу для
молодых математиков России (Коряжма, 25–30 августа 2017)

6. Красноярский городской семинар по комплексному анализу и алгебраической гео-
метрии (Сибирский федеральный университет, 2012–2018).

Публикации. Основные результаты диссертационной работы опубликованы в трех
статьях [53], [54], [54] в журналах из перечня изданий, рекомендуемых ВАК, двух сборни-
ках материалов конференций [57], [58] и в тезисах докладов [56]. Все публикации подго-
товлены без соавторов.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трех глав и списка
литературы. Список литературы содержит 58 наименований, список работ автора по теме
диссертации: 6. Общий объем диссертации: 93 страницы. Иллюстративный материал: 3
рисунка.
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В первой главе диссертации уточняются и дополняются известные сведения о кого-
мологиях двойного комплекса C∗(U,Ω∗) Чеха – де Рама и гомологиях двойственного ему
комплекса C∗(U, S∗) групп сингулярных цепей. Данные комплексы сопоставляются счет-
ному или конечному открытому покрытию U = {Ui}i∈I паракомпактного вещественного
многообразия X (в случае комплекса Чеха – де Рама) или топологического пространства
X (в случае двойственного комплекса).

Комплекс C∗(U,Ω∗) образован векторным пространством дифференциальных форм
Ωq = Ωq(X) и биградуированным векторным пространством

Cp,q =
∏

i0<i1<...<ip

Ωq(Ui0 ∩ Ui1 ∩ . . . ∩ Uip), p, q = 0, 1, . . . ,

элементы которого называются U-коцепями. Строки

0 −→ Ωq ρ−→ C0,q δ−→ C1,q δ−→ C2,q δ−→ . . . ,

этого комплекса образуют обобщенные точные последовательности Майера – Виеториса,
а в столбцах Ω∗ и Cp,∗, p = 0, 1, . . . , действует оператор дифференцирования d : Ωq → Ωq+1,
d : Cp,q → Cp,q+1, d2 = 0.

Двойственный комплекс C∗(U, S∗), который также можно называть комплексом Чеха –
де Рама (его гомологической версией), в свою очередь, образован группой SU

q , порожденной
всеми сингулярными симплексами, носители которых полностью содержатся в некотором
элементе Ui покрытия U, и биградуированной группой

Cp,q =
⊕

i0<i1<...<ip

Sq(Ui0 ∩ Ui1 ∩ . . . ∩ Uip), p, q = 0, 1, . . . ,

элементы которой называются U-цепями. Данный комплекс также имеет точные строки

0←− SU
q

ε←− C0,q
δ←− C1,q

δ←− C2,q
δ←− . . . .

В столбцах SU
∗ и Cp,∗, p = 0, 1, . . . , действует оператор взятия границы цепей ∂ : SU

q → SU
q−1,

∂ : Cp,q → Cp,q−1, ∂2 = 0.
Из рассмотрения спектральной последовательности «когомологического» комплекса

Чеха – де Рама следует, что этот комплекс вычисляет когомологии H∗(X) (см. [40], [26]).
Двойственным образом, теорема 1.2 утверждает, что «гомологический» комплекс Чеха –
де Рама вычисляет гомологии H∗(S

U). Этот результат не является новым (см. [26], [27]),
однако приводится с подробным доказательством, в котором в явном виде появляется кон-
струкция U-резольвенты (см. далее), связанная с тотальным комплексом, используемым
в связи с соответствующей спектральной последовательностью. Учитывая существование
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изоморфизма H∗(X) ' H∗(S
U) из теоремы 1.2 следует, что комплекс C∗(U, S∗) вычисляет

гомологии пространства X.
Отметим, что далее мы сознательно не прибегаем к использованию общих фактов о

спектральных последовательностях и соответствующей терминологии. Это вызвано тем,
что нам требуется как можно более явное и детальное изложение результатов о комплексах
Чеха – де Рама, ориентированное на последующие приложения в главе 2.

В параграфе 1.2 вводится понятие U-резольвенты элементов комплекса Чеха – де Ра-
ма, которое является главным техническим средством для доказательства всех основных
результатов первой и второй главы диссертации. Вначале дается следующая версия опре-
деления резольвенты из статьи Э. Глисона [38].

Определение 1.3. Последовательность U-цепей {ξp}rp=0, ξp ∈ Cp,r−p, будем называть U-
резольвентой цикла ξ ∈ Zr(SU

∗ ), если выполняются следующие два условия:

1) εξ0 = ξ;

2) δξp = ∂ξp−1, p = 1, . . . , r.

Таким образом, элементы ξp резольвенты располагаются на диагонали двойного комплекса
и связаны условием 2), в котором оператор δ — граничный оператор Чеха. Далее в данном
параграфе обсуждаются простейшие свойства U-резольвент, а также вводятся обобщения
этого понятия (см. определения 1.4, 1.5), в частности, дается определение резольвенты для
U-коцепи. Основным результатом параграфа является предложение 1.4, описывающее на
языке резольвент «диагональную» последовательность гомоморфизмов

Hr(S
U
∗ )→ H0(Ccl

∗,r−1)→ H1(Ccl
∗,r−2)→ . . .→ Hr−2(Ccl

∗,1)→ Hr−1(Ccl
∗,0) ' 0, (0.5)

где Hp(C
cl
∗,q) — группа p-мерных δ-гомологий комплекса

0←− Zq(S
U
∗ )

ε←− Ccl
0,q

δ←− Ccl
1,q

δ←− Ccl
2,q

δ←− . . . ,

образованного подгруппами Ccl
p,q = Zq(Cp,∗) = ker(∂ : Cp,q → Cp,q−1). Заметим, что предста-

витель класса [ξ] ∈ Hp(C
cl
∗,q) — это U-цепь ξ ∈ Cp,q, для которой ∂ξ = 0 и δξ = 0. Последо-

вательность гомоморфизмов (0.5) является двойственным вариантом последовательности
гомоморфизмов для когомологий групп U-коцепей, описанной в [38].

Параграф 1.3 описывает спаривание между U-коцепями и U-цепями, соответствующими
покрытию U многообразия X. Это спаривание определяется по формуле

〈θ, ξ〉 =
∑

i0<i1<...<ip

〈
θ(i0, i1, . . . , ip), ξ(i0, i1, . . . , ip)

〉
,
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где теперь θ ∈ Cp,q, ξ ∈ Cp,q, и обладает свойствами, изложенными в предложении 1.9,
теореме 1.4 и следствии 1.1 (см. [38], [40]).

В параграфе 1.4 рассматривается наиболее важный для дальнейших приложений слу-
чай конечного покрытия U. Двойственность результатов о комплексах Чеха – де Рама в
данной ситуации проявляется в полной мере. Основные результаты параграфа формули-
руются в теоремах 1.5, 1.6 и 1.8. В частности, утверждение теоремы 1.5 состоит в том, что
для покрытия U, состоящего из m элементов, последовательность гомоморфизмов (0.5)
заменяется на последовательность гомоморфизмов

Hr(S
U
∗ )→ H0(Ccl

∗,r−1)→ . . .→ Hm−3(Ccl
∗,r−m+2)→ Hr−m+1(Cm−1,∗), (0.6)

действие которых описывается цепочкой образов

[ξ] 7−→ [∂ξ0] 7−→ . . . 7−→ [∂ξm−3] 7−→ [ξm−1],

где ξ0, . . . , ξm−3, ξm−2, ξm−1 — резольвента для цикла ξ ∈ Zr(SU
∗ ).

Заключительный параграф первой главы содержит один из основных результатов
диссертации. Рассмотрим n-мерное комплексное аналитическое многообразие X и набор
F = {F1, . . . , Fn} гиперповерхностей в X. В данном контексте всегда будем использовать
обозначения F = F1 ∪ . . . ∪ Fn и X̃ = X \ (F1 ∩ . . . ∩ Fn). Напомним, что согласно опре-
делению 1.6, цикл Γ ∈ Zn(X \ F ) называется разделяющим для набора F , если Γ ∼ 0 в
X \ (F1 ∪ . . . [j] . . . ∪ Fn) для всех j = 1, . . . , n. Обозначим через Hsep

n (X \ F ) подгруппу
группы гомологий Hn(X \ F ), образованную классами всех циклов, разделяющих данный
набор гиперповерхностей (эта подгруппа далее называется разделяющей).

Множества Uj = X \ Fj, j = 1, . . . , n, образуют открытое покрытие U многообразия X̃.
Условие разделения циклом Γ набора F , означает, что δΓ является ∂-границей в группе
Cn−2,n. Последнее замечание дает возможность использовать язык резольвент комплекса
Чеха – де Рама в связи с разделяющими циклами. Следующая теорема является основным
результатом первой главы.

Теорема 1.9. Пусть ξ ∈ Z2n−1(X̃), и ξ0, . . . , ξn−1 — U-резольвента произвольного цикла
из Z2n−1(SU

∗ ), представляющего класс [ξ] ∈ H2n−1(X̃) ' H2n−1(SU
∗ ). Тогда соответствие

гомологических классов [ξ] 7→ [ξn−1] определяет гомоморфизм

ϕ : H2n−1(X̃)→ Hsep
n (X \ F ).

Если X — штейново, то ϕ является изоморфизмом.

Эта теорема дает гомологическое описание тех n-циклов, разделяющих гиперповерх-
ности F1, . . . , Fn, которые связаны при помощи резольвент с (2n− 1)-гомологиями много-
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образия X \ (F1 ∩ . . . ∩ Fn). Такое описание оказывается полным в случае многообразий
Штейна. Доказательство теоремы основано на использовании последовательности гомо-
морфизмов (0.6).

Вторая глава начинается с определения локального вычета (вычета Гротендика). Как
было сказано в начале введения, вычет resf,a ω можно сопоставить изолированной точке a
пересечения набора особых гиперповерхностей F1, . . . , Fn мероморфной формы ω. При этом
локальный цикл (0.3), участвующий в определении вычета через интеграл (0.2), разделя-
ет данный набор гиперповерхностей. Поэтому группа H loc

n (X \ F ), порожденная классами
локальных циклов γ(a), соответствующих всем изолированным точкам a пересечения ги-
перповерхностей F1, . . . , Fn, является подгруппой группы Hsep

n (X\F ). Как уже отмечалось,
одной из топологических задач теории многомерных вычетов является описание условий,
при которых разделяющий цикл Γ имеет гомологическое представление в виде линейной
комбинации локальных циклов, то есть [Γ] ∈ H loc

n (X \ F ).
В параграфе 2.2 рассматриваются гомологические и когомологические резольвенты,

связанные с локальными вычетами (данный материал менее подробно изложен в моно-
графии [40], Глава 5, §1). В частности отмечается (см. лемма 2.1), что локальный цикл
γ(a) = {z ∈ Ua : |fi(z)| = εi, i = 1, . . . , n} является конечным элементом U-резольвенты для
границы ∂Πa специального аналитического полиэдра

Πa = {z ∈ Ua : |fi(z)| < εi, i = 1, . . . , n}, (0.7)

где U — открытое покрытие области Ua \ a множествами

Ui = {z ∈ Ua : fi(z) 6= 0}, i = 1, . . . , n.

В свою очередь для мероморфной n-формы ω вида (0.1) с полярной гиперповерхностью
F = {f1 · . . . · fn = 0} находится когомологическая резольвента, конечный элемент которой
имеет вид

θ−1 = (−1)
(n−1)n

2 (n− 1)!
h

‖f‖2n

∑
i∈I

(−1)i−1f̄idf̄I\i ∧ dzI , z ∈ Ua \ a.

В качестве иллюстрации применения описанных резольвент и свойств спаривания из пара-
графа 1.3 выводится известная формула представления локального вычета через интеграл
по сфере:

resf,a ω =
1

(2πi)n
〈θ−1, ∂Πa〉 =

1

(2πi)n
〈θ−1, Sa〉 =

1

(2πi)n

∫
Sa

θ−1,

где Sa — это (2n− 1)-мерная сфера малого радиуса с центром в точке a.
Параграфы 2.3, 2.4 посвящены получению новых доказательств для двух основных
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результатов А. К. Циха, связанных с задачей описания условий, при которых разделяющий
цикл гомологически выражается через локальные циклы. Первый из этих результатов
формулируется в виде следующей теоремы.

Теорема 2.1. Пусть X — многообразие Штейна размерности n, и F = {F1, . . . , Fn} —
набор гиперповерхностей в X. Тогда n-цикл Γ из X \F разделяет набор F тогда и только
тогда, когда Γ гомологичен линейной комбинации локальных циклов γ(a), a ∈ Z0, где Z0

— дискретная часть пересечения F1 ∩ . . . ∩ Fn.

Предлагаемое нами доказательство основано на применении теоремы 1.9 о существо-
вании разделяющего гомоморфизма ϕ : H2n−1(X̃) → Hsep

n (X \ F ). Согласно замечанию из
параграфа 2.2 имеем [γ(a)] = ϕ[∂Πa], поэтому в общем случае

H loc
n (X \ F ) ⊂ imϕ ⊂ Hsep

n (X \ F ).

Для многообразий Штейна все три группы гомологий совпадают:

H loc
n (X \ F ) = imϕ = Hsep

n (X \ F ),

что и доказывает теорему. Отметим, что в условиях теоремы 2.1 при Z0 = ∅ получим
Hsep
n (X \ F ) = H loc

n (X \ F ) ' 0, то есть в этом случае любой разделяющий цикл гомологи-
чески тривиален.

Второй из упомянутых результатов является одним из вариантов так называемого
«принципа разделяющих циклов» А. К. Циха. Рассмотрим специальный аналитический
полиэдр

Π = {z ∈ G : χi(z) ∈ Gi, i = 1, . . . , n}, χi ∈ O(G), Gi b χi(G),

и набор гиперповерхностей F = {F1, . . . , Fn}, где

Fi = {z ∈ G : fi(z) = 0}, fi ∈ O(G), i = 1, . . . , n,

где O(G) — кольцо функций, голоморфных в области G. Пусть как и прежде F = F1∪ . . .∪
Fn и Z0 — дискретная часть пересечения F1 ∩ . . . ∩ Fn. Назовем набор гиперповерхностей
F согласованным с аналитическим полиэдром Π, если

Fi ∩ σ(i) = ∅ для всех i = 1, . . . , n,

где σ(i) = {z ∈ G : χi(z) ∈ ∂Gi, χj(z) ∈ Gi, j 6= i}, i = 1, . . . , n, — грани полиэдра Π.
Напомним, что пересечение всех граней полиэдра Π называется его остовом.

Предложение 2.1. Если набор гиперповерхностей F согласован с полиэдром Π, то его
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остов σn допускает в Π \ F гомологическое представление

σn ∼
∑

a∈Z0∩Π

γ(a),

где γ(a) — локальный цикл в точке a для набора F .

При доказательстве мы также пользуемся теоремой 1.9 и возможностью связать с по-
мощью резольвенты границу полиэдра с его остовом.

В параграфе 2.5 рассматривается одно из возможных обобщений понятия разделяюще-
го цикла. Это обобщение, в частности, имеет отношение к теории узлов. Нетривиальное
зацепление называется брунновым, если оно становится тривиальным при удалении лю-
бой своей компоненты. Наиболее известным примером такого зацепления являются кольца
Борромео — нетривиальное зацепление трех колец (окружностей), которые попарно неза-
цеплены. По аналогии с понятием цикла, разделяющего набор гиперповерхностей в ком-
плексном многообразии, следует говорить, что в данном случае каждая из окружностей
как одномерный цикл разделяет набор двух других окружностей в R3.

Пусть X — вещественное многообразие размерности d, и Y = {Y1, . . . , Ym} — набор
замкнутых подмножеств из X, где 2 6 m 6 d − 1. Обозначим Y = Y1 ∪ . . . ∪ Ym. Дается
следующее определение.

Определение 2.1. Будем говорить, что (d−m)-мерный цикл Γ в X \ Y разделяет набор
Y , если Γ гомологичен нулю в X \ (Y1 ∪ . . . [j] . . . ∪ Ym) для всех j ∈ I = {1, . . . ,m}.

В соответствии с этим определением любая компонента Γ ∼ S1 (топологическая окруж-
ность S1 как одномерный цикл) бруннового зацепления с тремя компонентами разделяет
набор оставшихся компонент {Y1, Y2}, Yj ∼ S1, в X = R3. С другой стороны, данному
определению удовлетворяют и циклы, разделяющие набор гиперповерхностей в n-мерном
комплексном многообразии (в этом случае d = 2n и m = n).

Пример бруннового зацепления с тремя компонентами обобщается в следующем пред-
ложении.

Предложение 2.3. Пусть X — сфера S2n+1 размерности 2n + 1, n > 1, и Y — набор
из n+ 2 попарно непересекающихся поверхностей, гомеоморфных Sn, в котором каждая
из поверхностей разделяет остальные. Тогда каждая сфера из набора Y гомологически
тривиальна в дополнении остальных сфер.

В частности, для брунновых зацеплений с тремя компонентами последнее предложение
утверждает, что на каждую топологическую окружность данного зацепления можно натя-
нуть «пленку», лежащую в дополнении к другим двум окружностям (для колец Борромео
можно в этом убедиться непосредственно).
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Доказательство данного предложения основано на существовании разделяющего гомо-
морфизма, аналогичного гомоморфизму ϕ из теоремы 1.9 (см. предложение 2.2). Заметим
также, что предложение 2.3 является аналогом того факта, что любой цикл, разделяющий
набор гиперповерхностей в штейновом многообразии, будет гомологически тривиален в
случае Z0 = ∅.

Параграф 2.6 содержит основной результат главы 2, имеющий отношение к известной
теореме Гельфонд – Хованского о глобальном вычете Гротендика в комплексном алгеб-
раическом торе Tn = (C \ 0)n (см. [37]). Эта теорема дает обобщение того факта, что в
одномерном случае сумма вычетов мероморфной формы ω = g(z) dz/(z · f(z)) в конечных
ненулевых корнях многочлена z · f(z) выражается двумя слагаемыми:∑

a∈f−1(0)∩T1

resa ω = −(res0 ω − res∞ ω).

Эти слагаемые являются взятыми с коэффициентами ±1 вычетами, приписываемыми точ-
кам (0-мерным дивизорам) z = 0 и z = ∞ на сфере Римана C ' CP1, которые «подклеи-
ваются» при компактификации тора T1 ⊂ CP1. В случае n = 2 и мероморфной формы

ω =
g(z, w)

f1(z, w) · f2(z, w)

dz ∧ dw
z · w

рассматривается компактификация тора T2 в виде торического многообразия, построен-
ного по многоугольнику ∆ = ∆1 + ∆2, где ∆j — многоугольник Ньютона полинома fj,
j = 1, 2, и берется сумма многоугольников по Минковскому. В соответствии с форму-
лой Гельфонд – Хованского, при условии развернутости набора многоугольников ∆1,∆2,
глобальный вычет Гротендика формы ω выражается в виде суммы торических вычетов,
связанных с вершинами многоугольника-суммы ∆, взятых с некоторыми коэффициента-
ми. Эти коэффициенты зависят лишь от комбинаторных свойств набора многоугольников
∆1,∆2 и называются комбинаторными коэффициентами (см. [37]). Двойственным объек-
том по отношению к многоугольнику ∆ = ∆1 + ∆2 является веер Бергмана Σ = Σ1 ∪ Σ2

на плоскости R2 с вершиной O в начале координат (см. [23]). При этом мы доказываем
следующую теорему.

Теорема 2.4. Пусть [γ] — образующая группы R2 \{O}, представленная замкнутой кри-
вой γ, окружающей точку O и ориентированной против часовой стрелки. Тогда разло-
жение образа ϕ[γ] по базе {[tj]} группы H0(R2 \ (Σ1 ∪ Σ2)) имеет вид

ϕ([γ]) =
N∑
j=1

kj[tj],

где kj — комбинаторные коэффициенты Гельфонд – Хованского.

14



Отметим, что отображение ϕ в формулировке теоремы — это разделяющий гомомор-
физм

ϕ : H1(R2 \ {O})→ Hsep
0 (R2 \ (Σ1 ∪ Σ2)),

определенный в параграфе 2.5.
Третья глава посвящена исследованию гипотезы Южакова – Циха о разделяющих

циклах в многообразиях Штейна. Как было показано в главе 2, для штейновых многообра-
зий размерности n любой цикл, разделяющий набор n гиперповерхностей, представляется
в виде линейной комбинации локальных циклов. В ситуации, когда мероморфная форма
(0.1) имеет особенности на более чем n гиперповерхностях, в связи с локальными вычетами
этой формы естественно возникает обобщенный взгляд на понятие разделяющего цикла.
Упомянутая гипотеза связана с распространением результата о разделяющих циклах в
многообразиях Штейна на этот более общий случай.

В параграфе 3.1 формулируется гипотеза Южакова – Циха и обсуждаются полученные
ранее результаты, подтверждающие эту гипотезу в частных случаях. В данной главе рас-
сматриваются наборы гиперповерхностей D = {D1, . . . , Dm} в комплексном аналитическом
многообразии X размерности n, где m > n. Разбиением множества индексов {1, . . . ,m}
будем называть упорядоченный набор непустых попарно непересекающихся подмножеств
J = (J1, . . . , Jn) таких, что J1∪. . .∪Jn = {1, . . . ,m}. Каждое такое разбиение J определяет
упорядоченный набор гиперповерхностей

FJ = (F1, . . . , Fn), где Fi =
⋃
j∈Ji

Dj, i = 1, . . . , n.

Как и прежде, через F обозначается объединение F1∪. . .∪Fn, которое, очевидно, совпадает
с объединением гиперповерхностей исходного набора D.

Пусть ZJ — дискретная часть пересечения F1 ∩ . . . ∩ Fn. Каждой точке a ∈ ZJ сопо-
ставляется локальный цикл

Γ
(a)
J = {z ∈ Ua : |fi(z)| = εi, i = 1, . . . , n},

где Fi |Ua = {fi(z) = 0}. При этом каждый такой локальный цикл разделяет набор гипер-
поверхностей D в смысле следующего определения (см. [51]).

Определение 3.1. Говорят, что n-мерный цикл Γ ∈ Zn(X\F ) разделяет гиперповерхности
D1, . . . , Dm (m > n), если Γ удовлетворяет условию

Γ ∼ 0 в X \ (Dα1 ∪ . . . ∪Dαn−1) для всех поднаборов {α1, . . . , αn−1} ⊂ {1, . . . ,m}.

Как и раньше, рассматривается подгруппа H loc
n (X \ F ) группы гомологий Hn(X \ F ),
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порожденная всевозможными локальными циклами Γ
(a)
J , и подгруппа Hsep

n (X \F ), образо-
ванная всеми классами циклов, разделяющих набор D, причем H loc

n (X \F ) ⊂ Hsep
n (X \F ).

Гипотезу Южакова – Циха можно коротко сформулировать следующим образом.

Гипотеза. Пусть X — штейново многообразие и {D1, . . . , Dm} — произвольный набор
гиперповерхностей в X, m > n = dimCX. Тогда Hsep

n (X \ F ) = H loc
n (X \ F ).

Будем говорить, что набор D имеет дискретные пересечения, если для любого n-
поднабора α = {α1, . . . , αn} ⊂ {1, . . . ,m} множество Dα = Dα1 ∩ . . . ∩Dαn дискретно.

Сформулированная гипотеза была доказана Южаковым при некоторых дополнитель-
ных ограничениях:

Теорема 3.1([22], теорема 1). Утверждение гипотезы о разделяющих циклах справедливо
в каждом из следующих случаев:

1) Набор гиперповерхностей D имеет дискретные пересечения и Dα ∩ Dβ = ∅ для
любых n-поднаборов индексов α, β ⊂ {1, . . . ,m} при α 6= β;

2) X = Ua — достаточно малая штейнова окрестность точки a ∈ Cn и Dα = {a} для
любого n-поднабора индексов α ⊂ {1, . . . ,m}.

Отметим, что условие 1) теоремы 3.1 означает, что гиперповерхности из набора D на-
ходятся «в общем положении» (это условие сохраняется при малых «шевелениях» Dj). В
рамках условия 2) рассматривается локальная ситуация и подразумевается, что речь идет
о центрированном наборе D ростков гиперповерхностей в точке a. Условие Dα = {a} для
любого n-поднабора индексов α ⊂ {1, . . . ,m} также выражает свойство «общего положе-
ния».

Еще одна важная ситуация, в которой выполняется утверждение гипотезы о разде-
ляющих циклах в многообразиях Штейна, рассматривалась Г. А. Московченко. Показа-
но (см. [11], теорема 2.3), что для произвольного набора гиперплоскостей в Cn группы
Hn(Cn \ F ), Hsep

n (Cn \ F ) и H loc
n (Cn \ F ) совпадают.

Параграф 3.2 содержит вспомогательные утверждения, необходимые для доказательств
основных теорем главы. В основном обсуждаются результаты о разделении особенностей
(сингулярностей) голоморфной функции n > 1 переменных. Прототипом процедуры раз-
деления особенностей является теорема о разложении рациональной функции одного пере-
менного на простейшие дроби. В нашем случае роль простейших дробей играют функции,
особые множества которых являются объединениями не более чем n гиперповерхностей.
В частности, доказывается лемма 3.3, описывающая разделение особенностей в локальной
ситуации.

В параграфах 3.3–3.5 доказываются новые результаты, подтверждающие гипотезу
Южакова – Циха. Наиболее значимыми из них являются следующие две теоремы, от-
носящиеся к основным результатам диссертации.
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Первая из этих теорем является обобщением теоремы Южакова 3.1.

Теорема 3.3. Утверждение гипотезы о разделяющих циклах справедливо при выполне-
нии следующего условия: набор гиперповерхностей имеет дискретные пересечения, и для
любых n-поднаборов индексов α, β ⊂ {1, . . . ,m} множества Dα и Dβ, имеющие хотя бы
одну общую точку, полностью совпадают:

Dα ∩Dβ 6= ∅⇒ Dα = Dβ.

Действительно, при выполнении условия 1) теоремы 3.1 изDα∩Dβ 6= ∅ следует, что α = β,

откуда тривиальным образом Dα = Dβ. Если же выполняется условие 2), то множества
Dα совпадают для всех n-поднаборов α ⊂ {1, . . . ,m}.

В условиях второй теоремы в важном частном случае удается избавиться от предполо-
жения «общего положения» элементов набора гиперповерхностей. Доказана теорема.

Теорема 3.4.Пусть X — достаточно малая штейнова окрестность точки a ∈ Cn. Тогда
утверждение гипотезы о разделяющих циклах справедливо для любого набора, состоящего
из m = n+ 1 гиперповерхностей.

Благодарности. Автор выражает глубокую благодарность своему научному руково-
дителю А.К. Циху за постановку задачи и неоценимую поддержку при подготовке диссер-
тационной работы.
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Глава 1

Резольвенты комплекса Чеха – де Рама

В данной главе уточняются и дополняются известные факты о двойном комплексе Че-
ха – де Рама и двойственном ему комплексе, образованном группами сингулярных цепей,
связанных с открытым покрытием U многообразия (или, в более общей формулировке,
топологического пространства). В качестве основного инструмента используется понятие
U-резольвенты, предложенное Э. Глисоном, и его обобщения. В заключительном парагра-
фе главы намечается подход к исследованию циклов, разделяющих гиперповерхности в
комплексных аналитических многообразиях, с использованием резольвент.

1.1 Двойной комплекс Чеха – де Рама

Пусть U = {Ui}i∈I — открытое покрытие топологического пространства X, где I — счетное
или конечное упорядоченное множество индексов. Далее будем использовать стандартное
обозначение Sq для группы сингулярных цепей размерности q (с коэффициентами в C) на
X. Следующие два определения даются в статье [38].

Определение 1.1. U-цепью на X кратности p и размерности q называется альтернирован-
ная (кососимметрическая) функция σ, определенная на множестве Ip+1 и принимающая
значения

σ(i0, i1, . . . , ip) ∈ Sq(Ui0 ∩ Ui1 ∩ . . . ∩ Uip),

не равные нулю лишь для конечного числа элементов из Ip+1.

ЕслиX — вещественное (паракомпактное) многообразие, то аналогичным образом дает-
ся двойственное понятие U-коцепи на X. Будем применять обозначение Ωq для векторного
пространства (комплекснозначных) дифференциальных форм степени q на X.

Определение 1.2. U-коцепью наX кратности p и степени q называется альтернированная
функция θ, определенная на множестве Ip+1 и принимающая значения

θ(i0, i1, . . . , ip) ∈ Ωq(Ui0 ∩ Ui1 ∩ . . . ∩ Uip).

Заметим, что U-цепи естественным образом отождествляются с элементами биградуи-
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рованной группы

Cp,q =
⊕

i0<i1<...<ip

Sq(Ui0 ∩ Ui1 ∩ . . . ∩ Uip), p, q = 0, 1, . . . (1.1)

Аналогично, U-коцепи будем отождествлять с элементами векторного пространства

Cp,q =
∏

i0<i1<...<ip

Ωq(Ui0 ∩ Ui1 ∩ . . . ∩ Uip), p, q = 0, 1, . . . (1.2)

Комплекс Чеха – де Рама.
Биградуированное векторное пространство (1.2) всех U-коцепей на многообразии X

связано с известным двойным комплексом Чеха – де Рама. Напомним (см., например, [26])
его конструкцию.

Включения

Ui0 ∩ Ui1 ∩ . . . ∩ Uip+1 ↪→ Ui0 ∩ Ui1 ∩ . . . [ik] . . . ∩ Uip+1 , k = 0, . . . , p+ 1,

индуцируют кограничный оператор Чеха δ : Cp,q → Cp+1,q, δ2 = 0, определяемый по фор-
муле

(δθ)(i0, i1, . . . , ip+1) =

p+1∑
k=0

(−1)kθ(i0, . . . [ik] . . . , ip+1),

где в правой части равенства подразумевается, что берутся ограничения форм на пе-
ресечение Ui0 ∩ · · · ∩ Uip+1 . В свою очередь включения Ui ⊂ X индуцируют оператор
ρ : Ωq(X)→ C0,q:

(ρθ)(i) = θ |Ui , i ∈ I,

причем δρ = 0.
Последовательность

0 −→ Ωq ρ−→ C0,q δ−→ C1,q δ−→ C2,q δ−→ . . . , (1.3)

называется обобщенной последовательностью Майера – Виеториса.

Предложение 1.1 ([26], Предложение 8.5). Последовательность (1.3) точна.

В частности, при I = {1, 2} обобщенная последовательность Майера — Виеториса дает
известную короткую точную последовательность

0 −→ Ωq(U1 ∪ U2)−→Ωq(U1)⊕ Ωq(U2)−→Ωq(U1 ∩ U2)−→0.

Двойным комплексом Чеха — де Рама называется следующий (расширенный) двойной
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комплекс C∗(U,Ω∗), соответствующий биградуированному пространству (Cp,q):

...
...

...

0 // Ωq+1

d

OO

ρ // C0,q+1

d

OO

δ // C1,q+1

d

OO

δ // . . .

0 // Ωq

d

OO

ρ // C0,q

d

OO

δ // C1,q

d

OO

δ // . . .

...

d

OO

...

d

OO

...

d

OO

0 // Ω0

d

OO

ρ // C0,0

d

OO

δ // C1,0

d

OO

δ // . . .

0

OO

0

OO

0

OO

(1.4)

Строки этого комплекса образуют точные последовательности, а в столбцах действует
оператор дифференцирования d : Cp,q → Cp,q+1, d2 = 0,

(dθ)(i0, i1, . . . , ip) = d(θ(i0, i1, . . . , ip)),

причем dδ = δd, dρ = ρd. Отметим, что в силу последних равенств, отображения
ρ : Ω∗ → C0,∗ и δ : Cp,∗ → Cp+1,∗ являются цепными отображениями коцепных комплек-
сов, образованных соответствующими столбцами двойного комплекса.

Введем следующие обозначения:
Zq(Ω∗) = ker(d : Ωq → Ωq+1) — подпространство d-замкнутых форм;
Bq(Ω∗) = im(d : Ωq−1 → Ωq) — подпространство d-точных форм;
Cp,q
cl = Zq(Cp,∗) = ker(d : Cp,q → Cp,q+1) — подпространство d-замкнутых U-коцепей;

Bq(Cp,∗) = im(d : Cp,q−1 → Cp,q) — подпространство d-точных U-коцепей;
Zp(C∗,q) = ker(δ : Cp,q → Cp+1,q) — подпространство δ-замкнутых U-коцепей;
Bp(C∗,q) = im(δ : Cp−1,q → Cp,q), B0(C∗,q) = im(ρ : Ωq → C0,q) — подпространства δ-

точных U-коцепей.
Точность строк двойного комплекса (1.4) означает, что

Zp(C∗,q) = Bp(C∗,q), p = 0, 1, . . . ,

откуда следует тривиальность когомологий коцепных комплексов, образованных этими
строками:

Hp(C∗,q) = Zp(C∗,q)/Bp(C∗,q) ' 0, p = 0, 1, . . .
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Кроме того, учитывая, что ρ — мономорфизм, получаем естественный изоморфизм

ρ∗ : Ωq → Z0(C∗,q).

Так как ρ и δ — цепные отображения, то корректно определены следующие подпро-
странства:

Zp(C∗,qcl ) = ker(δ : Cp,q
cl → Cp+1,q

cl ) = {θ ∈ Cp,q : dθ = 0, δθ = 0};
Bp(C∗,qcl ) = im(δ : Cp−1,q

cl → Cp,q
cl ), B0(C∗,qcl ) = im(ρ : Zq(Ω∗)→ C0,q

cl ) ' Zq(Ω∗).
Подпространства Zp(C∗,qcl ), Bp(C∗,qcl ) являются соответствующими подпространствами

коциклов и кограниц для коцепного комплекса

0 −→ Zq(Ω∗)
ρ−→ C0,q

cl

δ−→ C1,q
cl

δ−→ C2,q
cl

δ−→ . . . ,

рассматриваемого как подкомплекс комплекса (1.3). Обозначим

Hp(C∗,qcl ) = Zp(C∗,qcl )/Bp(C∗,qcl ), p = 0, 1, . . .

Если θ ∈ Z0(C∗,qcl ), то ρθ = 0, поэтому найдется форма τ ∈ Ωq, для которой θ = ρτ .
Имеем ρ(dτ) = d(ρτ) = dθ = 0. Но ρ — мономорфизм, поэтому dτ = 0, то есть τ ∈ Zq(Ω∗),
и θ ∈ B0(C∗,qcl ). Таким образом, показано, что

Z0(C∗,qcl ) = B0(C∗,qcl ) ' Zq(Ω∗),

откуда следует, что
H0(C∗,qcl ) ' 0.

Аналогично, при p > 1 для θ ∈ Zp(C∗,qcl ) в силу точности последовательности (1.3)
существует цепь τ ∈ Cp−1,q, для которой θ = δτ . Однако, не обязательно dτ = 0, что
говорит о нетривиальности групп Hp(C∗,qcl ) в общем случае.

В [38] доказываются следующие важные леммы.

Лемма 1.1 ([38], Лемма 1.7). Пусть θ ∈ Zp(C∗,qcl ), где p > 1. Предположим, что θ = δτ

для τ ∈ Cp−1,q. Тогда dτ ∈ Zp−1(C∗,q+1
cl ), и класс [dτ ] ∈ Hp−1(C∗,q+1

cl ) зависит только от
класса [θ] ∈ Hp(C∗,qcl ). Это соответствие задает гомоморфизм групп

(dδ−1)∗ : H
p(C∗,qcl )→ Hp−1(C∗,q+1

cl ).
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Замечание. Так как H0(C∗,qcl ) ' 0, то при p = 1 описанный в данной лемме гомоморфизм
является тривиальным:

(dδ−1)∗ : H
1(C∗,qcl )→ 0.

Лемма 1.2 ([38], Лемма 1.8). Пусть θ ∈ Z1(C∗,qcl ). Предположим, что θ = δτ для τ ∈ C0,q.
Тогда dτ ∈ Z0(C∗,q+1

cl ) ' Zq+1(Ω∗), и образ dτ в Hq+1(Ω∗) = Zq+1(Ω∗)/Bq+1(Ω∗) зависит
только от класса [θ] ∈ H1(C∗,qcl ). Это соответствие задает гомоморфизм групп

(ρ−1dδ−1)∗ : H
1(C∗,qcl )→ Hq+1(Ω∗).
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Объединяя утверждения лемм 1.1 и 1.2, получим следующую «диагональную» после-
довательность гомоморфизмов:

Hr(C∗,0cl )→ Hr−1(C∗,1cl )→ . . .→ Hp(C∗,r−pcl )→ . . .→ H1(C∗,r−1
cl )→ Hr(Ω∗), (1.5)

которая позволяет «поднять» U-коцепь θ, dθ = 0, δθ = 0, кратности p и степени q до
коцикла степени (p+ q) на многообразии.

Двойственный двойной комплекс.
Практически все построения и результаты (часть из которых описана выше), связанные

с двойным комплексом Чеха – де Рама, «двойственным образом» можно повторить для
расширенного двойного комплекса, соответствующего биградуированной группе (1.1) всех
U-цепей на произвольном топологическом пространстве X.
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Как и в случае комплекса (1.4), включения

Ui0 ∩ Ui1 ∩ . . . ∩ Uip ↪→ Ui0 ∩ Ui1 ∩ . . . [ik] . . . ∩ Uip , k = 0, . . . , p,

индуцируют оператор δ : Cp,∗ → Cp−1,∗, δ2 = 0, определяемый с помощью формулы «аль-
тернированной суммы»:

(δσ)(i0, i1, . . . , ip−1) =
∑
i∈I

σ(i, i0, . . . , ip−1).

Оператор δ в данном случае называется граничным оператором Чеха. Использование
одинакового обозначения для кограничного и граничного операторов Чеха видится вполне
допустимым, так как всегда будет понятно из контекста, о каком именно операторе идет
речь.

Обозначим через SU
q подгруппу группы Sq = Sq(X), порожденную всеми сингуляр-

ными q-симплексами, носители которых полностью содержатся в некотором элементе Ui
покрытия U. При этом естественное вложение ι : SU

∗ → S∗(X), очевидно, является цепным
отображением.

Используем следующие обозначения:
Zq(S∗) = ker(∂ : Sq → Sq−1) — подгруппы ∂-замкнутых цепей на X;
Bq(S∗) = im(∂ : Sq+1 → Sq) — подгруппы ∂-точных цепей на X;
Zq(S

U
∗ ) = ker(∂ : SU

q → SU
q−1) — подгруппы ∂-замкнутых цепей для SU

∗ ;
Bq(S

U
∗ ) = im(∂ : SU

q+1 → SU
q ) — подгруппы ∂-точных цепей для SU

∗ ;
Hq(X) = Hq(S∗) = Zq(S∗)/Bq(S∗), Hq(S

U
∗ ) = Zq(S

U
∗ )/Bq(S

U
∗ ) — соответствующие группы

гомологий.

Следующий факт показывает, что при вычислении гомологий пространства X доста-
точно использовать комплекс SU

∗ .

Теорема 1.1 ([52], Теорема 1.14). Гомоморфизм

ι∗ : H(SU
∗ )→ H(X),

индуцированный цепным отображением ι : SU
∗ → S∗(X), является изоморфизмом.

Включения Ui ⊂ X индуцируют оператор ε : C0,∗ → SU
∗ , действие которого, по той же

самой формуле «альтернированной суммы», задается следующим образом:

εσ =
∑
i∈I

σ(i),

причем εδ = 0. Получаем последовательность Майера — Виеториса для групп сингулярных
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цепей объединения
0←− SU

q
ε←− C0,q

δ←− C1,q
δ←− C2,q

δ←− . . . (1.6)

Предложение 1.2 ([26], Предложение 15.2). Последовательность (1.6) точна.

Расширенный двойной комплекс C∗(U, S∗), соответствующий биградуированной группе
(Cp,q), имеет вид

...
∂

��

...
∂

��

...
∂

��
0 SU

q
oo

∂
��

C0,q
εoo

∂
��

C1,q
δoo

∂
��

. . .δoo

0 SU
q−1

oo

∂
��

C0,q−1
εoo

∂
��

C1,q−1
δoo

∂
��

. . .δoo

...
∂

��

...
∂

��

...
∂

��
0 SU

0
oo

��

C0,0
εoo

��

C1,0
δoo

��

. . .δoo

0 0 0

(1.7)

Его строками являются точные последовательности Майера – Виеториса для групп син-
гулярных цепей, а в столбцах действует граничный оператор ∂ : C∗,q → C∗,q−1, ∂2 = 0,

(∂σ)(i0, i1, . . . , ip) = ∂(σ(i0, i1, . . . , ip)),

причем ∂δ = δ∂, ∂ε = ε∂.
В частности при I = {1, 2} короткие точные последовательности строк двойного ком-

плекса C∗(U, S∗) индуцируют длинную точную последовательность Майера – Виеториса
для групп гомологий. В общем случае аналогом последовательности Майера – Виетори-
са для гомологий служит спектральная последовательность данного двойного комплекса
(см. [26], [27]).

Рассмотрим тотальный комплекс TC двойного комплекса C = (Cp,q; δ, ∂), образованный
градуированной группой

(TC)r =
⊕
p+q=r

Cp,q

с граничным оператором D : (TC)r → (TC)r−1, действующим по формуле

D
∣∣
Cp,q = δ + (−1)p∂.

Следующее утверждение является аналогом так называемого обобщенного принципа
Майера – Виеториса для когомологий де Рама (см. [26], Предложение 8.8).
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Теорема 1.2. Отображение ε : C0,∗ → SU
∗ индуцирует изоморфизм

εTC∗ : H(TC)→ H(SU
∗ ).

Приводимое далее доказательство теоремы 1.2 довольно стандартно с точки зрения
гомологической алгебры и может быть заменено более короткими рассуждениями, если
пользоваться общими фактами о спектральных последовательностях двойного комплекса.
Однако появляющаяся в нашем доказательстве конструкция понадобится нам в дальней-
шем.

Доказательство. Цепное отображение ε : C0,∗ → SU
∗ (X) определяет отображение

εTC : TC → SU
∗ , εTC

∣∣
(TC)r (Σ) = ε(Σ0,r),

где Σ0,r — «старшая» компонента цепи Σ ∈ (TC)r, образованной U-цепями Σi,r−i ∈ Ci,r−i,
i = 0, 1, . . . , r. При этом εTC также является цепным отображением. Действительно, для
произвольной цепи Σ ∈ (TC)r имеем

εTCD(Σ) = ε(δΣ1,r−1 + (−1)0∂Σ0,r) = εδ(Σ1,r−1) + ε∂(Σ0,r) = ∂ε(Σ0,r) = ∂εTC(Σ),

где εδ = 0 в силу точности строк расширенного двойного комплекса, и ε∂ = ∂ε. Следова-
тельно, отображение εTC индуцирует гомоморфизм в гомологиях

εTC∗ : H(TC)→ H(SU
∗ ).

Докажем, что εTC∗ — изоморфизм.
Сюръективность εTC∗ . Пусть [σ] — гомологический класс в Hr(S

U
∗ ) с представителем

σ ∈ Zr(S
U
∗ ). Так как ε сюръективно, то найдется U-цепь σ0 ∈ C0,r, для которой σ = εσ0.

Рассмотрим U-цепь ∂σ0. Имеем

ε(∂σ0) = ∂(εσ0) = ∂σ = 0,

откуда, используя точность строк комплекса C∗(U, S∗), получаем ∂σ0 ∈ im δ. Следователь-
но, найдется U-цепь σ1 ∈ C1,r−1, такая, что ∂σ0 = δσ1. При этом

δ(∂σ1) = ∂(δσ1) = ∂(∂σ0) = 0,

поэтому найдется U-цепь σ2 ∈ C2,r−2 со свойством ∂σ1 = δσ2. Продолжая описанное по-
строение, получим последовательность U-цепей σi ∈ Ci,r−i, i = 0, 1, . . . , r, для которой
выполняются следующие свойства: σ = εσ0, и ∂σi−1 = δσi для всех i = 1, . . . , n.
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Пусть цепь Σ ∈ (TC)r имеет компоненты Σi,r−i ∈ Ci,r−i, i = 0, 1, . . . , r, определяемые
равенствами

Σ0,r = σ0, Σ1,r−1 = −σ1, Σ2,r−2 = −σ2, Σ3,r−3 = σ3, Σ4,r−4 = σ4, Σ5,r−5 = −σ5, . . .

Учитывая, что ∂σi−1 = δσi, непосредственно проверяется выполнение следующего условия:

∂Σi,r−i = (−1)i+1δ(Σi+1,r−i−1), i = 0, 1, . . . , r − 1. (1.8)

Покажем, что Σ является D-циклом, то есть DΣ = 0. Действительно, используя (1.8),
для всех i = 0, 1, . . . , r − 1 получим

(DΣ)i,(r−1)−i = δ(Σi+1,(r−1)−i) + (−1)i∂(Σi,r−i) =

=δ(Σi+1,r−i−1) + (−1)i(−1)i+1δ(Σi+1,r−i−1) = 0.

Таким образом, для заданного цикла σ ∈ SU
r построен D-цикл Σ ∈ (TC)r, для которого

εTC(Σ) = ε(Σ0,r) = εσ0 = σ, то есть

[σ] = εTC∗ ([Σ]).

Инъективность εTC∗ . Пусть для D-цикла Σ в (TC)r выполняется εTC∗ ([Σ]) = [0]. Обо-
значим через σi = Σi,r−i ∈ Ci,r−i соответствующие компоненты Σ. Тогда по определению
отображения εTC∗ цепь σ = εσ0 ∈ SU

r является циклом, гомологичным нулю, то есть σ = ∂τ

для некоторой цепи τ ∈ SU
r+1. Так как ε сюръективно, то найдется U-цепь τ0 ∈ C0,r+1, для

которой ετ0 = τ . Для U-цепи σ0 − ∂τ0 ∈ C0,r+1 имеем

ε(σ0 − ∂τ0) = εσ0 − ε∂τ0 = σ − ∂(ετ0) = σ − ∂τ = 0.

Следовательно, существует U-цепь τ1 ∈ C1,r, для которой σ0 − ∂τ0 = δτ1. Отсюда

σ0 = δτ1 + (−1)0∂τ0.

Рассмотрим U-цепь σ1 + ∂τ1 ∈ C1,r. Учитывая, что DΣ = 0, получим в частности δσ1 +

(−1)0∂σ0 = 0. Имеем

δ(σ1 + ∂τ1) = δσ1 + δ∂τ1 = −∂σ0 + ∂(δτ1) = −∂σ0 + ∂(σ0 − ∂τ0) = 0.

Из точности строк рассматриваемого двойного комплекса следует, что найдется U-цепь
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τ2 ∈ C2,r−1, для которой σ1 + ∂τ1 = δτ2. Приходим к равенству

σ1 = δτ2 + (−1)1∂τ1.

Аналогичным образом, используя точность строк рассматриваемого двойного комплек-
са и соотношения вида δσi−1 +(−1)i−2∂σi−2 = 0, последовательно найдем U-цепи τi ∈ Ci,r−i,
i = 3, . . . , r + 1, для которых выполняются равенства

σi−1 = δτi + (−1)i−1∂τi−1.

Таким образом, существует цепь T ∈ (TC)r+1, компонентами которой являются U-цепи
τi = Ti,(r+1)−i ∈ Ci,(r+1)−i, i = 0, 1, . . . , r+1, для которой, в силу нашего построения, Σ = DT .
Последнее означает, что [Σ] = [0], то есть инъективность отображения εTC∗ .

Объединяя теоремы 1.1 и 1.2, получим следующее утверждение (см. [26], [27]).

Теорема 1.3. Двойной комплекс (Cp,q; δ, ∂) вычисляет гомологии пространства X. Более
точно: отображение ε∗ = ι∗ε

TC
∗ ,

ε∗ : H(TC)→ H(X),

является изоморфизмом.

1.2 Резольвенты для U-цепей и U-коцепей

Согласно статье Глисона [38], последовательность U-цепей σi ∈ Ci,r−i, i = 0, 1, . . . , r, постро-
енная для произвольного цикла σ ∈ Zr(SU

∗ ) при доказательстве сюръективности отображе-
ния εTC∗ в прошлом параграфе, называется U-резольвентой цикла σ и будет играть важную
роль в дальнейшем изложении. Понятие резольвенты (имеющее, как известно, несколь-
ко различных значений) будет использоваться нами только в связи с рассматриваемыми
двойными комплексами U-цепей и U-коцепей. Приводимое далее определение немного от-
личается от определения Глисона.

Определение 1.3. Последовательность U-цепей {ξp}rp=0, ξp ∈ Cp,r−p, будем называть U-
резольвентой цикла ξ ∈ Zr(SU

∗ ), если выполняются следующие два условия:

1) εξ0 = ξ;

2) δξp = ∂ξp−1, p = 1, . . . , r.
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mult0 1 r−1 r

dim

r

r−1

1

0

SU
∗

ξ ξ0
ε

∂
δ ξ1

∂

ξr−1
δ

∂

ξr
δ

0

0

0

Существование и степень неоднозначности построения резольвенты описывает следу-
ющее предложение.

Предложение 1.3. Пусть U — произвольное открытое покрытие топологического про-
странства X. Для любого цикла ξ ∈ Zr(S

U
∗ ) существует U-резольвента. При этом

элемент ξp ∈ Cp,r−p резольвенты определен с точностью до слагаемых вида δτ , где
τ ∈ Cp+1,r−p, ∂τ = 0.

Доказательство. Существование U-резольвенты для любого цикла ξ ∈ Zr(SU
∗ ) следует из

доказательства теоремы 1.1. Докажем второе утверждение. При p = 0 достаточно показать,
что для τ ∈ C1,r, ∂τ = 0, выполняются равенства ε(δτ) = 0 и ∂(δτ) = 0. Первое равенство
следует из того, что εδ = 0, а второе доказывает следующая цепочка равенств: ∂(δτ) =

δ(∂τ) = δ(0) = 0. Аналогично, при p > 1 и τ ∈ Cp+1,r−p, ∂τ = 0, имеем δ(δτ) = 0, и
∂(δτ) = 0.

Замечание. Определение U-резольвенты, данное Глисоном (см. [38], определение 1.12)
предполагает, что ξ ∈ Zr(S∗). При этом условие ξ ∈ Zr(S

U
∗ ) приводится как критерий

существования U-резольвенты (см. [38], теорема 2.12).

Замечание. Следует уточнить, что в точности также можно показать, что элемент ξp

резольвенты определен с точностью до слагаемых вида ∂τ ′, где τ ′ ∈ Cp,r−p+1, δτ ′ = 0

(ετ ′ = 0 при p = 0). Покажем, что в этом случае также найдется U-цепь τ ∈ Cp+1,r−p,
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∂τ = 0, для которой ∂τ ′ = δτ . Действительно, из точности строк расширенного двойного
комплекса (1.7) следует, что существует U-цепь σ ∈ Cp+1,r−p+1, такая что τ ′ = δσ. При этом
для U-цепи τ = ∂σ имеем

∂τ ′ = ∂(δσ) = δ(∂σ) = δτ, ∂τ = ∂(∂σ) = 0.

Рассмотрим пример, иллюстрирующий определение U-резольвенты и показывающий
его «естественность» в комбинаторном и геометрическом смысле.

Пример 1.1. Пусть ∆r+1 — стандартный (r + 1)-симплекс в Rr+2, r > 0,

∆r+1 = (e0, . . . , er+1), ei = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
i

, 0, . . . , 0),

и ξ = ∂∆r+1 — его граница. Рассмотрим совокупность открытых множеств

Ui =

{
(x0, . . . , xr+1) ∈ Rr+2 : (r + 1)xi −

∑
k 6=i

xk < 1

}
, i ∈ I = {0, . . . , r + 1}.

Покажем, что
⋃
i∈I Ui = Rr+2. Действительно, если бы элемент x = (x0, . . . , xr+1) не при-

надлежал этому объединению, то x являлся бы решением системы неравенств

(r + 1)xi −
∑
k 6=i

xk > 1, i ∈ I.

Но эта система, как нетрудно убедиться, просуммировав соответствующие части всех нера-
венств, не имеет решений. Следовательно, данная совокупность множеств U = {Ui} обра-
зует открытое покрытие пространства Rr+2.

Покажем, что последовательность U-цепей ξ0, . . . , ξr, заданных равенствами

ξp(i0, . . . , ip) = (−1)i0+...+ip(e0, . . . [i0, . . . , ip] . . . , er+1), p = 0, . . . , r,

где 0 6 i0 < . . . < ip 6 r + 1, является U-резольвентой r-цикла ξ. Отметим, что символ
[i0, . . . , ip] здесь обозначает пропуск вершин с соответствующими индексами. При этом по-
рядок следования оставшихся вершин сохраняется. При перестановке любых двух индексов
из i0, . . . , ip по правилу альтернирования цепь ξp(i0, . . . , ip) меняет знак, что согласуется с
изменением ориентации грани (e0, . . . [i0, . . . , ip] . . . , er+1) при перестановке соответствую-
щих вершин. Считаем также, что ξp(i0, . . . , ip) = 0 при наличии совпадающих индексов.

Вначале следует пояснить, почему

supp ξp(i0, . . . , ip) ⊂ Ui0 ∩ . . . ∩ Uip .
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Очевидно, что ej ∈ Ui при j 6= i (и ei /∈ Ui). Следовательно, каждая из вершин
e0, . . . [i0, . . . , ip] . . . , er+1 лежит в Ui0 ∩ . . . ∩ Uip . Но Ui — выпуклые множества (полупро-
странства), поэтому рассматриваемое пересечение также выпукло, а значит и выпуклая
оболочка данных вершин лежит в этом пересечении.

Проверим, что ξ = εξ0. Действительно, учитывая определение границы симплекса, по-
лучим

εξ0 =
∑
i∈I

ξ0(i) =
r+1∑
i=0

(−1)i(e0, . . . [i] . . . , er+1) = ∂∆r+1 = ξ.

Осталось проверить равенства ∂ξp−1 = δξp, p = 1, . . . , r. Для фиксированного набора
индексов i0, . . . , ip−1, 0 6 i0 < . . . < ip−1 6 r + 1, обозначим

{j0, . . . jr−p+1} = I \ {i0, . . . , ip−1},

где j0 < . . . < jr−p+1. Тогда

(∂ξp−1)(i0, . . . , ip−1) = (−1)i0+...+ip−1∂(e0, . . . [i0, . . . , ip−1] . . . , er+1) =

= (−1)i0+...+ip−1∂(ej0 , . . . , ejr−p+1) = (−1)i0+...+ip−1

r−p+1∑
k=0

(−1)k(ej0 , . . . [jk] . . . , ejr−p+1) =

= (−1)i0+...+ip−1

r−p+1∑
k=0

(−1)k(−1)jk−k(e0, . . . [jk, i0, . . . , ip−1] . . . , er+1) =

=

r−p+1∑
k=0

(−1)i0+...+ip−1+jk(e0, . . . [jk, i0, . . . , ip−1] . . . , er+1) =

=

r−p+1∑
k=0

ξp(jk, i0, . . . , ip−1) =
∑
i∈I

ξp(i, i0, . . . , ip−1) = (δξp)(i0, . . . , ip−1).

Появление множителя (−1)jk−k на одном из шагов преобразований связано с тем, что при
расположении индексов i0, . . . , ip−1, jk в порядке возрастания индекс jk получает номер
jk−k, если начинать нумерацию с нуля. Следовательно, для того, чтобы переместить этот
индекс в начало списка, нужно проделать ровно jk − k последовательных перестановок
индекса jk с индексом, располагающимся непосредственно слева от него.

Отметим, что построенная резольвента для границы стандартного симплекса фактиче-
ски является градуированным по размерности набором всех собственных граней данного
симплекса, взятых с ориентацией, индуцированной ориентацией объемлющего простран-
ства.

Будем использовать следующие обозначения, аналогичные введенным выше для под-
пространств форм и U-коцепей.

Ccl
p,q = Zq(Cp,∗) = ker(∂ : Cp,q → Cp,q−1) — подгруппы ∂-замкнутых U-цепей;
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Bq(Cp,∗) = im(∂ : Cp,q+1 → Cp,q) — подгруппы ∂-точных U-цепей;
Zp(C∗,q) = ker(δ : Cp,q → Cp−1,q), Z0(C∗,q) = ker(ε : C0,q → SU

q ) — подгруппы δ-замкнутых
U-цепей;

Bp(C∗,q) = im(δ : Cp+1,q → Cp,q) — подгруппы δ-точных U-цепей.

Из точности строк двойного комплекса (1.7) заключаем, что

Zp(C∗,q) = Bp(C∗,q), Hp(C∗,q) = Zp(C∗,q)/Bp(C∗,q) ' 0, p = 0, 1, . . .

Отображения ε : C0,∗ → SU
∗ и δ : Cp,∗ → Cp−1,∗ являются цепными отображениями ком-

плексов, образованных столбцами двойного комплекса (1.7). Поэтому для комплекса (1.6)
определен подкомплекс

0←− Zq(S
U
∗ )

ε←− Ccl
0,q

δ←− Ccl
1,q

δ←− Ccl
2,q

δ←− . . . ,

имеющий следующие подгруппы циклов и границ:
Zp(C

cl
∗,q) = ker(δ : Ccl

p,q → Ccl
p−1,q), Z0(Ccl

∗,q) = ker(ε : Ccl
0,q → Zq(S

U
∗ ));

Bp(C
cl
∗,q) = im(δ : Ccl

p+1,q → Ccl
p,q).

Соответствующие группы гомологий обозначим

Hp(C
cl
∗,q) = Zp(C

cl
∗,q)/Bp(C

cl
∗,q), p = 0, 1, . . .

Сформулируем и докажем утверждение, двойственное по отношению к лемме 1.1.

Лемма 1.3. Пусть ξ ∈ Zp(C
cl
∗,q), где p > 0. Предположим, что ξ = δξp+1 для U-цепи

ξp+1 ∈ Cp+1,q. Тогда ∂ξp+1 ∈ Zp+1(Ccl
∗,q−1), и класс [∂ξp+1] ∈ Hp+1(Ccl

∗,q−1) зависит только от
класса [ξ] ∈ Hp(C

cl
∗,q). Это соответствие задает гомоморфизм групп

(∂δ−1)∗ : Hp(C
cl
∗,q)→ Hp+1(Ccl

∗,q−1).

0 ξδoo

∂

��

∂δ−1
BBB

!!B
BB

ξp+1
δoo

∂

��
0 ∂ξp+1

δ
oo

∂

��
0

0 ξ
εoo

∂

��

∂δ−1
?

?

��?
?

ξ1
δoo

∂

��
0 ∂ξ1δ

oo

∂

��
0

Доказательство. Заметим, что существование U-цепи ξp+1, для которой ξ = δξp+1, следует
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из точности строк двойного комплекса (1.7) в силу условия δξ = 0 (εξ = 0 при p = 0). Имеем

∂(∂ξp+1) = 0, δ(∂ξp+1) = ∂(δξp+1) = ∂ξ = 0,

поэтому ∂ξp+1 ∈ Zp+1(Ccl
∗,q−1).

Если также ξ = δξ′p+1, то δ(ξp+1 − ξ′p+1) = 0, поэтому найдется U-цепь τ ∈ Cp+2,q, такая
что ξp+1 − ξ′p+1 = δτ . Отсюда ξ′p+1 = ξp+1 − δτ . Имеем

∂ξ′p+1 = ∂(ξp+1 − δτ) = ∂ξp+1 − ∂(δτ),

причем ∂(δτ) ∈ Bp+1(Ccl
∗,q−1), так как ∂(δτ) = δ(∂τ), где ∂(∂τ) = 0. Отсюда следует, что

[∂ξp+1] = [∂ξ′p+1] ∈ Hp+1(Ccl
∗,q−1).

Пусть, наконец, ξ′ — произвольный представитель класса [ξ] ∈ Hp(C
cl
∗,q). Тогда найдется

U-цепь σ ∈ Cp+1,q, для которой ξ−ξ′ = δσ и ∂σ = 0. Если δξp+1 = ξ, то δ(ξp+1−σ) = ξ−δσ =

ξ′. Тогда U-цепи ξ′ сопоставляется класс U-цепи

∂(ξp+1 − σ) = ∂ξp+1 − ∂σ = ∂ξp+1,

что и требовалось показать.
Осталось заметить, что для отображения [ξ] 7→ [∂ξp+1] образ суммы классов, очевидно,

равен сумме образов, то есть отображение является гомоморфизмом.

Замечание. Так как Ccl
p,0 = Cp,0 при p > 0, то Hp(C

cl
∗,0) = Hp(C∗,0) = 0. Следовательно,

при q = 1 описанный в лемме 1.3 гомоморфизм является тривиальным:

(∂δ−1)∗ : Hp(C
cl
∗,1)→ 0.

Лемма 1.4. Пусть ξ ∈ Zq(SU
∗ ), где q > 1. Предположим, что ξ = εξ0 для U-цепи ξ0 ∈ C0,q.

Тогда ∂ξ0 ∈ Z0(Ccl
∗,q−1), и класс [∂ξ0] ∈ H0(Ccl

∗,q−1) зависит только от класса [ξ] ∈ Hq(S
U
∗ ).

Это соответствие задает гомоморфизм групп

(∂ε−1)∗ : Hq(S
U
∗ )→ H0(Ccl

∗,q−1).

ξ
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∂ε−1
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��?
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εoo
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oo
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Доказательство. Существование U-цепи ξ0, для которой ξ = εξ0, следует из сюръектив-
ности отображения ε. Принадлежность ∂ξ0 ∈ Z0(Ccl

∗,q−1) и независимость класса [∂ξ0] ∈
H0(Ccl

∗,q−1) от выбора U-цепи ξ0 обосновываются также, как в доказательстве леммы 1.3.
Пусть ξ′ — произвольный представитель класса [ξ] ∈ Hq(S

U
∗ ). Тогда найдется цепь σ ∈

SU
q+1, для которой ξ − ξ′ = ∂σ. Так как ε — эпиморфизм, то существует U-цепь τ ∈ C0,q+1,

такая что σ = ετ . При этом ε(ξ0−∂τ) = ξ−ε(∂τ) = ξ−∂(ετ) = ξ−∂σ = ξ′, поэтому ∂-циклу
ξ′ сопоставляется класс [∂(ξ0− ∂τ)] = [∂ξ0− ∂∂τ ] = [∂ξ0]. Показано, что соответствие [ξ] 7→
[∂ξ0] корректно определено. Очевидно, это соответствие является гомоморфизмом.

Замечание. При q = 1 гомоморфизм, описанный в предыдущей лемме, является триви-
альным:

(∂ε−1)∗ : H1(SU
∗ )→ 0.

Две последние леммы определяют следующую диагональную последовательность го-
моморфизмов, «двойственную» последовательности (1.5)

Hr(S
U
∗ )→ H0(Ccl

∗,r−1)→ H1(Ccl
∗,r−2)→ . . .→ Hr−2(Ccl

∗,1)→ Hr−1(Ccl
∗,0) ' 0. (1.9)

Из определений гомоморфизмов (∂ε−1)∗ и (∂δ−1)∗, а также из доказательства теоре-
мы 1.1, становится очевидным следующее утверждение, говорящее о связи понятия U-
резольвенты с последовательностью гомоморфизмов (1.9).

Предложение 1.4. Пусть {ξp} — U-резольвента цикла ξ ∈ Zr(SU
∗ ). Тогда цепочка после-

довательных образов для класса [ξ] ∈ Hr(S
U
∗ ) под действием гомоморфизмов (1.9) имеет

вид
[ξ] 7−→ [∂ξ0] 7−→ [∂ξ1] 7−→ . . . 7−→ [∂ξr−2] 7−→ [∂ξr−1] = [0].

Аналогичным образом можно рассматривать часть последовательности гомоморфиз-
мов (1.9), «стартуя» с группы гомологий Hp(C

cl
∗,q) для p > 0 и q > 1. В этом случае

получим следующую последовательность гомоморфизмов.

Hp(C
cl
∗,q)→ Hp+1(Ccl

∗,q−1)→ . . .→ Hp+q−1(Ccl
∗,1)→ Hp+q(C

cl
∗,0) ' 0, (1.10)

с которой естественно связать следующее обобщение понятия U-резольвенты.

Определение 1.4. Пусть ξ — U-цепь кратности p > 0 и размерности q > 1 такая, что ∂ξ =

0 и δξ = 0 (εξ = 0 при p = 0). Последовательность U-цепей ξp+1, . . . , ξp+q+1, ξk ∈ Ck,p+q−k+1,
назовем U-резольвентой для ξ, если выполняются следующие условия:

1) δξp+1 = ξ;

2) δξk = ∂ξk−1, k = p+ 2, . . . , p+ q + 1.
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Замечание. Как и в случае U-резольвенты цикла ξ ∈ Zr(S
U
∗ ), резольвента существует

для любой U-цепи ξ ∈ Zp(Ccl
∗,q). При этом в обоих случаях элемент резольвенты ξk ∈ Ck,s

определен с точностью до U-цепей из Bk(C
cl
∗,s).

Замечание. Если последовательность ξp+1, ξp+2, . . . , ξp+q+1 образует резольвенту для U-
цепи ξ ∈ Zp(C

cl
∗,q), то последовательность ξp+k+1, ξp+k+2, . . . , ξp+q+1 образует укороченную

резольвенту для U-цепи dξp+k, k = 1, . . . , q. Аналогично можно говорить об укороченных
резольвентах, «стартуя» с цикла ξ ∈ Zr(SU

∗ ).

Заменяя в предложении 1.4 резольвенту для цикла ξ ∈ Zr(SU
∗ ) на резольвенту U-цепи

ξ ∈ Zp(Ccl
∗,q), получим следующее утверждение.

Предложение 1.5. Пусть ξ ∈ Zp(C
cl
∗,q) и {ξk} — резольвента для ξ. Тогда цепочка по-

следовательных образов для класса [ξ] ∈ Hp(C
cl
∗,q) под действием гомоморфизмов (1.10)

имеет вид

[ξ] 7−→ [∂ξp+1] 7−→ [∂ξp+2] 7−→ . . . 7−→ [∂ξp+q−1] 7−→ [∂ξp+q] = [0].

Резольвенты для U-коцепей
По аналогии с последовательностью гомоморфизмов (1.10) рассмотрим последователь-

ность гомоморфизмов, описанных в лемме 1.1, «стартующую» с группы Hp(C∗,qcl ) при p > 1

и q > 0:

Hp(C∗,qcl )→ Hp−1(C∗,q+1
cl )→ . . .→ H1(C∗,p+q−1

cl )→ H0(C∗,p+qcl ) ' 0. (1.11)

Введем понятие резольвенты для U-коцепи. Насколько нам известно, следующее ниже
определение не формулировалось раньше в явном виде. Однако имеется множество приме-
ров фактического использования данного понятия в связи с техникой последовательного
понижения (или повышения) кратности интегрирования при помощи формулы Стокса, в
частности при получении интегральных представлений в комплексном анализе (см. [40], [1]
и др.). Данная техника также будет описана ниже как следствие основных свойств спари-
вания между U-коцепями и U-цепями.

Определение 1.5. Пусть θ ∈ Zp(C∗,qcl ). Последовательность U-коцепей θp−1, θp−2, . . . , θ0,
где θk ∈ Ck,p+q−k−1, назовем U-резольвентой для U-коцепи θ, если выполняются следующие
два условия:

1) δθp−1 = θ;

2) δθk−1 = dθk, k = 1, . . . , p− 1.
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Формулируемые далее результаты, завершающие данный параграф, являются двой-
ственными по отношению к результатам о резольвентах U-цепей.

Предложение 1.6. Пусть U — произвольное открытое покрытие многообразия X. Для
любой U-коцепи θ ∈ Zp(C∗,qcl ) существует U-резольвента. При этом элемент резольвенты
θk ∈ Ck,p+q−k−1 определен с точностью до элементов из Bk(C∗,p+q−k−1

cl ).

Доказательство. Оба утверждения следуют из точности строк двойного комплекса Чеха
– де Рама и определения резольвенты в точности также, как при доказательстве предло-
жения 1.3.

Из леммы 1.1 и определения резольвенты заключаем, что имеется следующая связь
между резольвентой U-коцепи из Zp(C∗,qcl ) и последовательностью (1.11).

Предложение 1.7. Пусть θ ∈ Zp(C∗,qcl ) и {θk} — резольвента для θ. Тогда цепочка по-
следовательных образов для класса [θ] ∈ Hp(C∗,qcl ) под действием гомоморфизмов (1.11)
имеет вид

[θ] 7−→ [dθp−1] 7−→ [dθp−2] 7−→ . . . 7−→ [dθ1] 7−→ [dθ0] = [0].

Резольвенту θp−1, θp−2, . . . , θ0 для U-коцепи θ ∈ Zp(C∗,qcl ) при p > 2 всегда можно до-
полнить единственным элементом θ−1 ∈ Zp+q(Ω∗) с сохранением условия вида 2) из опре-
деления резольвенты. Действительно, для U-коцепи dθ0 ∈ C0,p+q имеем δ(dθ0) = d(δθ0) =

d(dθ1) = 0. Следовательно, существует U-коцепь θ−1 ∈ Ωp+q, для которой ρθ−1 = dθ0. При
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этом ρ(dθ−1) = d(ρθ−1) = d(dθ0) = 0. Так как ρ — мономорфизм, то отсюда следует, что
dθ−1 = 0, а также что элемент θ−1 = ρ−1(dθ0) определен однозначно. Полученную после-
довательность U-коцепей θp−1, θp−2, . . . , θ0, θ−1 будем называть расширенной резольвентой
для U-коцепи θ.

Тривиальный гомоморфизм на конце последовательности гомоморфизмов (1.11) в со-
ответствии с леммой 1.2 может быть заменен гомоморфизмом (ρ−1dδ−1)∗, как это было
сделано в случае последовательности (1.5):

Hp(C∗,qcl )→ Hp−1(C∗,q+1
cl )→ . . .→ H1(C∗,p+q−1

cl )→ Hp+q(Ω∗). (1.12)

Получаем следующую модификацию для предложения 1.7:

Предложение 1.8. Пусть θp−1, θp−2, . . . , θ0, θ−1 — расширенная резольвента для U-коцепи
θ ∈ Zp(C∗,qcl ). Тогда цепочка последовательных образов для класса [θ] ∈ Hp(C∗,qcl ) под дей-
ствием гомоморфизмов (1.12) имеет вид

[θ] 7−→ [dθp−1] 7−→ [dθp−2] 7−→ . . . 7−→ [dθ1] 7−→ [θ−1].

1.3 Спаривание между U-цепями и U-коцепями

Пусть U — произвольное открытое покрытие многообразия X. Обозначим

〈θ, ξ〉 =

∫
ξ

θ,

где θ ∈ Ωq, ξ ∈ SU
q . Данное спаривание распространяется на U-коцепи и U-цепи следующим

образом:
〈θ, ξ〉 =

∑
i0<i1<...<ip

〈
θ(i0, i1, . . . , ip), ξ(i0, i1, . . . , ip)

〉
, (1.13)

где теперь θ ∈ Cp,q, ξ ∈ Cp,q. Из свойства альтернированности функций θ(i0, i1, . . . , ip) и
ξ(i0, i1, . . . , ip) следует, что

(p+ 1)!〈θ, ξ〉 =
∑

i0,i1,...,ip∈I

〈
θ(i0, i1, . . . , ip), ξ(i0, i1, . . . , ip)

〉
.

Предложение 1.9. Спаривание (1.13) обладает следующими свойствами:

1) 〈dθ, ξ〉 = 〈θ, ∂ξ〉 для любых θ ∈ Cp,q и ξ ∈ Cp,q+1, или θ ∈ Ωq и ξ ∈ SU
q+1;

2) 〈δθ, ξ〉 = 〈θ, δξ〉 для любых θ ∈ Cp,q и ξ ∈ Cp+1,q;

3) 〈ρθ, ξ〉 = 〈θ, εξ〉 для любых θ ∈ Ωq и ξ ∈ C0,q;
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4) 〈θ, ξp〉 = 〈dθp−1, ξp−1〉 для любых θ ∈ Zp(C∗,qcl ), θp−1 ∈ Cp−1,q, ξp ∈ Cp,q, ξp−1 ∈ Cp−1,q+1,
таких, что θ = δθp−1, ∂ξp−1 = δξp;

5) 〈θp−1, ξ〉 = 〈θp, ∂ξp〉 для любых θp−1 ∈ Cp−1,q, θp ∈ Cp,q−1, ξ ∈ Zp−1(Ccl
∗,q), ξp ∈ Cp,q,

таких, что dθp = δθp−1, ξ = δξp;

6) 〈θ, ξ0〉 = 〈dθ−1, ξ−1〉 для любых θ ∈ Z0(C∗,qcl ), θ−1 ∈ Ωq, ξ0 ∈ C0,q, ξ−1 ∈ SU
q+1, таких,

что θ = ρθ−1, ∂ξ−1 = εξ0;

7) 〈θ−1, ξ〉 = 〈θ0, ∂ξ0〉 для любых θ−1 ∈ Ωq, θ0 ∈ C0,q−1, ξ ∈ Zq(SU
∗ ), ξ0 ∈ C0,q, таких, что

dθ0 = ρθ−1, ξ = εξ0.

Доказательство. Свойство 1) следует из теоремы Стокса.
Свойство 2) доказывает следующая цепочка равенств:

〈δθ, ξ〉 =

〈
p+1∑
k=0

(−1)kθ(i0, . . . [ik] . . . , ip+1), ξ(i0, . . . , ip+1)

〉
=

=

p+1∑
k=0

〈
θ(i0, . . . [ik] . . . , ip+1), (−1)kξ(i0, . . . , ip+1)

〉
=

=

p+1∑
k=0

〈
θ(i0, . . . [ik] . . . , ip+1), ξ(ik, i0, . . . [ik] . . . , ip+1)

〉
=

=

p+1∑
k=0

1

(p+ 1)!

∑
j0,...,jp∈I

∑
j∈I

〈
θ(j0, . . . , jp), ξ(j, j0, . . . , jp)

〉
=

=
1

p!

∑
j0,...,jp∈I

〈
θ(j0, . . . , jp), (δξ)(j0, . . . , jp)

〉
= 〈θ, δξ〉.

Свойство 3) доказывают равенства

〈ρθ, ξ〉 =
∑
i∈I

〈θ, ξ(i)〉 =

〈
θ,
∑
i∈I

ξ(i)

〉
= 〈θ, εξ〉.

Свойство 4) доказано в [38] (см. лемма 1.13). Совершенно также доказывается свой-
ство 5). Приведем для полноты изложения это доказательство:

〈θp−1, ξ〉 = 〈θp−1, δξp〉 = 〈δθp−1, ξp〉 = 〈dθp, ξp〉 = 〈θp, ∂ξp〉.

Свойств 6) и 7) доказываются аналогично.

Замечание. Если в условиях свойства 5) дополнительно предположить, что ξ = ∂ξp−1 для
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ξp−1 ∈ Cp−1,q+1, то это свойство легко получается из свойства 4):

〈θp−1, ξ〉 = 〈θp−1, ∂ξp−1〉 = 〈dθp−1, ξp−1〉 = 〈δθp−1, ξp〉 = 〈dθp, ξp〉 = 〈θp, ∂ξp〉.

В общем случае свойство 5) не следует из свойства 4).

Если Θ = [θ] ∈ Hq(Ω∗), Ξ = [ξ] ∈ Hp(S
U
∗ ), то по теореме Стокса корректно определено

спаривание
〈Θ,Ξ〉 = 〈θ, ξ〉.

Теорема 1.4 ([38], Теорема 1.14). Пусть Θ ∈ Hq(C∗,pcl ) и Θ∗ — образ Θ в Hp+q(Ω∗) под дей-
ствием последовательности гомоморфизмов (1.12). Пусть Ξ ∈ Hp+q(S

U
∗ ) и ξ — предста-

витель класса Ξ, имеющий U-резольвенту ξ0, . . . , ξp, . . . . Если θ — представитель класса
Θ, то

〈θ, ξp〉 = 〈Θ∗,Ξ〉.

Приведем доказательство данной теоремы как иллюстрацию возможностей использо-
вания понятия резольвенты для U-коцепей и свойств спаривания из предложения 1.9.

Доказательство. Пусть θp−1, . . . , θ0, θ−1 — расширенная резольвента для θ. Учитывая
предложение 1.8, для доказательства теоремы достаточно показать, что 〈θ, ξp〉 = 〈θ−1, ξ〉.
Действительно, используя свойства спаривания, получаем

〈θ, ξp〉 = 〈dθp−1, ξp−1〉 = 〈dθp−2, ξp−2〉 = . . . = 〈dθ0, ξ0〉 = 〈ρθ−1, ξ0〉 = 〈θ−1, εξ0〉 = 〈θ−1, ξ〉.

Следствие 1.1 ([38], Следствие 1.15). Пусть θ ∈ Zq(C∗,pcl ), и ξ, ξ′ ∈ Zp+q(SU
∗ ) — гомоло-

гичные циклы, имеющие резольвенты {ξk} и {ξ′k} соответственно. Тогда

〈θ, ξp〉 = 〈θ, ξ′p〉.

1.4 Резольвенты в случае конечного покрытия

Двойственность двойных комплексов (1.4) и (1.7) для U-коцепей и U-цепей проявляется
наиболее полно в случае конечного покрытия многообразия (топологического простран-
ства) X.

Пусть открытое покрытие U топологического пространства X является конечным и
состоит из m (m > 2) элементов.
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В этом случае для двойного комплекса (1.7) имеем Cp,q ' 0 при p > m. В силу точности
строк отсюда в частности видим, что δ : Cm−1,∗ → Cm−2,∗ — мономорфизм. Следовательно

Zm−1(C∗,q) ' 0, Hm−1(Ccl
∗,q) = Hm−1(C∗,q) ' 0.

Пусть ξp+1, ξp+2, . . . , ξp+q+1 — резольвента для U-цепи ξ ∈ Zp(C
cl
∗,q), где p + q > m − 1.

Тогда, очевидно, ξm = 0, . . . , ξp+q+1 = 0, и ∂ξm−1 = 0. Будем считать ∂-цикл ξm−1 конечным
элементом резольвенты, не учитывая следующие за ним нулевые элементы.

Следующее утверждение является аналогом леммы 1.2.

Лемма 1.5. Пусть ξ ∈ Zm−3(Ccl
∗,q), q > 1, и ξm−2, ξm−1 — резольвента для ξ. Сопоставим

классу [ξ] ∈ Hm−3(Ccl
∗,q) класс [ξm−1] ∈ Hq−1(Cm−1,∗). Тогда данное соответствие определя-

ет гомоморфизм групп гомологий

(δ−1∂δ−1)∗ : Hm−3(Ccl
∗,q)→ Hq−1(Cm−1,∗).
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Доказательство. Покажем, что образ описанного соответствия не зависит от выбора ре-
зольвенты. Пусть помимо ξm−2, ξm−1 имеется резольвента ξ′m−2, ξ

′
m−1 для ξ. Имеем δ(ξm−2−

ξ′m−2) = δξm−2 − δξ′m−2 = ξ − ξ = 0, поэтому найдется (единственная) U-цепь τ ∈ Cm−1,q,
для которой δτ = ξm−2 − ξ′m−2. Отсюда ξ′m−2 = ξm−2 − δτ , и

δξ′m−1 = ∂ξ′m−2 = ∂(ξm−2 − δτ) = ∂ξm−2 − ∂(δτ) = δξm−1 − δ(∂τ) = δ(ξm−1 − ∂τ).

Так как δ : Cm−1,∗ → Cm−2,∗ — мономорфизм, то отсюда получаем ξ′m−1 = ξm−1−∂τ , поэтому
[ξ′m−1] = [ξm−1] в Hq−1(Cm−1,∗).

Далее, покажем, что образ также не зависит от выбора представителя гомологического
класса в Hm−3(Ccl

∗,q). Пусть [ζ] = [ξ]. Тогда ζ = ξ+δσ, где ∂σ = 0. Положим ζm−2 = ξm−2 +σ,
ζm−1 = ξm−1. Имеем δζm−2 = δ(ξm−2 + σ) = δξ + δσ = ξ + δσ = ζ,

∂ζm−2 = ∂(ξm−2 + σ) = ∂ξm−2 + ∂σ = ∂ξm−2 = δξm−1 = δζm−1.

Следовательно, ζm−2, ζm−1 — резольвента для ζ, причем ζm−1 = ξm−1.
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Для того, чтобы показать, что данное соответствие гомологических классов является
гомоморфизмом, достаточно заметить, что в качестве резольвенты для суммы U-цепей
можно брать (поэлементную) сумму резольвент.

Замечание. При m = 2 для цикла ξ ∈ Zr(S
U
∗ ) и его резольвенты ξ0, ξ1 аналогичным

образом соответствие [ξ] 7→ [ξ1] задает гомоморфизм

(δ−1∂ε−1)∗ : Hr(S
U
∗ )→ Hr−1(C1,∗).

Единственное различие состоит в доказательстве независимости образа от представителя
класса [ξ] ∈ Hr(S

U
∗ ). Если [ζ] = [ξ], то ζ = ξ + ∂τ . Так как ε — эпиморфизм, то найдется U-

цепь σ, для которой τ = εσ. Положим ζ0 = ξ0 +∂σ, ζ1 = ξ1. Тогда, как нетрудно проверить,
ζ0, ζ1 — резольвента для ζ, причем [ζ1] = [ξ1]. Данный гомоморфизм позволяет построить
известную длинную точную последовательность Майера — Виеториса для групп гомологий
объединения двух открытых подмножеств.

Из последовательностей гомоморфизмов (1.9), (1.10), с учетом предложений 1.4, 1.5 и
леммы 1.5, получим следующее утверждение.

Теорема 1.5. Пусть открытое покрытие U топологического пространства X является
конечным и состоит из m (m > 3) элементов. Тогда

1) для любого r > m имеет место последовательность гомоморфизмов

Hr(S
U
∗ )→ H0(Ccl

∗,r−1)→ . . .→ Hm−3(Ccl
∗,r−m+2)→ Hr−m+1(Cm−1,∗), (1.14)

действие которых описывается следующей цепочкой образов:

[ξ] 7−→ [∂ξ0] 7−→ . . . 7−→ [∂ξm−3] 7−→ [ξm−1],

где ξ0, . . . , ξm−3, ξm−2, ξm−1 — резольвента для цикла ξ ∈ Zr(SU
∗ );

2) для части последовательности (1.14) вида

Hp(C
cl
∗,q)→ Hp+1(Ccl

∗,q−1)→ . . .→ Hm−3(Ccl
∗,p+q−m+3)→ Hp+q−m+2(Cm−1,∗) (1.15)

при 0 6 p 6 m− 3, q > 1, соответствующая цепочка образов имеет вид

[ξ] 7−→ [∂ξp+1] 7−→ . . . 7−→ [∂ξm−3] 7−→ [ξm−1],

где ξp+1, . . . , ξm−3, ξm−2, ξm−1 — резольвента для U-цепи ξ ∈ Zp(Ccl
∗,q).

40



Следствие 1.2. Пусть ξ и ξ′ — гомологичные циклы из Zr(SU
∗ ), имеющие резольвенты

{ξp} и {ξ′p} соответственно. Тогда конечные элементы ξm−1 и ξ′m−1 данных резольвент
также гомологичны как циклы из Zr−m+1(Cm−1,∗).

Замечание. Последнее утверждение можно получить как следствие теоремы 1.2. Дей-
ствительно, достаточно показать, что конечный элемент резольвенты цикла, гомологич-
ного нулю, также гомологичен нулю. Пусть ξ ∈ Br(S

U
∗ ). Изоморфизм H(TC) ' H(SU

∗ )

позволяет сопоставить циклу ξ некоторый D-цикл Ξ ∈ Br(TC). При этом компоненты
Ξp,r−p ∈ Cp,r−p цикла Ξ, как видно из доказательства теоремы 1.2, определяют резоль-
венту ξ0, . . . , ξm−1, для которой ξm−1 = ±Ξm−1,r−m+1. Так как Ξ ∈ Br(TC), то Ξ = DΣ,
где Σ ∈ (TC)r+1. Но тогда, в силу определения оператора D, в частности Ξm−1,r−m+1 =

δ(0) + (−1)m−1∂Σm−1,r−m+2. Поэтому

ξm−1 = ±∂Σm−1,r−m+2, Σm−1,r−m+2 ∈ Cm−1,r−m+2.

Аналогичным образом рассматривается случай конечного покрытия для двойного ком-
плекса Чеха — де Рама. Пусть U — открытое покрытие многообразия X, состоящее из m
(m > 2) элементов. Тогда Cp,q ' 0 при p > m, и δ : Cm−2,∗ → Cm−1,∗ — эпиморфизм. Также
очевидно, что Zm−1(C∗,qcl ) = Cm−1,q

cl .
Получаем следующий двойственный вариант леммы 1.4.

Лемма 1.6. Пусть θ ∈ Zm−1(C∗,qcl ), q > 0, и θm−2, θm−3, . . . — резольвента для θ. Сопо-
ставим классу [θ] ∈ Hq(Cm−1,∗) класс [dθm−2] ∈ Hm−2(C∗,q+1

cl ). Тогда данное соответствие
определяет гомоморфизм групп когомологий

(dδ−1)∗ : H
q(Cm−1,∗)→ Hm−2(C∗,q+1

cl ).
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dθm−2
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Доказательство. Следует из тех же самых рассуждений, что и при доказательстве леммы
1.4 с учетом определения резольвенты для U-коцепей.

Комбинируя утверждения предложения 1.8 и последней леммы, получим следующую
теорему, двойственную теореме 1.5.
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Теорема 1.6. Пусть открытое покрытие U многообразия X является конечным и со-
стоит из m (m > 3) элементов. Тогда имеет место следующая последовательность
гомоморфизмов

Hq(Cm−1,∗)→ Hm−2(C∗,q+1
cl )→ H1(C∗,m+q−2

cl )→ Hm+q−1(Ω∗), (1.16)

действие которых соответствует цепочке последовательных образов

[θ] 7−→ [dθm−2] 7−→ . . . 7−→ [dθ1] 7−→ [θ−1]

d-коцикла θ ∈ Zm−1(C∗,qcl ), имеющего расширенную резольвенту θm−2, θm−3, . . . , θ0, θ−1.

Замечание. При m = 2 утверждение последней теоремы заменяется на утверждение о
существовании гомоморфизма

(ρ−1dδ−1)∗ : H
q(C1,∗)→ Hq+1(Ω∗),

действующего по формуле [θ] 7→ [θ−1], где θ0, θ−1 — расширенная резольвента d-коцикла θ ∈
Z1(C∗,qcl ). Данный гомоморфизм позволяет построить длинную точную последовательность
Майера — Виеториса для когомологий объединения двух открытых подмножеств.

Следствие 1.3. Пусть θ и θ′ — когомологичные коциклы из Zq(Cm−1,∗), имеющие расши-
ренные резольвенты θm−2, . . . , θ0, θ−1 и θ′m−2, . . . , θ

′
0, θ
′
−1 соответственно. Тогда коциклы

θ−1 и θ′−1 из Zm+q−1(Ω∗) также когомологичны.

Определим спаривание для классов Ξ = [ξ] ∈ Hq(Cm−1,∗) и Θ = [θ] ∈ Hq(Cm−1,∗) по
формуле

〈Θ,Ξ〉 = 〈θ, ξ〉.

Следующая теорема аналогична теореме 1.4.

Теорема 1.7. Пусть Ξ ∈ Hp(C
cl
∗,q) и Ξ∗ — образ Ξ в Hp+q−m+2(Cm−1,∗) под действием

последовательности гомоморфизмов (1.15). Пусть Θ ∈ Hp+q−m+2(Cm−1,∗) и θ — предста-
витель класса Θ, имеющий резольвенту θm−2, . . . , θ0. Если ξ — представитель класса Ξ,
то

〈θp, ξ〉 = 〈Θ,Ξ∗〉.

Доказательство. Пусть ξp+1, . . . , ξm−1 — резольвента для ξ. Достаточно показать, что
〈θp, ξ〉 = 〈θ, ξm−1〉. Последнее получаем из свойств спаривания:

〈θp, ξ〉 = 〈θp+1, ∂ξp+1〉 = . . . = 〈θm−2, ∂ξm−2〉 = 〈θm−2, δξm−1〉 = 〈δθm−2, ξm−1〉 = 〈θ, ξm−1〉.
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Из последней теоремы вытекает утверждение, двойственное следствию 1.1:

Следствие 1.4. Пусть ξ ∈ Zp(Ccl
∗,q), и θ, θ′ ∈ Zp+q−m+2(Cm−1,∗) — гомологичные коциклы,

имеющие резольвенты {θk} и {θ′k} соответственно. Тогда

〈θp, ξ〉 = 〈θ′p, ξ〉.

Объединяя теоремы 1.4 и 1.7, получаем утверждение, наиболее ярко выражающее двой-
ственность между гомологиями и когомологиями объединения и пересечения конечного
числа открытых множеств:

Теорема 1.8. Пусть Θ ∈ Hr−m+1(Cm−1,∗) и Ξ ∈ Hr(S
U
∗ ). Тогда

〈Θ∗,Ξ〉 = 〈Θ,Ξ∗〉,

где Θ∗ — образ Θ в Hr(Ω∗) под действием гомоморфизмов (1.16), и Ξ∗ — образ Ξ в
Hr−m+1(Cm−1,∗) под действием гомоморфизмов (1.14).

1.5 Разделяющие циклы, связанные с резольвентами

Пусть X — комплексное аналитическое многообразие, dimCX = n > 2, и {F1, . . . , Fn} —
набор аналитических гиперповерхностей (дивизоров) в X. Обозначим F = F1 ∪ . . .∪ Fn. В
теории многомерных вычетов, как будет показано в следующей главе, важную роль играет
следующее понятие.

Определение 1.6. Говорят, что n-мерный цикл Γ ∈ Zn(X \ F ) разделяет гиперповерхно-
сти F1, . . . , Fn, если Γ удовлетворяет условию

Γ ∼ 0 в X \ (F1 ∪ . . . [j] . . . ∪ Fn) для всех j = 1, . . . , n. (1.17)

Обозначим через Hsep
n (X \ F ) подгруппу группы гомологий Hn(X \ F ), образованную

классами всех циклов, разделяющих данный набор гиперповерхностей. Будем называть
Hsep
n (X \ F ) разделяющей подгруппой (сравните с [22]).
Рассмотрим открытое покрытие U = {Uj} многообразия X̃ = X \ (F1 ∩ . . . ∩ Fn), где

Uj = X\Fj, j = 1, . . . , n. Заметим, что условие [ξ] ∈ Hsep
n (X\F ), то есть условие разделения

циклом ξ набора {F1, . . . , Fn}, означает, что δξ является ∂-границей в Cn−2,n. Следующая
теорема является главным результатом главы 1 и будет использоваться как главный ин-
струмент при доказательстве ряда утверждений следующей главы.

Теорема 1.9. Пусть ξ ∈ Z2n−1(X̃), и ξ0, . . . , ξn−1 — U-резольвента произвольного цикла
из Z2n−1(SU

∗ ), представляющего класс [ξ] ∈ H2n−1(X̃) ' H2n−1(SU
∗ ). Тогда соответствие
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гомологических классов [ξ] 7→ [ξn−1] определяет гомоморфизм

ϕ : H2n−1(X̃)→ Hsep
n (X \ F ).

Если X — штейново, то ϕ является изоморфизмом.

Доказательство. Пусть ι∗ : H2n−1(SU
∗ ) → H2n−1(X̃) — изоморфизм, описанный в теоре-

ме 1.1. Из теоремы 1.5 следует, что при n > 2 имеется последовательность гомоморфизмов

H2n−1(SU
∗ )

ψ0−→ H0(Ccl
∗,2n−2)

ψ1−→ . . .
ψn−3−→ Hn−3(Ccl

∗,n+1)
ψn−2−→ Hn(Cn−1,∗),

где Hn(Cn−1,∗) = Hn(X \ F ) и

ψ0 = (∂ε−1)∗ : [ξ] 7−→ [∂ξ0],

ψk = (∂δ−1)∗ : [∂ξk−1] 7−→ [∂ξk], k = 1, . . . , n− 3,

ψn−2 = (δ−1∂δ−1)∗ : [∂ξn−3] 7−→ [ξn−1].

Гомоморфизм, о котором говорится в первом утверждении теоремы, имеет вид

ϕ = ψn−2 ◦ . . . ◦ ψ1 ◦ ψ0 ◦ ι−1
∗ .

При этом образ ϕ лежит в Hsep
n (X \F ), так как по определению резольвенты δξn−1 = ∂ξn−2,

то есть конечный элемент ξn−1 резольвенты является разделяющим циклом.
Покажем, что если X — многообразие Штейна, то ϕ — изоморфизм.
Сюръективность ϕ. Согласно результату Серра, имеем Hq(X) ' 0 при q > n. Множе-

ства Uj = X \ Fj, j = 1, . . . , n, (и всевозможные их пересечения) также являются многооб-
разиями Штейна. Следовательно, для покрытия U имеем

Hq(Cp,∗) ' 0, p = 0, . . . , n− 1, q > n. (1.18)

Достаточно показать, что для произвольного цикла ξn−1 ∈ Zn(X \ F ), разделяющего
набор дивизоров {F1, . . . , Fn} вX, существует цикл ξ ∈ Z2n−1(SU

∗ ) с резольвентой, конечный
элемент которой равен ξn−1. Итак, пусть [ξn−1] ∈ Hsep

n (X \ F ). Тогда δξn−1 является ∂-
границей в Cn−2,n (δξn−1 ∼ 0), то есть существует U-цепь ξn−2 ∈ Cn−2,n+1 такая, что δξn−1 =

∂ξn−2. Так как δξn−2 ∈ Zn+1(Cn−3,∗), то в силу (1.18) δξn−2 ∼ 0. Следовательно, найдется
ξn−3 ∈ Cn−3,n+2, δξn−2 = ∂ξn−3. Продолжая аналогичным образом, используя условие (1.18),
построим последовательность U-цепей ξ0, . . . , ξn−1, ξp ∈ Cp,2n−p−1, со свойством δξp = ∂ξp−1,
которая очевидно является резольвентой для цикла ξ = εξ0 ∈ Z2n−1(SU

∗ ).
Инъективность ϕ. Пусть ξn−1 ∈ Zn(X\F ) — конечный элемент резольвенты {ξp} цикла

ξ ∈ Z2n−1(SU
∗ ). Достаточно показать, что из [ξn−1] = [0] следует [ξ] = [0]. Действительно,
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если ξn−1 ∼ 0, то существует U-цепь σn−1 ∈ Cn−1,n+1 такая, что ξn−1 = ∂σn−1. При этом
∂ξn−2 = δξn−1 = δ(∂σn−1) = ∂(δσn−1), поэтому ∂(ξn−2−δσn−1) = 0. Учитывая условие (1.18),
найдется U-цепь σn−2 ∈ Cn−2,n+2 такая, что ξn−2 − δσn−1 = ∂σn−2. Имеем

∂ξn−3 = δξn−2 = δ(δσn−1 + ∂σn−2) = δδσn−1 + δ∂σn−2 = δ∂σn−2 = ∂δσn−2.

Отсюда ∂(ξn−3 − δσn−2) = 0. Из условия (1.18) заключаем, что найдется σn−3 ∈ Cn−3,n+3,
ξn−3 − δσn−2 = ∂σn−3. Повторяя данные рассуждения, получим, наконец, U-цепь σ0 ∈ C0,2n

такую, что ξ0 − δσ1 = ∂σ0. При этом

∂(εσ0) = ε(∂σ0) = ε(ξ0 − δσ1) = εξ0 − εδσ1 = εξ0 = ξ.

Показано, что ξ = ∂(εσ0), то есть ξ ∼ 0.
При n = 2 гомоморфизм ϕ имеет вид ψ ◦ ι−1

∗ , где ψ описан в замечании к лемме 1.5:

ψ = (δ−1∂ε−1)∗ : H3(SU
∗ )→ H2(C1,∗), ψ : [ξ] 7→ [ξ1].

Доказательство того, что ϕ : H3(X̃) → Hsep
2 (X \ F ) в случае штейновых многообразий

является изоморфизмом, аналогично изложенному выше для n > 2.

Замечание. Теорема 1.9 в частности говорит о том, что в группе Hsep
n (X \ F ) можно

выделить подгруппу imϕ классов разделяющих циклов, связанных при помощи резольвент
с (2n− 1)-гомологиями многообразия X \ (F1 ∩ . . . ∩ Fn).

Замечание 1.1. Двойственным образом можно сформулировать когомологический вари-
ант теоремы 1.9. Обозначим H2n−1

sep (X̃) подгруппу группы когомологий H2n−1(X̃), образо-
ванную классами коциклов θ−1 ∈ Z2n−1(X̃), для которых ρθ−1 ∼ 0, то есть

θ−1 ∼ 0 в X \ Fj для всех j = 1, . . . , n.

Тогда расширенная резольвента для коцикла θ ∈ Zn(X \ F ) определяет по теореме 1.6
гомоморфизм

ϕ′ : Hn(X \ F )→ H2n−1
sep (X̃).

Заметим, что в случае штейнового многообразия X уже нельзя утверждать, что ϕ′ —
изоморфизм.
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Глава 2

Исследование разделяющих циклов с
помощью резольвент

В теории многомерных вычетов важную роль играет понятие разделяющего цикла. В част-
ности, такие циклы возникают в связи с вычетами Гротендика. В данной главе демонстри-
руется применение понятия резольвенты и основных результатов главы 1 при исследовании
вопросов, связанных с разделяющими циклами. В двух заключительных параграфах гла-
вы описывается обобщенный подход к понятию разделяющего цикла и доказывается одна
из основных теорем диссертации, связанная с известной теоремой Гельфонд – Хованского
о сумме вычетов Гротендика в комплексном алгебраическом торе.

2.1 Локальные вычеты и разделяющие циклы

Для функции g(z) одного комплексного переменного вычет Коши в изолированной особой
точке a определяется интегралом

resa g(z) = (2πi)−1

∫
γ(a)

g(z) dz,

где предполагается, что функция g(z) голоморфна в проколотой окрестности Ua \ a точки
a, и одномерный цикл интегрирования γ(a) в локальных координатах — это положительно
ориентированная окружность с центром в точке a достаточно малого радиуса ε > 0:

γ(a) = {z : |z − a| = ε}. (2.1)

Будем называть цикл γ(a) локальным в точке a. По теореме Коши определение вычета не
зависит от выбора локального цикла (от выбора локальных координат и радиуса ε).

Эквивалентное определение вычета Коши связано с разложением функции в ряд Ло-
рана в проколотой окрестности изолированной особой точки: если

g(z) =
+∞∑

n=−∞

cn(z − a)n, z ∈ Ua \ a,
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то вычет определяется равенством resa g(z) = c−1. При этом корректность такого опреде-
ления обуславливается единственностью разложения функции в ряд Лорана в проколотой
окрестности изолированной особой точки.

Рассмотрим задачу о вычислении интеграла∫
Γ

g(z) dz, (2.2)

где g(z) голоморфна в C за исключением дискретного множества особых точек F , и Γ —
одномерный цикл в C\F с компактным носителем. Целью является вычисление интеграла
(2.2) с помощью вычетов.

Опишем одномерные гомологии пространства C \ F . Так как множество F дискретно,
то есть все особые точки g изолированны (это верно, например, если g мероморфна в C),
то для каждой точки a ∈ F определен класс [γ(a)] гомологичных локальных циклов. При
этом циклы, соответствующие разным особым точкам, гомологически независимы. Сово-
купность классов [γ(a)], a ∈ F , образует базу группы H1(C \ F ) одномерных компактных
гомологий. Следовательно, любой одномерный цикл Γ в C\F гомологичен целочисленной
линейной комбинации локальных циклов:

Γ ∼
∑
a∈F

n(a)γ(a).

Возвращаясь к интегралу (2.2), получим∫
Γ

g(z) dz =
∑
a∈F

n(a)

∫
γ(a)

g(z) dz = 2πi
∑
a∈F

n(a) resa g(z).

Таким образом, в одномерном случае с изолированной особой точкой связывается един-
ственный гомологический класс локальных циклов (2.1), единственное разложение в ряд
Лорана в достаточно малой проколотой окрестности этой точки, и, следовательно, един-
ственный вычет. При этом любой интеграл (2.2) сводится к вычетам.

Как отмечалось во введении, один из основных подходов к получению многомерных
обобщений вычета Коши связан с рассмотрением вычета для мероморфных функций (для
мероморфных дифференциальных форм) n переменных, который ассоциируется с отоб-
ражением f = (f1, . . . , fn), компоненты которого — голоморфные функции n переменных.
Дадим соответствующее определение.

Рассмотрим мероморфную форму ω в n-мерном комплексном аналитическом многооб-
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разии X, имеющую в локальных координатах вид

ω =
h(z) dz

f1(z) . . . fn(z)
, z = (z1, . . . , zn), dz = dz1 ∧ · · · ∧ dzn.

Будем предполагать, что знаменатель определяет отображение

f = (f1, . . . , fn) : Ua → Cn,

голоморфное в замыкании окрестности Ua точки a, являющейся изолированным нулем
отображения f , и h(z) голоморфна в Ua. Пусть F — полярная гиперповерхность меро-
морфной формы ω. При этом

F |Ua = {z ∈ Ua : f1(z) · . . . · fn(z) = 0}.

Рассмотрим локальный цикл

γ(a) = {z ∈ Ua : |fi(z)| = εi, i = 1, . . . , n}, (2.3)

лежащий в Ua \F при достаточно малых εi > 0. Ориентацию цикла γ(a) зададим условием

d(arg f1) ∧ · · · ∧ (arg fn) > 0.

По определению локальный вычет (вычет Гротендика) формы ω представляется инте-
гралом вида

resf,a ω = resf,a h = (2πi)−n
∫
γ(a)

ω (2.4)

и ассоциируется с голоморфным отображением f = (f1, . . . , fn). Из договоренности об ори-
ентации цикла γ(a) следует, что локальный вычет кососимметричен относительно переста-
новок компонент отображения f = (f1, . . . , fn). Как уже отмечалось во введении, с алгебра-
ической точки зрения resf,a является функционалом на фактор-кольце Oa/〈f1, . . . , fn〉 (см.
также [51], [40]). Последний факт основывается на том, что локальный цикл γ(a), участ-
вующий в определении вычета resf,a, является разделяющим циклом для набора ростков
гиперповерхностей {fj = 0}, j = 1, . . . , n (см. определение 1.6).

Пусть полярная гиперповерхность F мероморфной формы ω представляется в виде
объединения набора гиперповерхностей {F1, . . . , Fn}. Тогда каждой изолированной точке
a пересечения этих гиперповерхностей сопоставляется локальный вычет resf,a ω, где ком-
поненты fj отображения f — это функции, представляющие соответствующие гиперпо-
верхности Fj в достаточно малой окрестности Ua точки a. При этом каждый локальный
цикл γ(a) разделяет данный набор гиперповерхностей уже в глобальном смысле.

48



Обозначим через Z0 дискретную часть пересечения гиперповерхностей F1, . . . , Fn и рас-
смотрим подгруппу H loc

n (X \F ) в Hn(X \F ), порожденную классами всех локальных цик-
лов γ(a), a ∈ Z0. Так как все локальные циклы являются разделяющими, то имеет место
включениеH loc(X\F ) ⊂ Hsep(X\F ), гдеHsep(X\F ) — подгруппа классов всех циклов, раз-
деляющих данный набор гиперповерхностей (разделяющая подгруппа, см. параграф 1.5).
Для произвольного n-цикла Γ в X \ F возникает задача о представлении интеграла∫

Γ

ω (2.5)

через локальные вычеты. Более точно, в топологической формулировке этой задачи, тре-
буется выяснить, когда заданный n-цикл Γ в X \ F имеет гомологическое представление
вида

Γ ∼
∑
a∈Z0

n(a)γ(a), (2.6)

то есть описать условия, при которых [Γ] ∈ H loc(X \F ). Как отмечалось в начале данного
параграфа, в одномерном случае эта задача решается тривиальным образом. При n > 2

в качестве необходимого условия для существования представления вида (2.6) выступает
условие разделения. В следующих параграфах данной главы демонстрируется примене-
ние теории U-резольвент к исследованию описанной задачи и других задач, связанных с
разделяющими циклами.

2.2 Резольвенты, связанные с локальными вычетами

Применим язык резольвент U-цепей и U-коцепей (гомологических и когомологических ре-
зольвент) в связи с понятием локального вычета. Вначале выясним «происхождение» ло-
кальных циклов, участвующих в определении вычета Гротендика.

Специальный аналитический полиэдр и резольвента его границы.
Пусть в области G ⊂ Cn задан конечный набор голоморфных функций χ1(z), . . . , χm(z),

m > n, и набор плоских областей G1, . . . , Gm таких, что Gi b χi(G), i = 1, . . . ,m. Согласно
[1], множество

Π = {z ∈ G : χi(z) ∈ Gi, i = 1, . . . ,m} (2.7)

будем называть аналитическим полиэдром, а множества

σ(i) = {z ∈ G : χi(z) ∈ ∂Gi, χj(z) ∈ Gi, j 6= i}, i = 1, . . . ,m,

— его гранями.
Далее, говоря об аналитическом полиэдре (2.7), будем предполагать, что он являет-
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ся связным, границы ∂Gi кусочно-гладкие, и пересечение любых k его различных граней
имеет размерность не выше 2n− k (при выполнении этих условий аналитический полиэдр
также называют полиэдром Вейля). В частности, при таких предположениях аналитиче-
ский полиэдр является областью голоморфности.

Пусть I = {1, . . . ,m}. Для каждого подмножества J = {j1, . . . , jk} ⊂ I, состоящего из
k элементов, рассмотрим (2n− k)-мерное ребро полиэдра (2.7), образованное пересечением
граней σ(j), j ∈ J :

σk(J) = σk(j1, . . . , jk) =
⋂
j∈J

σ(j), k = 2, . . . , n.

Снабдим эти ребра естественной ориентацией, индуцированной ориентацией области G ⊂
Cn. Объединение всех n-мерных ребер σn(j1, . . . , jn) называется остовом аналитического
полиэдра Π.

При m = n полиэдр (2.7) называется специальным аналитическим полиэдром. Если
плоские области Gi являются кругами с центром в начале координат, то такой полиэдр
имеет следующий вид:

Π = {z ∈ G : |χi(z)| < ρi, i = 1, . . . , n}. (2.8)

Если, кроме того, χi(z) = zi в G = Cn, i = 1, . . . , n, то полиэдр (2.8) представляет собой
открытый поликруг радиуса ρ = (ρ1, . . . , ρn):

Bρ = {z ∈ Cn : |zi| < ρi, i = 1, . . . , n}.

Рассмотрим набор граней и ребер полиэдра (2.8) с точки зрения понятия U-резольвенты.
Множества

Ui = {z ∈ G : χi(z) 6= 0}, i ∈ I = {1, . . . , n},

образуют открытое покрытие U области G̃ = G \ {χ1(z) = . . . = χn(z) = 0}. Будем счи-
тать, что ориентация полиэдра определяется порядком r1, ϕ1, . . . , rn, ϕn параметров ri, ϕi,
где χi = rie

iϕi . Грани σ(i) и ребра σk(J) будут рассматриваться как цепи, имеющие соот-
ветствующую индуцированную ориентацию. Тогда, как нетрудно убедиться, для границы
полиэдра Π справедливо представление

∂Π =
∑
i∈I

σ(i), suppσ(i) ⊂ Ui,

поэтому ∂Π ∈ ZU
n−1(G̃). Следовательно, для цикла ∂Π существует U-резольвента. Выпишем

её в явном виде.
Для каждого подмножества J = {j0, . . . , jp} ⊂ I, j0 < . . . < jp, p = 0, 1, . . . , n− 1, следу-

ющее равенство определяет (2n− p− 1)-цепь ξp(J), носитель которой лежит в множестве
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Uj0 ∩ . . . ∩ Ujp :

ξp(J) = σ2n−p−1(J) = {z ∈ G : |χi(z)| 6 ρi, i ∈ I \ J, |χj(z)| = ρj, j ∈ J}. (2.9)

Рассматривая ξp(j0, . . . , jp) как альтернированную функцию от наборов (j0, . . . , jp) ∈ Ip+1,
получим последовательность U-цепей ξ0, . . . , ξn−1, где ξp ∈ Cp,2n−p−1, причем ∂Π = εξ0.
Проверим, что δξp = ∂ξp−1, p = 1, . . . , n− 1.

Достаточно проверить это свойство для произвольного набора J = {j0, . . . , jp−1} ⊂ I,
j0 < . . . < jp−1. Имеем

(δξp)(J) =
∑
i∈I

ξp(i, j1, . . . , jp−1) =
∑
i∈I\J

ξp(i, j0, . . . , jp−1) =
∑
i∈I\J

(−1)(i,J)ξp(i ∪ J),

где (i, J) = #{k ∈ J : k < i}. Для вычисления границы цепи ∂ξp−1(J) заметим, что в
упорядоченном списке параметров rk, ϕk, задающих ориентацию этой цепи, параметр ri

для i ∈ I \ J имеет номер i− 1 + (i, I \ J) при нумерации с нуля. Следовательно,

∂ξp−1(J) =
∑
i∈I\J

(−1)i−1+(i,I\J)ξp(i ∪ J).

Но, как легко видеть, i− 1 = (i, I \J) + (i, J). Поэтому множители (−1)(i,J) и (−1)i−1+(i,I\J)

имеют одинаковый знак.
Построенная резольвента связывает границу ∂Π полиэдра Π с его остовом

σn = σn(I) = {z ∈ G : |χi(z)| = ρi, i ∈ I}. (2.10)

Пусть отображение f = (f1, . . . , fn) голоморфно в замыкании окрестности Ua своего
изолированного нуля a. Локальный цикл γ(a), заданный формулой (2.3) и участвующий в
определении вычета Гротендика, является остовом полиэдра

Πa = {z ∈ Ua : |fi(z)| < εi, i = 1, . . . , n}. (2.11)

Рассмотрим открытое покрытие U области Ua \ a множествами Ui = {z ∈ Ua : fi(z) 6= 0},
i = 1, . . . , n. Как частный случай сказанного выше, получаем следующее утверждение.

Лемма 2.1. Для границы ∂Πa специального аналитического полиэдра (2.11) существу-
ет U-резольвента ξ0, . . . , ξn−1, конечным элементом которой является локальный цикл
ξn−1(1, . . . , n) = γ(a).

Отметим, что резольвента для цикла ∂Πa в таком же виде выписана в [40] при доказа-
тельстве формулы, выражающей локальный вычет через интеграл по сфере, окружающей
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особую точку. Далее будет рассмотрена когомологическая резольвента, связанная с ло-
кальным циклом.
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Резольвента для мероморфной формы.
Пусть G — область в Cn и задана мероморфная n-форма

ω =
h(z) dz1 ∧ . . . ∧ dzn
f1(z) . . . fn(z)

, h, f1, . . . , fn ∈ O(G),

где O(G) — кольцо функций, голоморфных в G. Обозначим

Ui = {z ∈ G : fi(z) 6= 0}, i ∈ I = {1, . . . , n}, G̃ =
⋃
i∈I

Ui.

Тогда множества Ui, i ∈ I, образуют открытое покрытие U области G̃.
Все построения, связанные с резольвентами, без значительных изменений переносятся

на случай двойного комплекса U-коцепей кратности p и бистепени (n, q), который рассмат-
ривается в связи с когомологиями Дольбо. Так как в случае комплексных многообразий
d = ∂ + ∂̄, то, учитывая максимальность размерности форм по голоморфным составляю-
щим, в качестве кограничного оператора в нашем случае будет выступать ∂̄.

В [40] описывается идея, позволяющая найти расширенную резольвенту мероморфной
формы ω бистепени (n, 0). Обозначим

f = (f1, . . . , fn), ‖f‖2 = |f1|2 + · · ·+ |fn|2

и рассмотрим бесконечно дифференцируемые в G̃ функции

ρi =
|fi|2

‖f‖2
=

fif̄i
‖f‖2

, i ∈ I,

образующие разбиение единицы для покрытия U области G̃:

supp ρi ⊂ Ui,
∑
i∈I

ρi = 1.

Пусть J = {j0, . . . , jp} ⊂ I, j0 < . . . < jp, p = 0, . . . , n − 2, и I \ J = {i0, . . . , in−p−2},
i0 < . . . < in−p−2. Положим

θp(J) = θ̂p(I \ J) = (−1)(I\J ;I) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ρi0 ∂̄ρi0 . . . ∂̄ρi0

ρi1 ∂̄ρi1 . . . ∂̄ρi1
...

... . . . ...
ρin−p−2 ∂̄ρin−p−2 . . . ∂̄ρin−p−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∧ ω, (2.12)
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где обозначено
(I \ J ; I) =

∑
i∈I\J

(i, I),

и в определителе порядка (n−p−1) произведение соответствующих элементов понимается
как внешнее произведение. В частности, при p = n− 2 получим

θn−2(I \ i) = θ̂n−2(i) = (−1)i−1ρi ∧ ω.

Обозначим

R(I \ J) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ρi0 ∂̄ρi0 . . . ∂̄ρi0

ρi1 ∂̄ρi1 . . . ∂̄ρi1
...

... . . . ...
ρin−p−2 ∂̄ρin−p−2 . . . ∂̄ρin−p−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

При этом

∂̄R(I \ J) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂̄ρi0 ∂̄ρi0 . . . ∂̄ρi0

∂̄ρi1 ∂̄ρi1 . . . ∂̄ρi1
...

... . . . ...
∂̄ρin−p−2 ∂̄ρin−p−2 . . . ∂̄ρin−p−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Для дальнейшего нам потребуется следующее равенство определителя R(I \ J):∑
j∈J

(−1)(j,I\J)R((I \ J) ∪ j) = ∂̄R(I \ J).

Действительно,

∑
j∈J

(−1)(j,I\J)R((I \ J) ∪ j) =
∑
j∈J

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ρj ∂̄ρj . . . ∂̄ρj

ρi0 ∂̄ρi0 . . . ∂̄ρi0
...

... . . . ...
ρin−p−2 ∂̄ρin−p−2 . . . ∂̄ρin−p−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
∑
j∈J

ρj ∂̄R(I \ J)−
∑
j∈J

∑
i∈I\J

ρi(−1)(i,I\J)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂̄ρj . . . ∂̄ρj

∂̄ρi0 . . . ∂̄ρi0

. . .

. . . [i] . . .

. . .

∂̄ρin−p−2 . . . ∂̄ρin−p−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
∑
j∈J

ρj ∂̄R(I \ J) +
∑
i∈I\J

ρi(−1)(i,I\J)

∣∣∣∣∣∣∣
. . . ∂̄

(
−
∑
j∈J

ρj

)
. . .

. . . [i] . . .

∣∣∣∣∣∣∣ =
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=
∑
j∈J

ρj ∂̄R(I \ J) +
∑
i∈I\J

ρi(−1)(i,I\J)

∣∣∣∣∣∣∣
. . . ∂̄

( ∑
j∈I\J

ρj

)
. . .

. . . [i] . . .

∣∣∣∣∣∣∣ =

=
∑
j∈J

ρj ∂̄R(I \ J) +
∑
i∈I\J

ρi(−1)(i,I\J)

∣∣∣∣∣ . . . ∂̄ρi . . .

. . . [i] . . .

∣∣∣∣∣ =

=
∑
j∈J

ρj ∂̄R(I \ J) +
∑
i∈I\J

ρi∂̄R(I \ J) =

(∑
i∈I

ρi

)
∂̄R(I \ J) = ∂̄R(I \ J).

Нетрудно заметить, что

∂̄R(I \ J) = (n− p− 1)! ∂̄ρI\J . (2.13)

Получим явное выражение для внешнего произведения вида

∂̄ρI\J =
∧
k∈I\J

∂̄ρk = ∂̄ρi0 ∧ . . . ∧ ∂̄ρin−p−2 ,

где #J = p+ 1, p = 0, . . . , n− 3. Учитывая, что d = ∂ + ∂̄, получим

∂̄ρi =
fi df̄i
‖f‖2

− |fi|
2
∑
fj df̄j

‖f‖4
.

Имеем

∂̄ρI\J =
∧
k∈I\J

(
fk df̄k
‖f‖2

− |fk|
2
∑
fj df̄j

‖f‖4

)
=

=
∧
k∈I\J

(
fk df̄k
‖f‖2

)
−
∑
i∈I\J

(−1)(i,I\J) |fi|2

‖f‖4

(∑
j∈I

fjdf̄j

)
∧
∧
k∈I\J
k 6=i

(
fk df̄k
‖f‖2

)
=

=
1

‖f‖2(n−p)

∑
i∈J

|fi|2fI\Jdf̄I\J −
∑
i∈I\J

(−1)(i,I\J)|fi|2
∑
j∈J

fjdf̄j
∏
k∈I\J
k 6=i

fk ∧
∧
k∈I\J
k 6=i

df̄k

 ,
где обозначено

fI\J =
∏
k∈I\J

fk, df̄I\J =
∧
k∈I\J

df̄k.
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Окончательно получаем

∂̄ρI\J =
fI\J

‖f‖2(n−p)

∑
i∈J

|fi|2df̄I\J −
∑
i∈I\J

∑
j∈J

(−1)(i,I\J)f̄ifjdfj ∧
∧
k∈I\J
k 6=i

df̄k

 . (2.14)

Раскладывая определитель R(I \ J) в (2.12) по первому столбцу и применяя формулу
(2.13), запишем форму θp(J) следующим образом:

θp(J) = (−1)(I\J ;I)(n− p− 2)!
∑
i∈I\J

(−1)(i,I\J)ρi∂̄ρI\(J∪i) ∧ ω.

Из последнего, учитывая явный вид форм ρi, ρI\(J∪i) и ω, следует, что

supp θp(J) ⊂
⋂
k∈J

Uk,

поэтому равенство (2.12) задает последовательность U-коцепей θn−2, θn−3, . . . , θ0. Покажем,
что δθn−2 = ω. Действительно,

(δθn−2)(I) =
n−1∑
k=0

(−1)kθn−2(j0, . . . [jk] . . . , jn−1) =
∑
i∈I

(−1)i−1θ̂n−2(i) =
∑
i∈I

ρi ∧ ω = ω.

Теперь покажем, что δθp−1 = ∂̄θp, p = 1, . . . , n− 2. Имеем

∂̄θp = (−1)(I\J ;I) ∂̄R(I \ J) ∧ ω.

С другой стороны

(δθp−1)(J) =
∑
j∈J

(−1)(j,J)θp−1(J \ j) =

=
∑
j∈J

(−1)(j,J)(−1)(I\J,I)+(j,I)R((I \ J) ∪ j) ∧ ω =

=
∑
j∈J

(−1)(j,I\J)(−1)(I\J,I)R((I \ J) ∪ j) ∧ ω =

= (−1)(I\J,I)

(∑
j∈J

(−1)(j,I\J)R((I \ J) ∪ j)

)
∧ ω =

= (−1)(I\J,I)∂̄R(I \ J) ∧ ω = (∂̄θp)(J).

Построенная резольвента θn−2, θn−3, . . . , θ0 формы ω дополняется ∂̄-коциклом θ−1, для
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которого ρθ−1 = ∂̄θ0. Найдем явный вид U-цепи ∂̄θ0:

∂̄θ0(s) = (−1)(I\s;I)∂̄R(I \ s) ∧ ω = (−1)(I\s;I)(n− 1)! ∂̄ρI\s ∧ ω.

По формуле (2.14) при J = {s}, получим

∂̄ρI\s =

∏
k 6=s

fk

‖f‖2n

|fs|2 ∧
k 6=s

df̄k −
∑
i 6=s

(−1)(i,I\s)f̄ifsdfs ∧
∧
k 6=s
k 6=i

df̄k

 =

=

∏
fk

‖f‖2n

[
f̄s
∧
k 6=s

df̄k +
∑
i 6=s

(−1)i+sf̄i ∧
∧
k 6=i

df̄k

]
=

∏
fk

‖f‖2n
(−1)s

∑
i∈I

(−1)if̄i
∧
k 6=i

df̄k.

Отсюда, учитывая вид формы ω, имеем

∂̄θ0(s) = (−1)(I\s;I)(n− 1)!

∏
fk

‖f‖2n
(−1)s

∑
i∈I

(−1)if̄i
∧
k 6=i

df̄k ∧
h dzI∏
fk
.

Так как
(I \ s; I) + s = (I; I) + 1 = 0 + 1 + · · ·+ (n− 1) + 1 =

n(n− 1)

2
+ 1,

то окончательно получим

∂̄θ0(s) = (−1)
(n−1)n

2 (n− 1)!
h

‖f‖2n

∑
i∈I

(−1)i−1f̄idf̄I\i ∧ dzI .

Полученное явное выражение для U-цепи ∂̄θ0(s) кратности p = 0 не зависит от s ∈ I и
должно совпадать с результатом сужения ∂̄-коцикла θ−1 на Us. Поэтому

θ−1 = (−1)
(n−1)n

2 (n− 1)!
h

‖f‖2n

∑
i∈I

(−1)i−1f̄idf̄I\i ∧ dzI , z ∈ G̃. (2.15)

Замечание. При fi = zi форма (2.15) имеет вид

(−1)
(n−1)n

2 (n− 1)!
h

‖z‖2n

∑
i∈I

(−1)i−1z̄idz̄I\i ∧ dzI

и совпадает с формой (−1)
(n−1)n

2 (2πi)nβ(z), где β(z) — ядро интегрального представления
Мартинелли – Бохнера. Как отмечается в [1], появление множителя (−1)

(n−1)n
2 согласуется

с выбором ориентации объемлющего пространства Cn, которая должна учитываться при
интегрировании по границе области.
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Пример 2.1. Применим найденную резольвенту мероморфной формы

ω =
h(z) dz1 ∧ . . . ∧ dzn
f1(z) . . . fn(z)

для получения представления локального вычета через интеграл по сфере (см. [40], а так-
же [1],[51]). Пусть отображение f = (f1, . . . , fn) голоморфно в замыкании окрестности Ua
своего изолированного нуля a, Ua ∩ f−1(0) = {a}. Используя обозначение для спаривания
из параграфа 1.4, имеем

resf,a ω =
1

(2πi)n
〈
ω, γ(a)

〉
=

1

(2πi)n
〈
[ω], [γ(a)]

〉
.

По теореме 1.8 с учетом леммы 2.1 получим

1

(2πi)n
〈
[ω], [γ(a)]

〉
=

1

(2πi)n
〈[θ−1], [∂Πa]〉 =

1

(2πi)n
〈[θ−1], [Sa]〉 ,

где Sa — это (2n − 1)-мерная сфера малого радиуса с центром в точке a. Окончательно
получаем

resf,a ω =
1

(2πi)n
〈θ−1, Sa〉 =

1

(2πi)n

∫
Sa

θ−1.

2.3 Доказательство теоремы Циха

Одним из наиболее законченных результатов о связи локальных и разделяющих циклов
является следующая теорема.

Теорема 2.1 (А.К. Цих, 1975). Пусть X — многообразие Штейна размерности n, и
F = {F1, . . . , Fn} — набор гиперповерхностей в X. Тогда n-цикл Γ из X \ F разделяет
набор F тогда и только тогда, когда Γ гомологичен линейной комбинации локальных
циклов γ(a), a ∈ Z0, где Z0 — дискретная часть пересечения F1 ∩ . . . ∩ Fn.

Замечание. Если дискретная часть пересечения F1 ∩ . . . ∩ Fn пуста, то любой цикл Γ,
разделяющий данный набор гиперповерхностей, гомологичен нулю.

Мы приводим здесь доказательство теоремы 2.1, использующее понятие резольвен-
ты (гомологический вариант) и теорему 1.9. Полученное А.К. Цихом доказательство
(см. [17], [51]), основанное на применении длинной точной последовательности Майера
– Виеториса для гомологий объединения, на наш взгляд является технически более слож-
ным.
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Доказательство. Обозначим Z = F1 ∩ . . . ∩ Fn. По теореме 1.9 существует изоморфизм

ϕ : H2n−1(X̃)→ Hsep
n (X \ F ),

где X̃ = X \ Z, а подгруппа Hsep
n (X \ F ) ⊂ Hn(X \ F ) состоит из классов всех циклов,

разделяющих набор F = {F1, . . . , Fn}.
Предположим вначале, что Z дискретно (состоит только из изолированных точек) и

Z0 = Z 6= ∅.
Пусть Γ разделяет набор F , то есть [Γ] ∈ Hsep

n (X \F ). Так как H2n−1(X) ' 0, то группа
H2n−1(X̃) порождается классами циклов Sa, a ∈ Z, где Sa — это (2n − 1)-мерная сфера
малого радиуса с центром в точке a. Следовательно, класс ϕ−1[Γ] представляется в виде
линейной комбинации классов таких сфер:

ϕ−1[Γ] =
∑
a∈Z

n(a)[Sa].

Покажем, что цикл Γ гомологичен в X \ F циклу Γ′ вида

Γ′ =
∑
a∈Z

n(a)γ(a).

В качестве представителя класса [Sa] может быть взята граница ∂Πa специального
аналитического полиэдра Πa. По лемме 2.1 локальный цикл γ(a) можно рассматривать как
конечный элемент ξn−1 резольвенты {ξp} цикла ∂Πa. Отсюда следует, что цикл Γ′ является
конечным элементом резольвенты для цикла

ξ′ =
∑
a∈Z

n(a)∂Πa,

Поэтому ϕ[ξ′] = [Γ′]. С другой стороны, для цикла

ξ =
∑
a∈Z

n(a)Sa

имеем ϕ[ξ] = [Γ]. Но [ξ] = [ξ′], поэтому [Γ] = [Γ′], то есть

Γ ∼
∑
a∈Z

n(a)γ(a).

Если Z = ∅, то X̃ = X. Поэтому Hsep
n (X \ F ) ' H2n−1(X̃) ' 0, то есть любой разделя-

ющий цикл гомологичен нулю.
Если же пересечение Z = F1 ∩ . . . ∩ Fn недискретно, то, как было замечено в [51], его
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можно представить в виде Z = Z0 ∪ Z1, где Z0 — дискретная часть Z, а Z1 — аналити-
ческое подмножество, состоящее из неприводимых компонент размерности > 1. Рассмот-
рим многообразие X(1) = X \ Z1 и набор гиперповерхностей F (1) = {F (1)

1 , . . . , F
(1)
n }, где

F
(1)
j = Fj ∩X(1). Имеем X(1) \ F (1)

j = X \ Fj, поэтому цикл Γ, разделяющий набор F в X,
разделяет и набор F (1) в X(1). Так как по прежнему H2n−1(X(1)) ' 0, и X(1) \ F (1)

j — мно-
гообразия Штейна, причем пересечение Z0 = F

(1)
1 ∩ . . . ∩ F (1)

n дискретно, а утверждение о
представимости цикла в виде линейной комбинации локальных циклов связано лишь с дис-
кретной частью пересечения гиперповерхностей, то мы приходим к уже рассмотренному
случаю.

Замечание 2.1. Из теоремы 1.9 и леммы 2.1 следует, что в общем случае имеют место
следующие включения:

H loc
n (X \ F ) ⊂ imϕ ⊂ Hsep

n (X \ F ). (2.16)

Теорема 2.1 утверждает, что для многообразий Штейна все включения в (2.16) заменяются
на равенства:

H loc
n (X \ F ) = imϕ = Hsep

n (X \ F ).

2.4 О принципе разделяющих циклов

В данном параграфе приводится один из вариантов так называемого «принципа разделя-
ющих циклов» А. К. Циха, разработанного в [18].

Рассмотрим специальный аналитический полиэдр

Π = {z ∈ G : χi(z) ∈ Gi, i = 1, . . . , n}, (2.17)

и набор гиперповерхностей F = {F1, . . . , Fn}, где

Fi = {z ∈ G : fi(z) = 0}, fi ∈ O(G), i = 1, . . . , n.

Пусть как и прежде F = F1 ∪ . . . . . . Fn и Z0 — дискретная часть пересечения F1 ∩ . . .∩ Fn.
Назовем (см. [18]) набор гиперповерхностей F согласованным с аналитическим полиэдром
Π, если

Fi ∩ σ(i) = ∅ для всех i = 1, . . . , n, (2.18)

где σ(i) — грани полиэдра Π.
Приведем принцип разделяющих циклов из [18] в следующей эквивалентной формули-

ровке.
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Предложение 2.1. Если набор гиперповерхностей F согласован с полиэдром Π, то его
остов σn допускает в Π \ F гомологическое представление

σn ∼
∑

a∈Z0∩Π

γ(a),

где γ(a) — локальный цикл в точке a для набора F .

Приводимое ниже доказательство, как и доказательство теоремы 2.1 из прошлого па-
раграфа, не только иллюстрирует применение теоремы 1.9, но и является, как нам пред-
ставляется, технически более простым, чем доказательство А.К. Циха.

Доказательство. Обозначим Z = F1 ∩ . . .∩Fn. Пусть U — покрытие области G \Z откры-
тыми множествами Ui = G \ Fi, i ∈ I = {1, . . . , n}. В параграфе 2.2 описано построение
резольвенты для границы полиэдра (2.8). Аналогичным образом строится U-резольвента
ξ0, . . . , ξn−1 для границы ∂Π полиэдра (2.17) такая, что ξn−1 = σn. При этом условие (2.18)
гарантирует, что носитель цепи

ξp(J) = σ2n−p−1(J) = {z ∈ G : χi(z) ∈ Gi, i ∈ I \ J, χj(z) ∈ ∂Gj, j ∈ J}

лежит в Uj0 ∩ . . . ∩ Ujp для каждого подмножества J = {j0, . . . , jp} ⊂ I, p = 0, 1, . . . , n− 1.
Из доказательства теоремы 2.1 следует, что достаточно рассмотреть случай, когда пе-

ресечение гиперповерхностей Z дискретно, то есть Z = Z0. Заметим, что граница полиэдра
имеет следующее гомологическое представление:

∂Π ∼
∑

a∈Z0∩Π

∂Πa в G \ Z.

Но тогда, учитывая что разделяющий гомоморфизм ϕ : [ξ] 7→ [ξn−1] определен на гомоло-
гических классах, из теоремы 1.9, получим

[σn] = ϕ [∂Π] = ϕ[
∑

a∈Z0∩Π

∂Πa] =
∑

a∈Z0∩Π

ϕ[∂Πa] =
∑

a∈Z0∩Π

[γ(a)],

поэтому
σn ∼

∑
a∈Z0∩Π

γ(a).

Замечание. Условие (2.18), как показано в [18], эквивалентно следующему условию:

(F1 ∪ . . . [j] . . . ∪ Fn) ∩ σ(1, . . . [j] . . . , n) = ∅, j = 1, . . . , n, (2.19)
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где σ(1, . . . [j] . . . , n) = σ(1)∩ . . . [j] . . .∩σ(n) — (n+1)-мерные ребра полиэдра. Поэтому, если
набор F согласован с полиэдром Π, то σn разделяет F . Действительно, из условия (2.19)
следует, что σn = ±∂σ(1, . . . [j] . . . , n) в F1 ∪ . . . [j] . . . ∪ Fn. Как отмечается в [18], поли-
эдр Π является областью голоморфности, поэтому по теореме 2.1 имеется гомологическое
представление вида

σn ∼
∑

a∈Z0∩Π

n(a)γ(a).

Предложение 2.1 уточняет, что в этом разложении все коэффициенты n(a) = 1.

2.5 Примеры разделяющих циклов в теории узлов

В данном параграфе предлагается одно из возможных обобщений понятия разделяюще-
го цикла, дающее возможность расширить область применения этого понятия, выходя за
рамки комплексного анализа. Это обобщение связано со следующим хорошо известный
примером из теории узлов. Нетривиальное зацепление называют брунновым зацеплением,
если оно становится тривиальным при удалении любой своей компоненты. Наиболее про-
стой пример бруннова зацепления из трех компонент дают известные кольца Борромео.
Кольца Борромео — это нетривиальное зацепление трех колец (окружностей), которые
попарно незацеплены. В данном случае, по аналогии с понятием цикла, разделяющего
набор гиперповерхностей в комплексном многообразии, следует говорить, что каждая из
окружностей как одномерный цикл разделяет набор двух других окружностей в R3.

Для того, чтобы смотреть на обе ситуации с одной точки зрения, дадим следующее
определение. Пусть X — вещественное многообразие размерности d, и Y = {Y1, . . . , Ym} —
набор замкнутых подмножеств из X, где 2 6 m 6 d− 1. Обозначим Y = Y1 ∪ . . . ∪ Ym.

Определение 2.1. Будем говорить, что (d−m)-мерный цикл Γ в X \ Y разделяет набор
Y , если Γ гомологичен нулю в X \ (Y1 ∪ . . . [j] . . . ∪ Ym) для всех j ∈ I = {1, . . . ,m}.

Рассмотрим наиболее простой случай, когда цикл Γ разделяет набор двух замкнутых
подмножеств Y = {Y1, Y2} многообразия X размерности d > 2. Предположим, что (d− 1)-
гомологии многообразия X тривиальны, а Y1∩Y2 = ∅. В частности, эти условия выполня-
ются для колец Борромео и любых других брунновых зацеплений с тремя компонентами.
Определена точная последовательность Майера — Виеториса:

. . .→ Hd−1(U1 ∪ U2)→ Hd−2(U1 ∩ U2)→ Hd−2(U1)⊕Hd−2(U2)→ . . . ,

где Ui = X\Yi , i = 1, 2. Так как цикл Γ изX\(Y1∪Y2) = U1∩U2 разделяет набор Y , то класс
цикла Γ имеет нулевой образ в Hd−2(U1)⊕Hd−2(U2). Из точности последовательности сле-
дует, что класс цикла Γ имеет прообраз вHd−1(U1∪U2) = Hd−1(X\(Y1∩Y2)) = Hd−1(X) ' 0,
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откуда следует, что разделяющий цикл Γ гомологичен нулю. Для брунновых зацеплений с
тремя компонентами это означает, что на каждую топологическую окружность данного за-
цепления можно натянуть «пленку», лежащую в дополнении к другим двум окружностям
(для колец Борромео можно в этом убедиться непосредственно).

Вернемся к общему случаю. Пусть Y = {Y1, . . . , Ym} — набор замкнутых множеств в
d-мерном вещественном многообразии X. Обозначим

X̃ = X \ (Y1 ∩ . . . ∩ Yn),

и рассмотрим открытое покрытие U = {Ui}, Ui = X \ Yi, i ∈ I, многообразия X̃. Как
и в параграфе 1.5, будем обозначать через Hsep

d−m(X \ Y ) подгруппу группы гомологий
Hd−m(X \ Y ), образованную классами всех (d−m)-циклов, разделяющих набор Y . Повто-
ряя практически дословно доказательство теоремы 1.9, получим следующий аналог этой
теоремы.

Предложение 2.2. Пусть ξ ∈ Zd−1(X̃), и ξ0, . . . , ξm−1 — U-резольвента произвольного
цикла из Zd−1(SU

∗ ), представляющего класс [ξ] ∈ Hd−1(X̃) ' Hd−1(SU
∗ ). Тогда соответ-

ствие гомологических классов [ξ] 7→ [ξm−1] определяет гомоморфизм

ϕ : Hd−1(X̃)→ Hsep
d−m(X \ Y ).

При этом для того, чтобы ϕ являлся эпиморфизмом, достаточно выполнения условия

Hd−2(C0,∗) ' Hd−3(C1,∗) ' . . . ' Hd−m+1(Cm−3,∗) ' 0, (2.20)

а для того, чтобы ϕ являлся мономорфизмом, достаточно выполнения условия

Hd−1(C0,∗) ' Hd−2(C1,∗) ' . . . ' Hd−m+1(Cm−2,∗) ' 0. (2.21)

При этом выполнение условий (2.20), (2.21) в случае теоремы 1.9 следует из штейново-
сти многообразия X.

Рассмотрим один многомерный аналог бруннового зацепления с тремя компонентами.

Пример 2.2. Пусть X = S2n+1, и Y = {Y1, . . . , Yn+2} — набор попарно непересекающихся
поверхностей, гомеоморфных Sn, в котором каждая из поверхностей разделяет осталь-
ные. Зафиксируем одну из поверхностей Yi, и рассмотрим набор Yi = {Y1, . . . [i] . . . , Yn+2}.
Покажем, что для многообразия X = S2n+1 и набора поверхностей Yi выполняется усло-
вие (2.20). С учетом того, что в рассматриваемой ситуации d = 2n+ 1, и m = n+ 1, требу-
ется убедиться в тривиальности групп гомологий H2n−1(C0,∗), H2n−2(C1,∗), . . . Hn+1(Cn−2,∗).
Из двойственности Александера – Понтрягина следует, что при p = 0, . . . , n для любого
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набора индексов {j0, . . . , jp} ⊂ {1, . . . [i] . . . , n+ 2}

Hq

(
S2n−1 \ (Yj0 ∪ . . . ∪ Yjp)

)
' H(2n+1)−q−1

(
Yj0 ∪ . . . ∪ Yjp

)
'

'
p⊕

k=0

H2n−q(Yjk) '
p⊕

k=0

H2n−q(S
n).

Учитывая, что, как известно, H2n−q(S
n) ' 0 при 1 6 2n− q 6 n− 1, получим Hq(Cp,∗) ' 0

для p = 0, . . . , n и q = n+ 1, . . . , 2n− 1.
Согласно предложению 2.2, имеется эпиморфизм

ϕ : H2n(X̃)→ Hsep
n (X \ (Y1 ∪ . . . [i] . . . ∪ Yn+2)) .

Так как рассматривается набор попарно непересекающихся сфер, то

H2n (X \ (Y1 ∩ . . . [i] . . . ∩ Yn+2)) = H2n(X) = H2n(S2n+1) ' 0,

следовательно, Hsep
n (X \ (Y1 ∪ . . . [i] . . . ∪ Yn+2)) ' 0. Тем самым доказан следующий ре-

зультат, аналогичный сформулированному выше следствию из теоремы 2.1 о разделяющих
циклах в многообразиях Штейна.

Предложение 2.3. Пусть X — сфера S2n+1 размерности 2n + 1, n > 1, и Y — набор
из n+ 2 попарно непересекающихся поверхностей, гомеоморфных Sn, в котором каждая
из поверхностей разделяет остальные. Тогда каждая сфера из набора Y гомологически
тривиальна в дополнении остальных сфер.

Как показал Милнор в статье [44], существует бесконечно много неэквивалентных брун-
новых зацеплений с любым заданным числом компонент. В [43] отмечается, что для изуче-
ния инвариантов таких зацеплений успешно применяются тройное произведение Масси, а
также произведения Масси высшего порядка. Вопрос о существовании многомерных брун-
новых зацеплений в S2n+1, состоящих из n+2 топологических сфер Sn, мы не затрагиваем.

2.6 Разделение тропических гиперповерхностей

и теорема Гельфонд – Хованского

В теории исключений систем алгебраических уравнений важную роль играют формулы
для суммы значений заданного многочлена в корнях системы n уравнений с n неизвест-
ными. Поскольку каждое значение выражается локальным (логарифмическим) вычетом,
речь идет о вычислении глобального вычета в определенных пространствах. Первоначаль-
ные формулы касались суммы вычетов в аффинном пространстве Cn (см. [1], [2], [4]). Затем
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глобальные вычеты интенсивно изучались в торических многообразиях (см. [28], [29], [30])
(по поводу торических многообразий и уравнений см. [35], [16], [15]).

В настоящем разделе мы рассматриваем задачу о вычислении полной суммы вычетов
Гротендика в комплексном алгебраическом торе Tn = (C \ 0)n. Пусть f = (f1, . . . , fn) —
набор полиномов Лорана от n переменных: fj ∈ C[z±1 , . . . , z

±
n ]. Речь идет о сумме локальных

вычетов resf,a ω дифференциальной формы

ω =
h(z)

f1(z) . . . fn(z)

dz

z
, где

dz

z
=
dz1

z1

∧ . . . ∧ dzn
zn

, (2.22)

в нулях a ∈ Tn отображения f . Рассматриваемый вопрос впервые был поставлен в рабо-
тах А.Г. Хованского и О.А. Гельфонд [5], [37], и затем подробно изучался с различными
приложениями в статьях И. Сопрунова [46], [47], [48], [41].

Одномерным прототипом этого вопроса является задача о вычислении суммы вычетов
в конечных ненулевых корнях многочлена z · f(z). В соответствии с теоремой о полной
сумме вычетов на сфере Римана C ' CP1, эта сумма выражается двумя слагаемыми:∑

a∈f−1(0)∩T1

resa ω = −(res0 ω − res∞ ω). (2.23)

Каждый из вычетов в точках z = 0 и z =∞ вычисляется разложением функции h/z ·f
в ряд Лорана с использованием формулы геометрической прогрессии, принимая в качестве
мажорирующего члена для знаменателя z ·f(z): моном cmz

m+1 (вблизи z = 0) и моном cdz
d

(вблизи z =∞), где cmzm и cdzd — младший и старший мономы полинома f .
Приведем основной результат Гельфонд – Хованского в удобной для нас терминологии.

Напомним следующее важное определение.

Определение 2.2. Многогранником Ньютона ∆P полинома P = P (z1, . . . , zn) называется
выпуклая оболочка в Rn всех показателей мономов, входящих в P с ненулевыми коэффи-
циентами.

Напомним, что суммой Минковского выпуклых многогранников ∆1, . . . ,∆n в Rn назы-
вается множество

∆ = ∆1 + . . .+ ∆n = {ν1 + . . .+ νn : ν1 ∈ ∆1, . . . , νn ∈ ∆n}.

При этом ∆ = ∆1 + . . . + ∆n также является выпуклым многогранником. Пусть задан
упорядоченный набор ∆1, . . . ,∆n выпуклых многогранников в Rn и ∆ — их сумма Мин-
ковского. Грань σ = σ1 + . . . + σn многогранника ∆ называется запертой (см. [37]), если
среди слагаемых σj ⊂ ∆j имеется хотя бы одна вершина. Набор многогранников называ-
ется развернутым, если все грани многогранника-суммы заперты.

65



Пусть для многогранника-суммы ∆ = ∆1 + . . . + ∆n развернутого набора дано непре-
рывное отображение κ : ∆→ Rn, κ = (κ1, . . . , κn), у которого каждая компонента κj неот-
рицательна и равна нулю на тех и только тех гранях σ ⊂ ∆, для которых слагаемое σj
является вершиной многогранника ∆j. Ограничение отображения κ на границу ∂∆ много-
гранника ∆ переводит окрестность каждой его вершины ν в окрестность начала координат
на границе положительного ортанта Rn

+. Локальная степень ростка отображения

κ |∂∆ : (∂∆, ν)→ (∂Rn
+, 0)

называется комбинаторным коэффициентом вершины ν многогранника ∆ и обозначается
через kν . Комбинаторный коэффициент не зависит от выбора отображения κ и имеет знак,
зависящий от выбора ориентации многогранника и положительного ортанта.

На рисунке 2.1 изображен развернутый набор двух многоугольников в R2 и их сумма
Минковского, а также отмечены комбинаторные коэффициенты вершин многогранника-
суммы.

0 −1

+1

−1

+1−1

+1

Рис. 2.1: Сумма Минковского и комбинаторные коэффициенты.

Многогранник ∆ = ∆P кодирует определенную информацию о множестве нулей поли-
нома P в торе Tn, т. е. о гиперповерхности V = {z ∈ Tn : P (z) = 0}. Эту информацию
удобнее кодировать в логарифмической шкале, для чего рассматривается отображение
Log : Tn−1 → Rn, определяемое формулой

Log : (z1 . . . , zn)→ (log |z1|, . . . , log |zn|). (2.24)

Определение 2.3 (см.[36]). Амебой AP полинома P (или гиперповерхности V ) называется
образ Log(V ).

Известно [36], что дополнение Rn \AP состоит из конечного числа компонент связности
{E}, каждая из которых открыта и выпукла. Кроме того, известна следующая информация
о дополнении амебы. Чтобы сформулировать соответствующую теорему, напомним, что
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конусом рецессии выпуклого множества E ⊂ Rn называют максимальный конус K среди
тех, которые подходящим сдвигом x + K можно поместить в E. Также нам потребуется
понятие двойственного конуса Cν = Cν(∆) к многограннику ∆ в точке ν ∈ ∆:

Cν = {s ∈ Rn : 〈s, ν〉 = max
α∈∆
〈s, α〉}.

Теорема 2.2. Существует инъективная функция

ν : {E} → Zn ∩∆P ,

которая каждой связной компоненте E дополнения амебы ставит в соответствие це-
лочисленный вектор ν(E) из многогранника Ньютона ∆P , причем двойственный конус
Cν(E) к ∆P в точке ν(E) равен конусу рецессии компоненты E.

Отметим, что ввиду инъективности функции ν, связные компоненты {E} можно ну-
меровать в виде Eν точками (векторами) ν ∈ ∆P . При этом функция ν принимает все
значения из Vert ∆P — множества вершин многогранника ∆P ([10], [36]). Иными словами,
компоненты связности Eν для ν ∈ Vert ∆P всегда существуют, причем их конусы рецессии
«большие» (имеют размерность n).

С каждой связной компонентой Eν дополнения Rn \ AP ассоциируется торический n-
мерный цикл

Tν = Log−1 p = {|z1| = ep1 , . . . , |z1| = epn}, (2.25)

где p ∈ Eν . При этом для всех p ∈ Eν такие циклы принадлежат одному и тому же классу
гомологий в группе Hn(Tn \ V ).

На рисунке 2.2 изображены амёбы многочленов f1 = 1+z2+w2+z2w2 и f2 = 1+z2w+zw2

с многоугольниками Ньютона из рисунка 2.1. Вместе они составляют амёбу произведения
f1 · f2. Компоненты связности дополнения к этой амебе кодируются вершинами много-
угольника Ньютона ∆1 + ∆2 (см. рисунок 2.1).

Рассмотрим набор ∆1, . . . ,∆n многогранников Ньютона полиномов f1, . . . , fn из (2.22)
и обозначим ∆f сумму Минковского для этого набора. Обозначим Af амебу полинома
f1 · . . . · fn. Каждой компоненте Eν дополнения амебы Af полинома f1 · . . . · fn сопостав-
ляется разложение Лорана формы ω, сходящееся в области Log−1(Eν). Вычетом resν ω

рациональной формы ω в вершине ν многогранника ∆f называется вычет ряда Лорана
формы ω, сопоставленного компоненте Eν .

Теперь мы можем сформулировать результат Гельфонд – Хованского.

Теорема 2.3. Предположим, что набор многогранников Ньютона системы полиномов
f1, . . . , fn развернут. Тогда сумма вычетов Гротендика рациональной формы (2.22), ассо-
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E(4,3)

E(3,4)E(1,4)

E(0,2)

E(0,0)

E(2,0)

E(4,1)

Рис. 2.2: Амёба произведения многочленов f1 и f2.

циированной с отображением f = (f1, . . . , fn), вычисляется по формуле∑
a∈f−1(0)∩Tn

resf,a ω = (−1)n
∑

ν∈Vert ∆f

kν resν ω. (2.26)

Напомним, что наряду с представлением локального вычета (2.4) в виде n-мерного
интеграла, существует представление (2n− 1)-мерным интегралом

resf,a ω =
1

(2πi)n

∫
Sa

θ−1,

где θ−1 — дифференциальная форма (2.15) бистепени (n, n − 1) с изолированными осо-
бенностями в нулях a отображения f , а Sa — сфера (либо граница некоторого полиэдра),
окружающая a. В силу точности формы θ−1 сумма вычетов Гротендика в произвольной
области с кусочно-гладкой границей, представляется интегралом формы (2πi)−nθ−1 по гра-
нице области.

Наша задача состоит в построении полиэдра Π ⊂ Tn, содержащего все нули отображе-
ния f в торе Tn с последующим вычислением резольвенты для границы ∂Π. Продемон-
стрируем эти процедуры в случае n = 2.

Рассмотрим двойственный веер Σ = Σ∆ к многоугольнику Ньютона ∆ = ∆1 + ∆2,
образованный лучами, направленными вдоль внешних нормалей к ∆. Пусть C — окруж-
ность большого радиуса R (размер радиуса уточним далее) с центров в вершине O веера
Σ. В каждой точке пересечения окружности с одномерными образующими веера проведем
касательную к C (перпендикуляр к образующей). Эти касательные ограничивают много-
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угольник M , с такими же нормалями, как и у многоугольника ∆ (см. рисунок 2.3, а также
рисунок 2.1). В силу развернутости, многоугольники ∆1 и ∆2 не могут иметь граней с
одинаковыми внешними нормалями, иначе ∆ = ∆1 + ∆2 имел бы ребро, представленное
суммой по Минковскому двух граней.

Теперь представим себе, что плоскость, где располагаются веер и построенный много-
угольникM с вершинами t1, . . . , tN , является вещественным подпространством <(LogT2) в
логарифмической шкале, т. е. плоскостью, где «живут» амебы Af1 , Af2 и Af1f2 = Af1∪Af2 .
Щупальца амеб Af1 и Af2 сонаправлены с образующими веера Σ, поэтому в силу разверну-
тости ∆1,∆2 каждый исходящий из O луч {reiτ : r > R} при достаточно большом R может
пересекать не более одной из амеб Af1 , Af2 . Следовательно Af1 ∩Af2 — ограниченное мно-
жество. Теперь выберем радиус R настолько большим, чтобы окружность C содержала
внутри себя пересечение амеб. Таким образом, все корни системы f1 = f2 = 0 лежат в
полиэдре Log−1(M). Его граница Log−1(∂M) разбивается на сумму цепей

Log−1[t1, t2], . . . ,Log−1[tN−1, tN ],Log−1[tN , t1],

каждая из которых пересекает не более одной из комплексных кривых Fj = {fj = 0}, j =

1, 2. Легко видеть, что «результирующий» элемент ξ1 резольвенты ξ0, ξ1 цикла Log−1(∂M)

равен

N∑
j=1

kjTj, где Tj = Log−1(tj), (2.27)

причем:
kj = 0, если ребра [tj−1, tj] и [tj, tj+1] пересекают нормали лишь одного из многоуголь-

ников ∆1, ∆2;
kj = −1, если ребро [tj−1, tj] пересекает нормаль ∆1, а [tj, tj+1] пересекает нормаль ∆2;
kj = 1, если указанные ребра пересекают нормали ∆2 и ∆1.
Таким образом, можно сделать вывод, что коэффициенты kj в (2.27) совпадают с ком-

бинаторными коэффициентами в формуле (2.26) Гельфонд – Хованского.
В заключительной части настоящего параграфа проинтерпретируем сделанное нами

наблюдение с точки зрения тропической геометрии. Двойственные вееры Σj к многоуголь-
никам ∆j представляют собой тропические кривые, определяемые уравнениями fj = 0,
j = 1, 2. Они являются так называемыми веерами Бергмана (см. [23], [24], [50]). Обратимся
к предложению 2.2 из предыдущего параграфа. А именно, рассмотрим покрытие проко-
лотой плоскости X̃ = R2 \ {O} открытыми множествами Uj = R2 \ Σj и разделяющий
гомоморфизм

ϕ : H1(R2 \ {O})→ Hsep
0 (R2 \ (Σ1 ∪ Σ2)).
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Рис. 2.3: Построение многоугольника M .

Пусть {tj} — набор точек, взятых из каждой связной компоненты R2 \ (Σ1 ∪ Σ2). Тогда
наше наблюдение можно сформулировать следующим образом.

Теорема 2.4. Пусть [γ] — образующая группы R2 \{O}, представленная замкнутой кри-
вой γ, окружающей точку O и ориентированной против часовой стрелки. Тогда разло-
жение образа ϕ[γ] по базе {[tj]} группы H0(R2 \ (Σ1 ∪ Σ2)) имеет вид

ϕ([γ]) =
N∑
j=1

kj[tj],

где kj — комбинаторные коэффициенты Гельфонд – Хованского.

Замечание. По-видимому, утверждение этой теоремы верно в любой размерности n. Для
доказательства последнего следует показать, что при условии развернутости многогран-
ников ∆1, . . . ,∆n вееры Бергмана Σ1, . . . ,Σn пересекаются лишь в начале координат. Тогда
в качестве разделяющего гомоморфизма будет выступать

ϕ : Hn−1(Rn \ {O})→ Hsep
0 (Rn \ (Σ1 ∪ . . . ∪ Σn)).
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Глава 3

Гипотеза о разделяющих циклах в
многообразиях Штейна

В данной главе понятие разделяющего цикла распространяется на случай наборов m > n

гиперповерхностей в комплексном аналитическом многообразии размерности n. Такие цик-
лы естественно возникают при рассмотрении локальных вычетов в ситуации, когда меро-
морфная форма имеет особенности на более чем n гиперповерхностях. Как было показано
в главе 2, для многообразий Штейна при m = n любой цикл, разделяющий заданный на-
бор гиперповерхностей, представляется в виде линейной комбинации локальных циклов.
Согласно гипотезе Южакова – Циха, последнее утверждение можно обобщить на случай
произвольных наборов гиперповерхностей в штейновых многообразиях. Глава посвящена
исследованию данной гипотезы.

3.1 Гипотеза Южакова – Циха

Рассмотрим мероморфную форму ω в n-мерном комплексном аналитическом многообра-
зии X, имеющую полярную гиперповерхность F . В параграфе 2.1 было отмечено, что если
F представляется в виде объединения набора гиперповерхностей {F1, . . . , Fn}, то каждой
изолированной точке a пересечения этих гиперповерхностей сопоставляется локальный
вычет. Однако довольно часто на практике встречается ситуация, когда полярная гипер-
поверхность F естественным образом представляется в виде объединения m > n гипер-
поверхностей (например, неприводимых). Следуя [51] и [22] подробно обсудим специфику
этой ситуации.

Рассмотрим в качестве мотивирующего примера рациональную функцию в C2 вида

g(z, w) =
h(z, w)

zw(z − w)
, (3.1)

где h(z, w) — полином. Полярная гиперповерхность F в данном случае является объеди-
нением трех комплексных прямых (гиперплоскостей)

L1 = {z = 0}, L2 = {w = 0}, L3 = {z − w = 0}.
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Пусть U0 — малая окрестность начала координат. Функция g(z, w) допускает два различ-
ных лорановских разложения в U0 \ F :

g(z, w) = −h(z, w)

zw2

+∞∑
k=0

( z
w

)k
, (z, w) ∈ U1 = {|w| > |z| > 0}, (3.2)

g(z, w) =
h(z, w)

z2w

+∞∑
k=0

(w
z

)k
, (z, w) ∈ U2 = {|z| > |w| > 0}, (3.3)

где функция h(z, w) в обоих случаях представляется рядом

h(z, w) =
+∞∑
s,t=0

1

s! t!

∂s+th

∂zs∂wt
(0, 0) zswt.

При этом нетрудно найти коэффициент c(−1,−1) при z−1w−1 в этих разложениях:

c(−1,−1) =

−h′w(0, 0), (z, w) ∈ U1;

h′z(0, 0), (z, w) ∈ U2.

Двумерные циклы

γ1 = {|z| = δ1, |w| = ε1 > δ1},

γ2 = {|z| = δ2, |w| = ε2 < δ2},

при достаточно малых εi, δi > 0 лежат в U0 \ F и не гомологичны друг другу. Вычислим
интегралы от функции (3.1) по циклам γ1 и γ2. Для этого заметим, что ряды Лорана (3.2),
(3.3) сходятся равномерно в областях U1 и U2 соответственно. Интегрируя почленно, и
учитывая, что ∫

|z|=δ
|w|=ε

zswt dz ∧ dw =

(2πi)2, s = t = −1;

0, в остальных случаях,

получим

(2πi)−2

∫
γ1

g(z, w) dz ∧ dw = c(−1,−1) = −h′w(0, 0); (3.4)

(2πi)−2

∫
γ2

g(z, w) dz ∧ dw = c(−1,−1) = h′z(0, 0). (3.5)

Следовательно, в данном случае началу координат сопоставлены два разных вычета.
Это связано с тем, что окрестность U0 содержит две области U1 и U2, в которых разло-
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жения в ряд Лорана функции g(z, w) оказываются различными. В этих областях имеются
гомологически независимые циклы γ1 и γ2 соответственно.

Для того, чтобы получить локальные вычеты в смысле определения из параграфа 2.1,
разобьем F следующими тремя возможными способами:

F = F 1
1 ∪ F 1

2 , F 1
1 = L1, F

1
2 = L2 ∪ L3;

F = F 2
1 ∪ F 2

2 , F 2
1 = L1 ∪ L3, F

2
2 = L2;

F = F 3
1 ∪ F 3

2 , F 3
1 = L1 ∪ L2, F

3
2 = L3.

Для каждого полученного набора {F 1
1 , F

1
2 }, {F 2

1 , F
2
2 }, {F 3

1 , F
3
2 } начало координат является

изолированной точкой пересечения входящих в него гиперповерхностей. С этими наборами
связаны голоморфные отображения

f (1) = (z, w(z − w)), f (2) = (z(z − w), w), f (3) = (zw, z − w),

имеющие, в свою очередь, изолированный нуль в начале координат. Следовательно, для
функции g (для формы g dz ∧ dw) определены три локальных вычета, которые представ-
ляются интегралами по циклам

γ′1 = {|z| = δ1, |w(z − w)| = ε1},

γ′2 = {|z(z − w)| = δ2, |w| = ε2},

γ′3 = {|zw| = δ3, |z − w| = ε3},

соответственно. Можно показать, что в C2 \F имеют место следующие гомологии циклов:

γ′1 ∼ γ1, γ′2 ∼ γ2, γ′3 ∼ γ1 − γ2.

Таким образом, в данном случае локальные вычеты, ассоциированные с отображениями
f (1), f (2), совпадают с интегралами (3.4), (3.5) соответственно. Вычет, ассоциированный
с отображением f (3), является разностью этих интегралов, из чего видно, что между ло-
кальными вычетами могут быть зависимости.

Пусть D = {D1, . . . , Dm} — произвольный набор гиперповерхностей (дивизоров) ком-
плексного аналитического многообразия X, где m > n = dimCX. Обозначим

F = D1 ∪ . . . ∪Dm.

Разбиением множества индексов {1, . . . ,m} будем называть упорядоченный набор непу-
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стых попарно непересекающихся подмножеств J = (J1, . . . , Jn) таких, что

J1 ∪ . . . ∪ Jn = {1, . . . ,m}.

Каждое такое разбиение J определяет упорядоченный набор гиперповерхностей

FJ = (F1, . . . , Fn), где Fi =
⋃
j∈Ji

Dj, i = 1, . . . , n.

Пусть ZJ — дискретная часть (множество всех изолированных точек) пересечения F1 ∩
. . . ∩ Fn. Для точки a ∈ ZJ рассмотрим локальный цикл

Γ
(a)
J = {z ∈ Ua : |fi(z)| = εi, i = 1, . . . , n},

где Ua — достаточно малая окрестность точки a, не содержащая других точек из ZJ , и

Fi |Ua = {z ∈ Ua : fi(z) = 0}, i = 1, . . . , n.

Если F — полярная гиперповерхность мероморфной формы, то каждый локальный цикл
Γ

(a)
J определяет вычет, ассоциированный с голоморфным отображением

f = (f1, . . . , fn).

В разобранном выше примере циклы γ′1, γ′2, γ′3 являются локальными циклами для
набора прямых {L1, L2, L3} и определяются разбиениями

({1}, {2, 3}) , ({1, 3}, {2}) , ({1, 2}, {3})

множества индексов {1, 2, 3} соответственно. Эти разбиения, очевидно, связаны с пред-
ставлением полярной гиперповерхности F в виде объединения двух гиперповерхностей
различными способами.

Для заданного набора гиперповерхностей D = {D1, . . . , Dm} в X рассмотрим подгруппу
H loc
n (X \ F ) группы гомологий Hn(X \ F ), порожденную локальными циклами Γ

(a)
J по

всем возможным разбиениям J множества индексов {1, . . . ,m} и всем точкам a ∈ ZJ .
Принадлежность цикла Γ подгруппе H loc

n (X \ F ) означает, что для мероморфной формы
ω с полярным множеством F интеграл ∫

Γ

ω

выражается через локальные вычеты.
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Как и в случае m = n локальные циклы Γ
(a)
J разделяют набор гиперповерхностей D в

смысле следующего более общего определения (см. [22]).

Определение 3.1. Говорят, что n-мерный цикл Γ ∈ Zn(X\F ) разделяет гиперповерхности
D1, . . . , Dm (m > n), если Γ удовлетворяет условию

Γ ∼ 0 в X \ (Dα1 ∪ . . . ∪Dαn−1) для всех поднаборов {α1, . . . , αn−1} ⊂ {1, . . . ,m}.

Будем применять (как и раньше при m = n) обозначение Hsep
n (X \ F ) для подгруппы,

образованной всеми классами циклов, разделяющих набор D. Нетрудно привести пример
многообразия и набора гиперповерхностей, для которых имеются разделяющие этот набор
циклы, классы которых не принадлежат подгруппе H loc

n (X \ F ). Если в рассмотренном
выше примере заменить многообразие X = C2 на X = C2 \ 0, то для набора прямых
{L1, L2, L3} локальных циклов не будет (ZJ = ∅ для любого разбиения J ), так чтоH loc

2 (X\
F ) = 0. Однако, как нетрудно проверить, гомологически нетривиальные циклы γ1 и γ2

разделяют данный набор прямых. Например, для γ1 это следует из того, что γ1 = ±∂ {|z| =
δ1, |w| 6 ε1} в C2 \ L1, а также γ1 = ±∂ {|z| 6 δ1, |w| = ε1} в C2 \ L2 и в C2 \ L3.

Тем не менее, в ряде важных случаев условие разделения оказывается необходимым и
достаточным условием для того, чтобы цикл был гомологичен линейной комбинации ло-
кальных циклов. Среди некомпактных многообразий в этом смысле наиболее исследован
класс штейновых многообразий. В частности, как показано в главе 2, при m = n верна тео-
рема 2.1. В результате А. К. Цихом и А. П. Южаковым была сформулирована следующая
гипотеза (далее: гипотеза о разделяющих циклах ).

Гипотеза. Пусть X — штейново многообразие и {D1, . . . , Dm} — произвольный набор
гиперповерхностей в X, m > n = dimCX. Тогда класс любого цикла Γ, разделяющего
данный набор гиперповерхностей, принадлежит подгруппе H loc

n (X \ F ).

Далее будем рассматривать наборы гиперповерхностей D = {D1, . . . , Dm} при m > n =

dimCX. Будем говорить, что набор D имеет дискретные пересечения, если для любого
n-поднабора α = {α1, . . . , αn} ⊂ {1, . . . ,m} множество Dα = Dα1 ∩ . . . ∩Dαn дискретно.

Сформулированная гипотеза была доказана Южаковым при некоторых дополнитель-
ных ограничениях:

Теорема 3.1 ([22], теорема 1). Утверждение гипотезы о разделяющих циклах справед-
ливо в каждом из следующих случаев:

1) Набор гиперповерхностей D имеет дискретные пересечения и Dα ∩ Dβ = ∅ для
любых n-поднаборов индексов α, β ⊂ {1, . . . ,m} при α 6= β;

2) X = Ua — достаточно малая штейнова окрестность точки a ∈ Cn и Dα = {a} для
любого n-поднабора индексов α ⊂ {1, . . . ,m}.
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Отметим, что условие 1) теоремы 3.1 означает, что гиперповерхности из набора D на-
ходятся «в общем положении» (это условие сохраняется при малых «шевелениях» Dj). В
рамках условия 2) рассматривается локальная ситуация и подразумевается, что речь идет
о центрированном наборе D ростков гиперповерхностей в точке a. Условие Dα = {a} для
любого n-поднабора индексов α ⊂ {1, . . . ,m} также выражает свойство «общего положе-
ния».

Еще одна важная ситуация, в которой выполняется утверждение гипотезы о разделя-
ющих циклах, описывается следующей теоремой, доказанной в кандидатской диссертации
Г. А. Московченко.

Теорема 3.2 ([11], теорема 2.3). Пусть {L1, . . . , Lm} — произвольный набор гиперплос-
костей в Cn и F = L1 ∪ . . . ∪ Lm. Тогда группы Hn(X \ F ), Hsep

n (X \ F ) и H loc
n (X \ F )

совпадают.

3.2 О разделении особенностей голоморфных функций

В данном параграфе излагаются вспомогательные утверждения, необходимые для доказа-
тельств основных теорем главы. Речь пойдет о разделении особенностей (сингулярностей)
голоморфной функции n > 1 переменных. Одномерным прототипом (n = 1) процедуры
разделения особенностей является теорема о разложении рациональной функции на про-
стейшие дроби. В нашем случае роль простейших дробей будут играть функции, особые
множества которых являются объединениями не более чем n гиперповерхностей.

Нам потребуются в дальнейшем следующие два утверждения о разделении особенно-
стей, доказанные в работе А. П. Южакова [21]. Пусть задан набор гиперповерхностей
D = {D1, . . . , Dm} в n-мерном комплексном многообразии X. Обозначим, как это было сде-
лано в предыдущем параграфе, F = D1∪. . .∪Dm. Для n-поднабора индексов α ⊂ {1, . . . ,m}
обозначим Dα = Dα1 ∪ . . . ∪Dαn .

Лемма 3.1 (см. [21], теорема 1). Если X — некомпактное аналитическое многообразие,
и X \Di — многообразия Штейна, то всякую функцию f , голоморфную в X \ F , можно
представить в виде

f =
∑

fα,

где функция fα голоморфна в X \ Dα, и суммирование ведется по всем n-поднаборам
индексов α{α1, . . . , αn} ⊂ {1, . . . ,m} таким, что α1 < . . . < αn.

Лемма 3.2 (см. [21], предложение 2). Пусть D0, D1, . . . , Dl — набор гиперповерхностей в
аналитическом многообразии X. Если X\D0 — многообразие Штейна, и D1∩. . .∩Dl ⊂ D0,
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то всякую функцию f , голоморфную в X \ (D0∪D1∪ . . .∪Dl), можно представить в виде

f =
l∑

k=1

fk,

где функция fk голоморфна в X \ (D0 ∪ . . . [k] . . . ∪Dl), k = 1, . . . , l.

Докажем следующую лемму, описывающую разделение особенностей в локальной си-
туации.

Лемма 3.3. Пусть {D1, . . . , Dm} — набор гиперповерхностей в достаточно малой штей-
новой окрестности Ua точки a ∈ Cn. Тогда всякую функцию f , голоморфную в Ua \ F ,
можно представить в виде

f =
∑

Dα={a}

n∑
k=1

fα[k],m +
∑

Dα 6={a}

(
gα +

n∑
k=1

gα[k],m

)
,

где fα[k],m ∈ O(Ua \ Dα[k],m), gα[k],m ∈ O(Ua \ Dα[k],m), gα ∈ O(Ua \ Dα) и суммирование
ведется по всевозможным поднаборам α = {α1, . . . , αn}, 1 6 α1 < . . . < αn 6 m− 1.

Замечание. В формулировке леммы и далее используется обозначение α[k] = α \ αk.

Доказательство. Так как Ua — штейново многообразие, то Ua не компактно и Ua \Dj —
штейновы для j = 1, . . . ,m. По лемме 3.1 функцию f можно представить в виде

f =
∑

fα,m,

fα,m ∈ O(Ua \Dα ∪Dm), где α = {α1, . . . , αn}, 1 6 α1 < . . . < αn 6 m − 1. Если Dα = {a},
то по лемме 3.2 для функции fα,m справедливо разложение

fα,m =
n∑
k=1

fα[k],m,

где fα[k],m ∈ O(Ua \Dα[k],m). Если Dα 6= {a}, то по лемме 3.1 получим

fα,m = gα +
n∑
k=1

gα[k],m,

где gα[k],m ∈ O(Ua \Dα[k],m), gα ∈ O(Ua \Dα).

Мы воспользуемся также следующим утверждением, фактически доказанным А. П.
Южаковым в [22], предложение 2.
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Лемма 3.4. Пусть Ua — достаточно малая окрестность точки a ∈ Cn, и {D1, . . . , Dm}
— набор гиперповерхностей в Ua, где

Dj = {z : gj(z) = 0}, j = 1, . . . ,m.

Предположим, что для фиксированного поднабора индексов

α′ = {α1, . . . , αn−1} ⊂ {1, . . . ,m− 1}

выполняется условие Dα′,k = {a} для всех k ∈ {1, . . . [α′] . . . ,m}. Тогда при достаточно
малых ε > 0, δ/ε > 0 цикл

γ
(a)
α′,m = {z ∈ Ua : |gα1(z)| = · · · = |gαn−1(z)| = δ, |gm(z)| = ε}

лежит в X \ F и гомологичен там циклу

Γ
(a)
α′ = {z ∈ Ua : |gα1(z)| = · · · = |gαn−1(z)| = δ, |g1(z) · . . . [α′] . . . · gm(z)| = ε}.

В [22] фигурирует более ограничительное условие на набор гиперповерхностей, но де-
лается более сильное заключение. Однако все этапы доказательства в интересующей нас
формулировке леммы 3.4 полностью повторяют рассуждения из доказательства, представ-
ленного в статье [22].

3.3 Одно обобщение теоремы Южакова

Одним из основных результатов данной главы является следующая теорема.

Теорема 3.3. Утверждение гипотезы о разделяющих циклах справедливо при выполне-
нии следующего условия: набор гиперповерхностей имеет дискретные пересечения, и для
любых n-поднаборов индексов α, β ⊂ {1, . . . ,m} множества Dα и Dβ, имеющие хотя бы
одну общую точку, полностью совпадают:

Dα ∩Dβ 6= ∅⇒ Dα = Dβ.

Доказательство. Пусть ω — произвольная замкнутая дифференциальная n-форма вX\F .
Так как X — многообразие Штейна, то по теореме Серра класс когомологий формы ω

содержит некоторую форму ϕ, голоморфную в X \ F .
Предположим, что набор гиперповерхностей удовлетворяет условию теоремы 3.3. На
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множестве всех n-поднаборов

α = {α1, . . . , αn} ⊂ {1, . . . ,m}, α1 < . . . < αn,

определено отношение эквивалентности α ∼ β ⇔ Dα = Dβ. Следовательно, это множество
разбивается на непересекающиеся классы A1, . . . , As эквивалентных поднаборов. Обозна-
чим через [Ai] множество всех индексов из {1, . . . ,m}, входящих в поднаборы из класса Ai.
При этом каждый n-поднабор α ⊂ [Ai] входит в класс Ai (это может быть неверно только
для класса, состоящего из наборов α, для которых Dα = ∅; будем обозначать такой класс
A∅).

Рассмотрим для каждого класса Ai (Ai 6= A∅) множество A′i всех n-поднаборов вида
α = {α1, . . . , αn−1,mi}, где

mi = max[Ai], α′ = {α1, . . . , αn−1} ⊂ {1, . . . ,m} \mi.

В частности, если Ai состоит из единственного поднабора, то A′i = Ai. Для Ai = A∅ также
положим A′i = A∅. Построенные множества поднаборов A′1, . . . , A′s обладают следующими
свойствами:

• A′i ⊂ Ai,

• [A′i] = [Ai],

• для любого α ∈ A′i и любой точки a ∈ Dα найдется достаточно малая окрестность Ua
точки a, не имеющая общих точек с гиперповерхностями Dk при k 6∈ [A′i]

Обозначим A = A′1 ∪ . . . ∪ A′s. Покажем, что форму ϕ можно представить в виде

ϕ =
∑
α∈A

ϕα, (3.6)

где ϕα голоморфна в X \Dα. Действительно, по лемме 3.1 для формы ϕ, голоморфной в
X \ F , имеем

ψ =
∑
α

ψα,

где суммирование ведется по всем n-поднаборам индексов α ⊂ {1, . . . ,m} таким, что α1 <

. . . < αn, и форма ψα голоморфна в X \ Dα. Рассмотрим фиксированную форму ψα из
этого разложения. Пусть поднабор α ∈ Ai. Если αn = mi, то α ∈ A. Если же αn 6= mi, то
Dα ⊂ Dmi , поэтому по лемме 3.2 будем иметь

ψα =
n∑
k=1

ψk,
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где форма ψk голоморфна в X \ (Dα1 ∪ . . . [k] . . . ∪ Dαn ∪ Dmi). При этом набор индексов
{α1, . . . [k] . . . αn,mi} ∈ A. Поступая так с каждой формой ψα при α 6∈ A, получим нужное
разложение 3.6 для формы ϕ.

Каждый цикл Γ, разделяющий набор гиперповерхностей {D1, . . . , Dm}, разделяет так-
же набор {Dα1 , . . . , Dαn}, где α ∈ A. По теореме 2.1 имеем

Γ ∼
∑
a∈Dα

n(a)
α γ(a)

α , (3.7)

в X \ Dα, где γ
(a)
α — локальный цикл в точке a ∈ Dα, соответствующий набору гиперпо-

верхностей {Dα1 , . . . , Dαn}. В частности, если Dα = ∅, то Γ ∼ 0.
В соответствии со свойствами множеств A′i, при фиксированных α ∈ A′i и a ∈ Dα

можно считать, что набор гиперповерхностей {Dk : k ∈ [Ai]} в Ua — центрированный, и
Dk ∩ Ua = ∅ при k 6∈ [Ai]. Пусть Dk = {gk = 0}, k ∈ [Ai]. Из леммы 3.4 следует, что при
достаточно малых ε > 0, δ/ε > 0 цикл

γ(a)
α = {z ∈ Ua : |gα1(z)| = · · · = |gαn−1(z)| = δ, |gmi(z)| = ε}

лежит в X \ F и гомологичен там циклу

Γ(a)
α =

z ∈ Ua : |gα1(z)| = · · · = |gαn−1(z)| = δ,

∣∣∣∣∣∣gmi(z) ·
∏

k∈[Ai]\α

gk(z)

∣∣∣∣∣∣ = ε

 .

Учитывая (3.6), (3.7), имеем∫
Γ

ω =

∫
Γ

ϕ =
∑
α∈A

∫
Γ

ϕα =
∑
α∈A

∑
a∈Dα

n(a)
α

∫
γ
(a)
α

ϕα =
∑
α∈A

∑
a∈Dα

n(a)
α

∫
Γ
(a)
α

ϕα. (3.8)

Рассмотрим цикл
Γ′ =

∑
α∈A

∑
a∈Dα

n(a)
α Γ(a)

α . (3.9)

По построению [Γ′] ∈ H loc
n (X \ F ). Покажем, что∫

Γ′

ω =

∫
Γ

ω. (3.10)

Действительно, пользуясь разложением (3.6) для формы ϕ, получим∫
Γ′

ω =

∫
Γ′

ϕ =
∑
α∈A

∑
a∈Dα

∑
β∈A

n(a)
α

∫
Γ
(a)
α

ϕβ =
∑
α∈A

∑
a∈Dα

n(a)
α

∫
Γ
(a)
α

ϕα, (3.11)
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так как при α 6= β цикл Γ
(a)
α ∼ 0 в Up \Dβ. Последнее следует из того, что Γ

(a)
α = ±∂σ для

цепи σ из Up \Dβ вида

{z ∈ Ua : |gα1(z)| = · · · [αs] · · · = |gαn−1(z)| = δ, |gαs(z)| 6 δ, |gmi(z)| = ε},

где αs ∈ α \ β. По теореме де Рама из равенства интегралов (3.10) заключаем, что Γ′ ∼ Γ

в X \ F . Тем самым показано, что [Γ] ∈ H loc
n (X \ F ).

Замечание. Доказанная теорема обобщает теорему 3.1. Действительно, при выполнении
условия 1) теоремы 3.1 из Dα ∩Dβ 6= ∅ следует, что α = β, откуда тривиальным образом
Dα = Dβ. Если же выполняется условие 2), то множества Dα совпадают для всех n-
поднаборов α ⊂ {1, . . . ,m}.

3.4 Случай центрированного (n + 1)-набора

В данном параграфе рассматривается локальная ситуация, то есть предполагается, что X
— достаточно малая (штейнова) окрестность точки a ∈ Cn и рассматривается центриро-
ванный набор гиперповерхностей. В этом случае для разбиения J = (J1, . . . , Jn) множества
{1, . . . ,m} возможны две ситуации: либо ZJ = {a}, либо ZJ 6= {a} (то есть ZJ = ∅). При
ZJ = {a} разбиению J соответствует локальный цикл Γ

(a)
J . В этом случае будем говорить,

что разбиение J определяет локальный цикл Γ
(a)
J . Таким образом, разбиение J определя-

ет локальный цикл Γ
(a)
J , если F1 ∩ . . . ∩ Fn = {a}, где Fk =

⋃
j∈Jk Dj. Последнее означает,

что Dα1 ∩ . . . ∩Dαn = {a} для всех α1 ∈ J1, . . . , αn ∈ Jn.

Предложение 3.1. Пусть X = Ua — достаточно малая штейнова окрестность точки
a ∈ Cn. Пусть среди гиперповерхностей из набора D = {D1, . . . , Dm} в X найдется такая
гиперповерхность Fq, что для любого поднабора α′ = {α1, . . . , αn−1} ⊂ {1, . . . [q] . . . ,m}
выполняется одно из двух условий:

1) либо Dα1 ∩ . . . ∩Dαn−1 ∩Dq 6= {a},
2) либо Dα1 ∩ . . . ∩Dαn−1 ∩Dαn = {a} для всех αn ∈ {1, . . . [α′] . . . ,m}.

Тогда для набора D группы Hsep
n (X \F ) и H loc

n (X \F ) совпадают. Если при этом для всех
поднаборов α′ выполняется условие 1), то Hsep

n (X \ F ) ' 0.

Доказательство. Предположим для определенности, что условие теоремы выполняется
при q = m. Это означает, что для любого α′ ⊂ {1, . . . ,m− 1} из дискретности пересечения
Dα′,m следует дискретность пересечения Dα′,αn для всех αn ∈ {1, . . . [α′] . . . ,m}.

Так как рассматривается локальная ситуация, то будем обозначать локальные циклы
через ΓJ , опуская в обозначении точку a. Покажем, что в условиях предложения любой

81



цикл Γ, разделяющий набор D, представляется в виде

Γ ∼
∑

nJΓJ .

Путь цикл Γ разделяет набор D. Тогда для любого α = {α1, . . . , αn} ⊂ {1, . . . ,m} этот
цикл разделяет набор гиперповерхностей {Dα1 , . . . , Dαn}. Если при этом Dα = {a}, то по
теореме 2.1 получим Γ ∼ nαγα в X \Dα, где

γα = {z ∈ Ua : |gα1(z)| = ε1, . . . , |gαn(z)| = εn} , Dj = {z ∈ Ua : gj(z) = 0}.

Если же Dα 6= {a}, то в силу замечания к теореме 2.1 получим Γ ∼ 0 в X \Dα.
Пусть ω — произвольная замкнутая дифференциальная n-форма в X \ F . Так как

многообразие X — штейново , то по теореме Серра форма ω когомологична некоторой n-
форме ϕ, голоморфной в X \ F . Рассмотрим интеграл

∫
Γ
ϕ и используем предложение 3.3

для разделения особенностей формы ϕ. Пусть α = {α1, . . . , αn}, 1 6 α1 < . . . < αn 6 m− 1.
При Dα = {a} и Dα[k] ∩ Dm = {a} согласно лемме 3.4 имеем γα[k],m ∼ Γα[k] в X \ F
(см. обозначения леммы 3.4), где Γα[k] = ΓJ (α[k]) — локальный цикл, соответствующий
разбиению

J (α[k]) =
{
{α1}, . . . [k] . . . , {αn}, {1, . . . [α \ αk] . . . ,m}

}
.

Следовательно, Γ ∼ nα[k],mΓα[k] в X \ Dα[k],m. При Dα = {a} и Dα[k] ∩ Dm 6= {a} будем
иметь Γ ∼ 0 в X \ Dα[k],m. Пусть теперь Dα 6= {a}. Тогда Γ ∼ 0 в X \ Dα. Покажем, что
и Dα[k],m 6= {a}, k = 1, . . . , n. Действительно, если Dα[k],m = {a}, то по условию теоремы
Dα[k]∩Dαk = Dα = {a}. Следовательно,Dα[k],m 6= {a}. Отсюда Γ ∼ 0 вX\Dα[k],m. Учитывая
тривиальность цикла Γ в областях, на которых формы ϕα[k],m, ψα и ψα[k],m голоморфны,
получим ∫

Γ

ϕ =
∑

Dα={a}
k : Dα[k],m={a}

nα[k],m

∫
ΓJ (α[k])

ϕα[k],m.

Рассмотрим теперь цикл Γ′ в X \ F , определяемый следующим образом:

Γ′ =
∑

Dα={a}
k : Dα[k],m={a}

nα[k],mΓJ (α[k]). (3.12)

Очевидно [Γ′] ∈ H∗n(X \ F ). Интеграл
∫

Γ′
ϕ представим в виде суммы двух слагаемых:∫

Γ′
ϕ = I1 + I2. Первое слагаемое имеет следующий вид:

I1 =
∑

Dα={a}
k : Dα[k],m={a}

nα[k],m

∑
Dβ={a}

n∑
s=1

∫
ΓJ (α[k])

ϕβ[s],m.
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Если β[s] 6= α[k], то для t ∈ α[k] \ β[s] будет ΓJ (α[k]) ∼ γα[k],m = ±∂c, где носитель цепи

c = {z ∈ Ua : |fα1(z)| = δ, . . . [αk, αt] . . . , |fαn−1(z)| = δ, |fαt(z)| 6 δ, |fm(z)| = ε}

лежит в X \ Dβ[s],m. Следовательно, ΓJ (α[k]) ∼ 0 в X \ Dβ[s],m и
∫

ΓJ (α[k])
ϕβ[s],m = 0 при

β[s] 6= α[k]. Таким образом

I1 =
∑

Dα={a}
k : Dα[k],m={a}

nα[k],m

∫
ΓJ (α[k])

ϕα[k],m.

Рассмотрим второе слагаемое для интеграла
∫

Γ′
ϕ, имеющее следующий вид:

I2 =
∑

Dα={a}
k : Dα[k],m={a}

nα[k],m

∑
Dβ 6={a}

 ∫
ΓJ (α[k])

ψβ +
n∑
k=s

∫
ΓJ (α[k])

ψβ[s],m

 .

Предположим, что α[k] \ β = ∅. Тогда для t ∈ β \ α[k] имеем Dβ[t] = Dα[k]. Следовательно,
Dβ[t] ∩Dm = {a}. Тогда по условию предложения Dβ[t] ∩Dβt = {a}. Но Dβ 6= {a}. Отсюда
α[k] \ β не пусто. Тем более непусто будет и множество α[k] \ β[s]. Повторяя рассуждения,
проводимые для слагаемого I1, получим ΓJ (α[k]) ∼ 0 в X \Dβ, а также в X \Dβ[s],m. Следо-
вательно, все интегралы в слагаемом I2 равны нулю. Таким образом, I2 = 0. Окончательно
получим ∫

Γ′

ϕ = I1 + I2 =
∑

Dα={a}
k : Dα[k],m={a}

nα[k],m

∫
ΓJ (α[k])

ϕα[k],m.

Итак, было показано, что
∫

Γ
=
∫

Γ′
для любой голоморфной n-формы ϕ в X \ F . По

теореме де Рама Γ ∼ Γ′ в X \ F . Следовательно, [Γ] ∈ H loc
n (X \ F ). В частности, равенство

(3.12) позволяет выразить разделяющий цикл Γ через локальные циклы. Если при этом
для всех поднаборов α в (3.12) выполняется условие Dα[k],m 6= {a}, то Γ ∼ 0.

Следующая теорема является простым следствием предыдущего предложения и слу-
жит одним из основных результатов главы 3. По сравнению с условием 2) теоремы 3.1
здесь в одном важном частном случае удается избавиться от предположения «общего по-
ложения» элементов набора гиперповерхностей.

Теорема 3.4. Пусть X — достаточно малая штейнова окрестность точки a ∈ Cn.
Тогда утверждение гипотезы о разделяющих циклах справедливо для любого набора, со-
стоящего из m = n+ 1 гиперповерхностей.

Доказательство. Пусть {D1, . . . , Dn+1} — произвольный центрированный набор в доста-
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точно малой (штейновой) окрестности X = Ua точки a ∈ Cn. Обозначим

D[k] = D1 ∩ . . . [k] . . . ∩Dn+1, k = 1, . . . , n+ 1.

Предположим вначале, что найдутся отличные друг от друга i, j ∈ {1, . . . , n + 1} такие,
что D[i] = {a} и D[j] = {a}. Изменяя если нужно нумерацию гиперповерхностей, мож-
но считать, что i = n, j = n + 1. Покажем, что в этом случае выполняются условия
предложения 3.1. Действительно, положим q = n + 1 и проверим, что для любого под-
набора α′ = {1, . . . [k] . . . , n}, k = 1, . . . , n, выполняется одно из условий 1) или 2). Для
α′ = {1, . . . , n − 1} выполняется условие 2), так как D[n] = {a} и D[n+1] = {a}. Пусть
α′ = {1, . . . [k] . . . , n} при k < n. Если D[k] 6= {a}, то выполняется условие 1). Если же
D[k] = {a}, то, учитывая что D[n+1] = {a}, выполняется условие 2).

Пусть теперь дискретно лишь одно пересечение D[q]. Тогда для любого поднабора α′ =
{1, . . . [j, q] . . . , n+1}, j 6= q, выполняется условие 1). Действительно, Dα1∩. . .∩Dαn−1∩Dq =

D[j] 6= {a}. При этом H loc
n (X \ F ) ' 0.

Осталось рассмотреть случай, когда для всех k = 1, . . . , n + 1 пересечения D[k] недис-
кретны. Выбирая q ∈ {1, . . . , n + 1} произвольным образом, получим, что условие 1)

выполняется для любых (n − 1)-поднаборов α′ из {1, . . . [q] . . . , n + 1}, при этом снова
H loc
n (X \ F ) ' 0.
Таким образом, было показано, что условия предложения 3.1 выполняются в каждом

случае. Следовательно, Hsep
n (X \ F ) = H loc

n (X \ F ).

Пример 3.1. Рассмотрим два примера, иллюстрирующие условия применимости тео-
рем 3.1 и 3.4 (предложения 3.1). Пусть X = C3 и гиперповерхности из набора D =

{D1, D2, D3, D4} заданы глобально.
1. Для набора гиперповерхностей

Dj = {zj = 0}, j = 1, 2, 3,

D4 = {z2
3 − z1z2 = 0}.

имеем D1 ∩D2 ∩D3 ∩D4 = {0}, то есть рассматривается центрированный набор гиперпо-
верхностей в точке a = 0. Условия теоремы 3.1 не выполняются, так как, например, для
поднабора {1, 3, 4} ⊂ {1, 2, 3, 4} пересечение D1 ∩D3 ∩D4 недискретно. Тем не менее, тео-
рема 3.4 может быть применена. В обозначениях предложения 3.1 положим q = 4. Тогда
нетрудно видеть, что для поднаборов {1, 3}, {2, 3} выполняется условие 1), а для поднабо-
ра {1, 2} выполняется условие 2). При этом из доказательства предложения 3.1 видно, что
подгруппа Hsep

n (X \ F ) = H loc
n (X \ F ) порождается локальным циклом

{|z1| = ε1, |z2| = ε2, |z3(z2
3 − z1z2)| = ε3}.
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2. Рассмотрим другой пример. Пусть гиперповерхности D1, D2 и D3 набора D опреде-
ляются как в предыдущем примере, а

D4 = {z1z2 + z2z3 + z1z3 = 0}.

Тогда снова D1 ∩ D2 ∩ D3 ∩ D4 = {0}. Так как, например, пересечение D1 ∩ D3 ∩ D4

не дискретно, то условия теоремы 3.1 не выполняются. Применяя предложение 3.1 при
q = 4 видим, что для всех возможных 2-поднаборов α′ ⊂ {1, 2, 3} выполняется условие 1).
Поэтому Hsep

n (X \ F ) = H loc
n (X \ F ) ' 0.

3.5 Другие примеры, подтверждающие гипотезу

Следующая теорема дает примеры частных случаев, в которых также выполняется утвер-
ждение гипотезы Южакова – Циха. Формулируемые достаточные условия сходны с усло-
виями 1), 2) из предложения 3.1, однако рассматриваются наборы D = {D1, . . . , Dm}, в
частности при m = n+ 1, для произвольного комплексного аналитического многообразия
X (не обязательно в локальном случае).

Теорема 3.5. Утверждение гипотезы о разделяющих циклах справедливо при выполне-
нии любого из следующих условий:

1) Для любого n-поднабора индексов α ⊂ {1, . . . ,m} множество Dα дискретно и содер-
жится в Dm;

2) m = n+ 1, причем D1 ∩ . . . ∩Dn дискретно и содержится в Dn+1;
3) m = n+ 1, причем D1 ∩ . . . ∩Dn ∩Dn+1 = ∅.

Доказательство. Рассмотрим произвольную замкнутую дифференциальную n-форму ω

в X \ F и когомологичную ей форму ϕ, голоморфную в X \ F .
Если выполняется условие 1) теоремы, то используя леммы 3.1, 3.2 получим разложение

вида (3.6), в котором в качестве множества A выступает множество всех n-поднаборов вида
{α1, . . . , αn−1,m}, где 1 6 α1 < . . . < αn−1 6 m− 1.

По теореме 2.1 для цикла Γ, разделяющего заданный набор гиперповерхностей, и под-
набора α ∈ A имеется разложение вида (3.7), в котором

γ(a)
α = {z ∈ Ua : |gα1(z)| = · · · = |gαn−1(z)| = δ, |gm(z)| = ε},

где Dj

∣∣
Up = {gj = 0}.

Рассмотрим множество P = {a ∈ Dα : α ∈ A} ⊂ Dm. Для каждой точки a ∈ P рассмот-
рим центрированный набор гиперповерхностей {Dk : a ∈ Dk} в Ua. Обозначим через [a]

множество номеров всех гиперповерхностей из такого центрированного набора. По лемме
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3.4 при достаточно малых ε > 0, δ/ε > 0, цикл γ
(a)
α лежит в X \ F , и гомологичен там

циклу

Γ(a)
α =

z ∈ Ua : |gα1(z)| = . . . = |gαn−1(z)| = δ,

∣∣∣∣∣∣gm(z) ·
∏

k∈[a]\α

gk(z)

∣∣∣∣∣∣ = ε

 .

Зададим цикл Γ′ формулой (3.9).

При выполнении условия 2) представим форму ϕ в виде

ϕ = ϕ1 + . . .+ ϕn,

где форма ϕk голоморфна в X \ F [k], F [k] = D1 ∪ . . . [k] . . . ∪ Dn+1, k = 1, . . . , n.
Если цикл Γ разделяет набор {D1, . . . , Dn+1}, то он разделяет также каждый набор
{D1, . . . [k] . . . , Dn+1}, k = 1, . . . , n. По теореме 2.1 получим

Γ ∼
∑
a∈Zk

n
(a)
k γ

(a)
k (3.13)

в X \F [k], где Zk — дискретная часть (множество всех изолированных точек) пересечения
D1 ∩ . . . [k] . . . ∩Dn+1 и

γ
(a)
k = {z ∈ Ua : |g1(z)| = . . . [k] . . . = |gn(z)| = δ, |gn+1(z)| = ε}.

По условию пересечение D1 ∩ . . . ∩ Dn дискретно. Поэтому, если при фиксированных k и
a ∈ Zk точка a ∈ D1 ∩ . . . ∩Dn, то по лемме 3.4 при достаточно малых ε > 0, δ/ε > 0 цикл
γ

(a)
k лежит в X \ F и гомологичен там циклу

Γ
(a)
k = {z ∈ Ua : |g1(z)| = . . . [k] . . . = |gn(z)| = δ, |gk(z)gn+1(z)| = ε}.

Если же a 6∈ D1 ∩ · · · ∩Dn, то можно считать, что γ(a)
k лежит в X \ F . В этом случае цикл

γ
(a)
k также будем обозначать через Γ

(a)
k . Имеем

∫
Γ

ω =

∫
Γ

ϕ =
n∑
k=1

∫
Γ

ϕk =
n∑
k=1

∑
a∈Zk

n
(a)
k

∫
γ
(a)
k

ϕk =
n∑
k=1

∑
a∈Zk

n
(a)
k

∫
Γ
(a)
k

ϕk.

Пусть

Γ′ =
n∑
k=1

∑
a∈Zk

n
(a)
k Γ

(a)
k .
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Наконец, если выполнено условие 3), то по лемме 3.1 имеет место разложение вида

ϕ = ϕ1 + . . .+ ϕn + ϕn+1,

где форма ϕk голоморфна в X \ F [k], k = 1, . . . , n + 1. Если цикл Γ разделяет набор
{D1, . . . , Dn+1}, то он разделяет также каждый набор {D1, . . . [k] . . . , Dn+1}, k = 1, . . . , n+1.
По теореме 2.1 получим разложение вида (3.13) в X \ F [k], где

γ
(a)
k = {z ∈ Ua : |g1(z)| = . . . [k] . . . = |gn+1(z)| = ε}.

Так как условию D1 ∩ . . . ∩Dn ∩Dn+1 = ∅, то можно считать, что γ(a)
k лежит в X \ F ,

k = 1, . . . , n+ 1. Положим

Γ′ =
n+1∑
k=1

∑
a∈Zk

n
(a)
k γ

(a)
k .

В точности также, как в рассмотренном выше доказательстве теоремы 3.3, показыва-
ется, что в каждом из трех разобранных случаев построенный цикл Γ′ гомологичен циклу
Γ в X \ F , причем [Γ′] ∈ H loc

n (X \ F ).

Пример 3.2. Рассмотрим набор гиперповерхностей {D1, D2, D3, D4} в C3, где

D1 = {g1 := xyz = 0},

D2 = {g2 := xy + yz + zx = 0},

D3 = {g3 := x+ y + z − 1 = 0},

D4 = {g4 := x2 + y2 + z2 − 1 = 0}.

Пусть Zk — дискретная часть пересечения D1 ∩ . . . [k] . . . ∩D4, k = 1, 2, 3, 4. Имеем

Z1 = ∅ (так как D2 ∩D3 ∩D4 не содержит изолированных точек),

Z2 = Z4 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)},

Z3 = {(±1, 0, 0), (0,±1, 0), (0, 0,±1)}.

Данный набор, следовательно, не удовлетворяет условиям теорем 3.1, 3.4, но удовлетво-
ряет условию 2) теоремы 3.5. Действительно, для дискретного пересечения D1 ∩ D2 ∩ D3

выполняется условие
D1 ∩D2 ∩D3 ⊂ D4.

Выясним, какие локальные циклы будут участвовать в разложении произвольного цик-
ла Γ, разделяющего набор гиперповерхностей {D1, D2, D3, D4}. Для этого рассмотрим ме-
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роморфную форму вида
dx ∧ dy ∧ dz
g1g2g3g4

.

Так как D1 ∩D2 ∩D3 ⊂ D4, то полином g4 лежит в радикале идеала, порожденного поли-
номами g1, g2 и g3. Действительно, в нашем случае нетрудно видеть, что

g4 = −2g2 + g2
3 + 2g3.

Отсюда следует (см. [9], [21]) возможность разделения особенностей данной формы:

dx ∧ dy ∧ dz
g1g2g3g4

=
−2 dx ∧ dy ∧ dz

g1g3g2
4

+
(x+ y + z + 1) dx ∧ dy ∧ dz

g1g2g2
4

.

Аналогично для любой формы ϕ, голоморфной в C3 \ F , F = D1 ∪ D2 ∪ D3 ∪ D4, можно
получить разложение вида

ϕ = ϕ2 + ϕ3,

где формы ϕ2 и ϕ3 голоморфны в C3 \ (D1∪D3∪D4) и в C3 \ (D1∪D2∪D4) соответственно.
Всего имеется 12 различных (классов) локальных циклов, определенных для данного

набора гиперповерхностей:

Γ
(a)
2 = {(x, y, z) ∈ Ua : |g1| = |g3| = δ, |g2g4| = ε},

Γ
(a)
3 = {(x, y, z) ∈ Ua : |g1| = |g2| = δ, |g3g4| = ε},

Γ
(−a)
3 = {(x, y, z) ∈ U−a : |g1| = |g2| = δ, |g4| = ε},

Γ
(a)
0 = {(x, y, z) ∈ Ua : |g1| = |g4| = δ, |g2g3| = ε},

где a ∈ Z := {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.
Следуя доказательству теоремы 3.5, представление разделяющего цикла Γ в виде ли-

нейной комбинации локальных циклов будет иметь следующий вид:

Γ ∼
∑
a∈Z

n
(a)
2 Γ

(a)
2 +

∑
a∈Z

n
(a)
3 Γ

(a)
3 +

∑
a∈Z

n
(−a)
3 Γ

(−a)
3 .

В частности, так как все локальные циклы являются разделяющими, циклы Γ
(a)
0 , a ∈ Z,

будут выражаться через циклы Γ
(a)
2 , Γ

(a)
3 , Γ

(−a)
3 , a ∈ Z.

Аналогично можно применить теорему 3.5, беря в качестве Dn+1 гиперповерхность D2,
в соответствии с тем, что пересечение D1 ∩D3 ∩D4 дискретно и D1 ∩D3 ∩D4 ⊂ D2. При
этом все рассуждения и выводы повторятся без значительных изменений.
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