


Ñîäåðæàíèå

ÂÂÅÄÅÍÈÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1 Íîðìàëüíûå çàìûêàíèÿ èíâîëþöèé â ãðóïïå Lim(N) 9

1.1. Îïðåäåëåíèÿ. Èñïîëüçóåìûå ðåçóëüòàòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2. Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Ïðåäâàðèòåëüíûå ëåììû . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.3. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2 Âëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ â ãðóïïå Disp(M) 22

2.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ãðóïïà R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.2. Ñâÿçü ìåæäó Disp(N) è Disp(Z) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3. Ôàêòîðèçàöèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3 Ïîðîæäàþùèå ãðóïï Disp(M) 39

3.1. Ïîäñòàíîâêè ñ ïàðàìåòðîì ðàññåèâàíèÿ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.2. Ðàçëîæåíèå öèêëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53



ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïî òåîðåìå Êýëè ëþáàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà íåêîòîðîé ãðóïïå ïîäñòà-

íîâîê. Îäíèì èç íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèÿ áåñêîíå÷íûõ ãðóïï ïîäñòàíî-

âîê ÿâëÿåòñÿ íàëîæåíèå íà ïîäñòàíîâêè "óñëîâèé êîíå÷íîñòè". Íàèáîëåå

èçâåñòíîå èç ýòèõ óñëîâèé - ôèíèòàðíîñòü ïîäñòàíîâîê.

Ïóñòü S(M) - ãðóïïà âñåõ ïîäñòàíîâîê íåïóñòîãî ìíîæåñòâà M .

Ïîäñòàíîâêà g ∈ S(M) íàçûâàåòñÿ ôèíèòàðíîé, åñëè å¼ íîñèòåëü

{λ|λ ∈ M,λg 6= λ} êîíå÷åí. Ìíîæåñòâî Fin(M) âñåõ ôèíèòàðíûõ ïîä-

ñòàíîâîê ìíîæåñòâà M îáðàçóåò íîðìàëüíóþ â S(M) ëîêàëüíî êîíå÷íóþ

ïîäãðóïïó. Ëþáàÿ ïîäãðóïïà èç Fin(M) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ôèíèòàðíûõ

ïîäñòàíîâîê. Ýòè ãðóïïû èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè. Ïðèâåä¼ì íåñêîëü-

êî ðåçóëüòàòîâ.

È. Ä. Àäî [1] ïîêàçàëà, ÷òî ãðóïïà ôèíèòàðíûõ ïîäñòàíîâîê ñ óñëîâè-

åì ìèíèìàëüíîñòè äëÿ ïîäãðóïï êîíå÷íà. Â ÷àñòíîñòè, Fin(M) íå ñîäåð-

æèò êâàçèöèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï Cp∞ äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p. Ä. À. Ñóïðó-

íåíêî [7,8] îòêðûë ðÿä ñïåöèôè÷åñêèõ ñâîéñòâ ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûõ

ãðóïï ôèíèòàðíûõ ïîäñòàíîâîê è ïîñòàâèë âîïðîñ î ñòðîåíèè ëîêàëüíî

êîíå÷íûõ ãðóïï, èçîìîðôíî âëîæèìûõ â ãðóïïû Fin(M). Èç ðàáîò Ï.

Íîéìàíà [16], Ä. Óèãîëüäà [17] è Ô. Õîëëà [15] ñëåäóåò, ÷òî ñ÷åòíàÿ ôèíè-

òàðíî àïïðîêñèìèðóåìàÿ ãðóïïà X èìååò òî÷íîå ôèíèòàðíîå ïîäñòàíîâî÷-

íîå ïðåäñòàâëåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X - ëîêàëüíî íîðìàëüíàÿ

ãðóïïà.

Â ðàáîòå Â. Â. Áåëÿåâà [2] äîêàçàíî, ÷òî ïðîñòàÿ ëîêàëüíî êîíå÷-

íàÿ ãðóïïà èìååò òî÷íîå ôèíèòàðíîå ïîäñòàíîâî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ å¼ ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìàÿ ïîäãðóïïà
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ëîêàëüíî íîðìàëüíà. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ïîëóïðîñòûõ ëîêàëüíî

êîíå÷íûõ ãðóïï ïîëó÷åí Â.Â. Áåëÿåâûì è Ä.À. Øâåäîì [3].

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî M ëèáî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z,

ëèáî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N . Â ðàáîòå Í.Ì. Ñó÷êîâà [10] ïîäñòà-

íîâêà g ∈ S(M) íàçâàíà îãðàíè÷åííîé, åñëè

w(g) = max
α∈M
|α− αg| <∞.

Ìíîæåñòâî Lim(M) âñåõ òàêèõ ïîäñòàíîâîê îáðàçóåò ãðóïïó, êîòîðàÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðàñøèðåíèåì ãðóïïû Fin(M). Â ðàáîòå [9] âïåðâûå

áûë ïîñòðîåí ïðèìåð ñìåøàííîé ãðóïïû C = AB, ãäå A, B - ïåðèîäè÷å-

ñêèå (è äàæå ëîêàëüíî êîíå÷íûå) ïîäãðóïïû, à â [10,11] óñòàíîâëåíî, ÷òî

C = 〈h|h ∈ Lim(Z), |h| <∞〉, ëþáàÿ ñ÷åòíàÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà è 2-ãðóïïà

Àë¼øèíà èçîìîðôíî âëîæèìû â C. Ïðè ýòîì Lim(Z) = C h 〈d〉, ãäå d -

ñäâèã, αd = α + 1 äëÿ ëþáîãî α ∈ Z.

Ôàêòîðèçàöèÿ âñåé ñìåøàííîé ãðóïïû Lim(N) äâóìÿ ëîêàëüíî êî-

íå÷íûìè ïîäãðóïïàìè äîêàçàíà â [12]. Òàì æå óñòàíîâëåíî, ÷òî ãðóïïà

Lim(M) ïîðîæäàåòñÿ ïîäñòàíîâêàìè x ∈ S(M), äëÿ êîòîðûõ ïàðàìåòð

îãðàíè÷åííîñòè w(x) = 1. Ýòè ïîðîæäàþùèå ÿâëÿþòñÿ ëèáî èíâîëþöèÿìè,

â ðàçëîæåíèè êîòîðûõ íà íåçàâèñèìûå öèêëû ó÷àñòâóþò òîëüêî òðàíñïî-

çèöèè âèäà (αα + 1), α ∈ M , ëèáî M = Z è x ∈ {d, d−1}. Â ðàáîòàõ

[13,14] íà÷àòî èçó÷åíèå íîðìàëüíîãî ñòðîåíèÿ ãðóïïû Lim(N). Ïîëó÷åíî

îïèñàíèå ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ðàäèêàëà ýòîé ãðóïïû.

Â ðàáîòå [18] äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè g ∈ S(M) îïðåäåëåí å¼ ïàðàìåòð

ðàññåèâàíèÿ λ(g) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî α ∈M îáîçíà÷èì

Mα(g) = {β|β ∈M, β 6 α < βg}, Lα(g) = {β|β ∈M, βg 6 α < β}.

Ïîëàãàåì òåïåðü

t(g) = max
α∈M
|Mα(g)|, s(g) = max

α∈M
|Lα(g)|, λ(g) = max(t(g), s(g))/.
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Ìíîæåñòâî Disp(M) = {g|g ∈ S(M), λ(g) < ∞} îáðàçóåò ãðóïïó.

Èç ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî íåðàâåíñòâà λ(g) 6 w(g) ñëåäóåò, ÷òî Lim(M)

- ïîäãðóïïà ãðóïïû Disp(M). Ïðè ýòîì ïîäñòàíîâêè ãðóïïû Disp(M)

óæå íå ñâÿçàíû ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè è èõ îáðàçàìè, à ñâÿ-

çàíû ëèøü ñ åñòåñòâåííûì óïîðÿäî÷åíèåì ìíîæåñòâà M . Åñëè, íàïðè-

ìåð, x = (3 4)(5 8)...(2n + 1 2n+1)..., òî λ(x) = 1, w(x) = ∞, à çíà÷èò,

x ∈ Disp(M), x /∈ Lim(M). Ïîýòîìó ãðóïïà Disp(M) ñóùåñòâåííî øèðå

ãðóïïû Lim(M).

Â ýòîé æå ðàáîòå ïîäñòàíîâêà g ∈ S(Z) íàçâàíà ðàâíîìåðíîé, åñ-

ëè |Mα(g)| = |Lα(g)| < ∞ ïðè ëþáîì α ∈ Z. Ìíîæåñòâî R âñåõ òàêèõ

ïîäñòàíîâîê îáðàçóåò ãðóïïó.

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ãðóïï Lim(N) è

Disp(M). Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. Èçó÷åíû íîðìàëüíûå çàìûêàíèÿ â ãðóïïå Lim(N) ïîäñòàíîâîê g ñ

ïàðàìåòðîì îãðàíè÷åííîñòè w(g) = 1.

2. Äîêàçàíî, ÷òî â ãðóïïàõ Disp(N) è Disp(Z)∩R ëþáîå êîíå÷íîå ìíî-

æåñòâî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðóïïå âèäà Q = AB, ãäå A, B -

ëîêàëüíî ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìûå ïîäãðóïïû èç Q.

3. Íàéäåíà ñâÿçü ìåæäó ãðóïïàìè Disp(Z) è Disp(N).

4. Äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïû Disp(M) ïîðîæäàþòñÿ ïîäñòàíîâêàìè g ìíî-

æåñòâà M ñ ïàðàìåòðîì ðàññåèâàíèÿ λ(g) = 1. Äàíî îïèñàíèå ýòèõ

ïîðîæäàþùèõ.

Òåïåðü ïîäðîáíî î ñîäåðæàíèè äèññåðòàöèè. Îíà ñîñòîèò èç ââåäå-

íèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ãëàâû äåëÿòñÿ íà ïàðàãðàôû. Íóìå-

ðàöèÿ ôîðìóë, îïðåäåëåíèé, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, òåîðåì ñêâîçíàÿ â ïðå-
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äåëàõ êàæäîé ãëàâû è èìååò âèä n.m, ãäå n - íîìåð òåêóùåé ãëàâû. Âñå

îáîçíà÷åíèÿ ëèáî ñòàíäàðòíû [4,5], ëèáî îãîâàðèâàþòñÿ.

Â �1.1 Ãëàâû 1 ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ è èçâåñòíûå ôàêòû, èñïîëü-

çóåìûå â äàëüíåéøåì. Äëÿ ïîíèìàíèÿ òî÷íîé ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî

ðåçóëüòàòà ýòîé ãëàâû (òåîðåìà 1.1) íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå (âïîëíå) ðàñ-

ñåÿííîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà N , ââåäåíîãî â ðàáîòå [13]. Ïóñòü

L = {µ1, µ2, ..., µn, ... }−

áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà N , ãäå µ1 < µ2 < ... < µn < ...; m -

ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïî îïðåäåëåíèþ ýëåìåíòû µi, µj ìíî-

æåñòâà L ýêâèâàëåíòíû, åñëè ëèáî i = j, ëèáî i < j(j < i) è âûïîëíÿþòñÿ

âñå íåðàâåíñòâà µk+1 − µk 6 m; i 6 k 6 j − 1 (j 6 k 6 i− 1). Ýòî îòíîøå-

íèå ýêâèâàëåíòíîñòè èíäóöèðóåò ðàçáèåíèå L íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ïóñòü Bm(L) - ìíîæåñòâî âñåõ ýòèõ êëàññîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ìíîæåñòâî L íàçûâàåòñÿ m - ðàññåÿííûì, åñëè

âñå êëàññû ìíîæåñòâà Bm(L) êîíå÷íû è âïîëíå m - ðàññåÿííûì, åñëè

max
A∈Bm(L)

|A| <∞.

Ìíîæåñòâî L íàçûâàåòñÿ (âïîëíå) ðàññåÿííûì, åñëè îíî (âïîëíå) m - ðàñ-

ñåÿííîå ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì m.

Ïóñòü äëÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà L âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

µn + 1 < µn+1 (n = 1, 2, ...). Ðàññìîòðèì èíâîëþöèþ

a = (µ1 µ1 + 1)...(µn µn + 1)...

ãðóïïû Lim(N). Î÷åâèäíî, w(a) = 1. Â [13] äîêàçàíî, ÷òî íîðìàëüíîå

çàìûêàíèå èíâîëþöèè a â ãðóïïå Lim(N) òîãäà è òîëüêî òîãäà ëîêàëüíî

êîíå÷íî, êîãäà L - âïîëíå ðàññåÿííîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 1.1. Íîðìàëüíîå çàìûêàíèå T èíâîëþöèè a â ãðóïïå

Lim(N) òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû

6



Lim(N), êîãäà L - ðàññåÿííîå ìíîæåñòâî. Åñëè L - ðàññåÿííîå, íî íå âïîëíå

ðàññåÿííîå ìíîæåñòâî, òî T - ñìåøàííàÿ ãðóïïà.

Äàííàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåò îäíó èç ãèïîòåç î íîðìàëüíûõ çàìûêà-

íèÿõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Lim(N) [13]. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. íà÷àòî

�1.2 è çàêîí÷åíî â �1.3.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 1 ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíû â ðà-

áîòå [21].

Â ãëàâå 2 íà÷àòî èçó÷åíèå ãðóïï Disp(M). Â �2.1, 2.2 äîêàçàíî, ÷òî

ìíîæåñòâî R âñåõ ðàâíîìåðíûõ ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà Z îáðàçóþò ãðóï-

ïó è óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü ìåæäó ãðóïïàìè G = Disp(N) è H = Disp(Z).

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêè ãðóïïû G äåéñòâóþò òîæäåñòâåííî íà ìíî-

æåñòâå Z\N , ìû ïîëó÷èì åñòåñòâåííîå âëîæåíèå G < H. ×åðåç t îáîçíà-

÷åíà ïîäñòàíîâêà ãðóïïû S(Z), äëÿ êîòîðîé αt = −α (α ∈ Z).

Òåîðåìà 2.1. H ∩R = Fin(Z) · (G×Gt).

Òåîðåìà 2.2. H = (H ∩R)h < d >.

Ãðóïïà X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìîé, åñëè

êàæäàÿ å¼ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà èçîìîðôíî âëîæèìà â äåêàð-

òîâî ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íûõ ãðóïï. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì �2.3 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 2.3. Â ãðóïïàõ G è H ∩ R ëþáîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî

ñîäåðæèòñÿ â ãðóïïå âèäà Q = AB, ãäå A, B - ëîêàëüíî ôèíèòíî àïïðîê-

ñèìèðóåìûå ïîäãðóïïû èç Q.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû êîíñòðóêòèâíîå è äà¼ò ÿñíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå ýëåìåíòîâ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîäãðóïï èç G è H ∩R.

Òåîðåìà 2.2 è òåîðåìà 2.3 äëÿ ãðóïï H ∩R äîêàçàíû àâòîðîì ëè÷íî;

òåîðåìà 2.1 äîêàçàíà â íåðàçäåëüíîì ñîàâòîðñòâå ñ À.À. Ìàíüêîâûì, à

òåîðåìà 2.3 äëÿ ãðóïïû G - â íåðàçäåëüíîì ñîàâòîðñòâå ñ Í.Ì. Ñó÷êîâûì.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 2 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [18, 19].
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Â �3.1 Ãëàâû 3 èçó÷åíû ïîäñòàíîâêè g ìíîæåñòâà M ñ ïàðàìåòðîì

ðàññåèâàíèÿ λ(g) = 1. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3.1. Ãðóïïà Disp(M) ïîðîæäàåòñÿ ïîäñòàíîâêàìè g ìíî-

æåñòâà M , äëÿ êîòîðûõ ïàðàìåòð ðàññåèâàíèÿ λ(g) = 1.

Äëÿ ñëó÷àÿ M = N ïîëó÷åíî íåêîòîðîå óñèëåíèå ýòîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.2. Ãðóïïà Disp(N) ïîðîæäàåòñÿ ïîäñòàíîâêàìè ìíîæå-

ñòâà N , êîòîðûå èìåþò ïàðàìåòðû ðàññåâàíèÿ 1 è ðàçëàãàþòñÿ â ïðîèçâå-

äåíèå êîíå÷íûõ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ.

Ñëåäñòâèåì ýòîé òåîðåìû è òåîðåì 2.1, 2.2 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3.3. Ãðóïïà Disp(Z) ïîðîæäàåòñÿ ïîäñòàíîâêàìè g, gt

(g ∈ G, λ(g) = 1) è ñäâèãîì d.

Òåîðåìû 3.1-3.3 äîêàçàíû àâòîðîì ëè÷íî. Ëåììû 3.1-3.5 èç �3.1 äî-

êàçàíû â íåðàçäåëüíîì ñîàâòîðñòâå ñ Í.Ì. Ñó÷êîâûì. Ðåçóëüòàòû ãëàâû 3

îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [20].

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-

ñêèé õàðàêòåð.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè, îïóáëèêîâàíû

â ðàáîòàõ [18]-[25] è âêëþ÷àþò ñòàòüè [18]-[21] â èçäàíèÿõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.

Îíè äîêëàäûâàëèñü íà Êðàñíîÿðñêîì àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå ïðè ÑÔÓ

è íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ "Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ"(Åêàòåðèíáóðã,

2011), "Àëãåáðà è ëèíåéíàÿ îïòèìèçàöèÿ"(Åêàòåðèíáóðã, 2012), "XI

Øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ïî òåîðèè ãðóïï, ïîñâÿùåííàÿ 70-ëåòèþ À.Þ. Îëü-

øàíñêîìó"(Êðàñíîÿðñê, 2016).

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó

Í.Ì. Ñó÷êîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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Ãëàâà 1

Íîðìàëüíûå çàìûêàíèÿ èíâîëþöèé â

ãðóïïå Lim(N)

Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 1.1, êîòîðàÿ äîêàçûâàåò

ãèïîòåçó èç ðàáîò [13] î íîðìàëüíûõ çàìûêàíèÿõ èíâîëþöèé a c ïàðàìåò-

ðîì w(a) = 1 â ãðóïïå Lim(N). Òåîðåìà 1.1 ñôîðìóëèðîâàíà â íà÷àëå �1.2

ïîñëå íåîáõîäèìûõ îïðåäåëåíèé. Òàì æå íà÷àòî å¼ äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå

çàâåðøàåòñÿ â �1.3

1.1. Îïðåäåëåíèÿ. Èñïîëüçóåìûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü äàíî íåïóñòîå ìíîæåñòâî Ω, ýëåìåíòû êîòîðîãî áóäåì íàçûâàòü òî÷-

êàìè. Îòîáðàæåíèå g : Ω→ Ω íàçûâàåòñÿ ïîäñòàííîâêîé ìíîæåñòâà Ω åñëè

Ωg = Ω è αg 6= βg äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê α, β ∈ Ω. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(Ω) ñî-

âîêóïíîñòü âñåõ ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà Ω. Â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ íà S(Ω)

áåðåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå îòîáðàæåíèé, ò.å. åñëè g, h ∈ S(Ω),

α ∈ Ω, òî αgh = (αg)h. Îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè S(Ω)-ãðóïïà. Ëþáàÿ

ïîäãðóïïà G ýòîé ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà Ω.

Ïîäñòàíîâêà

h = (α1 α2 ...αm)
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èç Ω, äëÿ êîòîðîé αh1 = α2, ..., α
h
m−1 = αm , αhm = h1 è βh = β äëÿ êàæäîé

òî÷êè β èç ðàçíîñòè Ω \ {α1, ..., αm} íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì öèêëîì äëèíû

m. Öèêë äëèíû 2 íàçûâàåòñÿ òðàíñïîçèöèåé. Áåñêîíå÷íûì öèêëîì

g = (... α−n ... α−1 α0 α1 ... αn ...)

íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïîäñòàíîâêà èç S(Ω), äëÿ êîòîðîé αgj = αj+1 äëÿ ëþáîãî

öåëîãî j, à íà ìíîæåñòâå Ω \ {αj|j ∈ Z} ïîäñòàíîâêà g äåéñòâóåò òîæäå-

ñòâåííî.

Åñëè t ∈ S(Ω), òî Ω ìîæíî ðàçáèòü íà òàêèå ïîïàðíî íåïåðåñåêà-

þùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà Ωk(k ∈ K), ÷òî íà êàæäîì èç íèõ t èíäóöèðóåò

öèêë tk. Ïîäñòàíîâêà t çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ â ëþáîì ïîðÿä-

êå ýòèõ öèêëîâ tk (ðàçëîæåíèå ïîäñòàíîâêè t íà íåçàâèñèìûå öèêëû). Åñëè

|K| <∞, òî ýòî îáû÷íîå ïðîèçâåäåíèå öèêëîâ. Ïîäñòàíîâêà t ∈ S(Ω) òîãäà

è òîëüêî òîãäà èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê, êîãäà â å¼ ðàçëîæåíèè íà íåçàâè-

ñèìûå öèêëû îòñóòñòâóþò áåñêîíå÷íûå öèêëû, à äëèíû êîíå÷íûõ öèêëîâ

îãðàíè÷åíû. Â ýòîì ñëó÷àå |t| åñòü íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå äëèí å¼ öèê-

ëîâ.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.([5], ñòð 35). Ïóñòü

g = ... (... y1y2 ....) ...−

ðàçëîæåíèå ïîäñòàíîâêè g ∈ S(Ω) íà íåçàâèñèìûå öèêëû. Òîãäà

h−1gh = ... (... yh1y
h
2 ...) ...

äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè h ∈ S(Ω).

Åñëè |Ω| = n, òî S(Ω) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé ñòåïåíè

n è îáîçíà÷àåòñÿ Sn. Ìíîæåñòâî An âñåõ ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê èç Sn, ò.å.

ïîäñòàíîâîê, ïðåäñòàâèìûõ ïðîèçâåäåíèåì ÷åòíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöèé,

ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé èíäåêñà 2 ãðóïïû Sn è íàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé

ãðóïïîé ñòåïåíè n. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî Ý. Ãàëóà.
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Ïðåäëîæåíèå 1.2.([5], ñòð. 115). An - ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà ïðè

n > 5.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü |Ω| =∞. Ïîäñòàíîâêà g ∈ S(Ω) íàçûâàåò-

ñÿ ôèíèòàðíîé, åñëè ìíîæåñòâî {α|α ∈ Ω, αg 6= α} êîíå÷íî.

Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî Fin(Ω) âñåõ ôèíèòàðíûõ ïîäñòàíîâîê ìíî-

æåñòâà Ω îáðàçóåò ëîêàëüíî êîíå÷íóþ íîðìàëüíóþ â ãðóïïå S(Ω)

ïîäãðóïïó. Ïóòü Ω = N - ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

Tn = {g|g ∈ S(N), αg = α ïðè α > n}. ßñíî, ÷òî Tn èçîìîðôíà ãðóïïå

Sn è Fin(N) åñòü îáúåäèíåíèå âîçðàñòàþùåé öåïî÷êè ïîäãðóïï

T1 < T2 < ... Tn < ... .

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2 ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ãðóïïà Fin(N) ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ñîá-

ñòâåííóþ íååäèíè÷íóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ÷åòíûõ

ïîäñòàíîâîê.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. ([13], ëåììà 7). Ïóñòü {α1, ..., αk} - ïîäìíîæå-

ñòâî ìíîæåñòñâà N è αi + 1 < αi+1, 1 6 i 6 k − 1. Åñëè

b = (α1 α1 + 1)(α2 α2 + 1) ... (αk αk + 1)−

ðàçëîæåíèå èíâîëþòèâíîé ïîäñòàíîâêè b ∈ Fin(N) íà íåçàâèñèìûå òðàíñ-

ïîçèöèè,

u = (α1α2 ... αk−1αk αk + 1αk−1 + 1 ... α2 + 1α1 + 1)−

öèêë, òî ïîäñòàíîâêà bbu èìååò ïîðÿäîê k.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïîäñòàíîâêà g ∈ S(N) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé,

åñëè

w(g) = max
α∈N
|α− αg| <∞.

Åñëè g, h - îãðàíè÷åííûå ïîäñòàíîâêè, òî òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ïîä-

ñòàíîâêè g−1 è gh, òàê êàê w(g−1) = w(g), w(gh) 6 w(g) + w(h). Ïîýòîìó
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ìíîæåñòâî

Lim(N) = {x|x ∈ S(N), w(x) <∞}

îáðàçóþò ãðóïïó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðàñøèðåíèåì ãðóïïû

Fim(N). Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà Lim(N) ÿâëÿåòñÿ ñìåøàííîé. Äåéñòâèòåëü-

íî, ïóñòü

z = (... 2k ...4 2 1 3 ... 2k − 1 ...)−

áåñêîíå÷íûé öèêë. Òàê êàê w(z) = 2, òî w ∈ Lim(N).

Ïóñòü

L = {µ1, µ2, ..., µn, ...}−

áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà N , ãäå µ1 < µ2 < ... < µn < ...;

m - ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïî îïðåäåëåíèþ ýëåìåíòû µi è µj

ýêâèâàëåíòíû, åñëè ëèáî i = j, ëèáî i < j(j < i) è âûïîëíÿþòñÿ âñå íåðà-

âåíñòâà µk+1−µk 6 m; i 6 k 6 j− 1 (j 6 k 6 i− 1). Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî

äàííîå îòíîøåíèå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, à

çíà÷èò, îíî èíäóöèðóåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà L íà êëàññû ýêâèâàëåíòíî-

ñòè. Ýòî ðàçáèåíèå íàçûâàåòñÿ m - ðàçáèåíèåì. Ïóñòü Bm(L) - ìíîæåñòâî

âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà L.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ìíîæåñòâî L íàçûâàåòñÿ m - ðàññåÿííûì, åñëè

âñå êëàññû ìíîæåñòâà Bm(L) êîíå÷íû è âïîëíå m - ðàññåÿííûì åñëè

cm = max
A∈Bm(L)

|A| <∞.

Ìíîæåñòâî L íàçûâàåòñÿ (âïîëíå) ðàññåÿííûì, åñëè îíî (âïîëíå) m - ðàñ-

ñåÿííîå ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì m.

Ïðèìåðîì âïîëíå ðàññåÿíííîãî ìíîæåñòâà ñëóæèò ëþáîå ìíîæåñòâî

L, äëÿ ýëåìåíòîâ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâà

µ2 − µ1 < µ3 − µ2 < ... < µn − µn−1 < µn+1 − µn < ... .
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Ïóñòü k ∈ N è

Lk = {2k, 2k + 1, ..., 2k + k}.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî

L =
⋃
k∈N

Lk

ÿâëÿåòñÿ ðàññåÿííûì, íî íå âïîëíå ðàññåÿííûì ìíîæåñòâîì.

Åñëè m - ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî ìíîæåñòâî

L = {km|k ∈ N} íå ÿâëÿåòñÿ ðàññåÿííûì, òàê êàê Bm(L) = {L}.

1.2. Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Ïðåäâàðèòåëüíûå ëåììû

Ïóñòü L = {µ1, µ2, ..., µn, ...} - ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà N , äëÿ ýëåìåíòîâ

êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâà µn+1 < µn+1 (n = 1, 2, ...). Ðàññìîòðèì

èíâîëþöèþ

a = (µ1 µ1 + 1)(µ2 µ2 + 1)...(µn µn + 1)...

Ãðóïïû Lim(N). Î÷åâèäíî, w(a) = 1. Â [12] óñòàíîâëåíî, ÷òî òàêèå èí-

âîëþöèè ïîðîæäàþò ãðóïïó Lim(N). Â ðàáîòå [13] íà÷àòî èçó÷åíèå íîð-

ìàëüíîãî ñòðîåíèÿ ãðóïïû Lim(N). Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî íîðìàëüíîå

çàìûêàíèå èíâîëþöèè a â ãðóïïå Lim(N) òîãäà è òîëüêî òîãäà ëîêàëüíî

êîíå÷íî, êîãäà L - âïîëíå ðàññåÿíîå ìíîæåñòâî. Òàì æå ïðèâåäåíû ãèïî-

òåçû î íîðìàëüíûõ çàìûêàíèÿõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Lim(N).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ãëàâû äîêàçûâàåò îäíó èç ýòèõ ãèïî-

òåç, à èìåííî, óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.1. Íîðìàëüíîå çàìûêàíèå T èíâîëþöèè a â ãðóïïå

Lim(N) òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû

Lim(N), êîãäà L - ðàññåÿííîå ìíîæåñòâî. Åñëè L - ðàññåÿííîå, íî íå âïîëíå

ðàññåÿííîå ìíîæåñòâî, òî T - ñìåøàííàÿ ãðóïïà.
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Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó äàííîé òåîðåìû. Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü γ, ε - öåëûå ÷èñëà è γ 6 ε. Ìíîæåñòâî

U ε
γ = {β|β ∈ Z, γ 6 β 6 ε}

áóäåì íàçûâàòü îòðåçêîì öåëûõ ÷èñåë; γ - ëåâûé êîíåö îòðåçêà, ε - ïðàâûé.

Â ÷àñòíîñòè, Uγ
γ = {γ}.

Äëÿ êàæäûõ m ∈ N , α ∈ L ïîëîæèì

V m
α = Uα+m

α−m

⋂
N, Em =

⋃
α∈L

V m
α .

Ëåììà 1.1. Åñëè ìíîæåñòâî L ðàññåÿííîå, òî ìíîæåñòâî Em ÿâ-

ëÿåòñÿ 1-ðàññåÿííûì ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ëåììà íåâåðíà, òî íàéäóòñÿ òàêèå íàòóðàëü-

íûå ÷èñëà m è γ, ÷òî 1-ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Em ñîäåðæèò áåñêîíå÷íûé

êëàññ Uγ = {β|β ∈ N, β > γ}. Ïóñòü µi > γ, òîãäà îáúåäèíåíèå V m
µi

⋃
V m
µi+1

âêëþ÷àåò â ñåáÿ îòðåçîê öåëûõ ÷èñåë ñ êîíöàìè µi, µi+1. Ñëåäîâàòåëüíî,

2m - ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà L ñîäåðæèò áåñêîíå÷íûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè

ñ ïðåäñòàâèòåëåì µi. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàññåÿííîñòüþ ìíîæåñòâà

L. Ëåììà äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè G = Lim(N) è äëÿ êàæäîãî ðàññåÿííîãî

ìíîæåñòâà L îïðåäåëèì ïîäãðóïïó Q = Q(L). Â ñèëó ëåììû 1.1 êàæäîå

ìíîæåñòâî Em ðàçáèâàåòñÿ íà îòðåçêè

Wm1, Wm2, ..., Wmn, ...

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ïðè ýòîì åñëè βmn - ïðàâûé êîíåö îòðåçêà Wmn, à

αmn+1 - ëåâûé êîíåö îòðåçêà Wmn+1, òî αmn+1 > βmn + 1(n = 1, 2, ...);

êàæäûé îòðåçîê Wmn ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì îòðåçêå Wm+1 s. Ïîëàãàåì

Qm = {x|x ∈ G; W x
mn = Wmn(n = 1, 2, ...); βx = β(β ∈ N \ Em)}.
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Î÷åâèäíî, Qm ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G è Qm 6 Qm+1, m = 1, 2, ....

Ïóñòü, íàêîíåö,

Q = Q(L) =
⋃
m∈N

Qm

Ëåììà 1.2. Q - ñîáñòâåííàÿ íîðìàëüíàÿ â ãðóïïå G ïîäãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 1 6= h ∈ Q; g ∈ G è w(g) = k. Èç îïðåäåëå-

íèÿ ãðóïïû Q ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå m, ÷òî ýëåìåíò h

ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðóïïåQm. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî hg ∈ Qt, ãäå t = m+k+1.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ïîäñòàíîâêè h íà íåçàâèñèìûå

öèêëû. Ïîñêîëüêó h îñòàâëÿåò íà ìåñòå îòðåçêè Wmn(n = 1, 2, ...) è äåé-

ñòâóåò òîæäåñòâåííî íà ÷èñëàõ íå ñîäåðæàùèõñÿ â ýòèõ îòðåçêàõ, òî âñå

ýòè öèêëû êîíå÷íû. Åñëè x = (γ1 ... γs) îäèí èç ýòèõ öèêëîâ (s > 1), òî

γ1, ..., γs ñîäåðæàòñÿ â íåêîòîðîì îòðåçêå Wmn, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ îáú-

åäèíåíèåì íåñêîëüêèõ îòðåçêîâ

V m
µq
, V m

µq+1
, ..., V m

µe
.

Ôèêñèðóåì ëþáîå ÷èñëî γi ìíîæåñòâà {γ1, ..., γs}. Òîãäà γi ∈ V m
µj
äëÿ íåêî-

òîðîãî èíäåêñà j, q 6 j 6 e; à ïîñêîëüêó γxi = γgi è |γi− γ
g
i | 6 w(g) = k, òî

γgi ∈ V t
µj
. Äàëåå, îòðåçîê Wmn åñòü ÷àñòü îòðåçêà

V t
µq

⋃
V t
µq+1

⋃
...
⋃

V t
µe
.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòîò îòðåçîê ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì îòðåçêå Wtd, d ∈ N .

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ýëåìåíòû öèêëà xg = (γg1 ... γ
g
s ) ïðèíàäëåæèò Wtd, îò-

êóäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû Qt âûâîäèì, ÷òî xg ∈ Qt è hg ∈ Qt. Òàêèì

îáðàçîì, Q - íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî Q - ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Â ñà-

ìîì äåëå, ïî õîäó äîêàçàòåëüñòâà ìû óáåäèëèñü, ÷òî ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà

ïîäãðóïïû Q ðàçëàãàåòñÿ íà êîíå÷íûå íåçàâèñèìûå öèêëû. Ïîýòîìó áåñ-

êîíå÷íûé öèêë

y = (... 2n ... 4 2 1 3 ... 2n− 1 ...)
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íå ñîäåðæèòñÿ â Q, íî òàê êàê w(y) = 2, òî y ∈ G. Èòàê,Q 6= G. Ëåììà

äîêàçàíà.

Ëåììà 1.3. Åñëè z - èíâîëþöèÿ, à f - òðîéíîé öèêë çíàêîïåðåìåí-

íîé ãðóïïû A4, òî zz
fzf

2

= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì A4 = (〈z〉 × 〈u〉) h 〈f〉, ãäå |u| = 2.

Ïðè ýòîì f òðàíçèòèâíî ïåðåñòàâëÿåò èíâîëþöèè z, u, zu, ïðîèçâåäåíèå

êîòîðûõ ðàâíî 1. Ïîýòîìó ëåììà âåðíà.

Ëåììà 1.4. Ïóñòü y = (ε1 ε2)(ε3 ε4)(ε5 ε6) - ðàçëîæåíèå ïîäñòàíîâ-

êè y íà íåçàâèñèìûå òðàíñïîçèöèè, f = (ε3 ε4 ε5). Òîãäà yy
fyf

2

= (ε1 ε2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíòû z = (ε3 ε4)(ε5 ε6), f ïîðîæäàþò ãðóïïó,

èçîìîðôíóþ çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïå A4, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ïåðåñòàíî-

âî÷íû ñ òðàíñïîçèöèåé (ε1 ε2). Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì ëåììû 1.3 ìû èìååì

y = (ε1 ε2)z, y
f = (ε1 ε2)z

f , yf
2

= (ε1 ε2)z
f2

yyfyf
2

= (ε1 ε2)
3zzfzf

2

= (ε1 ε2).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.5. Ïóñòü

c = (β1β1 + 1)(β2β2 + 1)...(βnβn + 1)...−

ðàçëîæåíèå ïîäñòàíîâêè c ãðóïïû G íà íåçàâèñèìûå òðàíñïîçèöèè. Åñëè

âûïîëíÿþòñÿ âñå íåðàâåíñòâà

6 6 βn+1 − βn 6 m (n = 1, 2, ...),

ãäå m - íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî íîðìàëüíîå çà-

ìûêàíèå B(c) = 〈cg|g ∈ G〉 èíâîëþöèè c â ãðóïïå G ñîäåðæèò ãðóïïó

Fin(N) âñåõ ôèíèòàðíûõ ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ãðóïïà Fin(N) ñîâïàäàåò ñ íîðìàëü-

íûì çàìûêàíèåì ëþáîé ñâîåé òðàíñïîçèöèè, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû
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äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî B(c) ñîäåðæèò òðàíñïîçèöèþ (β1 β1 + 1) èç ðàç-

ëîæåíèÿ ïîäñòàíîâêè c. Â ñàìîì äåëå, òàê êàê βn+1 − βn > 6 ïðè âñåõ

íàòóðàëüíûõ n, òî òðàíñïîçèöèè èç ðàçëîæåíèÿ ïîäñòàíîâêè

l = (β1 β1+2)(β1+1 β1+3)(β2 β2+2)(β2+1 β2+3)...(βn βn+2)(βn+1 βn+3)...

íåçàâèñèìû è ïðè ýòîì w(l) = 2, â ÷àñòíîñòè, l ∈ G. Ïîýòîìó ãðóïïà B(c)

ñîäåðæèò èíâîëþöèþ ce. Ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ïîëó÷àåì

c1 = ce = (β1 + 2 β1 + 3)(β2 + 2 β2 + 3)...(βn + 2 βn + 3)... .

Ïóñòü òåïåðü

s = (β1+2 β2)(β1+3 β2+1)(β2+2 β3)(β2+3 β3+1)...(βn+2 βn+1)(βn+3 βn+1+1)... .

Ïî óñëîâèþ ëåììû βn+1 − βn 6 m (n = 1, 2, ...), ñëåäîâàòåëüíî, w(s) < m.

Òàêèì îáðàçîì, cs1 ∈ B(c) è ìû èìååì

cs1 = (β2 β2 + 1)(β3 β3 + 1)...(βn+1 βn+1 + 1)... .

Èòàê, ccs1 = (β1 β1 + 1) ñîäåðæèòñÿ â B(c). Ëåììà äîêàçàíà.

1.3. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L - ðàññåÿííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà èç ïîñòðîåíèÿ â ïðåäû-

äóùåì ïàðàãðàôå ãðóïïû

Q = Q(L) =
⋃
n

Qn

è ëåììû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî èíâîëþöèÿ a ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå Q1, êîòîðàÿ

ñîäåðæèòñÿ â ñîáñòâåííîé íîðìàëüíîé â G ïîäãðóïïå Q.

Îáðàòíî, ïóñòü a ñîäåðæèòñÿ â ñîáñòâåííîé íîìàëüíîé âG = Lim(N)

ïîäãðóïïå. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïîäãðóïïà
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B(a) = 〈ag|g ∈ G〉 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé â ãðóïïå G. Äîïóñòèì, ÷òî ìíî-

æåñòâî L íå ÿâëÿåòñÿ ðàññåÿííûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî m0, ÷òî ìíîæåñòâî Bm0
(L) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íûé êëàññ A.

Òîãäà åñëè µγ - íàèìåíüøåå ÷èñëî ìíîæåñòâà A, òî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò,

÷òî µi+1 − µi 6 m0 ïðè âñåõ i > γ. Îòñþäà âûâîäèì, ÷òî Bm(L) ñîñòîèò

èç åäèíñòâåííîãî êëàññà {L}, åñëè m > max(m0, µγ). Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå

òàêîå m1. Èòàê,

µn+1 − µn 6 m1 (n = 1, 2, ...) .

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî B(a) = G. Òîãäà ìû ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ

íàøèì ïðåäïîëîæåíèåì B(a) 6= G è ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû áóäåò äîêàçàíà.

Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî â ãðóïïå B(a) íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîäñòàíîâêà

c = (β1 β1 + 1)(β2 β2 + 1)...(βn βn + 1)... ,

÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî m âûïîëíÿþòñÿ âñå íåðàâåíñòâà

6 6 βn+1 − βn 6 m (n = 1, 2, ...). (1.1)

Äåéñòâèòåëüíî, ðàçîáúåì òðàíñïîçèöèè èç ðàçëîæåíèÿ a íà òðîéêè:

a = (µ1 µ1 + 1)(µ2 µ2 + 1)(µ3 µ3 + 1)...(µ3k+1 µ3k+1 + 1)(µ3k+2 µ3k+2 + 1)

(µ3k+3 µ3k+3 + 1)...

è ïîëîæèì

t = (µ2 µ2 + 1µ3)...(µ3k+2 µ3k+2 + 1µ3k+3)... .

Òàê êàê µn+1 − µn 6 m1, òî w(t) 6 m1, à çíà÷èò, t ∈ G. Ñëåäîâàòåëüíî,

åñëè c = a at at
2

, òî c ∈ B(a) è ñîãëàñíî ëåììå 1.4

c = (µ1 µ1 + 1)...(µ3k+1 µ3k+1 + 1)... .

Ïðè ýòîì èç íåðàâåíñòâ 2 6 µn+1 − µn 6 m1 ëåãêî âûòåêàåò, ÷òî

6 6 µ3k+4 − µ3k+1 6 3m1 = m. Ïîëàãàÿ β1 = µ1, β2 = µ4, ..., βn = µ3n−2, ...,

ìû ïîëó÷èì, ÷òî ïîäñòàíîâêà c èñêîìàÿ.
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Çàìåòèì, ÷òî èç âêëþ÷åíèÿ c ∈ B(a) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

B(c) 6 B(a), à ïîòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû íàì äî-

ñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî B(c) = G. Âî ââåäåíèè îòìå÷àëîñü, ÷òî

ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ èíâîëþöèÿìè, â ðàçëîæåíèè êîòîðûõ íà íåçàâèñè-

ìûå òðàíñïîçèöèè ó÷àñòâóþò òîëüêî òðàíñïîçèöèè âèäà (αα+ 1). Òàê êàê

Fin(N) < B(c) ïî ëåììå 1.5, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà B(c) = G

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òîò åñëè

x = (γ1 γ1 + 1)...(γn γn + 1)...,

ãäå γn+1 > γn + 1 (n = 1, 2, ...), òî x ∈ B(c). Ïîñêîëüêó B(c) ñîäåðæèò

ëþáóþ ôèíèòàðíóþ ïîäñòâíîâêó xn = (γ1 γ1 + 1)...(γn γn + 1), òî áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî γ1 > β1.

Îáîçíà÷èì Lx = {γn|n ∈ N} è ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äëÿ ýëåìåí-

òîâ ýòîãî ìíîæåñòâà âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

γn+1 − γn > 5m (n = 1, 2, ...). (1.2)

Ðàçîáúåì ìíîæåñòâî N \ {1, 2, ..., β1} íà îòðåçêè öåëûõ ÷èñåë

∆1 = Uβ3
β1+1, ..., ∆n = U

β2n+1

β2n+1, ∆n+1 = U
β2n+3

β2n+1+1, ... .

Â ñèëó íåðàâåíñòâ (1.1)

|∆n| = β2n+1 − β2n−1 = (β2n+1 − β2n) + (β2n − β2n−1) 6 2m.

Èç íåðàâåíñòâ (1.2) è γ1 > β1 îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

Lx ⊂
⋃
n∈N

∆n;

ïåðåñå÷åíèå ∆n ∩ Lx ïðè ëþáîì n ëèáî ïóñòî, ëèáî ñîäåðæèò íå áîëåå

îäíîãî ýëåìåíòà; γi, γj íå ñîäåðæàòüñÿ â ñîñåäíèõ îòðåçêàõ äëÿ êàæäûõ

i 6= j. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü j1, j2, ..., jn, ...,

÷òî jn+1 − jn > 1 (n = 1, 2, ...) è

γ1 ∈ ∆j1, γ2 ∈ ∆j2, ..., γn ∈ ∆jn, ... .
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Îïðåäåëèì ïîäñòàíîâêó ψ ∈ S(N) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ

n = 1, 2, ... ïîëàãàåì

γψn = β2jn, β
ψ
2jn

= γn, (γn + 1)ψ = β2jn + 1, (β2jn + 1)ψ = γn + 1;

γψ = γ, åñëè γ /∈
⋃
n∈N

({γn, γn + 1} ∪ {β2jn, β2jn + 1}) .

Òàê êàê ýëåìåíòû γn, β2jn ïðèíàäëåæàò îòðåçêó ∆n è |∆n| 6 2m, òî

w(ψ) < 2m, ò.å. ψ ∈ G. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ìû èìååì

xψ = (β2j1 β2j1 + 1)...(β2jn β2jn + 1)... .

Ïóñòü òåïåðü

α1, α2, ..., αn, ...−

ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {β1, ..., βn, ...}\{β2j1, ..., β2jn, ...}, ðàñïîëîæåííûå â ïî-

ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Èç âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè αi = βk, òî αi+1

- ýëåìåíò ìíîæåñòâà {βk+1, βk+2}, à ïîòîìó αi+1 − αi 6 βk+2 − βk 6 2m.

Çäåñü i - ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, k = k(i). Îòñþäà ëåãêî âûâîäèì, ÷òî

ïîäñòàíîâêà

f = (α1 α2 α2 + 1)...(α2n−1 α2n α2n + 1)...

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ãðóïïû G. Ïðèìåíÿÿ ëåììû 1.3, 1.4 ìû ïîëó÷èì ðà-

âåíñòâî ccfcf
2

= xψ, èç êîòîðîãî ñðàçó ñëåäóåò ÷òî, x ∈ B(c).

Äîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî ýòî âêëþ÷åíèå âûïîëíÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå

(áåç äîïîëíèòåëüíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Lx

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (1.2)). Äëÿ ýòîãî ôèêñèðóåì ëþáîå íàòóðàëüíîå

s > 5m, à ïîäñòàíîâêó x ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

x = x1 x2 ... xs ,

ãäå

xi = (γi γi + 1)(γi+s γi+s + 1)...(γi+ks γi+ks + 1)... ,
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1 6 i 6 s. Èç îïðåäåëåíèÿ ïîäñòàíîâêè x ñëåäóåò, ÷òî åñëè

Lxi = {γi+ks|k = 1, 2, ...}, òî äëÿ ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà âû-

ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

γi+(k+1)s − γi+ks > s > 5m,

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ íåðàâåíñòâîì (1.2) äëÿ ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà

Lx. Íî òîãäà ïî äîêàçàííîìó âûøå xi ∈ B(c), 1 6 i 6 s, à ïîòîìó x ∈ B(c).

Ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà.

Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü. Ïóñòü L - ðàññåÿííîå, íî íå âïîëíå ðàññåÿí-

íîå ìíîæåñòâî. Íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî íîðìàëüíîå çàìûêàíèå B(a) èí-

âîëþöèè a â ãðóïïå G ñîäåðæèò ýëåìåíò áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Äåéñòâè-

òåëüíî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà r íàéäóòñÿ

òàêèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà

Ln = {µαn
, µαn+1, ... µβn},

n = 1, 2, ... ìíîæåñòâà L, ÷òî |Ln| > n è µi+1 − µi 6 r (αn 6 i 6 βn − 1).

Îïðåäåëèì ïîäñòàíîâêó u ìíîæåñòâà N å¼ ðàçëîæåíèåì íà íåçàâèñèìûå

öèêëû un(n = 1, 2, ...). Ïîëàãàåì

un = (µαn
µαn+1 ... µβn µβn + 1µβn + 1µβn−1 + 1 ...µαn+1 + 1µαn

+ 1) .

Òîãäà w(u) 6 r, ò.å. u ∈ G. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.4 ýëåìåíò aau ∈ B(a)

ðàçëàãàåòñÿ íà íåçàâèñèìûå öèêëû, äëèíû êîòîðûõ íåîãðàíè÷åíû, à ïîòî-

ìó |aau| =∞. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 2

Âëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ â ãðóïïå Disp(M)

Â �2.1 íàñòîÿùåé ãëàâû äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ïîäñòàíîâêè ìíî-

æåñòâà M . Ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà ìíîæåñòâà N ðàâíîìåðíà. Ìíîæåñòâî R

âñåõ ðàâíîìåðíûõ ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà Z ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé. Ýòî äîêà-

çàíî â ëåììå 2.2 .

Ñâÿçü ìåæäó ãðóïïàìè Disp(N) è Disp(Z) óñòàíîâëåíà â òåîðåìàõ

2.1, 2.2 èç �2.2.

Â �2.3 ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 2.3 î âëîæåíèè êîíå÷-

íûõ ïîäìíîæåñòâ ãðóïï Disp(N) è R∩Disp(Z) â ïîäãðóïïû ñïåöèàëüíîãî

âèäà.

2.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ãðóïïà R

Ïóñòü N , Z - ìíîæåñòâà âñåõ íàòóðàëüíûõ è öåëûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè M - ëþáîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ, òî ÷åðåç S(M) îáîçíà÷åíà ãðóïïà âñåõ

ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà M .

Äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè g ∈ S(M) îïðåäåëèì å¼ ïàðàìåòð ðàññåèâà-

íèÿ λ(g) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî α ∈M ïîëàãàåì

Mα(g) = {β|β ∈M, β 6 α < βg}, Lα(g) = {β|β ∈M, βg 6 α < β}.
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Ïóñòü òåïåðü

t(g) = max
α∈M
|Mα(g)|, s(g) = max

α∈M
|Lα(g)|, λ(g) = max(t(g), s(g)).

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ìíîæåñòâî

Disp(M) = {g|g ∈ S(M), λ(g) <∞}

îáðàçóåò ãðóïïó è λ(g) 6 w(g) (ñì. îïðåäåëåíèå 1.2). Îòñþäà íåìåä-

ëåíî ñëåäóåò, ÷òî Lim(M) < Disp(M). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ãðóï-

ïà Disp(M) ñóùåñòâåííî áîëüøå ãðóïïû Lim(M). Íàïðèìåð åñëè

α1, β1, α2, β2, ..., αn, βn, ... - ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷è-

ñåë èç M è

lim
n→∞

(βn − αn) =∞,

òî äëÿ ïîäñòàíîâêè

x = (α1β1)(α2β2)...(αnβn)...

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà w(x) = ∞, λ(x) = 1, ò.å. x /∈ Lim(M),

x ∈ Disp(M).

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïîäñòàíîâêà g ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ ðàâíî-

ìåðíîé, åñëè

|Mα(g)| = |Lα(g)| <∞

ïðè ëþáîì α ∈M .

Åñëè g - ðàâíîìåðíàÿ ïîäñòàíîâêà, òî λ(g) = t(g) = s(g). Çàìåòèì,

÷òî ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà ìíîæåñòâà N ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ìíîæåñòâî âñåõ ðàâíîìåðíûõ ïîäñòàíîâîê ìíî-

æåñòâà Z. Åñëè d - ñäâèã, αα = α + 1 (α ∈ Z), òî |Mα(d)| = 1, |Lα(d)| = 0

ïðè ëþáîì α ∈ Z. Ïîýòîìó d /∈ R, à òàê êàê w(d) = 1, òî d ∈ Lim(Z).

Ëåììà 2.1. Ïóñòü α, β, γ ∈ Z è β 6 α < γ. Òîãäà äëÿ ëþáîé ðàâ-

íîìåðíîé ïîäñòàíîâêè y è èíâîëþöèè x = (βγ) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

|Mα(yx)| = |Lα(yx)|.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì β1 = βy
−1
, γ1 = γy

−1
. Òàê êàê x äåé-

ñòâóåò òîæäåñòâåííî íà Z \{β, γ}, òî îáðàçû ïîäñòàíîâîê y è yx ðàçëè÷íû

ëèøü äëÿ òî÷åê β1, γ1. Ïðè ýòîì β
y
1 = β, βyx1 = γ, γy1 = γ, γyx = β. Ïîýòîìó

íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) β1, γ1 6 α =⇒Mα(yx) = (Mα(y) ∪ {β1}) \ {γ1}, Lα(yx) = Lα(y) ;

2) β1, γ1 > α =⇒Mα(yx) = Mα(y), Lα(yx) = (Lα(y) ∪ {γ1}) \ {β1} ;

3) β1 6 α < γ1 =⇒Mα(yx) = Mα(y)∪{β1}, Lα(yx) = Lα(y)∪{γ1} ;

4) γ1 6 α < β1 =⇒Mα(yx) = Mα(y) \ {γ1}, Lα(yx) = Lα(y) \ {β1} .

Â ñèëó óñëîâèÿ |Mα(y)| = |Lα(y)|, è ëåììà âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèé

1) � 4) î÷åâèäíûì îáðàçîì. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.2. R - ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g, h ∈ R . Òàê êàê

Mα(g−1) = (Lα(g))g, Lα(g−1) = (Mα(g))g,

òî g−1 ∈ R. Î÷åâèäíî, ÷òî Mα(gh) ⊂ (Mα(g) ∪ Mα(h)), à çíà÷èò

|Mα(gh)| < ∞, ïðè ëþáîì öåëîì α. Çàôèêñèðóåì α ∈ Z è äîêàæåì,

÷òî |Mα(gh)| = |Lα(gh)| èíäóêöèè ïî |Mα(h)|. Åñëè |Mα(h)| = 0, òî

Mα(gh) = Mα(g), Lα(gh) = Lα(g). Ñëåäîâàòåëüíî, áàçà äëÿ èíäóêöèè

åñòü. Ïóñòü |Mα(h)| > 0 è γ1 ∈ Mα(h), β1 ∈ Lα(h), γ = γh1 , β = βh1 .

Òîãäà β 6 α < γ. Åñëè x = (βγ), òî ïî óòâåðæäåíèþ 4) èç äîêàçà-

òåëüñòâà ëåììû 2.1 |Mα(hõ)| = |Mα(h)| − 1. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïî-

ëîæåíèþ |Mα(y)| = |Lα(y)| äëÿ y = g(hx). Òåïåðü ñîãëàñíî ëåììå 2.1

|Mα(yx)| = |Lα(yx)|. Íî yx = gh. Èòàê gh ∈ R. Ëåììà äîêàçàíà.

2.2. Ñâÿçü ìåæäó Disp(N) è Disp(Z)

Îáîçíà÷èì G = Disp(N), H = Disp(Z). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêè

ãðóïïû G äåéñòâóþò òîæäåñòâåííî íà ìíîæåñòâå Z \N , ìû ïîëó÷èì åñòå-
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ñòâåííîå âëîæåíèå G < H. Ïóñòü, äàëåå, t - èíâîëþöèÿ ãðóïïû S(Z), äëÿ

êîòîðîé αt = −α(α ∈ Z), d - ñäâèã, αd = α + 1 (α ∈ Z).

Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà Gt äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå îòðèöàòåëüíûõ ÷è-

ñåë, êàê ãðóïïà âñåõ ïîäñòàíîâîê ýòîãî ìíîæåñòâà ñ êîíå÷íûìè ïàðàìåòðà-

ìè ðàññåèâàíèÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî G è Gt ïîýëåìåíòíî ïåðåñàíîâî÷íû, òðèâè-

àëüíî ïåðåñåêàþòñÿ, à çíà÷èò, ìû ìîæåì îáðàçîâàòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

G×Gt. Òàê Fin(Z)/S(Z), òî Fin(Z)·(G×Gt) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû

S(Z).

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî ëåììå 2.2 ìíîæåñòâî R âñåõ ðàâíîìåðíûõ

ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà Z îáðàçóåò ãðóïïó. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðå-

çóëüòàòû äàííîãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 2.1. H ∩R = Fin(Z) · (G×Gt).

Òåîðåìà 2.2. H = (H ∩R)h < d > .

Ïðèñòóïèì ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1. Î÷å-

âèäíî, Fin(Z) < (H ∩ R). Òàê êàê ýëåìåíòû ãðóïïû G äåéñòâóþò òîæ-

äåñòâåííî íà ìíîæåñòâå Z \ N òî |Mα(g)| = |Lα(g)| = 0 äëÿ êàæäûõ

α ∈ (Z \ N), g ∈ G, à åñëè α ∈ N òî |Mα(g)| = |Lα(g)| 6 λ(g).

Ñëåäîâàòåëüíî, G < (H ∩ R). Äàëåå, ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî

β ∈ Mα(g) ⇔ −β ∈ L−α−1(g
t) è β ∈ Lα(g) ⇔ −β ∈ M−α−1(g

t). Îòñþäà

âûâîäèì, ÷òî Gt < (H ∩ R). Òàêèì îáðàçîì, íàìè óñòàíîâëåíî âêëþ÷åíèå

Fin(Z) · (G×Gt) < (H ∩R).

Óñòàíîâèì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü x - ïðîèçâîëüíàÿ ïîäñòàíîâ-

êà èç ïåðåñå÷åíèÿ (H ∩ R). Èç îïðåäåëåíèÿ ãðóïï H è R ñëåäóåò, ÷òî

ìíîæåñòâî M0(x) êîíå÷íî è |M0(x)| = |L0(x)|. Åñëè M0(x) = {β1, ..., βr},

L0(x) = {γ1, ..., γr}, òî îáîçíà÷èì y = (βx1 γ
x
1 ) · ... · (βxr γ

x
r ). ßñíî, ÷òî

y ∈ Fin(Z) 6 (H∩R) èM0(xy) = L0(xy) = ∅. Åñëè xy ñòàáèëèçèðóþò 0, òî

xy = g1g2, ãäå ïîäñòàíîâêà g1 äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà Z \N è αg1 = αxy

äëÿ α ∈ N ; ïîäñòàíîâêà g2 äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà N ∪ {0} è βg2 = βxy
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äëÿ êàæäîãî îòðèöàòåëüíîãî β. Íî òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ãðóïï G è Ct ñëå-

äóåò, ÷òî g1 ∈ G, g2 ∈ Gt, à ïîýòîìó x ∈ Fin(Z) ·(G×Gt). Åñëè æå 0xy = α0

è α0 6= 0, òî ðàññìàòðèâàÿ âìåñòî y ïîäñòàíîâêó y1 = y(0α0
) ∈ Fin(Z), ìû

ïîäîáíî âûøåèçëîæåííîìó óñòàíîâèì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Òåîðåìà äîêà-

çàíà.

Óñòàíîâèì òåïåðü äâà êðèòåðèÿ ðàâíîìåðíîñòè ïîäñòàíîâêè ìíîæå-

ñòâà Z è äîêàæåì òåîðåìó 2.2.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü x ∈ S(Z). Åñëè Mγ(x) = Lγ(x) = Ø äëÿ íåêîòî-

ðîãî γ ∈ Z, òî x ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî |Mα(x)| = |Lα(x)| <∞

ïðè ëþáîì öåëîì α. Åñëè α = γ, òî ýòî âåðíî ïî óñëîâèþ. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî α > γ, è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî T = {β|β ∈ Z, γ < β 6 α}. Â ñèëó

óñëîâèÿ ëåììû è îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Mα(x) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

T = Mα(x) ∪ (T ∩ T x−1), Mα(x) ∩ T ∩ T x−1 = Ø. (2.1)

Ïîñêîëüêó óñëîâèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ýëåìåíòà x−1, òî àíàëîãè÷íî

ïîëó÷àåì

T = Mα(x−1) ∪ (T ∩ T x), Mα(x−1) ∩ T ∩ T x = Ø. (2.2)

Çàìåòèì, ÷òî (T ∩ T x
−1

)x = T ∩ T x, à òàê êàê x � ïîäñòàíîâêà, òî

|T ∩ T x−1| = |T ∩ T x|. Îòñþäà è èç ðàâåíñòâ (2.1) è (2.2) âûâîäèì, ÷òî

|Mα(x)| = |Mα(x−1)|. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèé íåïîñðåäñòâåííî

ñëåäóåò, ÷òî Mα(x−1) = (Lα(x))x. Òàêèì îáðàçîì, |Mα(x)| = |Lα(x)| < ∞.

Ýòî îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ ñëó÷àÿ α < γ, ÷òî ìîæíî óñòàíîâèòü

íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèåé ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé. Ëåììà äîêà-

çàíà.

Â ñèëó ëåììû 2.3 ìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Fin(Z) < R.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü x ∈ S(Z) è |Mγ(x)| = |Lγ(x)| < ∞ äëÿ íåêîòî-

ðîãî γ ∈ Z. Òîãäà x ∈ R.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ôèíè-

òàðíàÿ ïîäñòàíîâêà y, ÷òî Mγ(xy) = Lγ(xy) = ∅. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè Mγ(x) = ∅, òî äîñòàòî÷íî âçÿòü y = 1. Ïóñòü

Mγ(x) = {α1, ... , αr}, Lγ(x) = {β1, ... , βr}. Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêà-

çûâàåò, ÷òî ïîäñòàíîâêà

y = (αx1β
x
1 )...(αxrβ

x
r )

ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé. Òåïåðü ïî ëåììå 2.3 xy ∈ R, à òàê êàê y ∈ R, òî è x ∈ R.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.5. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x ∈ S(Z), α ∈ Z âûïîëíÿþòñÿ ñëå-

äóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) αx
−1

6 α =⇒Mα(xd) = Mα(x) ∪ {αx−1}, Lα(xd) = Lα(x);

2) αx
−1
> α =⇒Mα(xd) = Mα(x), Lα(xd) = Lα(x) \ {αx−1};

3) (α+1)x
−1

6 α =⇒Mα(xd−1) = Mα(x) \ {(α+1)x
−1}, Lα(xd−1) = Lα(x);

4) (α + 1)x
−1
> α =⇒Mα(xd−1) = Mα(x), Lα(xd−1) = Lα(x) ∪ {(α + 1)x

−1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà.

Ïî îïðåäåëåíèþ M + ε = {m + ε |m ∈ M} äëÿ M ⊆ Z, ε ∈ Z.

Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî âåðíà

Ëåììà 2.6. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x ∈ S(Z), α ∈ Z âûïîëíÿþòñÿ ñëå-

äóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) (α+1)x > α =⇒Mα(dx) = (Mα(x)−1)∪{α}, Lα(dx) = Lα(x)−1;

2) (α+1)x 6 α =⇒Mα(dx) = Mα(x)−1, Lα(dx) = (Lα(x)−1) \ {α};

3) αx > α =⇒Mα(d−1x) = (Mα(x)+1) \ {α+1}, Lα(d−1x) = Lα(x)+1;

4) αx 6 α =⇒Mα(d−1x) = Mα(x) + 1, Lα(d−1x) = (Lα(x) + 1) ∪ {α + 1}.

Ïðèñòóïèì ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.2. Ôèê-

ñèðóåì öåëîå ÷èñëî γ è ýëåìåíò h ∈ H. Îáîçíà÷èì G1 = H ∩R è ïîêàæåì,
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÷òî

|Mγ(h)| − |Lγ(h)| = k ⇐⇒ h ∈ G1d
k. (2.3)

â ñàìîì äåëå, ïóñòü |Mγ(h)| − |Lγ(h)| = k. Åñëè k = 0, òî â ñèëó ëåììû

2.4 h ∈ R ∩H = G1 = G1d
0. Ïóñòü k > 0. Ïðèìåíÿÿ k ðàç â çàâèñèìîñòè

îò ñèòóàöèè óòâåðæäåíèÿ 3) èëè 4) ëåììû 2.5, ìû ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

|Mγ(hd
−k)| = |Lγ(hd−k)|.

Ââèäó ëåììû 2.4 hd−k ∈ H ∩ R = G1, ò.å. h ∈ G1d
k. Åñëè k < 0, òî ýòî

âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðèìåíåíèåì |k| ðàç óòâåðæäåíèé 1)

èëè 2) ëåììû 2.5.

Îáðàòíî. Ïóñòü h = gdk, ãäå g ∈ G1. Åñëè k = 0, òî h - ðàâíîìåð-

íàÿ ïîäñòàíîâêà è |Mγ(h)| − |Lγ(h)| = 0. Åñëè æå |k| > 0, òî ðàâåíñòâî

|Mγ(h)| − |Lγ(h)| = k óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì |k| ðàç ñîîòâåòñòâó-

þùèõ óòâåðæäåíèé ëåììû 2.5.

Äàëåå, ïîäîáíî âûøåèçëîæåííîìó, ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.6, äîêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî

|Mγ(h)| − |Lγ(h)| = k ⇐⇒ h ∈ dkG1. (2.4)

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2. Èç óòâåðæäåíèé (2.3), (2.4) ñëåäóåò,

÷òî H = 〈G1, d〉 è G1 C H. Òåïåðü èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà G1 ∩ 〈d〉 = 1

âûòåêàåò, ÷òî H = G1 h 〈d〉. Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.3. Ôàêòîðèçàöèè

Ãðóïïà X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìîé, åñëè êàæäàÿ

å¼ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà èçîìîðôíî âëîæèìà â äåêàðòîâî ïðî-

èçâåäåíèå êîíå÷íûõ ãðóïï. Òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ

ãðóïïà, à òàê æå ïðîèçâîëüíàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Ïîñëåäíåå ëåãêî âûòåêàåò
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èç îñíîâíîé òåîðåìû î êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ è ôèíèò-

íîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû.

Ïóñòü H = Disp(Z), G = Disp(N), R - ãðóïïà îãðàíè÷åííûõ ïîäñòà-

íîâîê ìíîæåñòâà Z. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 2.6. Â ãðóïïå G1 = H ∩R è G ëþáîå êîíå÷íîå ïîäìíîæå-

ñòâî ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðóïïå âèäà Q = AB, ãäå A, B - ëîêàëüíî ôèíèòíî

àïïðîêñèìèðóåìûå ïîäãðóïïû èç Q.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû êîíñòðóêòèâíîå. Ïîäãðóïïà A(B)

áóäåò ïîñòðîåíà êàê îáúåäèíåíèå âîçðàñòàþùåé öåïî÷êè ïîäãðóïï An(Bn)

(n = 1, 2, ...). Ïðè ôèêñèðîâàííîì n ïîäñòàíîâêè èç An(Bn) îñòàâëÿþò íà

ìåñòå êîìïîíåíòû íåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà Z (ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû äëÿ ãðóïïû G1) èëè N (ïðè ðàññìîòðåíèè ãðóïïû G) íà îòðåçêè

öåëûõ ÷èñåë, à çíà÷èò, An(Bn) - ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìàÿ ïîäãðóïïà.

Ïîýòîìó ìû èìååì ÿñíîå ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòîâ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ

ïîäãðóïï èç G1 è G.

Îòðåçîê öåëûõ ÷èñåë ñ ëåâûì êîíöîì α è ïðàâûì êîíöîì β (ñì. �1.2)

ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.3 áóäåì îáîçíà÷àòü [α, β].

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.3. Èòàê, ïóñòü G1 � ãðóï-

ïà âñåõ ðàâíîìåðíûõ ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà Z ñ êîíå÷íûìè ïàðàìåòðàìè

ðàññåèâàíèÿ, T � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G1. Ïî-

íÿòíî, ÷òî ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî T çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ

îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ, ò. å. T−1 = T . Åñëè V ⊆ Z, òî ÷åðåç V T áóäåò îáî-

çíà÷àòüñÿ ìíîæåñòâî {mt | m ∈ V, t ∈ T}. Çàäàäèì íåêîòîðûå ðàçáèåíèÿ

ìíîæåñòâà Z íà îòðåçêè öåëûõ ÷èñåë. Íà÷íåì ñ ðàçáèåíèÿ

V 0
1 , V

1
1 , V

−1
1 , . . . , V k

1 , V
−k
1 , . . . ,

êîòîðîå îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: V 0
1 = [1, 2m0], ãäå m0 � ëþáîå òà-

êîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî m0 > 1 è V 0
1 ñîäåðæèò ìíîæåñòâî (Z\N)T ∩N
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(ýòî ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íî, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà

êîíå÷íûõ ìíîæåñòâM0(t), t ∈ T ); V 1
1 = [2m0 + 1, 2m1], m1 > m0 + 1, V 1

1

ñîäåðæèò ìíîæåñòâî (V 0
1 )T \ {γ | γ ∈ Z, γ 6 2m0} ; V −11 = [−2s0 + 1, 0] ,

ãäå s0 � ëþáîå òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî > 1, ÷òî V −11 ñîäåðæèò êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî NT ∩ (Z \ N), ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

L0(t), t ∈ T ; . . . ; V k
1 = [2mk−1 + 1, 2mk], mk > mk−1 + 1 , V k

1 ñîäåðæèò

ìíîæåñòâî (V k−1
1 )T \ {γ | γ ∈ Z, γ 6 2mk−1}; V −k1 = [−2sk−1 + 1,−2sk−2],

sk−1 > sk−2 + 1, V −k1 ñîäåðæèò ìíîæåñòâî (V −k+1
1 )T \ {γ | γ ∈ Z,

γ > −2sk−2}; . . . .

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ýòèõ îòðåçêîâ âûòåêàåò

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà r âûïîëíÿåòñÿ âêëþ-

÷åíèå

(V r
1 )T ⊂ (V r−1

1 ∪ V r
1 ∪ V r+1

1 ).

Ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Z ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî îáúåäèíå-

íèåì êàæäûõ òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòðåçêîâ, ò. å. ýòî ðàçáèåíèå ñîñòàâ-

ëÿþò îòðåçêè öåëûõ ÷èñåë V r
2 (r ∈ Z), ãäå

V r
2 = V 3r

1 ∪ V 3r+1
1 ∪ V 3r+2

1 .

Ðàññìîòðèì åùå äâà ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà Z, êîòîðûå òåñ-

íî ñâÿçàíû ñ ïðåäûäóùèìè. Ïåðâîå èç íèõ çàäàäèì îòðåç-

êàìè U 0
1 = [−s0 + 1, m0], U 1

1 = [m0 + 1, m0 + m1],

U−11 = [−s0 − s1 + 1, s0], . . . , U
k
1 = [mk−2 + mk−1 + 1, mk−1 + mk],

U−k1 = [−sk − sk−1 + 1, −sk−1 − sk−2], . . . . Âòîðîå ðàçáèåíèå ïîëó÷àåòñÿ

èç ïåðâîãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U r
2 = U 3r−1

1 ∪ U 3r
1 ∪ U 3r+1

1 , r ∈ Z. (2.5)

Ñôîðìóëèðóåì äâà ïðåäëîæåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ñëåäñòâèÿ-

ìè ïðåäûäóùèõ ïîñòðîåíèé. Åñëè îòðåçîê [α, β] ñîäåðæèò 2n ÷èñåë (n > 1),
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òî ïîä åãî ëåâîé (ïðàâîé) ïîëîâèíîé áóäåì ïîíèìàòü îòðåçîê [α, α+n− 1]

(ñîîòâåòñâåííî [α + n, β]).

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà r îòðåçîê U r
2 ñîñòî-

èò èç ïðàâîé ïîëîâèíû îòðåçêà V r−1
1 è ëåâîé ïîëîâèíû îòðåçêà V r

1 .

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà r îòðåçîê U r
1 ñîñòî-

èò èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ U r
2∩V r−1

2 è U r
2∩V r

2 , ïåðâûé èç êîòîðûõ

ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì îòðåçêà V 3r−1
1 è ïðàâîé ïîëîâèíû îòðåçêà V 3r−2

1 ,

à âòîðîé � îáúåäèíåíèåì îòðåçêà V 3r
1 è ëåâîé ïîëîâèíû îòðåçêà V 3r+1

1 .

Ïîëîæèì

B2 = {x | x ∈ G1, (V r
2 )x = V r

2 äëÿ âñåõ r ∈ Z},

A2 = {x | x ∈ G1, (U r
2 )x = U r

2 äëÿ âñåõ r ∈ Z}.

Î÷åâèäíî, B2, A2 � ïîäãðóïïû ãðóïïû G1. Óñòàíîâèì âàæíûé âñïîìîãà-

òåëüíûé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 2.7. T ⊂ B2A2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà T .

Îïðåäåëèì ïîäñòàíîâêó a ∈ A2 äåéñòâèåì íà êîìïîíåíòàõ ðàçáèåíèÿ (2.5)

ìíîæåñòâà Z, ýëåìåíòû êîòîðîãî áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå αt (α ∈ Z). Ôèê-

ñèðóåì öåëîå ÷èñëî r è îïðåäåëèì äåéñòâèå a íà îòðåçêå U r
2 . Îáîçíà÷èì

÷åðåç γ ïðàâûé êîíåö îòðåçêà V r−1
2 , è ïóñòü αt1, . . . α

t
m � âñå òàêèå ýëå-

ìåíòû ìíîæåñòâà {ε | ε ∈ Z, ε 6 γ}, ÷òî α1 > γ, . . . , αm > γ. Òàê êàê t �

ðàâíîìåðíàÿ ïîäñòàíîâêà, òî íàéäóòñÿ òî÷íîm ýëåìåíòîâ β1, . . . , βm ýòîãî

ìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðûõ βt1 > γ, . . . , βtm > γ. Â ñèëó ïðåäëîæåíèé 2.1�2.3

è ðàâåíñòâà (2.5) âñå ÷èñëà α1, . . . , αm, β1, . . . , βm, α
t
1, . . . , α

t
m, β

t
1, . . . , β

t
m

ñîäåðæàòñÿ â U r
2 . Ïîëàãàåì (αti)

a = βti , (βti)
a = αti (i = 1, . . . ,m), ïðè÷åì a

äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà îñòàëüíûõ òî÷êàõ îòðåçêà U r
2 . Íåïîñðåäñòâåííî

èç îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ðàññåèâàíèÿ âûâîäèì, ÷òî m 6 λ(t), à çíà÷èò,

λ(a) 6 λ(t). Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî a ∈ A2. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî â ñèëó
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îïðåäåëåíèÿ ïîäãðóïïû B2 îíà ñîäåðæèò ýëåìåíò b = ta. Òàêèì îáðàçîì,

t = ba−1 ∈ B2A2. Ñëåäîâàòåëüíî, T ⊂ B2A2. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3 äëÿ ãðóïïû G1. Äëÿ êàæäîãî

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îïðåäåëèì èíäóêòèâíî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Z íà

ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè V 0
n , V

1
n , V

−1
n , . . . , V r

n , V
−r
n , . . . . Ïðè

n = 1, 2 ýòè ðàçáèåíèÿ óæå îïðåäåëåíû â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ïóñòü

n > 2. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà r ïîëàãàåì

V r
n = V 3r

n−1 ∪ V 3r+1
n−1 ∪ V 3r+2

n−1 . (2.6)

Äàëåå, èñõîäÿ èç ðàçáèåíèÿ (2.5), çàäàäèì èíäóêòèâíî ïðè êàæäîì n > 2

ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Z íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè

U r
n = U 3r−1

n−1 ∪ U 3r
n−1 ∪ U 3r+1

n−1 , r ∈ Z. (2.7)

Èç ïðåäëîæåíèé 2.2, 2.3 è ðàâåíñòâ (2.6), (2.7) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ öåëûõ ÷èñåë r è n > 1 îò-

ðåçîê U r
n ðàçáèâàåòñÿ íà äâà îòðåçêà U r

n ∩ V r−1
n è U r

n ∩ V r
n . Ïåðâûé èç

ýòèõ îòðåçêîâ åñòü îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ V 3r−1
n−1 è U r

n ∩ V 3r−2
n−1 , à âòîðîé

� îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ V 3r
n−1 è U

r
n ∩ V 3r+1

n−1 .

Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà n > 2 îïðåäåëèì ãðóïïû

An = {g | g ∈ G, (U r
n)g = U r

n äëÿ âñåõ r ∈ Z},

Bn = {g | g ∈ G, (V r
n )g = V r

n äëÿ âñåõ r ∈ Z}.

Ëåììà 2.8.An−1 < An, Bn−1 < Bn, An−1Bn−1 ⊂ BnAn äëÿ âñåõ n > 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà âêëþ÷åíèÿ ïðÿìî ñëåäóþò èç ðà-

âåíñòâ (2.6), (2.7) è îïðåäåëåíèÿ ðàññìîòðåííûõ ãðóïï. Óñòàíîâèì òðåòüå

âêëþ÷åíèå. Ïóñòü a ∈ An−1, b ∈ Bn−1. Ñ÷èòàåì, ÷òî n > 2 è öåëîå ÷èñëî r

ôèêñèðîâàíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ ïðàâûé êîíåö îòðåçêà V r−1
n . Åñëè α 6 γ,

αab > γ, òî α ∈ (U r
n ∩ V r−1

n ) â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïîäãðóïï An−1, Bn−1, ðà-

âåíñòâ (2.6), (2.7) è ïðåäëîæåíèÿ 2.4. Àíàëîãè÷íî, åñëè β > γ è βab 6 γ,
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òî β ∈ (U r
n ∩ V r

n ). Ïîëîæèì c = ab, M r
n = U r

n ∩ V r−1
n , Lrn = U r

n ∩ V r
n . Îïðå-

äåëèì òåïåðü ïîäñòàíîâêó x ∈ An äåéñòâèåì íà êîìïîíåíòå U r
n ðàçáèå-

íèÿ (2.7) ìíîæåñòâà Z. Íàì áóäåò óäîáíî çàïèñûâàòü öåëûå ÷èñëà â âèäå

αc (α ∈ Z). Ïóñòü αc1, . . . , α
c
m � âñå ÷èñëà èç îòðåçêà M r

n, äëÿ êîòî-

ðûõ α1, . . . , αm ∈ Lrn. Â ñèëó ðàâíîìåðíîñòè ïîäñòàíîâêè c è âûøåèçëî-

æåííîãî íàéäóòñÿ òî÷íî m ÷èñåë βc1, . . . , β
c
m èç îòðåçêà Lrn, äëÿ êîòîðûõ

β1, . . . , βm ∈M r
n. Ïîëàãàåì

(αci)
x = βci , (βci )

x = αci (i = 1, . . . ,m)

è ñ÷èòàåì, ÷òî x äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà îñòàëüíûõ ÷èñëàõ èç îòðåçêà

U r
n. Ïîñêîëüêó m íå ïðåâîñõîäèò ïàðàìåòðà ðàññåèâàíèÿ λ(c), òî x ∈ An. Â

ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïîäñòàíîâêè x çàêëþ÷àåì, ÷òî ýëåìåíò cx îñòàâëÿåò íà

ìåñòå âñå êîìïîíåíòû ðàçáèåíèÿ (2.6), à ïîòîìó cx = abx = y ∈ Bn. Òàêèì

îáðàçîì, ab = yx−1 ∈ BnAn. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñîãëàñíî ëåììå 2.8 ìû ìîæåì îáðàçîâàòü â G1 äâå âîçðàñòàþùèå

öåïî÷êè ïîäãðóïï

A2 < A3 < . . . < An < . . . ,

B2 < B3 < . . . < Bn < . . . .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A îáúåäèíåíèå ïîäãðóïï ïåðâîé öåïî÷êè, ÷åðåç B � âòî-

ðîé.

Ëåììà 2.9. A è B � ëîêàëüíî ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìûå ïîä-

ãðóïïû ãðóïïû G1, Q = AB � ïîäãðóïïà ãðóïïû G1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïîäãðóïïû A

êàæäîå åå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ïîäãðóïïå An

ãðóïïûG1. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ An ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïûDn âñåõ

ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà Z, êîòîðûå îñòàâëÿþò íà ìåñòå êîíå÷íûå îòðåçêè

öåëûõ ÷èñåë (2.7), ñîñòàâëÿþùèå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Z, è, ñëåäîâàòåëüíî,
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Dn èçîìîðôíà äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ êîíå÷íûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï.

Òàêèì îáðàçîì, A � ëîêàëüíî ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìàÿ ãðóïïà. Ïî-

äîáíûìè ðàññóæäåíèÿìè óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò è

ãðóïïà B.

Äàëåå ïî ëåììå 2.8 An−1Bn−1 ⊂ BnAn äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà

n > 2. Îòñþäà ñðàçó âûâîäèì, ÷òî AB ⊆ BA. Èñõîäÿ èç ýòîãî âêëþ÷å-

íèÿ, íåòðóäíî óñòàíîâèòü è îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Â ñàìîì äåëå, ìû èìååì

(AB)−1 ⊆ (BA)−1, ò. å. B−1A−1 ⊆ A−1B−1 è BA ⊆ AB. Ñëåäîâàòåëüíî,

Q = AB = BA � ïîäãðóïïû ãðóïïû G1. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ ãðóïïû G1 ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì

ëåìì 2.7 � 2.9.

Íåáîëüøàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðèâåäåííîãî äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû

äëÿ ãðóïïû G1 ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü å¼ è äëÿ ãðóïïû G.

Èòàê, ïóñòü G = Disp(N); T = {t1, ..., ts} - ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå

ïîäìíîæåñòâà ãðóïïû G. Cíîâà ñ÷èòàåì, ÷òî T−1 = T .

Çàäàäèì íåêîòîðûå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà N íà îòðåçêè íàòóðàëü-

íûõ ÷èñåë. Íà÷íåì ñ ðàçáèåíèÿ V 0
1 , V

1
1 , . . . V

k
1 , . . . , êîòîðîå îïðåäå-

ëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: V 0
1 = [1, 2m0], m0 � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-

ëî >1, V 1
1 = [2m0 + 1, 2m1], m1 > m0 + 1, V 1

1 ñîäåðæèò ìíîæåñòâî

(V 0
1 )T \ V 0

1 ; V
2
1 = [2m1 + 1, 2m2], m2 > m1 + 1, V 2

1 ñîäåðæèò ìíîæåñòâî

(V 0
1 )T \ V 0

1 ∪ V 1
1 ); ... ; V k

1 = [2mk−1 + 1, 2mk], m2 > m1 + 1, V k
1 ñîäåðæèò

ìíîæåñòâî (V k−1
1 )T \(V k−2

1 ∪V r−1
1 ; ... . Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ýòèõ

îòðåçêîâ âûòåêàåò.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ýòèõ îòðåçêîâ âûòåêàåò

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà r âûïîëíÿåòñÿ âêëþ-

÷åíèå

(V r
1 )T ⊂ (V r−1

1 ∪ V r
1 ∪ V r+1

1 ).
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Ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà N ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî îáúåäè-

íåíèåì êàæäûõ òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòðåçêîâ, ò.å. ýòî ðàçáèåíèå ñîñòàâ-

ëÿþò îòðåçêè öåëûõ ÷èñåë V r
2 (k = 0, 1, 2, ...), Ïîëàãàåì

V r
2 = V 3r

1 ∪ V 3r+1
1 ∪ V 3r+2

1 . (2.8)

Ðàññìîòðèì åùå äâà ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà N , êîòîðûå òåñíî ñâÿçà-

íû ñ ïðåäûäóùèìè. Ïåðâîå èç íèõ çàäàäèì îòðåçêàìè W1 = [1,m0],

U 1
1 = [m0 + 1,m0 + m1], U 2

1 = [m0 + m1 + 1, m1 + m2], ...,

Uk
1 = [mk−2 + mk−1 + 1, mk−1 + mk], ... . Âòîðîå ðàçáèåíèå ïîëó÷àåòñÿ

èç ïåðâîãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W2 = W1 ∪ U 1
1 , U

1
2 = U 2

1 ∪ U 3
1 ∪ U 4

1 , ..., U
k
2 = U 3k−1

1 ∪ U 3k
1 ∪ U 3k+1

1 , ... . (2.9)

Ñôîðìóëèðóåì äâà ïðåäëîæåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ñëåäñòâèÿ-

ìè âûøåèçëîæåííûõ ðàçáèåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 2.6. Ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ k îòðåçîê Uk
2 ñîñòîèò

èç ïðàâîé ïîëîâèíû îòðåçêà V k−1
1 è ëåâîé ïîëîâèíû îòðåçêà V k

1 .

Ïðåäëîæåíèå 2.7. Ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ k îòðåçîê Uk
2 ñîñòî-

èò èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ U r
2 ∩ V k−1

2 è Uk
2 ∩ V k

2 , ïåðâûé èç êî-

òîðûõ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì îòðåçêà V 3k−1
1 è ïðàâîé ïîëîâèíû îòðåç-

êà V 3k−2
1 , à âòîðîé � îáúåäèíåíèåì îòðåçêà V 3r

1 è ëåâîé ïîëîâèíû îò-

ðåçêà V 3r+1
1 . Ïîëîæèì B2 = {x|x ∈ G, (V k

2 )x = V k
2 , k = 0, 1, 2, ...},

A2 = {x|x ∈ G, (W2 ∩ U 1
2 )x = W2 ∩ U 1

2 , (Uk
2 )x = Uk

2 (k > 1)} .

Óñòàíîâèì âàæíûé âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 2.10. T ⊂ B2A2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà T .

Îïðåäåëèì ïîäñòàíîâêó a ∈ A2 äåéñòâèåì íà êîìïîíåíòàõ ðàçáèåíèÿ (2.9)

ìíîæåñòâà N , ýëåìåíòû êîòîðîãî áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå αt (α ∈ N). Åñ-

ëè αt ∈ W2, òî ïîëàãàåì (αt)α = αt. Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå r è

35



îïðåäåëèì äåéñòâèå a íà îòðåçêå Uk
2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ ïðàâûé êîíåö îò-

ðåçêà V k−1
2 , è ïóñòü αt1, . . . α

t
m � âñå òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îòðåçêà [1, γ]

, ÷òî α1 > γ, . . . , αm > γ. Òàê êàê t ïîäñòàíîâêà, à îòðåçîê íàòóðàëüíûõ

÷èñåë [1, γ] êîíå÷åí, òî íàéäóòñÿ òî÷íî m íàòóðàëüíûõ ÷èñåë β1, . . . , βm

ýòîãî îòðåçêà, äëÿ êîòîðûõ βg1 , > γ . . . βgm > γ. Â ñèëó ïðåäëîæåíèé 2.5 - 2.7

è ðàâåíñòâà (2.9) âñå ÷èñëà α1, . . . , αm, β1, . . . , βm, α
t
1, . . . , α

t
m, β

t
1, . . . , β

t
m

ñîäåðæàòñÿ â U r
2 . Ïîëàãàåì (αti)

a = βti , (βti)
a = αti (i = 1, . . . ,m), è a äåé-

ñòâóåò òîæäåñòâåííî íà îñòàëüíûõ òî÷êàõ îòðåçêà Uk
2 . Íåïîñðåäñòâåííî

èç îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ðàññåèâàíèÿ âûâîäèì, ÷òî m 6 λ(t), à çíà÷èò,

λ(a) 6 λ(t). Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî a ∈ A2.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïîäãðóïïû B2 îíà ñîäåð-

æèò ýëåìåíò b = ta. Òàêèì îáðàçîì, t = ba−1 ∈ B2A2. Ñëåäîâàòåëüíî,

T ⊂ B2A2. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3. äëÿ ãðóïïû G. Äëÿ êàæäîãî

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îïðåäåëèì èíäóêòèâíî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà N íà

ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè

V 0
n , V

1
n , . . . , V

k
n , . . .. Ïðè n = 1, 2 ýòè ðàçáèåíèÿ îïðåäåëåíû âûøå.

Ïóñòü k > 2. Ïîëàãàåì

V 0
n = V 0

n−1 ∪ V 1
n−1 ∪ V 2

n−1, ... , V
k
n−1 = V 3r

n−1 ∪ V 3r+1
n−1 ∪ V 3r+2

n−1 , ... . (2.10)

Íàêîíåö, èñõîäÿ èç ðàçáèåíèÿ (2.9), çàäàäèì èíäóêòèâíî ïðè êàæäîì n > 2

ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà N íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè öåëûõ ÷è-

ñåë

Wn = Wn−1∪U 1
n−1, U

1
n = U 2

n−1∪U 3
n−1∪U 4

n−1, ..., U
k
n = U 3k−1

n−1 ∪U 3k
n−1∪U 3k+1

n−1 , ... .

(2.11)

Èç ïðåäëîæåíèé 2.6, 2.7 è ðàâåíñòâ (2.10), (2.11) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 2.8. Äëÿ êàæäûõ íàòóðàëüíûõ k è n > 1 îòðåçîê

Uk
n ðàçáèâàåòñÿ íà äâà îòðåçêà Uk

n ∩ V k−1
n è Uk

n ∩ V k
n . Â ñâîþ î÷åðåäü,
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ïåðâûé èç ýòèõ îòðåçêîâ åñòü îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ V 3k−1
n−1 è V k

n ∩ V 3k−2
n−1 ,

à âòîðîé � îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ V 3k
n−1 è U

k
n ∩ V 3k+1

n−1 .

Äëÿ n > 2 îïðåäåëèì ïîäãðóïïû

An = {g|g ∈ G, (Wn ∪ U 1
n)g = Wn ∪ U 1

n, (Uk
n)g = Uk

n(k > 1)},

Bn = {g|g ∈ G, (V k
n )g = V k

n , k = 0, 1, 2, ...}.

Ëåììà 2.11. An−1 < An, Bn−1 < Bn, An−1Bn−1 ⊂ BnAn ïðè âñåõ

n>2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà âëîîæåííèÿ ïðÿìî ñëåäóþò èç ðà-

âåíñòâ (2.10), (2.11) è îïðåäåëåíèÿ äàííûõ ïîäãðóïï. Óñòàíîâèì òðåòüå

âêëþ÷åíèå. Ïóñòü α ∈ An−1, b ∈ Bn−1. Ôèêñèðóåì íàòóðàëüíûå n > 2,

k > 1 è îáîçíà÷èì ÷åðåç gamma ïåðâûé êîíåö îòðåçêà V k−1
n . Åñëè α < γ,

αab > γ, òî α ∈ (Uk
n ∩ V k−1

n ) â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïîäãðóïï An−1, Bn−1, ðà-

âåíñòâ (2.10), (2.11) è ïðåäëîæåíèÿ 2.8. Àíàëîãè÷íî, åñëè β > γ, βab < γ,

òî β ∈ (Uk
n ∩ V k

n ). Ïîëîæèì, äëÿ êðàòêîñòè c − ab, Mk
n = Uk

n ∩ V k−1
n ,

Lkn = Uk
n ∩ V k

n . Îïðåäåëèì ïîäñòàíîâêó x ∈ An äåéñòâèåì íà êîìïîíåí-

òàõ ðàçáèåíèÿ 2.11 ìíîæåñòâà N . Ñ÷èòàåì, ÷òî x äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî

íà îòðåçêå Wn. Äàëåå íàì áóäåò óäîáíî çàïèñûâàòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà

â âèäå αc(α ∈ N). Ïóñòü αc1, ..., α
c
m - âñå ÷èñëà îòðåçêà Mk

n , äëÿ êîòî-

ðûõ α1, ..., αm ∈ Lkn. Ïîñêîëüêó c - ïîäñòàíîâêà, à [1, γ] - êîíå÷íîå ìíî-

æåñòâî, òî â ñèëó âûøåèçëîæåííîãî íàéäóòñÿ òî÷íî m íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë βc1, ..., β
c
m îòðåçêà Lkn, äëÿ êîòîðûõ β1, ..., βm ∈ Mk

n . ïîëàãàåì òåïåðü

(αci)
x = βci , (βci )

x = αci , (i = 1, ..., m), è x äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà âñåõ

îñòàëüíûõ òî÷êàõ îòðåçêà Uk
n . Ïîñêîëüêóm íå ïðåâîñõîäèò ïàðàìåòðà ðàñ-

ñåèâàíèÿ λ(c), òî x ∈ An. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïîäñòàíîâêè x çàêëþ÷àåì,

÷òî ýëåìåíò cx îñòàâëÿåò íà ìåñòå âñå êîìïàíåíòû ðàçáèåíèÿ (2.10), à ïîòî-

ìó cx = abx = y ∈ Bn. Òàêèì îáðàçîì ab = yx−1 ∈ BnAn. Ýòî äîêàçûâàåò

ëåììó 2.11.
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Ñîãëàñíî ëåììå 2.11 ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü äâå âîçðàñòàþùèå öåïî÷-

êè ïîäãðóïï A2 < A3 < ... < An < ..., B2 < B3 < ... < Bn < .... Îáîçíà÷èì

÷åðåç A îáúåäèíåíèå ïîäãðóïï ïåðâîé öåïî÷êè, à ÷åðåç B - âòîðîé.

Ëåììà 2.12. A, B - ëîêàëüíî ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìûå ïîäãðóï-

ïû ãðóïïû G, Q = AB - ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïîäãðóïïû A

êàæäîå å¼ êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ãðóïïå An ãðóï-

ïû G. Ñíîâà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ An ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû Dn

âñåõ ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà N , êîòîðûå îñòàâëÿþò íà ìåñòå êîíå÷íûå îò-

ðåçêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (2.11) ñîñòîâëÿþùèõ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà N .

Íî òîãäà Dn è èçîìîðôíà äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ êîíå÷íûõ ãðóïï. Òà-

êèì îáðàçîì, A - ëîêàëüíî ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìàÿ ãðóïïà. Ïîäîáíû-

ìè ðàññóæäåíèÿìèóñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ãðóïïà

B.

Äàëåå ïî ëåììå 2.11 An−1Bn−1 ⊂ BnAn ïðè âñåõ n > 2. Îòñþ-

äà íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèì, ÷òî AB ⊂ BA. Èñõîäÿ èç ýòîãî âêëþ÷å-

íèÿ íåòðóäíî óñòàíîâèòü è îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Â ñàìîì äåëå, ìû èìååì

(AB)−1 ⊂ (BA)−1, ò.å. B−1A−1 ⊂ A−1B−1 è BA ⊂ AB. Òàêèì îáðàçîì,

Q = AB = BA ïîäãðóïïà ãðóïïû G, è ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.3 äëÿ ãðóïïû G ïðÿìî âûòåêàåò èç ëåìì 2.10-2.12 Òàêèì

îáðàçîì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3 ïîëíîñòüþ çàâåðøåíî.
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Ãëàâà 3

Ïîðîæäàþùèå ãðóïï Disp(M)

Ãðóïïà Fin(M) ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè bi = (i i + 1), ãäå i ∈ M .

Î÷åâèäíî, w(bi) = λ(bi) = 1. Â ðàáîòå [12] äîêàçàíî, ÷òî

Lim(M) = 〈g|g ∈ S(M), w(g) = 1〉.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî w(g) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî g - èí-

âîëþöèÿ, â ðàçëîæåíèè êîòîðîé íà íåçàâèñèìûå öèêëû ó÷àñòâóþò òîëüêî

òðàíñïîçèöèè âèäà bi, i ∈ M , ëèáî M = Z è g ∈ {d, d−1}, ãäå d - ñäâèã,

αd = α + 1(α ∈ Z).

Â äàííîé ãëàâå áóäåò äîêàçàí ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.1. Ãðóïïà Disp(M) ïîðîæäàåòñÿ ïîäñòàíîâêàìè g ìíî-

æåñòâà M , äëÿ êîòîðûõ ïàðàìåòð ðàññåèâàíèÿ λ(g) = 1.

Äëÿ ñëó÷àÿ M = N ïîëó÷åíî íåêîòîðîå óñèëåíèå ýòîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.2. Ãðïïà Disp(N) ïîðîæäàåòñÿ ïîäñòàíîâêàìè ìíîæå-

ñòâà N , êîòîðûå èìåþò ïàðàìåòð ðàññåèâàíèÿ 1 è ðàçëàãàþòñÿ â ïðî-

èçâåäåíèå êîíå÷íûõ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêè ãðóïïû Disp(N) äåéñòâóþò òîæ-

äåñòâåííî íà ÷èñëàõ Z \ N , ìû ïîëó÷èì åñòåñòâåííîå âëîæåíèå

Disp(N) < Disp(Z). Â òåîðåìàõ 2.1, 2.2 äîêàçàíî, ÷òî åñëè G = Disp(N),

òî

Disp(Z) = (Fin(Z) · (G×Gt)) h 〈d〉,
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ãäå t - èíâîëþöèÿ ãðóïïû S(Z), äëÿ êîòîðîé αt = −α(α ∈ Z). Ââèäó ðà-

âåíñòâà Fin(Z) = 〈(1, 2)d
i|i ∈ Z〉 îòñþäà âûâîäèì, ÷òî ñëåäñòâèåì òåîðåìû

3.2 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3.3. Ãðóïïà Disp(Z) ïîðîæäàåòñÿ ïîäñòàíîâêàìè g, gt

(g ∈ G, λ(g) = 1) è ñäâèãîì d.

Ïîñêîëüêó èç ðàâåíñòâà λ(g) = 1 ñëåäóåò, ÷òî è λ(gt) = 1, òî òåîðåìà

3.1 ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåì 3.1, 3.2.

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà M ñ ïàðàìåòðîì ðàññå-

èâàíèÿ ðàâíûì 1 äàíî â ëåììàõ 3.1 - 3.6

3.1. Ïîäñòàíîâêè ñ ïàðàìåòðîì ðàññåèâàíèÿ 1

Ïóñòü Q = {α1, ..., αr} - ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M(r > 1), α1 - íàèìåíü-

øåå ÷èñëî èç Q, à αn - íàèáîëüøåå. Ðàññìîòðèì ïîäñòàíîâêó

x = (α1 ... αr),

ìíîæåñòâà M , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì öèêëîì, ò.å. αxi = αi+1

(i = 1, ..., r − 1), αxr = α1 è βx = β ïðè ëþáîì β ∈M\Q.

Ëåììà 3.1. λ(x) = 1 ⇔ α1 < α2 < ... < αn è ëèáî n = r, ëèáî

αn > αn+1 > ... > > αr > α1.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü λ(x) = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî αi+1 < αi äëÿ

íåêîòîðîãî èíäåêñà i(1 < i < n−1). Òîãäà αi ∈ Lαi+1
(x). ßñíî, ÷òî íàéäåòñÿ

òàêîé èíäåêñ j(n 6 j 6 r), ÷òî αj > αi+1, αxj < αi+1, à çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ

âêëþ÷åíèå αj ∈ Lαi+1
(x) è λ(x) > 2. Ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, αi < αi+1 ïðè

i = 1, ..., n− 1.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî n < r è αs < αs+1 äëÿ íåêîòîðîãî s(n < s < r).

Òîãäà αs ∈ Mαs
(x). Ïîñêîëüêó ïî äîêàçàíîìó âûøå α1 < ... < αn, òî

íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ i(1 6 i 6 n − 1), ÷òî αi < αs < αi+1, à ïîòîìó
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αi ∈Mαs
(x) è |Mαs

(x)| > 2. Ñíîâà ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,

ëèáî n = r, ëèáî αn > αn+1 > ... > αr > α1.

Îáðàòíî. Ïóñòü αi < αxi = αi+1(1 6 i 6 n − 1) è ëèáî n = r, ëèáî

αn > αn+1 > > ... > αr > α1. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà

γx > γ(γ ∈M)⇔ γ ∈ {α1, ..., αn−1}.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè θ - öåëîå ÷èñëî è αi 6 θ < αi+1 äëÿ íåêîòîðîãî i =

= 1, ..., n−1, òîMθ(x) = {αi}. Î÷åâèäíî,Mαn
(x) = ∅, à òàê êàê [α1, αn]

x =

= [α1, αn] è εx = ε ïðè ε /∈ [α1, αn], òî Mθ(x) = ∅ ïðè âñåõ θ /∈ [α1, αn].

Ïîýòîìó t(x) = 1. Îòñþäà âûâîäèì, ÷òî λ(x) = 1 ïîñêîëüêó x - ðàâíîìåð-

íàÿ ïîäñòàíîâêà ââèäó ëåììû 2.3. Ëåììà äîêàçàíà. Ðàññìîòðèì ñ÷åòíîå

ïîäìíîæåñòâî S = {..., β−n, ..., β−1, β0, β1, ..., βn, ...} ìíîæåñòâà M è ïîä-

ñòàíîâêó

w = (... β−n ... β−1 β0 β1 ...βn ...)

ìíîæåñòâàM , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì öèêëîì, ò.å. βwi = βi+1(i ∈ Z)

è γw = γ ïðè ëþáîì γ ∈M\S.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî S îãðàíè÷åíî ñíèçó(ñâåðõó). Åñëè, íà-

ïðèìåð, S ⊆ N , òî S îãðàíè÷åíî ñíèçó. Ïóñòü β0 = min
β∈S

β (β0 = max
β∈S

β).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3.2. λ(w) = 1 ⇔ βi < βi+1 äëÿ i > 0; βj < βj−1 äëÿ

j 6 0(βi > βi+1 äëÿ i > 0; βj > βj−1 äëÿ j 6 0).

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü λ(w) = 1 è, íàïðèìåð, β0 = min
β∈S

β. Åñ-

ëè βi+1 < βi äëÿ íåêîòîðîãî i > 0, òî βi ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå

Lβi+1
(w) â ñèëó îïðåäåëåíèé. Íî ïðè ýòîì íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ j > 0,

÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà βj > βi+1, βwj = βj+1 < βi+1, à çíà÷èò,

βj ∈ Lβi+1
(w) è |Lβi+1

(w)| > 2. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàâåíñòâîì

λ(w) = 1. Èòàê, βi < βi+1 ïðè âñåõ i > 0. Òàê êàê λ(w−1) = λ(w) = 1, òî
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àíàëîãè÷íî âûøåèçëîæåííîìó óñòàíàâëèâàåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ

β0 < β−1 < ... < β−n < ... .

Îáðàòíî. Äîïóñòèì, ÷òî βi < βi+1 = βwi (i > 0) è βj = βwj−1 < βj−1

(j 6 0). Åñëè θ - ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç ìíîæåñòâà M è θ < β0, òî

αw = α ïðè âñåõ α 6 β0, à ïîòîìó Mθ(w) = ∅. Åñëè æå θ > β0, òî

βi 6 θ < βi+1 äëÿ íåêîòîðîãî íåîòðèöàòåëüíîãî èíäåêñà i. Èç ýòîãî ñëåäó-

åò, ÷òî Mθ(w) = {βi}. Â ñèëó ëåììû 2.3 λ(w) = 1. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî S íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó è ñíèçó.

ßñíî, ÷òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè M = Z.

Ëåììà 3.3. λ(w) = 1⇔ βi < βi+1(βi > βi+1) ïðè âñåõ öåëûõ i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ(w) = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî β0 < β1 è

íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå s, ÷òî β0 < β1 < ... < βs, βs+1 = βws < βs.

Òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèé βs−1 ∈ Mβs−1(w), βs ∈ Lβs−1(w). Òàê êàê ìíî-

æåñòâî S íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó, òî íàéäåòñÿ òàêîå öåëîå k,

÷òî βk > βs. Èç îïðåäåëåíèÿ öèêëà ñëåäóåò, ÷òî βk = βw
j

s äëÿ íåêîòî-

ðîãî öåëîãî j. Åñëè j > 0, òî íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ e(0 < e < j), ÷òî

βw
e

s = βs+e 6 βs − 1, βws+e > βs − 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, βs+e ∈ Mβs−1(w). Íî

òîãäà |Mβs−1(w)| > 2. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàâåíñòâîì λ(w) = 1. Åñëè

æå j < 0, òî βs = βw
−j

k . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå m(0 6 m < −j),

÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà βw
m

k = βk+m > βs−1, βwk+m 6 βs−1. Îòñþäà

βk+m ∈ Lβs−1(w) è ìíîæåñòâî Lβs−1(w) ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ.

Ñíîâà ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, ñëåäñòâèÿìè íåðàâåíñòâà β0 < β1 ÿâëÿþòñÿ âñå íåðàâåíñòâà

β0 < < β1 < β2 < ... < βn < ... . Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè

βi < βi+1 äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî i, òî βi < βi+1 < ... < βi+n < ... . Ïî-

ýòîìó åñëè βi < βi+1, βi−1 > βi, òî βi < βi−1 < βi−2 < ... < βi−n < ... è

βi = min
β∈S

β, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà S. Òàêèì îáðàçîì,

ëèáî βi > βi+1 ïðè âñåõ öåëûõ i, ëèáî âñå ýòè íåðàâåíñòâà ïðîòèâîïîëîæíû.
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Îáðàòíî. Ïóñòü βi < βwi = βi+1(βi > βwi = βi+1) ïðè âñåõ öåëûõ

i. Ôèêñèðóåì ëþáîå θ ∈ Z. Òîãäà βm 6 θ < βm+1(βm+1 6 θ < βm)

äëÿ åäèíñòâåííîãî öåëîãî m. Ïîýòîìó Mθ(w) = {βm}(Mθ(w) = ∅),

Lθ(w) = ∅(Lθ(w) = {βm}), à çíà÷èò, λ(w) = 1. Ëåììà äîêàçàíà.

Â ïîñëåäíèõ òðåõ ëåììàõ ìû ïîëíîñòüþ îïèñàëè öèêëû ìíîæåñòâà

M ñ ïàðàìåòðîì ðàññåèâàíèÿ ðàâíûì 1. Ïåðåéäåì òåïåðü ê èçó÷åíèþ ïðî-

èçâîëüíûõ òàêèõ ïîäñòàíîâîê. Ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà g ãðóïïû S(M) ðàçëà-

ãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ xi, ãäå i ïðîáåãàåò êîíå÷íîå èëè

ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I. ßñíî, ÷òî åñëè λ(g) = 1, òî è λ(xi) = 1 ïðè

ëþáîì i ∈ I.

Ïóñòü u = (γ1 ... γm), v = (ε1 ... εk), w = (... β−n ... β−1 β0 β1 ... βn ...) -

òðè öèêëà ãðóïïû S(M). Ïîëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ

u < v ⇔ γi < εj(1 6 i 6 m; 1 6 j 6 k),

u < w ⇔ γi < βj(1 6 i 6 m; j ∈ Z).

Ëåììà 3.4. Åñëè u, v - ðàçëè÷íûå öèêëû èç ðàçëîæåíèÿ ïîäñòà-

íîâêè g ∈ S(M) íà íåçàâèñèìûå öèêëû è λ(g) = 1, òî ëèáî u < v, ëèáî

v < u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî γ1 = min(γ1, ..., γm),

ε1 = min(ε1, ..., εk). Ïóñòü γn = max(γ1, ..., γm), εs = max(ε1, ..., εk). Â

ñèëó óñëîâèÿ λ(u) = = λ(v) = 1. Îïèñàíèå òàêèõ öèêëîâ äàíî â ëåììå 3.1.

Â ÷àñòíîñòè, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

γ1 < γ2 < ... < γn; ε1 < ε2 < ... < εs.

Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî γ1 < ε1. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà u < v.

Â ñàìîì äåëå, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü íåðàâåíñòâî γn < ε1. Ïóñòü

ýòî íå òàê, ò.å. γn > ε1(γn 6= ε1, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ïî óñëîâèþ öèêëîâ

u, v). Òîãäà γi < ε1 < γi+1 äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà i(1 6 i 6 n − 1).
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Îòñþäà èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî γi, ε1 ∈ Mε1(g) è λ(g) > 1. Ïîëó÷èëè

ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì ëåììû. Èòàê, γn < ε1, à çíà÷èò, u < v. Åñëè

ε1 < γ1, òî àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî v < u. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ëåììû 5 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Ëåììà 3.5. Ïóñòü ïîäñòàíîâêà g ìíîæåñòâà N ðàçëàãàåòñÿ íà

êîíå÷íûå íåçàâèñèìûå öèêëû. Ïàðàìåòð ðàññåèâàíèÿ ïîäñòàíîâêè g ðàâåí

1 òîãäà è òàëüêî òîãäà, êîãäà ýòî ðàçëîæåíèå èìååò âèä g = x1x2... , ãäå

x1 < x2 < ... è λ(xi) = 1, i = 1, 2, ... .

Ëåììà 3.6. Ïóñòü â ðàçëîæåíèè ïîäñòàíîâêè g ìíîæåñòâà N íà

íåçàâèñèìûå öèêëû èìååòñÿ áåñêîíå÷íûé öèêë w. Åñëè λ(g) = 1, òî ýòî

ðàçëîæåíèå èìååò âèä

g = x1 ... xmw,

ãäå x1 ... xm - êîíå÷íûå öèêëû è x1 < x2 < ... < xm < w.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w = (... β−n ... β−1 β0 β1 ... βn ...), ãäå

β0 = min
i∈Z

βi. Â ñèëó óñëîâèÿ λ(w) = 1, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå

3.2

β0 < β1 < ... < βn < ... ; β0 < β−1 < ... < β−n < ... .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàçëîæåíèè g íà íåçàâèñèìûå öèêëû åñòü åùå îäèí

áåñêîíå÷íûé öèêë w1 = (... γ−n ...γ−1 γ0 γ1 ... γn ...) è γ0 = min
i∈Z

γi. Òàê êàê

λ(w1) = 1, òî ñíîâà ïî ëåììå 3.2

γ0 < γ1 < ... < γn < ... .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç s ëþáîé òàêîé ïîëîæèòåëüíûé èíäåêñ, ÷òî βs > γ0. Òîãäà

γk < βs < γk+1 äëÿ íåêîòîðîãî k > 0. Ïîñêîëüêó γk+1 = γw1

k = γgk > γk, òî

βs, γk ∈Mβs(g). Ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàâåíñòâîì λ(g) = 1. Èòàê, w - åäèíñòâåí-

íûé áåñêîíå÷íûé öèêë â ðàçëîæåíèè g íà íåçàâèñèìåå öèêëû. Ïðåäïîëî-

æèì òåïåðü, ÷òî â ýòîì ðàçëîæåíèè èìååòñÿ êîíå÷íûé öèêë x = (α1 ... αr),
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αn = max(α1, ..., αr) è íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ l 6 0, ÷òî βl < αn < βl−1.

Òîãäà

βwl−1 = βgl−1 = βl 6 αn − 1, αxn = αgn 6 αn − 1

è ìû èìååì βl−1, αn ∈ Lαn−1(g). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó λ(g) = 1.

Èòàê, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî αn < β0, à ïîòîìó x < w. Îòñþäà ñëåäóåò

êîíå÷íîñòü ÷èñëà êîíå÷íûõ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ â ðàçëîæåíèè ïîäñòàíîâ-

êè g. Â ñèëó ëåììû 3.4 èõ ìîæíî ëèíåéíî óïîðÿäî÷èòü. Ëåììà äîêàçàíà.

3.2. Ðàçëîæåíèå öèêëà

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé öèêë x = (α1 α2 ... αr), ãäå α1, ..., αr

- öåëûå ÷èñëà, α1 = min(α1, ..., αr), αn = max(α1, ..., αr). Èñõîäÿ èç x,

îïðåäåëèì öèêë

x = (αi1 ... αis),

ãäå αi1 = α1; åñëè αij îïðåäåëåíî è ij < n, òî αij+1
- ïåðâîå èç ÷èñåë ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè αij+1, ..., αn, êîòîðîå áîëüøå αij . Ïóñòü k òàêîå íàòóðàëüíîå

÷èñëî, ÷òî ik = n. Åñëè n = r, òî ïîëàãàåì s = k è öèêë x îïðåäåëåí. Åñëè

æå ik = n < r è αit îïðåäåëåíî (t > k, it < r), òî αit+1
- ïåðâîå èç ÷èñåë ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè αit+1, ..., αr, êîòîðîå ìåíüøå αit (åñëè òàêîãî ÷èñëà íåò,

òî ïîëàãàåì s = t è öèêë x îïðåäåëåí). Â ñèëó íàøèõ ïîñòðîåíèé íàéäåòñÿ

òàêîå íàòóðàëüíîå s, ÷òî ëèáî is = r, ëèáî αis ìåíüøå êàæäîãî èç ÷èñåë

αis+1, ..., αr. Ïîñòðîåíèå öèêëà x çàâåðøåíî.

Îòìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ x ÿâëÿåòñÿ

ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

i1 < i2 < ... < ik, α1 = αi1 < αi2 < ... < αik = αn (3.1)

è ëèáî s = k, ëèáî

ik < ik+1 < ... < is, αik = αn > αik+1
> ... > αis. (3.2)
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Â ÷àñòíîñòè, ââèäó ëåììû 3.1 λ(x) = 1. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäñòàíîâêó

y = xx−1. Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

y =(αi1 αi1+1 ... αi2−1)(αi2 αi2+1 ... αi3−1) ... (αis αis+1 ... αr).

Ëåììà 3.7. λ(y) = λ(x)− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàâíèì ìíîæåñòâà Mθ(x) è Mθ(y) ïðè êàæäîì

θ ∈ Z. Òàê êàê γx = γy = γ äëÿ γ /∈ [α1, αn], òî Mθ(x) = Mθ(y) = ∅

ïðè θ /∈ [α1, αn]. Î÷åâèäíî, Mαn
(x) = Mαn

(y) = ∅. Åñëè γx = γy(γ ∈ Z),

òî γ ∈Mθ(x)⇔ γ ∈Mθ(y). Ïîýòîìó ìû áóäåì ïðîâåðÿòü ïðèíàäëåæíîñòü

ìíîæåñòâàì Mθ(x) è Mθ(y) ÷èñåë γ, äëÿ êîòîðûõ γx 6= γy. Ëåãêî âèäåòü,

÷òî òàêèå γ ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî

T = {αij−1|j = 2, ..., s} ∪ {αr}.

Òàê êàê αxr = α1 < αr, αyr = αis 6 αr (îïðåäåëåíèå öèêëà x), òî αr íå

ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâàõ Mθ(x), Mθ(y) ïðè ëþáîì θ ∈ Z â ñèëó èõ îïðå-

äåëåíèé.

Äàëåå, ïðè êàæäîì j = 2, ..., s ìû èìååì

αxij−1 = αij , α
y
ij−1 = αij−1. (3.3)

Ïóñòü k < j 6 s. Òîãäà èç (3.2) â ñèëó îïðåäåëåíèÿ öèêëà x âûâîäèì

íåðàâåíñòâà αij < αij−1, αij−1 6 αij−1, èç êîòîðûõ ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé

(3.1) ñëåäóåò, ÷òî αij−1 íå ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâàõ Mθ(x), Mθ(y).

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî ìíîæåñòâà T ìû ìîæåì îãðàíè÷èòñÿ ðàññìîò-

ðåíèåì åãî ïîäìíîæåñòâà

T1 = {αij−1|j = 2, ..., k}

è ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî α1 6 θ < αn. Áóäåì äîïîëíèòåëüíî ñ÷èòàòü,

ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà (3.1), ÷òî

αiq−1 6 θ < αiq , (3.4)
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ãäå 2 6 q 6 k. Èç ïîñòðîåíèÿ öèêëà x ñëåäóåò, ÷òî äëÿ αij−1 ∈ T1 âûïîë-

íÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

αij−1 6 αij−1 < αij .

Îòñþäà ââèäó (3.3) ìû èìååì αiq−1 6 αiq−1 6 θ, αxiq−1 = αiq > θ,

αyiq−1 = αiq−1 6 θ, à çíà÷èò, αiq−1 ∈Mθ(x) è αiq−1 /∈Mθ(y).

Ïðåäïëîæèì òåïåðü, ÷òî j öåëîå îòëè÷íîå îò q ÷èñëî è 2 6 j 6 k.

Åñëè q > 2 è j < q, òî αxij−1 = αij 6 αiq−1 6 θ, αyij−1 = αij−1 < αiq−1 6 θ,

à ïîòîìó αij−1 íå ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâàõ Mθ(x) è Mθ(y). Ïóñòü q < k

è j > q. Òîãäà αxij−1 = αij > αiq > θ, αyij−1 = αij−1 > αiq > θ. Îòñþäà

âûâîäèì, ÷òî åñëè αij−1 6 θ, òî αij−1 ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâàõ Mθ(x) è

Mθ(y), à åñëè αij−1 > θ, òî αij−1 íå ñîäåðæèòñÿ â ýòèõ ìíîæåñòâàõ.

Èòàê, Mθ(x) = Mθ(y) ∪ {αiq−1} äëÿ âñåõ θ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðà-

âåíñòâàì (3.4). Åñëè æå θ íå óäîâëåòâîðÿåò ýòèì íåðàâåíñòâàì ïðè ëþáîì

q = 2, ..., k, òî ïî äîêàçàííîìó âûøå Mθ(x) = Mθ(y) = ∅. Ýòî ïîçâîëÿåò

íàì çàêëþ÷èòü, ÷òî t(x) = t(y) + 1. Ñîãëàñíî ëåììå 2.3 îòñþäà âûòåêàåò

ðàâåíñòâî λ(x) = λ(y) + 1. Ëåììà äîêàçàíà.

3.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2

Ëåììà 3.8. Ïóñòü ïîäñòàíîâêà g ãðóïïû Disp(M) ðàçëàãàåòñÿ íà êî-

íå÷íûå íåçàâèñèìûå öèêëû. Òîãäà g = g1 g2 ... gs, ãäå êàæäàÿ ïîäñòàíîâêà

gj(1 6 j 6 s) ñîäåðæèòñÿ â ýòîé ãðóïïå è ðàçëàãàåòñÿ íà êîíå÷íûå íåçà-

âèñèìûå öèêëû ñ ïàðàìåòðîì ðàññåèâàíèÿ ðàâíûì 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ(g) = m è g = x1 x2 ... - ðàçëîæåíèå g íà

êîíå÷íûå íåçàâèñèìûå öèêëû x1, x2, ... . Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà λ(xi) 6 m

äëÿ âñåõ i = 1, 2, ... . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî

l = max
i
λ(xi) 6 m.
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Áóäåì âåñòè äîêàçàòåëüñòâî ëåììû èíäóêöèåé ïî l. Åñëè l = 1, òî

ëåììà âåðíà (s = 1, g1 = g). Ïóñòü l > 1 è xj1, xj2, ... - âñå öèêëû èç ðàçëî-

æåíèÿ g, ïàðàìåòð ðàññåèâàíèÿ êîòîðûõ ðàâåí l. Äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, ...

îáîçíà÷èì ÷åðåç xjk öèêë ñ ïàðàìåòðîì ðàññåèâàíèÿ ðàâíûì 1, ïîñòðîåí-

íûé èç xjk ïî ñõåìå ïîñòðîåíèÿ â ñàìîì íà÷àëå �3.2. Åñëè yjk = xjkx
−1
jk
, òî

ñîãëàñíî ëåììå 3.6 λ(yjk) = l−1. Â ÷àñòíîñòè, â ðàçëîæåíèè yjk íà íåçàâèñè-

ìûå öèêëû, ïàðàìåòð ðàññåèâàíèÿ êàæäîãî èç ýòèõ öèêëîâ íå ïðåâîñõîäèò

l − 1.

Ïóñòü òåïåðü h = xj1 xj2 ...; y = gh−1. Êàæäûé íåçàâèñèìûé öèêë â

ðàçëîæåíèè ïîäñòàíîâêè y ëèáî ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç öèêëîâ xi, äëÿ êîòî-

ðîãî λ(xi) < l, ëèáî ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì öèêëîì èç ðàçëîæåíèÿ íåêîòî-

ðîé ïîäñòàíîâêè yjk , à ïîòîìó åãî ïàðàìåòð ðàññåèâàíèÿ òàêæå ìåíüøå l.

Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ y = g1 · ... · gs−1, ãäå êàæäàÿ ïîäñòàíîâêà

gj ðàçëàãàåòñÿ íà êîíå÷íûå íåçàâèñèìûå öèêëû ñ ïàðàìåòðîì ðàññåèâàíèÿ

1. Òàê êàê g = yh, òî ïîëàãàÿ gs = h, ìû ïîëó÷èì èñêîìîå ðàçëîæåíèå

ïîäñòàíîâêè g. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.9. Ïóñòü ïîäñòàíîâêà h ãðóïïû G = Disp(N) ðàçëàãàåò-

ñÿ íà êîíå÷íûå íåçàâèñèìûå öèêëû ñ ïàðàìåòðîì ðàññåèâàíèÿ ðàâíûì 1.

Åñëè λ(h) = n, òî h = h1 · ... · hn, ãäå hi ∈ G, λ(hi) = 1 è hi ðàçëàãàåòñÿ

íà êîíå÷íûå íåçàâèñèìûå öèêëû (1 6 i 6 n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. Åñëè n = 1, òî ëåììà î÷åâèäíà.

Ïóñòü n > 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öèêëà x = (α1 ... αr), ñîñòàâëåííîãî èç

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

m(x) = min{α1, ..., αr}, l(x) = max{α1, ..., αr}.

Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìî èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî

Mβ(x) 6= ∅⇔ m(x) 6 β < l(x),
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ãäå β ∈ N . Îáîçíà÷èì ÷åðåçW ìíîæåñòâî âñåõ öèêëîâ èç ðàçëîæåíèÿ h íà

íåçàâèñèìûå öèêëû. Â ñèëó óñëîâèÿ ïàðàìåòð ðàññåèâàíèÿ êàæäîãî öèêëà

èç W ðàâåí 1. Ïîíÿòíî, ÷òî ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà Mβ(h) = n ÿâëÿåòñÿ

ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ n öèêëîâ t1, ..., tn èç W , ÷òî

Mβ(t1) ∪ ... ∪Mβ(tn) = Mβ(h), |Mβ(ti)| = 1(1 6 i 6 n).

Ïóñòü òåïåðü α1 < α2 < ... - âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ

|Mαi
(h)| = n (i = 1, 2, ...). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé öèêë x1 ∈ W , äëÿ êî-

òîðîãî Mα1
(x1) 6= ∅ è îáîçíà÷èì ÷åðåç s òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî

ìíîæåñòâà Mα1
(x1), ..., Mαs−1(x1) íå ïóñòû, à Mαs

(x1) = ∅. Èç îïðåäåëå-

íèÿ αs ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òî÷íî n öèêëîâ yi(1 6 i 6 n) ìíîæåñòâà

W , äëÿ êîòîðûõ Mαs
(yi) 6= ∅. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ

j(1 6 j 6 n), ÷òî

m(yj) > γ = l(x1).

Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ n íåðàâåíñòâ

m(y1) < γ, m(y2) < γ, ..., m(yn) < γ.

Òîãäà m(yi) 6 γ − 1 < l(x1) < l(yi) äëÿ êàæäîãî i = 1, ..., n. Ýòî îçíà÷àåò,

êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ÷òî |Mγ−1(yi)| = 1, íî ïîñêîëüêó è |Mγ−1(x1)| = 1,

òî |Mγ−1(h)| > n. ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. Èòàê, m(yj) > l(x1)

äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà j.

Îáîçíà÷èì yj = x2. Íàìè óñòàíîâëåíî íåðàâåíñòâî x1 < x2 è ïðè

ýòîì Mαs
(x2) 6= ∅ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ öèêëîâ y1, ..., yn. Ïóñòü Mαs+1

(x2),

Mαs+2
(x2), ..., Mαk−1(x2) - íåïóñòûå ìíîæåñòâà, à Mαk

(x2) = ∅. Àíàëîãè÷-

íî âûøåèçëîæåííîìó óñòàíîâèì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî öèêëà x3 ∈ W , ÷òî

x2 < x3 è Mαk
(x3) 6= ∅. Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, ìû íàéäåì öèêëû

x1 < x2 < x3 < ... èç ìíîæåñòâà W òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî αi(i = 1, 2, ...)

ñóùåñòâóåò öèêë xj äëÿ íåêîòîðîãî j = 1, 2, ..., ÷òî Mαi
(xj) 6= ∅. Ïîýòîìó
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åñëè h1 = x1x2x3 ..., òî λ(h1) = 1 (ëåììà 3.5) è λ(h−11 h) = n − 1 (ïîä-

ñòàíîâêà h−11 h ïîëó÷àåòñÿ èç ðàçëîæåíèÿ ïîäñòàíîâêè h íà íåçàâèñèìûå

öèêëû óäàëåíèåì öèêëîâ x1, x2, x3, ...). Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ

h−11 h = h2 · ... · hn, ãäå λ(hi) = 1 (2 6 i 6 n). Ýòî äîêàçûâàåò ëåììó.

Ïðèñòóïèì ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.2. Èòàê,

ïóñòü G = Disp(N). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 èç ðàáîòû [18] óñòàíîâ-

ëåíî, ÷òî êàæäîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ â ãðóïïå

âèäà H = AB, ãäå êàæäàÿ èç ïîäãðóïï A è B ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì

âîçðàñòàþùåé öåïî÷êè ïîäãðóïï, êîòîðûå îñòàâëÿþò íà ìåñòå êîìïîíåí-

òû íåêîòîðûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòà N íà îòðåçêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Â

÷àñòíîñòè, ïîäñòàíîâêè èç A è B ðàçëàãàþòñÿ íà êîíå÷íûå íåçàâèñèìûå

öèêëû è ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ òàêèìè ïîäñòàíîâêàìè. Îòñþäà è èç ëåìì

3.8,3.9 íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèì, ÷òî ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ ïîäñòàíîâêà-

ìè ñ ïàðàìåòðîì ðàññåèâàíèÿ ðàâíûì 1, êîòîðûå ðàçëàãàþòñÿ íà êîíå÷íûå

íåçàâèñèìûå öèêëû. Òåîðåìà 3.2 äîêàçàíà.

Êàê îòìå÷àëîñü â íà÷àëå ãëàâû, òåîðåìû 3.1, 3.3 ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâè-

ÿìè òåîðåìû 3.2.
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