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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ è ñòåïåíü åå

ðàçðàáîòàííîñòè.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ãðóïïû è êëàññû êîíå÷íûõ ãðóïï. Ñðå-

äè êëàññîâ êîíå÷íûõ ãðóïï öåíòðàëüíîå ìåñòî çàíèìàþò ôîðìàöèè � êëàñ-

ñû ãðóïï, çàìêíóòûå îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ è êîíå÷íûõ ïîäïðÿ-

ìûõ ïðîèçâåäåíèé. Ôîðìàöèÿìè ÿâëÿþòñÿ òàêèå âàæíûå êëàññû ãðóïï, êàê

S,U,N,A � êëàññû âñåõ êîíå÷íûõ ðàçðåøèìûõ, ñâåðõðàçðåøèìûõ, íèëüïîòåíò-

íûõ, àáåëåâûõ ãðóïï ñîîòâåòñòâåííî, è ìíîãèå äðóãèå, ïðè÷åì S,U,N ÿâëÿþò-

ñÿ íàñûùåííûìè ôîðìàöèÿìè. Ôîðìàöèè ÿâèëèñü ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì äëÿ

èçó÷åíèÿ ïîäãðóïïîâîãî ñòðîåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï (ñì. [47]), ÷òî îáóñëîâèëî èí-

òåíñèâíîå ðàçâèòèå òåîðèè ôîðìàöèé â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ.

Â òåîðèè êëàññîâ êîíå÷íûõ ãðóïï âàæíóþ ðîëü èãðàþò ôóíêöèîíàëüíûå

ìåòîäû. Óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ èçó÷åíèÿ ôîðìàöèé ÿâèëèñü ôóíêöèè, â

êà÷åñòâå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ âûñòóïàåò ìíîæåñòâî P âñåõ ïðîñòûõ ÷è-

ñåë (èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ àáåëåâûõ ãðóïï). Òàê,

ïîíÿòèå ôîðìàöèè áûëî ââåäåíî Ãàøþöîì â 1963 ãîäó â ðàáîòå [64], è óæå â ýòîé

ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíûõ ìåòîäîâ Ãàøþöîì áûëè ïîñòðîåíû ëîêàëü-

íûå ôîðìàöèè, çàíèìàþùèå öåíòðàëüíîå ìåñòî â òåîðèè ôîðìàöèé êîíå÷íûõ

ãðóïï, à òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî â óíèâåðñóìå âñåõ êîíå÷íûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï

âñÿêàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ íàñûùåííîé1. Ñëåäóÿ Ãàùþöó, â ðàáîòå

[71] Õàðòëè ââåë ïîíÿòèå ëîêàëüíîãî êëàññà Ôèòòèíãà.

Ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé áûëè ðåøåíû ìíîãèå âàæíûå âîïðîñû â

òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè, ñ åäèíûõ ïîçèöèé èçëîæåíû ðåçóëüòàòû î

ñèëîâñêèõ, õîëëîâûõ, êàðòåðîâûõ, ãàøþöåâûõ ïîäãðóïïàõ, î ñèñòåìíûõ íîðìà-

ëèçàòîðàõ êîíå÷íûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï, î ãðóïïàõ Ìèëëåðà-Ìîðåíî, ãðóïïàõ

Øìèäòà è ìíîãèå äðóãèå (ñì. [47]). Ëîêàëüíûå ôîðìàöèè íàøëè ïðèìåíåíèå

â èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ äîïîëíÿåìîñòè â ãðóïïå åå íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï. Â

ýòîì íàïðàâëåíèè õîðîøî èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Ãàøþöà.

Òåîðåìà 1 (Ãàøþö, [63]). Ïóñòü N � íîðìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà êî-

íå÷íîé ãðóïïû G. Ïîäãðóïïà N òîãäà è òîëüêî òîãäà äîïîëíÿåìà â ãðóïïå G,
1Òåîðåìà î òîì, ÷òî âñÿêàÿ ôîðìàöèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï íàñûùåííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ëîêàëüíà, èçâåñòíà â

íàñòîÿùåå âðåìÿ êàê òåîðåìà Ãàøþöà-Ëþáåçåäåðà-Øìèäà (ñì., íàïðèìåð, [60], òåîðåìà IV, 4.6).
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êîãäà Np äîïîëíÿåìà â Gp äëÿ ëþáîãî p ∈ π(N).

Âèëàíäò â îáçîðíîì äîêëàäå íà Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåñ-

ñå â Ýäèíáóðãå â 1958 ãîäó ïîñòàâèë ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó (Âèëàíäò [81]):

(A) Îñëàáèòü óñëîâèå àáåëåâîñòè íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû N â Òåîðåìå 1.

Îäíîâðåìåííî Âèëàíäòîì áûëà îòìå÷åíà íåâîçìîæíîñòü èñêëþ÷èòü ýòî

óñëîâèå ïîëíîñòüþ (ïðèìåð, ïîäòâåðæäàþùèé äàííûé ôàêò, èìååòñÿ â êíèãå

[74], ñ. 131).

Âàæíûé øàã â ðåøåíèè ïðîáëåìû (A) áûë ñäåëàí Ë.À. Øåìåòêîâûì, à

èìåííî, â 1974 ãîäó Ë.À. Øåìåòêîâ äëÿ ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F äîêàçàë ñëå-

äóþùóþ òåîðåìó î äîïîëíÿåìîñòè â êîíå÷íîé ãðóïïå G åå F-êîðàäèêàëà N â

ñëó÷àå, êîãäà ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû èç N ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè.

Òåîðåìà 2 (Øåìåòêîâ, [45]). Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � êîíå÷-

íàÿ ãðóïïà. Åñëè äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, äåëÿùåãî |G : GF|, ñèëîâñêàÿ
p-ïîäãðóïïà èç GF àáåëåâà, òî ïîäãðóïïà GF äîïîëíÿåìà â G.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé èç òåîðåìû 2 âûòåêàþò, ñòàâøèå óæå êëàññè÷åñêèìè,

òåîðåìà Ô. Õîëëà [70] î äîïîëíÿåìîñòè â êîíå÷íîé ðàçðåøèìîé ãðóïïå G å¼

êîììóòàíòàG′ (A-êîðàäèêàëà ãðóïïûG) ñ àáåëåâûìè ñèëîâñêèìè ïîäãðóïïàìè,

òåîðåìà Õóïïåðòà [73] î äîïîëíÿåìîñòè â G íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû Op(G) (Np-

êîðàäèêàëà ãðóïïû G) ñ àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé.

Ïîíÿòèå F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïû, ââåäåííîå â ðàññìîòðåíèå Ãàøþöîì

â 1963 ãîäó [64], ÿâèëîñü åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèé õîëëîâîé è êàðòåðî-

âîé ïîäãðóïï. Ãàøþö â ðàáîòå [64] îáúåäèíèë è ðàñøèðèë èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû

Õîëëà [67] è Êàðòåðà [58], à èìåííî, Ãàøþöîì áûëè óñòàíîâëåíû ñóùåñòâîâà-

íèå è ñîïðÿæåííîñòü F-ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï ( F-ïðîåêòîðîâ1 ) â ðàçðåøèìîé

ãðóïïå äëÿ íàñûùåííîé (ëîêàëüíîé) ôîðìàöèè F. Â ðàáîòå Øóíêà [77] òåîðåìà

Ãàøþöà áûëà ðàñïðîñòðàíåíà äëÿ êëàññà F, ÿâëÿþùåãîñÿ ïðèìèòèâíî çàìêíó-

òûì ãîìîìîðôîì. Øìèä è Ý.Ô. Øìèãèðåâ â ðàáîòàõ [76] è [53] ñîîòâåòñòâåííî

ðàñïðîñòðàíèëè ðåçóëüòàòû Ãàøþöà [64] íà ïðîèçâîëüíûå ãðóïïû ñ ðàçðåøè-

ìûì F-êîðàäèêàëîì GF, à Ë.À. Øåìåòêîâûì â [46] óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè F-

êîðàäèêàëà GF áûëî îñëàáëåíî äî π(F)-ðàçðåøèìîñòè.

1Ïîíÿòèå F-ïðîåêòîðà ãðóïïû áûëî ââåäåíî Ãàøþöîì â 1969 ãîäó (ñì. [65]). Îòìåòèì, ÷òî â óíèâåðñóìå âñåõ êîíå÷íûõ

ðàçðåøèìûõ ãðóïï ïîíÿòèÿ F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïû è F-ïðîåêòîðà ñîâïàäàþò.
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Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå ðåçóëüòàòû ðàáîò [46], [53], [64], [76], [77] ïîëó÷èëè

â ðàáîòå Ýðèêñîíà [61] äëÿ ïðèìèòèâíî çàìêíóòîãî ãîìîìîðôà (êëàññà Øóíêà),

ñîäåðæàùåãîñÿ â SQ-çàìêíóòîì óíèâåðñóìå. Â ðàáîòå Ô¼ðñòåðà [62] ê èññëåäî-

âàíèþ âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è ñîïðÿæåííîñòè F-ïðîåêòîðîâ â ãðóïïàõ äëÿ

êëàññà Øóíêà F, ñîäåðæàùåãîñÿ â SQEΦ-çàìêíóòîì óíèâåðñóìå, áûë ïðèìå-

íåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè Q-ãðàíèöû êëàññà Øóíêà (ñì. òàêæå

[60], ãëàâû III è VI). Â ðÿäå ðàáîò áûëè óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ F-ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé

(F-ïðîåêòîðîì) ãðóïïû G èëè ñîäåðæèòñÿ â å¼ F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïå (F-

ïðîåêòîðå), â ÷àñòíîñòè, âûÿâëåíû óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ F-ïðîåêòîð ãðóïïû

ÿâëÿåòñÿ å¼ F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé (ñì., íàïðèìåð, [3], [55], [56], [59], [72]).

Â êíèãå [60] Äåðêîì è Õîóêñîì áûëà ïîñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ îáùàÿ ïðîáëåìà

(Äåðê, Õîóêñ [60], ãëàâà III, � 3, ïðîáëåìà Â):

(B) Ìîæåò ëè óíèâåðñóì, äëÿ êîòîðîãî ðàáîòàåò òåîðèÿ ïðîåêòîðîâ,

ðàñøèðåí çà ïðåäåëû êëàññà S âñåõ êîíå÷íûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï?

Ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ îòíîñÿòñÿ óïîìÿíóòûå âûøå ðåçóëüòàòû Øìèäà,

Ý.Ô. Øìèãèðåâà, Ë.À. Øåìåòêîâà, Ýðèêñîíà, Ô¼ðñòåðà.

Ô. Õîëë â ðàáîòàõ [68], [69] ââåë ïîíÿòèÿ ñèëîâñêîé ñèñòåìû è ñèñòåìíîãî

íîðìàëèçàòîðà ñ öåëüþ áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ ðàçðåøèìûõ ãðóïï. Êàðòåðîì

è Õîóêñîì â ðàáîòå [59] äëÿ ëþáîé ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F â ðàçðåøèìîé ãðóï-

ïå G áûë âûäåëåí ñîïðÿæåííûé êëàññ F-ïîäãðóïï, ïîëó÷èâøèõ â [59] íàçâàíèå

F-íîðìàëèçàòîðîâ, ïðè÷åì êëàññ F-íîðìàëèçàòîðîâ ñîâïàäàåò ñ ñîïðÿæåííûì

êëàññîì ñèñòåìíûõ íîðìàëèçàòîðîâ â G, êîãäà F ñîâïàäàåò ñ êëàññîì N âñåõ

íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï. Â ðàáîòå [59] óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ F-íîðìàëèçàòîðîâ â

ðàçðåøèìîé ãðóïïå G âûïîëíÿþòñÿ ìíîãèå ñâîéñòâà ñèñòåìíûõ íîðìàëèçàòî-

ðîâ âG, à èìåííî, â [59] äîêàçàíî, ÷òî â ðàçðåøèìîé ãðóïïåG äëÿ ëþáîé ëîêàëü-

íîé ôîðìàöèè F ñóùåñòâóþò F-íîðìàëèçàòîðû, ëþáûå äâà F-íîðìàëèçàòîðà

ãðóïïû G ñîïðÿæåíû â G, F-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G ïîêðûâàåò êàæäûé F-

öåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð è èçîëèðóåò êàæäûé F-ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâ-

íûé ôàêòîð ãðóïïû G (ñì. òàêæå [60], ãëàâà V). Êðîìå òîãî, â [59] äëÿ F-

íîðìàëèçàòîðà H ðàçðåøèìîé ãðóïïû G áûëà ïîëó÷åíà åãî õàðàêòåðèçàöèÿ

ïîñðåäñòâîì öåïè ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï, ñîåäèíÿþùèõ H ñ G. Ýòî ñâîéñòâî
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F-íîðìàëèçàòîðà H ðàçðåøèìîé ãðóïïû G ïîñëóæèëî îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ

îïðåäåëåíèÿ F-íîðìàëèçàòîðàH äëÿ êëàññà Øóíêà â ðàáîòå Ìàííà [75] è â ïðî-

èçâîëüíîé ãðóïïå äëÿ ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F â ðàáîòå Ë.À. Øåìåòêîâà [46] (ñì.

òàêæå [47]). Ïîíÿòèå F-íîðìàëèçàòîðà (ñèñòåìíîãî íîðìàëèçàòîðà) ðàçðåøèìîé

ãðóïïû G îêàçàëîñü òåñíî ñâÿçàííûì ñ ïîíÿòèÿìè F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïû

è ïîäãðóïïû Êàðòåðà ãðóïïû G (ñì. [57], [59], [60], [64]). Òàê, â [59] óñòàíîâëå-

íî, ÷òî ëþáîé F-íîðìàëèçàòîð ðàçðåøèìîé ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé

F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïå èç G. F-íîðìàëèçàòîðû òàêæå íàøëè ïðèìåíåíèå â

èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ äîïîëíÿåìîñòè F-êîðàäèêàëîâ â ãðóïïàõ. Â [59] äîêà-

çàíî, ÷òî âñÿêîå äîïîëíåíèå ê àáåëåâîìó F-êîðàäèêàëó ðàçðåøèìîé ãðóïïû G

ÿâëÿåòñÿ F-íîðìàëèçàòîðîì â G, ãäå F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëü-

íîé ãðóïïû G àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí Ë.À. Øåìåòêîâûì â [47].

Â ñâÿçè ñ êëàññèôèêàöèåé êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï àêòóàëüíîé â òåîðèè

êîíå÷íûõ ãðóïï ñòàëà çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ íåïðîñòûõ êîíå÷íûõ ãðóïï ñ ïðîèç-

âîëüíûìè, íåîáÿçàòåëüíî àáåëåâûìè, êîìïîçèöèîííûìè ôàêòîðàìè. Íàèáîëåå

óäîáíûìè äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâèëèñü êîìïîçèöèîííûå ôîðìàöèè, ââå-

äåííûå â ðàññìîòðåíèå Ë.À. Øåìåòêîâûì â 1974 ãîäó ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé âè-

äà f : I → {ôîðìàöèè êîíå÷íûõ ãðóïï}, ãäå I � êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ

ãðóïï [45]. Íåçàâèñèìî îò Ë.À. Øåìåòêîâà êîìïîçèöèîííûå ôîðìàöèè áûëè ïî-

ñòðîåíû Áýðîì â òåðìèíàõ ðàçðåøèìî íàñûùåííûõ ôîðìàöèé (ñì. [60]). Êîì-

ïîçèöèîííûå ôîðìàöèè òàêæå íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå â òåîðèè êîíå÷íûõ

ãðóïï, â ÷àñòíîñòè, ïðè èçó÷åíèè ñóáíîðìàëüíûõ ïîäãðóïï è èõ îáîáùåíèé (ñì.

[15]).

Òîò ôàêò, ÷òî òåîðèÿ ôîðìàöèé îêàçàëàñü äîñòàòî÷íî óäîáíûì ñðåäñòâîì

äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ âîïðîñîâ òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï, ïðèâåë ê íåîáõîäèìîñòè

áîëåå òùàòåëüíîãî èçó÷åíèÿ ñàìèõ ôîðìàöèé. Â 1984 ãîäó Ë.À. Øåìåòêîâ äëÿ

íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà ω ìíîæåñòâà P ïîñòðîèë ω-ëîêàëüíûå ôîðìàöèè [49],

ðàñêðûâ íîâûå âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèé ïðè èçó÷åíèè êëàññîâ êî-

íå÷íûõ ãðóïï. Ïðèìåðîì ýòîìó ñëóæàò ðàáîòû [38], [40], [52]. Â ðàáîòå [40] À.Í.

Ñêèáîé è Ë.À.Øåìåòêîâûì äîêàçàíà ðàâíîñèëüíîñòü ïîíÿòèé ω-ëîêàëüíîé è ω-

íàñûùåííîé ôîðìàöèé. Àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìû ïðèìåíåíèÿ ω-ëîêàëüíûõ ôîð-

ìàöèé ê èçó÷åíèþ ïîäãðóïïîâîãî ñòðîåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï â ðàçíûå ãîäû íåîä-
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íîêðàòíî îáñóæäàëàñü íà Ãîìåëüñêîì Àëãåáðàè÷åñêîì Ñåìèíàðå. Â 1999 ãîäó

À.Í. Ñêèáà è Ë.À. Øåìåòêîâ â êà÷åñòâå îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ êîìïîçèöèîííîé

ôîðìàöèè ïîñòðîèëè Ω-êîìïîçèöèîííûå ôîðìàöèè, ãäå Ω � íåïóñòîé ïîäêëàññ

êëàññà I (ñì. [41]).

Êàê îòìå÷åíî â ìîíîãðàôèè À.Í. Ñêèáû [39], âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé

ôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â íåé òåõ èëè èíûõ ïîäôîðìàöèé è èõ âçàèìíîå

ðàñïîëîæåíèå (ñì. [39], ñ. 9). Ïîñêîëüêó ïîíÿòèå ôîðìàöèè ÿâèëîñü åñòåñòâåí-

íûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ìíîãîîáðàçèÿ, òî ìíîãèå ìåòîäû â òåîðèè ôîðìàöèé

âîçíèêëè êàê àíàëîãè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäîâ òåîðèè ìíîãîîáðàçèé. Â ÷àñò-

íîñòè, èññëåäîâàíèÿ ïîäôîðìàöèîííîãî ñòðîåíèÿ ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé ïðèâåëè

ê íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè îñîáûõ ìåòîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîíÿòèåì êðèòè÷å-

ñêîé ôîðìàöèè. Â 1980 ãîäó Ë.À. Øåìåòêîâûì íà VI Âñåñîþçíîì ñèìïîçèóìå

ïî òåîðèè ãðóïï âïåðâûå áûëà ïîñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ îáùàÿ ïðîáëåìà (Ë.À.

Øåìåòêîâ [48]):

(C) Èçó÷èòü Hθ-êðèòè÷åñêèå ôîðìàöèè, ãäå H � êëàññ ãðóïï, θ � íåêî-

òîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ôîðìàöèé.

Â ñåðèè ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [33] � [37]) À.Í. Ñêèáà ïîëó÷èë ðåøåíèå

Ïðîáëåìû (C) â ñëó÷àå, êîãäà θ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé. Â

ðàáîòàõ [25] è [26] èçó÷åíû êðèòè÷åñêèå íîðìàëüíî íàñëåäñòâåííûå è íàñëåä-

ñòâåííûå ëîêàëüíûå ôîðìàöèè ñîîòâåòñòâåííî. Âàæíûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ

ëîêàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå êðàòíîé ëîêàëüíîñòè, ââåäåííîå â ðàññìîòðåíèå

À.Í. Ñêèáîé â 1987 ãîäó [35]. Â ðàáîòå Â.Ã. Ñàôîíîâà [22] ïîëó÷åíî îïèñàíèå

ñòðîåíèÿ êðèòè÷åñêèõ n-êðàòíî ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé. Èññëåäîâàíèåì êðèòè÷å-

ñêèõ ω-ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé çàíèìàëèñü À.Í. Ñêèáà, Â.Ì. Ñåëüêèí, È.Í. Ñà-

ôîíîâà è äð. (ñì., íàïðèìåð, [23], [24], [27]). Â ðàáîòå [82] èçó÷åíû êðèòè÷åñêèå

êîìïîçèöèîííûå ôîðìàöèè, à â [7] ïîëó÷åíî îïèñàíèå ñòðîåíèÿ êðèòè÷åñêèõ

Ω-êîìïîçèöèîííûõ íàñëåäñòâåííûõ ôîðìàöèé. Â ïîñëåäíèå ãîäû íåðåäêî â êà-

÷åñòâå àïïàðàòà èññëåäîâàíèÿ ôîðìàöèé ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ ïîäãðóïïîâûå

ôóíêòîðû, ò.å. ñîãëàñîâàííûå ñ èçîìîðôèçìàìè ãðóïï ôóíêöèè, âûäåëÿþùèå

íåêîòîðûå ñèñòåìû ïîäãðóïï (ñì. [15], [39]). Òåîðèÿ ïîäãðóïïîâûõ ôóíêòîðîâ

êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå íàïðàâëåíèå â ðàìêàõ òåîðèè ãðóïï áåðåò ñâîå íà÷àëî â

ðàáîòàõ Ð. Áýðà [54] è Á.È. Ïëîòêèíà [20]. Îäíàêî îñîáåííî èíòåíñèâíî äàííàÿ
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òåîðèÿ ñòàëà ðàçâèâàòüñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû â ñâÿçè ñ îáíàðóæåíèåì òåñíîé ñâÿçè

ìåæäó ïîäãðóïïîâûìè ôóíêòîðàìè è êëàññàìè ãðóïï (ñì. [15]). Â ìîíîãðàôèè

[39] ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î êðèòè÷åñêèõ τ -çàìêíóòûõ n-êðàòíî

ëîêàëüíûõ ôîðìàöèÿõ, ãäå τ � ðåãóëÿðíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð (ïîäãðóïïî-

âîé ôóíêòîð Ñêèáû).

Â 1999 ãîäó Â.À. Âåäåðíèêîâûì áûë ïðåäëîæåí ïðèíöèïèàëüíî íîâûé

ôóíêöèîíàëüíûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ôîðìàöèé, êîòîðûé ïðèâåë ê íåîáõîäèìî-

ñòè ðàññìîòðåíèÿ äëÿ ôîðìàöèé íàðÿäó ñ ôóíêöèÿìè-ñïóòíèêàìè íîâîé ôóíê-

öèè � íàïðàâëåíèÿ, îïðåäåëÿåìîé êàê îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà P âñåõ ïðîñòûõ

÷èñåë (êëàññà I âñåõ ïðîñòûõ êîíå÷íûõ ãðóïï) âî ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ôîð-

ìàöèé Ôèòòèíãà ([98], [99]). Òàêèõ íàïðàâëåíèé ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæå-

ñòâî, à íàïðàâëåíèå ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè (Ω-êîìïîçèöèîííîé ôîðìàöèè) ÿâ-

ëÿåòñÿ îäíèì èç íèõ. Ïîýòîìó äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà ω ïðî-

ñòûõ ÷èñåë (äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íåïóñòîãî êëàññà Ω ïðîñòûõ êîíå÷íûõ ãðóïï)

ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íîâûõ âèäîâ ôîðìàöèé � ω-âååðíûõ

ôîðìàöèé (Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé). Â.À. Âåäåðíèêîâûì â 1999 ãîäó áûëà

ïîñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à (Â.À. Âåäåðíèêîâ [98], [99]):

(D) Ðàçðàáîòàòü òåîðèè ω-âååðíûõ (çàäà÷à (D1)) è Ω-ðàññëîåííûõ (çà-

äà÷à (D2)) ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï.

Ââèäó îòìå÷åííîé âûøå ñâÿçè ìåæäó F-ïðîåêòîðàìè, F-ïîêðûâàþùèìè

ïîäãðóïïàìè è F-íîðìàëèçàòîðàìè â êîíå÷íûõ ãðóïïàõ äëÿ ëîêàëüíîé ôîðìà-

öèè F ðåøåíèå Ïðîáëåìû (B) ÿâëÿåòñÿ òåñíî ñâÿçàííûì ñ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé

çàäà÷è:

(E) Ðàçðàáîòàòü òåîðèþ Fω-íîðìàëèçàòîðîâ, ãäå F � ïðîèçâîëüíàÿ ω-

ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ.

Öåëè äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ.

Â äèññåðòàöèè ñòàâèòñÿ öåëüþ ðåøåíèå ïðîáëåì è çàäà÷ (A) � (E).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

1. Ðåøåíà Ïðîáëåìà Âèëàíäòà [81] î äîïîëíÿåìîñòè â êîíå÷íîé ãðóïïå G

F-êîðàäèêàëà GF áåç óñëîâèÿ àáåëåâîñòè åãî ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï äëÿ ω-

ëîêàëüíîé (ëîêàëüíîé) ôîðìàöèè Ôèòòèíãà F (ðåøåíèå Ïðîáëåìû (A)).



10

2. Ðåøåíà Ïðîáëåìà Äåðêà è Õîóêñà [60] î ðàñøèðåíèè óíèâåðñóìà, â êîòîðîì

ðàáîòàåò òåîðèÿ ïðîåêòîðîâ, çà ïðåäåëû êëàññà âñåõ êîíå÷íûõ ðàçðåøèìûõ

ãðóïï (ðåøåíèå Ïðîáëåìû (B)).

3. Ðåøåíà Ïðîáëåìà Ë.À. Øåìåòêîâà [48] èçó÷åíèÿ Hθ-êðèòè÷åñêèõ ôîð-

ìàöèé äëÿ n-êðàòíî ω-âååðíûõ, τ -çàìêíóòûõ ω-âååðíûõ, τ -çàìêíóòûõ Ω-

ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé (ðåøåíèå Ïðîáëåìû (C)).

4. Ðàçðàáîòàíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ω-âååðíûõ è òåîðèè Ω-

ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé (ðåøåíèå Çàäà÷è (D) Â.À. Âåäåðíèêîâà).

5. Ðàçðàáîòàíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè Fω-íîðìàëèçàòîðîâ, ãäå F � ïðî-

èçâîëüíàÿ ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ (ðåøåíèå Çàäà÷è (E)).

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ

êëàññè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè ãðóïï, à òàêæå ìåòîäû òåîðèè êëàññîâ ãðóïï è

òåîðèè ïîäãðóïïîâûõ ôóíêòîðîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ðàáîòà èìååò

òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â èññëåäîâà-

íèÿõ ïî òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï è òåîðèè êëàññîâ êîíå÷íûõ ãðóïï, ïðè ÷òåíèè

ñïåöêóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ â îáëàñòè àëãåá-

ðû.

Ïóáëèêàöèè. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 16

ñòàòüÿõ [82] � [97] â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ âåäóùèõ ðåöåíçèðóå-

ìûõ íàó÷íûõ èçäàíèé. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 26 ñòàòüÿõ

[82] � [97], [102], [107] � [109], [114], [115], [120], [121], [124], [125] â ðåöåíçèðóåìûõ

íàó÷íûõ èçäàíèÿõ è 3 ïðåïðèíòàõ [98], [99], [116].

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå ðåçóëü-

òàòû äèññåðòàöèè àïðîáèðîâàëèñü:

� íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå êàôåäðû Âûñøåé àëãåáðû

Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà (2017 ã.,

Ìîñêâà);
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� íà ñåìèíàðå ¾Àëãåáðà è ëîãèêà¿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èìåíè

Ñ.Ë. Ñîáîëåâà Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê (2017 ã.,

Íîâîñèáèðñê);

� íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå îòäåëà àëãåáðû è òîïîëîãèè Èí-

ñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èìåíè Í.Í. Êðàñîâñêîãî Óðàëüñêîãî îòäåëåíèÿ

Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê (2016 ã., Åêàòåðèíáóðã);

� íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Àëãåáðà è ëîãèêà: òåîðèÿ è ïðèëîæå-

íèÿ¿ (2016 ã., Êðàñíîÿðñê) � ïëåíàðíûé äîêëàä;

� íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Groups and Graphs, Metrics and

Menifolds"(2017 ã., Åêàòåðèíáóðã);

� íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû àëãåáðû è ãåîìåòðèè Áðÿíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

óíèâåðñèòåòà èìåíè àêàäåìèêà È.Ã. Ïåòðîâñêîãî (2014 � 2017 ãã., Áðÿíñê).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè òàêæå áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ìåæäóíàðîäíûõ àë-

ãåáðàè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ â Ìîñêâå (2003, 2008), Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå (2002),

Åêàòåðèíáóðãå (2001, 2015), Êðàñíîÿðñêå (2002, 2007, 2010, 2013, 2016), Ãîìå-

ëå (2000, 2005, 2007), Êèåâå (2002), Âëàäèêàâêàçå (2012, 2015), Êàçàíè (2016),

Íàëü÷èêå (2017) (ñì. [100] � [101], [103] � [106], [110] � [113], [117] � [119], [122],

[123], [127] � [132]).

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

÷åòûðåõ ãëàâ îñíîâíîé ÷àñòè, çàêëþ÷åíèÿ, ïåðå÷íÿ óñëîâíûõ îáîçíà÷åíèé è

îïðåäåëåíèé, ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîñòàâëåííîãî â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå. Îáúåì

äèññåðòàöèè � 229 ñòðàíèö.
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Îáçîð ðåçóëüòàòîâ

Îáçîð ðåçóëüòàòîâ Ãëàâû 1.

Ãëàâà 1 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå òåîðèè ω-âååðíûõ ôîðìàöèé

êîíå÷íûõ ãðóïï è åå ïðèìåíåíèþ ê èçó÷åíèþ âîïðîñîâ äîïîëíÿåìîñòè êîðà-

äèêàëîâ â ãðóïïàõ. Â äàííîé ãëàâå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

äèññåðòàöèè:

� ðåøåíà (ñîâìåñòíî ñ Â.À. Âåäåðíèêîâûì) Çàäà÷à (D1): Òåîðåìû 1.1.1, 1.1.3,

1.1.4, 1.1.6, 1.1.7;

� ðåøåíà (ñîâìåñòíî ñ Â.À. Âåäåðíèêîâûì) Ïðîáëåìà (A) äëÿ ñëó÷àÿ ëîêàëü-

íîé ôîðìàöèè Ôèòòèíãà F: Ñëåäñòâèÿ 1.4.1, 1.4.2, 1.4.4 Òåîðåìû 1.4.2.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [84], [95]

è ïîëó÷åíû â íåðàçäåëèìîì ñîàâòîðñòâå ñ Â.À. Âåäåðíèêîâûì.

Â ïàðàãðàôå 1.1 ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ω-âååðíûõ

ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï. Ïóñòü f : ω ∪ {ω′} → { ôîðìàöèè ãðóïï }, ãäå
f(ω′) 6= Ø, � ω-ôîðìàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïðîñòîãî íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà èëè,

êîðîòêî, ωF -ôóíêöèÿ, g : P → { ôîðìàöèè ãðóïï } � ôîðìàöèîííàÿ ôóíêöèÿ

ïðîñòîãî íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà èëè, êîðîòêî, PF -ôóíêöèÿ, δ : P → { íåïó-
ñòûå ôîðìàöèè Ôèòòèíãà } � ôîðìàöèîííî-ðàäèêàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðîñòîãî íà-
òóðàëüíîãî àðãóìåíòà, èëè êîðîòêî, PFR-ôóíêöèÿ. Ôîðìàöèþ

ωF (f, δ) = ( G ∈ E | G/Oω(G) ∈ f(ω′) è G/Gδ(p) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(G) )

íàçûâàåì ω-âååðíîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì δ è ω-ñïóòíèêîì f . Ôîðìàöèþ

PF (g, δ) = ( G ∈ E | G/Gδ(p) ∈ g(p) äëÿ âñåõ p ∈ π(G) )

íàçûâàåì âååðíîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì δ è ñïóòíèêîì g.

Îäíèì èç âàæíûõ âèäîâ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ÿâëÿþòñÿ ω-ïîëíûå ôîð-

ìàöèè. Ôîðìàöèþ F = ωF (f, δ0) íàçûâàåì ω-ïîëíîé ôîðìàöèåé, ãäå δ0(p) = Ep′

äëÿ ëþáîãî p ∈ P, è îáîçíà÷àåì F = ωAF (f). Çíà÷åíèå ω-ïîëíûõ ôîðìàöèé â

òåîðèè ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.1.1. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ íååäèíè÷íàÿ ôîðìàöèÿ è ω = π(F).

Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ ω-ïîëíîé ôîðìàöèåé.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ω-âååðíûìè è âååðíûìè

ôîðìàöèÿìè.

Òåîðåìà 1.1.3. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ íååäèíè÷íàÿ ôîðìàöèÿ è π(F) ⊆ ω.

Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ω-âååðíîé ñ íàïðàâëåíèåì δ è ω-ñïóòíèêîì f òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà F � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ñïóòíèêîì f1

òàêèì,÷òî f1(p) = f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω è f1(p) = Ø äëÿ âñåõ p ∈ P \ ω.

Îäíèì èç âèäîâ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ÿâëÿþòñÿ õîðîøî èçâåñòíûå ω-

ëîêàëüíûå ôîðìàöèè. Â.À. Âåäåðíèêîâ â ðàáîòå [8] ââåë â ðàññìîòðåíèå äâà

âàæíûõ âèäà ω-âååðíûõ ôîðìàöèé � ω-ñïåöèàëüíûå è ω-öåíòðàëüíûå ôîðìà-

öèè. Äëÿ íàïðàâëåíèé δ0, δ1, δ2, δ3 ñîîòâåòñòâåííî ω-ïîëíîé, ω-ëîêàëüíîé, ω-

ñïåöèàëüíûîé è ω-öåíòðàëüíîé ôîðìàöèé ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå: δ0 ≤ δ1 ≤
δ2 ≤ δ3. Ñðåäè íàïðàâëåíèé δ ω-âååðíîé ôîðìàöèè òàêèõ, ÷òî δ0 ≤ δ, âàæíîå

ìåñòî çàíèìàþò p-íàïðàâëåíèÿ, ò.å. íàïðàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó

Ep′ · δ (p) = δ (p) äëÿ ëþáîãî p ∈ P. Â ÷àñòíîñòè, ýòîìó ðàâåíñòâó óäîâëå-

òâîðÿþò îòìå÷åííûå âûøå íàïðàâëåíèÿ δ0, δ1, δ2 è δ3. Â.À. Âåäåðíèêîâ â ðà-

áîòå [8] äëÿ ω-âååðíîé ôîðìàöèè ââåë â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèå a-íàïðàâëåíèÿ,

b-íàïðàâëåíèÿ, bp-íàïðàâëåíèÿ, ãäå p ∈ P, r-íàïðàâëåíèÿ è s-íàïðàâëåíèÿ. Äëÿ
ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ñ p-íàïðàâëåíèåì ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.1.4. Ïóñòü δ � p-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè. Åñëè F

� âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ, òî F ÿâëÿåòñÿ ω-âååðíîé ôîðìàöèåé ñ

íàïðàâëåíèåì δ äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë ω.

Ïðè èññëåäîâàíèè ω-âååðíûõ ôîðìàöèé óäîáíî èñïîëüçîâàòü èõ ω-

ñïóòíèêè. Ýòîò ôàêò îáóñëîâëåí òåì, ÷òî çíà÷åíèÿìè ω-ñïóòíèêà ω-âååðíîé

ôîðìàöèè F ÿâëÿþòñÿ ôîðìàöèè, èìåþùèå ÷àñòî áîëåå ïðîñòîå ñòðîåíèå, ÷åì

ôîðìàöèÿ F. Â ïàðàãðàôå 1.1 ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå âàæíûå âèäû ω-

ñïóòíèêîâ ω-âååðíîé ôîðìàöèè. Â òåîðåìå 1.1.6 óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå

åäèíñòâåííîãî ìèíèìàëüíîãî ω-ñïóòíèêà ω-âååðíîé ôîðìàöèè ñ íàïðàâëåíèåì

δ, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ δ0 ≤ δ, à òàêæå ïîëó÷åíî îïèñàíèå åãî ñòðîåíèÿ.

Èñïîëüçóÿ îïèñàíèå ñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ω-ñïóòíèêà ω-âååðíîé ôîðìàöèè,

ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ îá ω-âååðíûõ ôîðìàöèÿõ.

Òåîðåìà 1.1.7. Ïóñòü δ � ps-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè. Ôîðìà-
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öèÿ F ÿâëÿåòñÿ ω-âååðíîé ñ íàïðàâëåíèåì δ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F

ÿâëÿåòñÿ {q}-âååðíîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì δ äëÿ ëþáîãî q ∈ ω ∩ π(F).

Ñðåäè ω-ñïóòíèêîâ ω-âååðíîé ôîðìàöèè F áîëüøóþ ðîëü èãðàþò âíóò-

ðåííèå ω-ñïóòíèêè, ò.å. òàêèå ω-ñïóòíèêè, âñå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîä-

ôîðìàöèÿìè ôîðìàöèè F. Â ÷àñòíîñòè, èç ñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ω-ñïóòíèêà

f ω-âååðíîé ôîðìàöèè F âûòåêàåò, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì

F. Â.À. Âåäåðíèêîâ â ðàáîòå [8] óñòàíîâèë, ÷òî ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ F ñ bp-

íàïðàâëåíèåì δ òàêèì, ÷òî δ ≤ δ3, îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëüíûì âíóò-

ðåííèì ω-ñïóòíèêîì, à òàêæå ïîëó÷èë îïèñàíèå åãî ñòðîåíèÿ. Ë.À. Øåìåòêîâ

è À.Í. Ñêèáà â êíèãå [50] ââåëè â ðàññìîòðåíèå ïîëóâíóòðåííèé êîìïîçèöèîí-

íûé ýêðàí (ñïóòíèê) êîìïîçèöèîííîé ôîðìàöèè (ñì. [50], � 15). Ñëåäóÿ [50],

â ïàðàãðàôå 1.1 ââåäåíî îïðåäåëåíèå ïîëóâíóòðåííåãî ω-ñïóòíèêà ω-âååðíîé

ôîðìàöèè è èññëåäîâàíî ñòðîåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïîëóâíóòðåííåãî ω-ñïóòíèêà

ω-âååðíîé ôîðìàöèè ñ bqp-íàïðàâëåíèåì, ãäå q � íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî èç ω.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 1.1 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [84].

Ïàðàãðàôû 1.2 � 1.4 ïîñâÿùåíû ïðèìåíåíèþ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ñ íà-

ïðàâëåíèåì δ1 (ω-ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé) ê èññëåäîâàíèþ äîïîëíÿåìîñòè êîðà-

äèêàëîâ â ãðóïïàõ.

Â ïàðàãðàôå 1.2 ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèÿ fω-öåíòðàëüíîãî è fω-

ýêñöåíòðàëüíîãî ãëàâíûõ ôàêòîðîâ ãðóïï, ñâîéñòâà êîòîðûõ â ïàðàãðàôàõ 1.3

è 1.4 ïðèìåíÿþòñÿ ê èññëåäîâàíèþ óêàçàííûõ âûøå âîïðîñîâ. Ïóñòü f � ωF -

ôóíêöèÿ. Ãëàâíûé ωd-ôàêòîð A/B ãðóïïû G íàçûâàåì fω-öåíòðàëüíûì â G,

åñëè G/CG(A/B) ∈ f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ∩ π(A/B); fω-ýêñöåíòðàëüíûì â G,

åñëè G/CG(A/B) 6∈ f(p) äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ ω∩π(A/B). Â ëåììå 1.2.1 ïîëó÷åíà

õàðàêòåðèçàöèÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè ñ âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì f â òåðìè-

íàõ fω-öåíòðàëüíûõ ãëàâíûõ ôàêòîðîâ ãðóïï. Äàëåå â äàííîì ïàðàãðàôå äëÿ ω-

ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ F-êîðàäèêàë ãðóïïû

G íå ñîäåðæèò îïðåäåëåííûõ G-ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ ôàêòîðîâ. Êëþ÷åâîé

çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.2.1. Ïóñòü F = ωLF (f) � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà

ñ ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì f è ãðóïïà G = A1A2 · · ·An, ãäå

A1, A2, . . . , An � ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñóáíîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G.
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Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ∈ ω ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû AF
i

ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n, òî GF = AF
1A

F
2 · · ·A

F
n è GF íå

ñîäåðæèò G-ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ.

Â ïàðàãðàôå 1.3 èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ïðèìåíåíèÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè

F ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ ω-äîïîëíåíèé è äîïîëíåíèé ê F-êîðàäèêàëó

GF â ãðóïïå G. Â òåîðåìàõ 1.3.1 � 1.3.3 ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ïîäîáíûå (íå ðàâ-

íîñèëüíûå) ðåçóëüòàòàì Ë.À.Øåìåòêîâà èç [78] (ñì. [78], òåîðåìû 4, 5, ñëåäñòâèå

òåîðåìû 5). Â òåîðåìå 1.3.4 óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ F-êîðàäèêàë GF

â ëþáîì ðàñøèðåíèè ãðóïïû G îáëàäàåò ω-äîïîëíåíèåì, íîðìàëèçóþùèì íåêî-

òîðóþ ñèëîâñêóþ ïîäãðóïïó èç GF.

Òåîðåìà 1.3.4. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, Γ � ðàñøèðåíèå ãðóï-

ïû G, ω1 � ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ïðîñòûõ ÷èñåë q ∈ ω, äëÿ êîòîðûõ ñèëîâñêàÿ
q-ïîäãðóïïà èç GF ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Åñëè ω1 6= Ø, òî â Γ ñóùåñòâóåò

ω1-äîïîëíåíèå ê G
F, íîðìàëèçóþùåå íåêîòîðóþ ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó èç GF,

ãäå p � íàèìåíüøåå ÷èñëî èç ω1.

Èç òåîðåìû 1.3.4 ñëåäóåò ðåçóëüòàò Ë.À. Øåìåòêîâà èç [47] (ñì. [47], òåî-

ðåìà 11.10).

Â ïàðàãðàôå 1.4 ïîëó÷åíî ðåøåíèå Ïðîáëåìû (A). Ñ ýòîé öåëüþ çäåñü

ââåäåíî îïðåäåëåíèå ωF-íîðìàëèçàòîðà ãðóïïû G. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîð-

ìàöèÿ. Ñëåäóÿ [47] (ñì. [47], îïðåäåëåíèå 21.1), ïîäãðóïïóH ãðóïïû G íàçûâàåì

ωF-íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû G, åñëè H/Φ(H) ∩ Oω′(H) ∈ F è ñóùåñòâóåò ìàê-

ñèìàëüíàÿ öåïü ãðóïïû G âèäà H = Ht ⊂ Ht−1 ⊂ · · · ⊂ H1 ⊂ H0 = G, ãäå t ≥ 0,

òàêàÿ, ÷òî Hi � F-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Hi−1 äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , t.

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åí ðÿä ñâîéñòâ ωF-íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïï (Ëåììû

1.4.3 � 1.4.5, Òåîðåìà 1.4.1). Â òåîðåìå 1.4.2 óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

ω-äîïîëíÿåìîñòè F-êîðàäèêàëà ãðóïïû G åå ωF-íîðìàëèçàòîðàìè.

Òåîðåìà 1.4.2. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà è ãðóïïà

G = A1A2 · · ·An, ãäå A1, A2, . . . , An � ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñóáíîðìàëüíûå

ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Åñëè F-êîðàäèêàë AF
i ÿâëÿåòñÿ ω-ðàçðåøèìûì äëÿ ëþ-

áîãî i = 1, 2, . . . , n, à åãî ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû àáåëåâû äëÿ ëþáîãî p ∈ ω,

òî êàæäûé ωF-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ω-äîïîëíåíèåì â G ê F-

êîðàäèêàëó GF.
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Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé èç òåîðåìû 1.4.2 ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ î äîïîëíÿ-

åìîñòè â êîíå÷íîé ãðóïïå å¼ F-êîðàäèêàëà áåç óñëîâèÿ àáåëåâîñòè åãî ñèëîâñêèõ

ïîäãðóïï, òåì ñàìûì äëÿ ëîêàëüíîé ôîðìàöèè Ôèòòèíãà F ïîëó÷åíî ðåøåíèå

Ïðîáëåìû (A).

Ñëåäñòâèå 1.4.1. Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà è ãðóïïà

G = A1A2 · · ·An, ãäå A1, A2, . . . , An � ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñóáíîðìàëüíûå

ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Åñëè F-êîðàäèêàë AF
i ÿâëÿåòñÿ π(F)-ðàçðåøèìûì äëÿ

ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n, à åãî ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû àáåëåâû äëÿ ëþáîãî p ∈
π(F), òî êàæäûé F-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì â G ê F-

êîðàäèêàëó GF.

Ñëåäñòâèå 1.4.2. Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà è ãðóïïà

G = A1A2 · · ·An, ãäå A1, A2, . . . , An � ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñóáíîðìàëüíûå

ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Åñëè F-êîðàäèêàë AF
i ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì äëÿ ëþáîãî i =

1, 2, . . . , n, òî êàæäûé F-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì â G

ê å¼ F-êîðàäèêàëó GF.

Ñëåäñòâèå 1.4.4. Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà, ñîäåðæà-

ùàÿ âñå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû, è ãðóïïà G = A1A2 · · ·An, ãäå A1, A2, . . . , An

� ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñóáíîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Åñëè F-

êîðàäèêàë AF
i ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì ñ àáåëåâûìè ñèëîâñêèìè ïîäãðóïïàìè äëÿ

ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n, òî ïîäãðóïïà GF äîïîëíÿåìà â ãðóïïå G.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôîâ 1.2 � 1.4 îïóáëèêîâàíû â [95].

Îáçîð ðåçóëüòàòîâ Ãëàâû 2.

Ãëàâà 2 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ê èçó÷å-

íèþ êëàññè÷åñêèõ F-ïîäãðóïï â ãðóïïàõ. Â äàííîé ãëàâå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå

îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè:

� ðåøåíà Ïðîáëåìà (A) äëÿ ñëó÷àÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè Ôèòòèíãà F: Òåî-

ðåìà 2.5.5;

� ðåøåíà Ïðîáëåìà (B): ïîñòðîåíà òåîðèÿ Fω-ïðîåêòîðîâ, ãäå F � ïðîèçâîëü-

íûé íåïóñòîé ω-ïðèìèòèâíî çàìêíóòûé ãîìîìîðô, ñîäåðæàùèé íåðàçðåøè-

ìûå ãðóïïû, è, â ÷àñòíîñòè, ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, ñîäåðæàùàÿ íåðàçðå-
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øèìûå ãðóïïû: Òåîðåìû 2.2.1, 2.2.2, 2.3.1, 2.3.2, 2.3.4 � 2.3.7;

� ðåøåíà Çàäà÷à (E): ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîâ, ãäå F � ïðîèç-

âîëüíàÿ ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ: Òåîðåìû 2.5.1 � 2.5.3, 2.6.1 � 2.6.3.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû Ãëàâû 2 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [96], [97] è ïî-

ëó÷åíû àâòîðîì äèññåðòàöèè ñàìîñòîÿòåëüíî, ïðè ýòîì èäåè è ìåòîäû äîêàçà-

òåëüñòâ îáñóæäàëèñü è ñîãëàñîâûâàëèñü ñ Â.À. Âåäåðíèêîâûì.

Â ïàðàãðàôàõ 2.1 � 2.3 ïîëó÷åíî ðåøåíèå Ïðîáëåìû (B). Ñ ýòîé öå-

ëüþ â ïàðàãðàôå 2.1 èçó÷àþòñÿ ω-ïðèìèòèâíî çàìêíóòûå êëàññû ãðóïï è ω-

ïðèìèòèâíûå ãðóïïû. Çäåñü ïîëó÷åíû ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû, èñïîëüçó-

åìûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèé ïàðàãðàôîâ 2.2 è 2.3.

Ïóñòü F è X � íåïóñòûå êëàññû ãðóïï, F ⊆ X. Êëàññ ãðóïï F íàçûâàåì ω-

íàñûùåííûì â X, åñëè äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ∈ X è ëþáîé íîðìàëüíîé ïîäãðóï-

ïû N ãðóïïû G òàêîé, ÷òî N ≤ Φ(G)∩Oω(G), èç G/N ∈ F ñëåäóåò, ÷òî G ∈ F.

Ïðè X = E ïîëó÷àåì îïðåäåëåíèå ω-íàñûùåííîãî êëàññà ãðóïï [40]. Êëàññ F

íàçûâàåì ω-ïðèìèòèâíî çàìêíóòûì â X èëè, êîðîòêî, ωP -çàìêíóòûì â X,

åñëè äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ∈ X èç G/CoreG(M) ∩ Oω(G) ∈ F äëÿ ëþáîé ìàê-

ñèìàëüíîé ïîäãðóïïû M ãðóïïû G ñëåäóåò, ÷òî G ∈ F. ωP -çàìêíóòûé â X

ãîìîìîðô êîðîòêî áóäåì íàçûâàòü ωP -ãîìîìîðôîì â X. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî F

� ωP -çàìêíóòûé êëàññ ãðóïï (ωP -ãîìîìîðô), åñëè F ÿâëÿåòñÿ ωP -çàìêíóòûì

â E êëàññîì (ωP -ãîìîìîðôîì â E). Åñëè ω = π(F), òî ω-íàñûùåííûé â X êëàññ

(ωP -çàìêíóòûé â X êëàññ, ωP -ãîìîìîðô â X) F ñòàíîâèòñÿ íàñûùåííûì â X

êëàññîì (ñîîòâåòñòâåííî P -çàìêíóòûì â X êëàññîì, P -ãîìîìîðôîì â X). Â ëåì-

ìàõ 2.1.1 � 2.1.3 ïîëó÷åíû ñâîéñòâà ωP -çàìêíóòûõ êëàññîâ ãðóïï.

Â ïàðàãðàôå 2.1 òàêæå ââåäåíî â ðàññìîòðåíèå îïðåäåëåíèå ω-

ïðèìèòèâíîé ãðóïïû. ÃðóïïóG íàçûâàåì ω-ïðèìèòèâíîé, åñëè âG ñóùåñòâóåò

ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà M òàêàÿ, ÷òî CoreG(M) ∩ Oω(G) = 1, à M íàçûâà-

åì ω-ïðèìèòèâàòîðîì ãðóïïû G. Ñ÷èòàåì, ÷òî â åäèíè÷íîé ãðóïïå E = 1 íå

ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû. Ïîýòîìó E íå ÿâëÿåòñÿ ω-ïðèìèòèâíîé

ãðóïïîé. Åñëè ω = π(G), òî ω-ïðèìèòèâíàÿ ãðóïïà G ñòàíîâèòñÿ ïðèìèòèâíîé

ãðóïïîé, à M � åå ïðèìèòèâàòîðîì (ñì., íàïðèìåð, [18], ñ. 143). Öåíòðàëüíûì

ðåçóëüòàòîì îá ω-ïðèìèòèâíûõ ãðóïïàõ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2.1.1. Ïóñòü G � ω-ïðèìèòèâíàÿ ãðóïïà, M � åå ω-

ïðèìèòèâàòîð è Oω(G) 6= 1. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ

óòâåðæäåíèé:

1) ãðóïïà G ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ìèíèìàëüíóþ íîðìàëüíóþ ω-

ïîäãðóïïó N , CG(N) = N × CoreG(M) è G = [N ]M ;

2) ãðóïïà G ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ìèíèìàëüíóþ íîðìàëüíóþ ω-

ïîäãðóïïó N , CG(N) = CoreG(M) è G = NM ;

3) ãðóïïà G ñîäåðæèò òî÷íî äâå ìèíèìàëüíûå íîðìàëüíûå ω-ïîäãðóïïû

N1 è N2, ïðè÷åì G = [N1]M = [N2]M , N1
∼= N2

∼= N1N2 ∩ M , CG(Ni) =

N3−i × CoreG(M), i = 1, 2.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 2.1.1 ïîëó÷àåòñÿ èçâåñòíûé ðåçóëüòàò

Áýðà î ïðèìèòèâíûõ ãðóïïàõ èç [54].

Â ïàðàãðàôå 2.2 ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèå Fω-ïðîåêòîðà êîíå÷íîé

ãðóïïû è èçó÷àþòñÿ åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà. Ïóñòü F � íåïóñòîé êëàññ ãðóïï.

Ïîäãðóïïó H ãðóïïû G íàçûâàåì Fω-ïðîåêòîðîì â G, åñëè äëÿ ëþáîé íîð-

ìàëüíîé ω-ïîäãðóïïû N ãðóïïû G ïîäãðóïïà HN/N ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé

ïîäãðóïïîé â ôàêòîð-ãðóïïå G/N . Åñëè ω = π(G), òî Fω-ïðîåêòîð ãðóïïû G

ñòàíîâèòñÿ F-ïðîåêòîðîì â G ([65], ñì. òàêæå [60], îïðåäåëåíèå III, 3.2). Â òåîðå-

ìàõ 2.2.1 è 2.2.2 óñòàíîâëåíû ñîîòâåòñòâåííî äîñòàòî÷íîå è íåîáõîäèìîå óñëîâèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ â ãðóïïå G Fω-ïðîåêòîðîâ äëÿ íåïóñòîãî ωP -çàìêíóòîãî â X ãî-

ìîìîðôà F.

Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô, F � íåïóñòîé

ωP -ãîìîìîðô â X è G ∈ X. Åñëè G îáëàäàåò F-êîðàäèêàëüíîé íîðìàëüíîé ω-

ïîäãðóïïîé, òî â G ñóùåñòâóåò Fω-ïðîåêòîð.

Òåîðåìà 2.2.2. Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô è F � íåïóñòîé

ïîäêëàññ êëàññà X. Åñëè êàæäàÿ ãðóïïà G ∈ X c Oω(G) 6= 1 îáëàäàåò Fω-

ïðîåêòîðîì, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) êëàññ F ÿâëÿåòñÿ ωP -çàìêíóòûì â X;

2) åñëè H ∈ F è N � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû H, òî H/N ∈ F.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåì 2.2.1 è 2.2.2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé èçâåñò-

íûé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 2.2.1 (Ýðèêñîí [61]). Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô
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è F � íåïóñòîé ïîäêëàññ êëàññà X. Â ëþáîé ãðóïïå G ∈ X ñóùåñòâóåò F-

ïðîåêòîð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíî çàìêíóòûì â

X ãîìîìîðôîì.

Â ïàðàãðàôå 2.3 èçó÷àþòñÿ Fω-ïîêðûâàþùèå ïîäãðóïïû êîíå÷íûõ ãðóïï

è èõ âçàèìîñâÿçü ñ Fω-ïðîåêòîðàìè. Ïóñòü F � êëàññ ãðóïï. Ïîäãðóïïó H ãðóï-

ïû G íàçûâàåì Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, åñëè H ∈ F è èç òîãî,

÷òî H ≤ U ≤ G, V � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû U è U/V ∈ F ñëåäó-

åò, ÷òî U = HV . Ïðè ω = π(G) èç îïðåäåëåíèÿ Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïû

ïîëó÷àåì îïðåäåëåíèå F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïû, ââåäåííîå â ðàññìîòðåíèå

Ãàøþöîì â ðàáîòå [64]. Ñëåäóÿ [60] (ñì. òàêæå [18], ãëàâà 5), ÷åðåç ProjFω(G)

îáîçíà÷àåì ñîâîêóïíîñòü âñåõ Fω-ïðîåêòîðîâ ãðóïïû G, CovFω(G) � ñîâîêóï-

íîñòü âñåõ Fω-ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï ãðóïïû G, CompG(A) � ñîâîêóïíîñòü

âñåõ äîïîëíåíèé ê íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå A â G. Â òåîðåìå 2.3.1 äëÿ ãðóïïû G

ñ àáåëåâîé ìèíèìàëüíîé íîðìàëüíîé ω-ïîäãðóïïîé A óñòàíàâëåíà âçàèìîñâÿçü

ìåæäó ìíîæåñòâàìè ProjFω(G), CovFω(G) è CompG(A).

Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô, F � íåïóñòîé ωP -

ãîìîìîðô â X, G ∈ X \ F, A � àáåëåâà ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà

ãðóïïû G, G/A ∈ F. Òîãäà ProjFω(G) = CovFω(G) = CompG(A).

Â òåîðåìå 2.3.2 èññëåäóåòñÿ âîïðîñ âêëþ÷åíèÿ F-ïîäãðóïï ãðóïïû G â åå

Fω-ïîêðûâàþùóþ ïîäãðóïïó.

Òåîðåìà 2.3.2. Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô, F � íåïóñòîé

ωP -ãîìîìîðô â X, G ∈ X, N � íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóï-

ïû G. Åñëè H � F-ïîäãðóïïà â G òàêàÿ, ÷òî G = HN , òî H ñîäåðæèò-

ñÿ â íåêîòîðîé Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïå ãðóïïû G. Â ÷àñòíîñòè, åñëè H

� F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî G = HN , òî H � Fω-

ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G.

Ïðè ω = P èç òåîðåìû 2.3.2 íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå èçâåñò-

íûå ðåçóëüòàòû.

Ñëåäñòâèå 2.3.2 (Ýðèêñîí [61]). Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô,

F � íåïóñòîé P -ãîìîìîðô â X. Åñëè H � F-ïîäãðóïïà ãðóïïû G è G = HF (G) ∈
X, òî H ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïå ãðóïïû G.

Ñëåäñòâèå 2.3.3 (Ãàøþö, ñì. [60], ëåììà III, 3.14). Ïóñòü F � êëàññ
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Øóíêà, G � ãðóïïà, N � íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Åñëè H � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî G = HN , òî H

ÿâëÿåòñÿ F-ïðîåêòîðîì ãðóïïû G.

Ñëåäñòâèå 2.3.4 (Øåìåòêîâ [47], òåîðåìà 15.9(1)). Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ

ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà ñ íèëüïîòåíòíûì F-êîðàäèêàëîì. Åñëè H � F-ïîäãðóïïà

â G òàêàÿ, ÷òî G = HF (G), òî H ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé F-ïîêðûâàþùåé

ïîäãðóïïå ãðóïïû G.

Â òåîðåìå 2.3.4 äëÿ íåïóñòîãî ωP -çàìêíóòîãî â X ãîìîìîðôà F óñòàíîâ-

ëåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó Fω-ïðîåêòîðàìè è Fω-ïîêðûâàþùèìè ïîäãðóïïàìè.

Òåîðåìà 2.3.4. Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô, F � íåïóñòîé ωP -

ãîìîìîðô â X, G � X-ãðóïïà, îáëàäàþùàÿ π(F)-ðàçðåøèìîé F-êîðàäèêàëüíîé

íîðìàëüíîé ω-ïîäãðóïïîé. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì â

G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.1.2, èç òåîðåìû 2.3.4 ïðè ω = π(G) íåïîñðåäñòâåííî

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé èçâåñòíûé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 2.3.6 (Ýðèêñîí [61]). Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô,

F � íåïóñòîé P -ãîìîìîðô â X, G � X-ãðóïïà, îáëàäàþùàÿ π(F)-ðàçðåøèìîé

F-êîðàäèêàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ F-

ïðîåêòîðîì â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H � F-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà

â G.

Â òåîðåìå 2.3.5 äëÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå

è ñîïðÿæåííîñòü Fω-ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï (Fω-ïðîåêòîðîâ) â ãðóïïå ñ π(F)-

ðàçðåøèìûì F-êîðàäèêàëîì, ÿâëÿþùèìñÿ ω-ãðóïïîé.

Òåîðåìà 2.3.5. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, F-êîðàäèêàë GF ãðóï-

ïû G ÿâëÿåòñÿ π(F)-ðàçðåøèìîé ω-ãðóïïîé. Òîãäà ãðóïïà G èìååò ïî êðàé-

íåé ìåðå îäíó Fω-ïîêðûâàþùóþ ïîäãðóïïó (îäèí Fω-ïðîåêòîð) è ëþáûå äâå

Fω-ïîêðûâàþùèå ïîäãðóïïû (äâà Fω-ïðîåêòîðà) èç G ñîïðÿæåíû â G.

Ñëåäñòâèå 2.3.9 (Øåìåòêîâ [47], òåîðåìà 15.7). Ïóñòü F � ëîêàëü-

íàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà ñ π(F)-ðàçðåøèìûì F-êîðàäèêàëîì. Òîãäà G îá-

ëàäàåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíîé F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé è ëþáûå äâå F-

ïîêðûâàþùèå ïîäãðóïïû èç G ñîïðÿæåíû â G.
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Ñëåäñòâèå 2.3.10 (Øìèãèðåâ [53], Øìèä [76]; ñì. òàêæå [47], òåîðå-

ìà 15.6). Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà ñ ðàçðåøèìûì F-

êîðàäèêàëîì. Òîãäà G îáëàäàåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíîé F-ïîêðûâàþùåé ïîä-

ãðóïïîé è ëþáûå äâå F-ïîêðûâàþùèå ïîäãðóïïû èç G ñîïðÿæåíû â G.

Â òåîðåìå 2.3.6 èçó÷àåòñÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó Fω-ïîêðûâàþùèìè è F-

àáíîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè â ãðóïïàõ.

Òåîðåìà 2.3.6. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà, GF � ω-

ãðóïïà è H < G. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé â G òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà H ∈ F è H � F-àáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Ñëåäñòâèå 2.3.13 (Øåìåòêîâ [47], òåîðåìà 15.1). Ïóñòü F � íåêîòî-

ðàÿ ôîðìàöèÿ. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ F-ïîêðûâàþùåé â G òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà H ∈ F è H F-àáíîðìàëüíà â G.

Â òåîðåìå 2.3.7 äëÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå

Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïû â îïðåäåëåííîé ïîäãðóïïå ãðóïïû G.

Òåîðåìà 2.3.7. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, π = π(F), G = LN ,

L ≤ G, N � íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà â G è GF � π-ðàçðåøèìàÿ

ω-ãðóïïà. Òîãäà L îáëàäàåò õîòÿ áû îäíîé Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé, ïðè-

÷åì âñÿêàÿ Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà èç L èìååò âèä H ∩ L, ãäå H � íåêî-

òîðàÿ Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G.

Ñëåäñòâèå 2.3.14 (Êàðòåð, Õîóêñ [59], òåîðåìà 5.12). Ïóñòü F � ëîêàëü-

íàÿ ôîðìàöèÿ, G = LF (G), L ≤ G. Òîãäà âñÿêàÿ F-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà èç

L èìååò âèä H ∩ L äëÿ íåêîòîðîé F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïû H â G.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôîâ 2.1 � 2.3 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [96].

Â ïàðàãðàôàõ 2.4 � 2.6 ðåøåíà Çàäà÷à (E). Ïàðàãðàô 2.4 ïîñâÿùåí èçó÷å-

íèþ Fω-ïðåäåëüíûõ è Fω-êðèòè÷åñêèõ ïîäãðóïï êîíå÷íûõ ãðóïï. Ðåçóëüòàòû,

ïðåäñòàâëåííûå çäåñü, èñïîëüçóþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé

ïàðàãðàôîâ 2.5 è 2.6. Ñëåäóÿ [47], íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó R ãðóïïû G íàçûâàåì

Fω-ïðåäåëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G, åñëè R ≤ GF è R/R∩Φ(G)∩Oω(G)

ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ôàêòîðîì ãðóïïû G. Ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó M ãðóïïû

G íàçûâàåì Fω-êðèòè÷åñêîé â G, åñëè G = MR äëÿ íåêîòîðîé Fω-ïðåäåëüíîé
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íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû R èç G. Â ëåììàõ 2.4.1 � 2.4.4 ïîëó÷åíû ñâîéñòâà Fω-

ïðåäåëüíûõ è Fω-êðèòè÷åñêèõ ïîäãðóïï.

Â ïàðàãðàôå 2.5 ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèå Fω-íîðìàëèçàòîðà êî-

íå÷íîé ãðóïïû è èçó÷àþòñÿ åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ ôîð-

ìàöèÿ è G � ãðóïïà. F-ïîäãðóïïó H ãðóïïû G íàçûâàåì Fω-íîðìàëèçàòîðîì

â G, åñëè ñóùåñòâóåò öåïü ïîäãðóïï ãðóïïû G âèäà H = Ht ⊂ Ht−1 ⊂ . . . ⊂
H1 ⊂ H0 = G, ãäå t ≥ 0, òàêàÿ, ÷òî Hi � Fω-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå

Hi−1 äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , t. Â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ ïðåäñòàâëåíû ñâîéñòâà

Fω-íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïï.

Òåîðåìà 2.5.1. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà ñ

F-êîðàäèêàëîì GF, ÿâëÿþùèìñÿ ω-ãðóïïîé. Òîãäà â G ñóùåñòâóåò Fω-

íîðìàëèçàòîð H è G = GFH.

Òåîðåìà 2.5.2. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, π = π(F) è F-

êîðàäèêàë GF ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ π-ðàçðåøèìîé ω-ãðóïïîé. Òîãäà ëþáûå äâà

Fω-íîðìàëèçàòîðà ãðóïïû G ñîïðÿæåíû â G.

Ïðè ω = π(G) èç òåîðåìû 2.5.2 íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå

èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.

Ñëåäñòâèå 2.5.1 (Øåìåòêîâ [46]; ñì. òàêæå [47], òåîðåìà 21.4). Ïóñòü F

� ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà ñ π(F)-ðàçðåøèìûì F-êîðàäèêàëîì. Òîãäà

ëþáûå äâà F-íîðìàëèçàòîðà ãðóïïû G ñîïðÿæåíû â G.

Ñëåäñòâèå 2.5.2 (Êàðòåð, Õîóêñ [59]; ñì. òàêæå [60], òåîðåìà V, 3.2).

Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà. Òîãäà ëþáûå äâà F-

íîðìàëèçàòîðà ãðóïïû G ñîïðÿæåíû â G.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñòàíîâëåíî ñâîéñòâî Fω-íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïïû,

ñâÿçàííîå ñ ïîêðûòèåì è èçîëèðîâàíèåì åå ãëàâíûõ ôàêòîðîâ.

Òåîðåìà 2.5.3. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ ñ âíóòðåííèì ω-

ñïóòíèêîì f , π = π(F), H � Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G. Òîãäà H ïîêðûâà-

åò êàæäûé fω-öåíòðàëüíûé è èçîëèðóåò êàæäûé fω-ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé

ωd-ôàêòîð ãðóïïû G, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) GF � π-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà;

2) GF � ω-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà.
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Ñëåäñòâèå 2.5.3 (Øåìåòêîâ [46]; ñì. òàêæå [47], ñëåäñòâèå 21.1.1). Ïóñòü

F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà ñ π(F)-ðàçðåøèìûì F-êîðàäèêàëîì. Åñëè

H � F-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G, òî H ïîêðûâàåò êàæäûé F-öåíòðàëüíûé è

èçîëèðóåò êàæäûé F-ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G.

Ñëåäñòâèå 2.5.4 (Êàðòåð, Õîóêñ [59]; ñì. òàêæå [60], òåîðåìà V, 3.2).

Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, H � F-íîðìàëèçàòîð ðàçðåøèìîé ãðóï-

ïû G. Òîãäà H ïîêðûâàåò êàæäûé F-öåíòðàëüíûé è èçîëèðóåò êàæäûé F-

ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G.

Â òåîðåìå 2.5.5 äëÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè Ôèòòèíãà F óñòàíîâëå-

íû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äîïîëíÿåìîñòè F-êîðàäèêàëà ãðóïïû G åå Fω-

íîðìàëèçàòîðàìè, òåì ñàìûì ïîëó÷åíî ðåøåíèå Ïðîáëåìû (A).

Òåîðåìà 2.5.5. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà, π = π(F)

è G = A1A2 · · ·An, ãäå A1, A2, . . . , An � ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñóáíîðìàëü-

íûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Åñëè F-êîðàäèêàë AF
i ÿâëÿåòñÿ π-ðàçðåøèìîé ω-

ãðóïïîé, à åãî ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû àáåëåâû äëÿ ëþáîãî p ∈ ω, i = 1, 2, . . . , n,

òî êàæäûé Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê F-êîðàäèêàëó

GF â G.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû 1.4.2 è 2.5.5 ÿâëÿþòñÿ ðàçâèòèåì îñíîâíûõ ðåçóëü-

òàòîâ ðàáîò Ñ.Ô. Êàìîðíèêîâà [16] è Ñ.Ô. Êàìîðíèêîâà, Î.Ë. Øåìåòêîâîé [17].

Â ïàðàãðàôå 2.6 äëÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ î

âçàèìîñâÿçè Fω-íîðìàëèçàòîðîâ ñ Fω-ïîêðûâàþùèìè ïîäãðóïïàìè â ãðóïïàõ.

Â òåîðåìå 2.6.1 ïðåäñòàâëåí öåíòðàëüíûé ðåçóëüòàò äàííîãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 2.6.1. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, π = π(F), G � ãðóïïà

è GF � π-ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) âñÿêàÿ F-ñóáàáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñîäåðæèò, ïî êðàéíåé

ìåðå, îäèí Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G;

2) âñÿêàÿ Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñîäåðæèò, ïî êðàéíåé

ìåðå, îäèí Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G;

3) êàæäûé Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, â

îäíîé Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïå ãðóïïû G.

Â òåîðåìå 2.6.2 óñòàíîâëåíî, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ìíîæåñòâî Fω-



24

íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïïû ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ åå Fω-ïîêðûâàþùèõ ïîä-

ãðóïï.

Òåîðåìà 2.6.2. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, GF � íèëüïîòåíòíàÿ

ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ Fω-íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïïû G

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ åå Fω-ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé èç òåîðåìû 2.6.2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå èçâåñòíûå

ðåçóëüòàòû.

Ñëåäñòâèå 2.6.2 (Øåìåòêîâ [46], ñì. òàêæå [47], ñëåäñòâèå 21.5.2). Ïóñòü

F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà ñ íèëüïîòåíòíûì F-êîðàäèêàëîì. Òîãäà

ìíîæåñòâî âñåõ F-íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïïû G ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ

åå F-ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï.

Ñëåäñòâèå 2.6.3 (Êàðòåð, Õîóêñ [59], òåîðåìà 5.6). Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ

ôîðìàöèÿ, G � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà. Åñëè G ∈ NF, òî ìíîæåñòâî âñåõ F-

íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïïû G ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ åå F-ïîêðûâàþùèõ

ïîäãðóïï.

Â òåîðåìå 2.6.3 äëÿ ω-ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé F1 è F2 ïîëó÷åí ðåçóëüòàò,

õàðàêòåðèçóþùèé âëèÿíèå ñîâïàäåíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ Fω1 -ïîêðûâàþùèõ ïîä-

ãðóïï ãðóïïû G ñî ìíîæåñòâîì âñåõ åå Fω2 -ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï íà ñîâïà-

äåíèå ìíîæåñòâà âñåõ Fω1 -íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïïû G ñî ìíîæåñòâîì âñåõ åå Fω2 -

íîðìàëèçàòîðîâ.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôîâ 2.4 � 2.6 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [97].

Îáçîð ðåçóëüòàòîâ Ãëàâû 3.

Ãëàâà 3 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ê èçó-

÷åíèþ ïîäôîðìàöèîííîãî ñòðîåíèÿ ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï â ðàìêàõ èññëå-

äîâàíèÿ Hθ-êðèòè÷åñêèõ ôîðìàöèé. Â äàííîé ãëàâå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñ-

íîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè:

� äëÿ n-êðàòíî ω-âååðíûõ è τ -çàìêíóòûõ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ðåøåíà Ïðî-

áëåìà (C): Òåîðåìû 3.1.1, 3.1.2, 3.4.1, 3.4.2.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû Ãëàâû 3 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [88], [89]. Îñ-

íîâíûå ðåçóëüòàòû äàííûõ ðàáîò, â ÷àñòíîñòè, Òåîðåìû 3.1.1, 3.1.2, 3.4.1, 3.4.2
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ïðèíàäëåæàò Ì.Ì. Ñîðîêèíîé.

Ôîðìàöèÿ F íàçûâàåòñÿ Hθ-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé (èëè, èíà÷å, ìèíè-

ìàëüíîé íå H θ-ôîðìàöèåé), åñëè F 6⊆ H, íî âñå ñîáñòâåííûå θ-ïîäôîðìàöèè

èç F â êëàññå H ñîäåðæàòñÿ, ãäå H � íåêîòîðûé êëàññ ãðóïï, θ � ñîâîêóïíîñòü

ôîðìàöèé, F ∈ θ (ñì., íàïðèìåð, [33], [48]). Hθ-êðèòè÷åñêóþ ôîðìàöèþ â ñëó-

÷àå, êîãäà θ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ n-êðàòíî ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ñ íàïðàâëåíè-

åì δ, íàçûâàåì Hωδn-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé. Â ñëó÷àå, êîãäà n = 1, Hωδn-

êðèòè÷åñêóþ ôîðìàöèþ íàçûâàåì Hωδ-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé. Â ïàðàãðàôàõ

3.1 è 3.2 èçó÷àþòñÿ n-êðàòíî ω-âååðíûå ôîðìàöèè. Â òåîðåìàõ 3.1.1 è 3.1.2 ðå-

øàåòñÿ Ïðîáëåìà (C) äëÿ n-êðàòíî ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ñ bp-íàïðàâëåíèåì.

Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü n ∈ N, δ � bp-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè,

δ ≤ δ3, H � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóò-

ðåííèì ω-ñïóòíèêîì h, F � n-êðàòíî ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì

δ è ìèíèìàëüíûì ωδ(n−1)-ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hωδn-

êðèòè÷åñêîé, òî F = ωFn(G, δ), ãäå G � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç F \ H
ñ ìîíîëèòîì P = GH òàêèì, ÷òî åñëè π(P ) ⊆ ω, òî ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåò-

ñÿ h(p)ωδ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π(P ), à åñëè π(P ) 6⊆ ω, òî f(ω′)

ÿâëÿåòñÿ h(ω′)ωδ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Òåîðåìà 3.1.2. Ïóñòü n ∈ N, δ � bp-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè,

δ ≤ δ3, H � n-êðàòíî ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëü-

íûì âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì h, F = ωFn(G, δ) � ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì

ωδ(n−1)-ñïóòíèêîì f , ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH

òàêèì, ÷òî åñëè π(P ) ∩ ω 6= Ø, òî Φ(G) = 1, π(P ) = {p} è ôîðìàöèÿ

f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)ωδ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé, à åñëè π(P ) ∩ ω = Ø, òî f(ω′) ÿâëÿ-

åòñÿ h(ω′)ωδ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé. Òîãäà ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hωδn-

êðèòè÷åñêîé.

Âñÿêîå br-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ bp-íàïðàâëåíèåì,

îáðàòíîå íåâåðíî. Ïîýòîìó â ïàðàãðàôå 3.1 îòäåëüíî ðàññìîòðåíû êðèòè÷åñêèå

n-êðàòíî ω-âååðíûå ôîðìàöèè ñ br-íàïðàâëåíèåì δ ≤ δ3. Â ïàðàãðàôå 3.2 èçó-

÷åíû êðèòè÷åñêèå n-êðàòíî ω-âååðíûå ôîðìàöèè â ñëó÷àå, êîãäà n = 1.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôîâ 3.1 è 3.2 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [88].
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Â ïàðàãðàôàõ 3.3 è 3.4 èçó÷àþòñÿ τ -çàìêíóòûå ω-âååðíûå ôîðìàöèè, ãäå

τ � ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, ò.å. îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæ-

äîé ãðóïïå G íåêîòîðóþ íåïóñòóþ ñèñòåìó τ(G) åå ïîäãðóïï, óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèþ (τ(G))α = τ(Gα) äëÿ ëþáîãî èçîìîðôèçìà α êàæäîé ãðóïïû G (ñì.,

íàïðèìåð, [15]). Ôîðìàöèÿ F íàçûâàåòñÿ τ -çàìêíóòîé, åñëè τ(G) ⊆ F äëÿ ëþ-

áîé ãðóïïû G ∈ F [39]; ω-ñïóòíèê ω-âååðíîé ôîðìàöèè íàçûâàåì τ -çàìêíóòûì,

åñëè âñå åãî çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ τ -çàìêíóòûìè ôîðìàöèÿìè. Â òåîðåìàõ 3.4.1

è 3.4.2 ðåøàåòñÿ Ïðîáëåìà (C) äëÿ τ -çàìêíóòûõ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ñ bp-

íàïðàâëåíèåì.

Òåîðåìà 3.4.1. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤
δ3, τ � ðåãóëÿðíûé δ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, H � τ -çàìêíóòàÿ

ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ω-

ñïóòíèêîì h, F � τ -çàìêíóòàÿ ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìè-

íèìàëüíûì τ -çàìêíóòûì ω-ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hτωδ-

êðèòè÷åñêîé, òî F = τωF (G, δ), ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì

P = GH, ïðè÷åì, åñëè π(P ) ⊆ ω, òî Φ(G) = 1 è ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)τ -

êðèòè÷åñêîé äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π(P ), à åñëè π(P ) 6⊆ ω, òî f(ω′) ÿâëÿåòñÿ

h(ω′)τ -êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Òåîðåìà 3.4.2. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤
δ3, τ � ðåãóëÿðíûé δ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, H � τ -çàìêíóòàÿ

ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ω-

ñïóòíèêîì h, F = τωF (G, δ) � ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì τ -çàìêíóòûì ω-

ñïóòíèêîì f , ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH, ïðè÷åì,

åñëè π(P )∩ω 6= Ø, òî Φ(G) = 1, π(P ) = {p} è ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)τ -

êðèòè÷åñêîé, à åñëè π(P ) ∩ ω = Ø, òî f(ω′) ÿâëÿåòñÿ h(ω′)τ -êðèòè÷åñêîé

ôîðìàöèåé. Òîãäà ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hτωδ-êðèòè÷åñêîé.

Èç òåîðåì 3.4.1 è 3.4.2 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò ðåçóëüòàòû äëÿ êðèòè-

÷åñêèõ τ -çàìêíóòûõ ω-ëîêàëüíûõ, ω-ñïåöèàëüíûõ è ω-öåíòðàëüíûõ ôîðìàöèé.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôîâ 3.3 è 3.4 îïóáëèêîâàíû â [89].

Îáçîð ðåçóëüòàòîâ Ãëàâû 4.

Ãëàâà 4 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå òåîðèè Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìà-
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öèé êîíå÷íûõ ãðóïï è åå ïðèìåíåíèþ ê èçó÷åíèþ ïîäôîðìàöèîííîãî ñòðîåíèÿ

ôîðìàöèé. Â äàííîé ãëàâå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåð-

òàöèè:

� ðåøåíà (ñîâìåñòíî ñ Â.À. Âåäåðíèêîâûì) Çàäà÷à (D2): Òåîðåìû 4.1.1 �

4.1.3, 4.1.5 � 4.1.7;

� äëÿ τ -çàìêíóòûõ Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé ðåøåíà Ïðîáëåìà (C): Òåîðåìû

4.4.1, 4.4.2.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû Ãëàâû 4 îïóáëèêîâàíû â [83], [86], [91], [92]. Âñå

ðåçóëüòàòû ðàáîòû [83] ïîëó÷åíû â íåðàçäåëèìîì ñîàâòîðñòâå ñ Â.À. Âåäåðíèêî-

âûì. Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [86] ïîëó÷åíû â íåðàçäåëèìîì ñîàâòîðñòâå ñ Ì.À.

Êîðïà÷åâîé. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [91], â ÷àñòíîñòè, Òåîðåìû 4.4.1, 4.4.2

ïðèíàäëåæàò Ì.Ì. Ñîðîêèíîé.

Â ïàðàãðàôå 4.1 ðàçðàáîòàíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè Ω-ðàññëîåííûõ

ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï. Ïóñòü f : Ω ∪ {Ω′} → { ôîðìàöèè ãðóïï },
ãäå f(Ω′) 6= Ø, � Ω-ôîðìàöèîííàÿ ôóíêöèÿ èëè, êîðîòêî, ΩF -ôóíêöèÿ, g :

I → { ôîðìàöèè ãðóïï } � ôîðìàöèîííàÿ ôóíêöèÿ èëè, êîðîòêî, F -ôóíêöèÿ,

ϕ : I → { íåïóñòûå ôîðìàöèè Ôèòòèíãà } � ôîðìàöèîííî-ðàäèêàëüíàÿ

ôóíêöèÿ, èëè êîðîòêî, FR-ôóíêöèÿ. Ôóíêöèè f , g è ϕ ïðèíèìàþò îäèíà-

êîâûå çíà÷åíèÿ íà èçîìîðôíûõ ãðóïïàõ èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ôîðìàöèþ

ΩF (f, ϕ) = (G ∈ E|G/OΩ(G) ∈ f(Ω′) è G/Gϕ(A) ∈ f(A) äëÿ âñåõ A ∈ Ω∩K(G))

íàçûâàåì Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è Ω-ñïóòíèêîì f . Ôîð-

ìàöèþ F (g, ϕ) = (G ∈ E|G/Gϕ(A) ∈ g(A) äëÿ âñåõ A ∈ K(G)) íàçûâàåì

ðàññëîåííîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è ñïóòíèêîì g. Îäíèì èç âàæíûõ

âèäîâ Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé ÿâëÿþòñÿ Ω-ñâîáîäíûå ôîðìàöèè. Ôîðìàöèþ

F = ΩF (f, ϕ0) íàçûâàåì Ω-ñâîáîäíîé ôîðìàöèåé, ãäå ϕ0(A) = EA′ äëÿ ëþáîãî

A ∈ I, è îáîçíà÷àåì F = ΩFr(f). Ðîëü Ω-ñâîáîäíûõ ôîðìàöèé ðàñêðûâàåòñÿ â

ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 4.1.1. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ íååäèíè÷íàÿ ôîðìàöèÿ è Ω = K(F).

Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ Ω-ñâîáîäíîé ôîðìàöèåé.

Òåîðåìà 4.1.2 óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó Ω-ðàññëîåííûìè è ðàññëîåííû-

ìè ôîðìàöèÿìè.
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Òåîðåìà 4.1.2. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ íååäèíè÷íàÿ ôîðìàöèÿ è Ω = K(F).

Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Ω-ðàññëîåííîé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è Ω-ñïóòíèêîì f òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà F � ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ ñïóòíèêîì

f1 òàêèì, ÷òî f1(A) = f(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω è f1(A) = Ø äëÿ âñåõ A ∈ I \ Ω.

Îäíèì èç âèäîâ Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé ÿâëÿþòñÿ õîðîøî èçâåñò-

íûå Ω-êîìïîçèöèîííûå ôîðìàöèè. Ôîðìàöèþ F = ΩF (f, ϕ′2) íàçûâàåì Ω-

êàíîíè÷åñêîé ôîðìàöèåé, ãäå ϕ′2(A) = EA′ · EA äëÿ ëþáîãî A ∈ I. Â.À. Âåäåð-

íèêîâ â ðàáîòå [79] ââåë â ðàññìîòðåíèå Ω-áèêàíîíè÷åñêèå ôîðìàöèè � âàæíûé

òèï Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé, íàïðàâëåíèå êîòîðûõ èíòåãðèðóåò â ñåáå êîìïî-

íåíòû äâóõ íàïðàâëåíèé, à èìåííî, êîìïîçèöèîííîé è êàíîíè÷åñêîé ôîðìàöèé.

Äëÿ íàïðàâëåíèé ϕ0, ϕ2, ϕ3 ñîîòâåòñòâåííî Ω-ñâîáîäíîé, Ω-áèêàíîíè÷åñêîé è Ω-

êîìïîçèöèîííîé ôîðìàöèé ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ϕ0 ≤ ϕ2 ≤ ϕ3.

Íàïðàâëåíèå ϕ Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè íàçûâàåì ïðàâèëüíûì èëè, êî-

ðîòêî, r-íàïðàâëåíèåì, åñëè ϕ(A) = EA′ ·ϕ(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ I. Â.À. Âåäåðíè-

êîâ â ðàáîòå [79] ââåë â ðàññìîòðåíèå òàêèå âèäû íàïðàâëåíèé Ω-ðàññëîåííîé

ôîðìàöèè, êàê a-íàïðàâëåíèå, b-íàïðàâëåíèå, bA-íàïðàâëåíèåì, ãäå A ∈ I, n-

íàïðàâëåíèå. Äëÿ Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé ñ r-íàïðàâëåíèåì ñïðàâåäëèâà ñëå-

äóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1.3. Ïóñòü ϕ � r-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè. Åñëè

F � ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ, òî F ÿâëÿåòñÿ Ω-ðàññëîåííîé

ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî êëàññà Ω ⊆ I.

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå âàæíûå âèäû Ω-

ñïóòíèêîâ Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè. Â òåîðåìå 4.1.5 óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå

åäèíñòâåííîãî ìèíèìàëüíîãî Ω-ñïóòíèêà Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè ñ íàïðàâëå-

íèåì ϕ, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ ϕ0 ≤ ϕ, à òàêæå ïîëó÷åíî îïèñàíèå åãî ñòðî-

åíèÿ. Èñïîëüçóÿ îïèñàíèå ñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî Ω-ñïóòíèêà Ω-ðàññëîåííîé

ôîðìàöèè, ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ îá Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèÿõ.

Òåîðåìà 4.1.6. Ïóñòü ϕ � nr-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè.

Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Ω-ðàññëîåííîé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà F ÿâëÿåòñÿ (Zp)-ðàññëîåííîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ äëÿ ëþáîãî

Zp ∈ Ω ∩K(F).

Ñëåäóÿ [50], ââåäåíî ïîíÿòèå ïîëóâíóòðåííåãî Ω-ñïóòíèêà Ω-ðàññëîåííîé
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ôîðìàöèè è èññëåäîâàíî ñòðîåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïîëóâíóòðåííåãî Ω-ñïóòíèêà

Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè ñ bAr-íàïðàâëåíèåì, ãäå A ∈ Ω.

Òåîðåìà 4.1.7. Ïóñòü F � Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ bAr-íàïðàâëåíèåì

ϕ, ãäå A ∈ Ω. Òîãäà F îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëüíûì ïîëóâíóòðåí-

íèì Ω-ñïóòíèêîì f , óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ: åñëè f(A) 6= E, òî f(A) =

EAh(A), ãäå h � ïðîèçâîëüíûé ïîëóâíóòðåííèé Ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F.

Òåîðåìà 4.1.7 îïóáëèêîâàíà â [92]. Âñå îñòàëüíûå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

ïàðàãðàôà 4.1 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [83].

Â ïàðàãðàôå 4.2 èçó÷àþòñÿ ìàêñèìàëüíûå ïîäôîðìàöèè Ω-ðàññëîåííûõ

ôîðìàöèé, à èìåííî, óñòàíàâëèâàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îäíîïîðîæäåííàÿ

Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ èìååò åäèíñòâåííóþ ìàêñèìàëüíóþ Ω-ðàññëîåííóþ

ïîäôîðìàöèþ. Îäíèì èç öåíòðàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2.1. Ïóñòü ϕ � br-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè òà-

êîå, ÷òî ϕ ≤ ϕ3, G = [P ]H � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P , ãäå

P = CG(P ) � p-ãðóïïà, Zp ∈ Ω, H � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà è M � ìàêñèìàëüíàÿ

ïîäôîðìàöèÿ èç formH. Òîãäà Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ F = ΩF (G,ϕ) îáëàäà-

åò åäèíñòâåííîé ìàêñèìàëüíîé Ω-ðàññëîåííîé ïîäôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì

ϕ è Ω-ñïóòíèêîì h, èìåþùèì ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:

h(Ω′) = form(G/OΩ(G)),

h(Zp) = M,

h(A) = form(G/Gϕ(A)) äëÿ âñåõ A ∈ (Ω ∩K(G)) \ (Zp),

h(A) = Ø, åñëè A ∈ Ω \ K(G).

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 4.2 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [86].

Â ïàðàãðàôàõ 4.3 è 4.4 èçó÷àþòñÿ τ -çàìêíóòûå Ω-ðàññëîåííûå ôîðìà-

öèè, ãäå τ � ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð. Â ïàðàãðàôå 4.3 ïðåäñòàâëåíû ñâîéñòâà τ -

çàìêíóòûõ Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé. Îäíèì èç öåíòðàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ çäåñü

ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 4.3.1, óñòàíàâëèâàþùàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó τ -çàìêíóòîñòüþ

Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè è τ -çàìêíóòîñòüþ åå Ω-ñïóòíèêà. Â ïàðàãðàôå 4.4 èçó-

÷àþòñÿ êðèòè÷åñêèå τ -çàìêíóòûå Ω-ðàññëîåííûå ôîðìàöèè. Â òåîðåìàõ 4.4.1 è

4.4.2 ðåøàåòñÿ Ïðîáëåìà (C) äëÿ τ -çàìêíóòûõ Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé ñ br-
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íàïðàâëåíèåì.

Òåîðåìà 4.4.1. Ïóñòü ϕ � br-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè,

ϕ ≤ ϕ3, τ � ðåãóëÿðíûé Ωϕ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, çàìêíóòûé

îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ, H � τ -çàìêíóòàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ

ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì Ω-ñïóòíèêîì h,

F � τ -çàìêíóòàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è ìèíèìàëüíûì

τ -çàìêíóòûì Ω-ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ HτΩϕ-êðèòè÷åñêîé,

òî F = τΩF (G,ϕ), ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ τ -ìèíèìàëüíàÿ íå H-ãðóïïà ñ

ìîíîëèòîì P = GH, ïðè÷åì åñëè K(P ) ⊆ Ω, òî ôîðìàöèÿ f(A) ÿâëÿåò-

ñÿ h(A)τ -êðèòè÷åñêîé äëÿ A ∈ K(P ), à åñëè K(P ) 6⊆ Ω, òî f(Ω′) ÿâëÿåòñÿ

h(Ω′)τ -êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Òåîðåìà 4.4.2. Ïóñòü ϕ � br-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè,

ϕ ≤ ϕ3, τ � ðåãóëÿðíûé Ωϕ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, çàìêíóòûé

îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ, H � τ -çàìêíóòàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ

ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì Ω-ñïóòíèêîì h,

F = τΩF (G,ϕ) � τ -çàìêíóòàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì τ -

çàìêíóòûì Ω-ñïóòíèêîì f , ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì

P = GH, ïðè÷åì åñëè K(P ) ⊆ Ω, òî Φ(G) = 1 è ôîðìàöèÿ f(A) ÿâëÿåò-

ñÿ h(A)τ -êðèòè÷åñêîé äëÿ A ∈ K(P ), à åñëè K(P ) 6⊆ Ω, òî f(Ω′) ÿâëÿåòñÿ

h(Ω′)τ -êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé. Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ HτΩϕ-êðèòè÷åñêîé ôîðìà-

öèåé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôîâ 4.3 è 4.4 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [91].
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ÃËÀÂÀ 1

ω-ÂÅÅÐÍÛÅ ÔÎÐÌÀÖÈÈ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÃÐÓÏÏ È ÈÕ

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ Ê ÂÎÏÐÎÑÀÌ ÄÎÏÎËÍßÅÌÎÑÒÈ

ÊÎÐÀÄÈÊÀËÎÂ Â ÃÐÓÏÏÀÕ

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ òåîðèè ω-âååðíûõ ôîðìàöèé êîíå÷-

íûõ ãðóïï è åå ïðèìåíåíèþ ê èçó÷åíèþ âîïðîñîâ äîïîëíÿåìîñòè êîðàäèêàëîâ â

ãðóïïàõ. Ãëàâà ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ. Â ïàðàãðàôå 1.1 ðàçðàáîòàíû îñíîâ-

íûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ω-âååðíûõ ôîðìàöèé (ðåøåíèå Çàäà÷è (D1)). Â ïàðàãðà-

ôå 1.2 ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèÿ fω-öåíòðàëüíîãî è fω-ýêñöåíòðàëüíîãî

ãëàâíûõ ôàêòîðîâ ãðóïï, ñâîéñòâà êîòîðûõ â ïàðàãðàôàõ 1.3 è 1.4 ïðèìåíÿþò-

ñÿ ê èññëåäîâàíèþ âîïðîñîâ äîïîëíÿåìîñòè F-êîðàäèêàëà â êîíå÷íîé ãðóïïå. Â

ïàðàãðàôå 1.3 ω-ëîêàëüíûå ôîðìàöèè ïðèìåíÿþòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâî-

âàíèÿ ω-äîïîëíåíèé è äîïîëíåíèé ê F-êîðàäèêàëó GF â ãðóïïå G. Â ïàðàãðàôå

1.4 ïîëó÷åíî ðåøåíèå Ïðîáëåìû (A) � ïðîáëåìû Âèëàíäòà [81] î äîïîëíÿåìî-

ñòè â êîíå÷íîé ãðóïïå å¼ F-êîðàäèêàëà áåç óñëîâèÿ àáåëåâîñòè åãî ñèëîâñêèõ

ïîäãðóïï äëÿ ëîêàëüíîé ôîðìàöèè Ôèòòèíãà F. Â ïàðàãðàôå 1.5 ñîäåðæàòñÿ

èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå â Ãëàâå 1. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé

ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [84], [95] è ïîëó÷åíû â íåðàçäåëèìîì ñîàâòîð-

ñòâå ñ Â.À. Âåäåðíèêîâûì.

� 1.1. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà ω-âååðíûõ ôîðìàöèé

Â äàëüíåéøåì ω âñåãäà îáîçíà÷àåò íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà P
âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë; ω′ � äîïîëíåíèå ê ïîäìíîæåñòâó ω âî ìíîæåñòâå P; {ω′}
� îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà ω′; Eω � êëàññ âñåõ

ω-ãðóïï, ò.å. òàêèõ ãðóïï G, ÷òî π(G) ⊆ ω; Oω(G) = GEω
� Eω-ðàäèêàë ãðóïïû

G, ò.å. íàèáîëüøàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ôóíêöèþ f : ω ∪ {ω′} → { ôîðìàöèè ãðóïï },
ãäå f(ω′) � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ, íàçîâåì ω-ôîðìàöèîííîé ôóíêöèåé ïðîñòîãî

íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà èëè, êîðîòêî, ωF -ôóíêöèåé.

Ôóíêöèþ g : P → { ôîðìàöèè ãðóïï } íàçîâåì ôîðìàöèîííîé ôóíêöèåé

ïðîñòîãî íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà èëè, êîðîòêî, PF -ôóíêöèåé.



32

Ôóíêöèþ δ : P→ { íåïóñòûå ôîðìàöèè Ôèòòèíãà } íàçîâåì ôîðìàöèîííî-
ðàäèêàëüíîé ôóíêöèåé ïðîñòîãî íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà, èëè êîðîòêî, PFR-
ôóíêöèåé.

Ëåììà 1.1.1. Ïóñòü f � ωF -ôóíêöèÿ, δ � PFR-ôóíêöèÿ è

F = ( G ∈ E | G/Oω(G) ∈ f(ω′) è G/Gδ(p) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(G) ).

Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ íåïóñòîé ôîðìàöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó f(ω′) � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ, òî 1 ∈ f(ω′)

è ââèäó òîãî, ÷òî π(1) = Ø, ïîëó÷àåì 1 ∈ F. Ñëåäîâàòåëüíî, F 6= Ø.

Óñòàíîâèì, ÷òî êëàññ F ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôîì. Ïóñòü G ∈ F è N / G.

Ïðîâåðèì, ÷òî G/N ∈ F. Ïóñòü Oω(G/N) := R/N . Òàê êàê (Oω(G)N)/N ∼=
Oω(G)/(Oω(G) ∩ N) ∈ Eω, òî (Oω(G)N)/N ⊆ R/N . Â ñèëó òîãî, ÷òî

êëàññ f(ω′) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôîì, ïîëó÷àåì (G/N)/Oω(G/N) ∼= G/R ∼=
(G/Oω(G))/(R/Oω(G)) ∈ f(ω′).

Ïóñòü p ∈ ω ∩ π(G/N) è (G/N)δ(p) := T/N . Ïîñêîëüêó δ(p) � ãîìîìîðô,

òî (Gδ(p)N)/N ∼= Gδ(p)/(Gδ(p) ∩ N) ∈ δ(p), è çíà÷èò, (Gδ(p)N)/N ⊆ T/N . Òàê

êàê G/Gδ(p) ∈ f(p) è f(p) � ãîìîìîðô, èìååì (G/N)/(G/N)δ(p) ∼= G/T ∼=
(G/Gδ(p))/(T/Gδ(p)) ∈ f(p).

Òàêèì îáðàçîì, (G/N)/Oω(G/N) ∈ f(ω′) è (G/N)/(G/N)δ(p) ∈ f(p) äëÿ

âñåõ p ∈ ω ∩ π(G/N). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî G/N ∈ F. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî

êëàññ F ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôîì.

Ïîêàæåì, ÷òî êëàññ F çàìêíóò îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ ïîäïðÿìûõ ïðîèç-

âåäåíèé. Ïóñòü G/Ni ∈ F, i = 1, 2, è D := N1∩N2. Óñòàíîâèì, ÷òî G/D ∈ F. Òàê

êàê ôàêòîð-ãðóïïà G/D èçîìîðôíà ïîäïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ãðóïï G/N1 è

G/N2, òî ñóùåñòâóåò ãðóïïà M òàêàÿ, ÷òî M = K1×K2, H � ïîäïðÿìîå ïðîèç-

âåäåíèå ãðóïï K1 è K2, ïðè÷åì Ki
∼= G/Ni, i = 1, 2, è H ∼= G/D. Òàê êàê êëàññ

Eω ÿâëÿåòñÿ ôîðìàöèåé Ôèòòèíãà, òî ïî ëåììå 8 [7]1 Oω(H) = H ∩ Oω(M).

Äàëåå, Oω(M) = Oω(K1) × Oω(K2) è Oω(M)H ÿâëÿåòñÿ ïîäïðÿìûì ïðîèçâå-

äåíèåì ãðóïï K1 è K2. Òîãäà ïî ëåììå 2(1) [6] HOω(M)/Oω(M) ÿâëÿåòñÿ ïîä-

ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï KiOω(M)/Oω(M) ∼= Ki/Oω(Ki), i = 1, 2. Òàê êàê

Ki/Oω(Ki) ∼= (G/Ni)/Oω(G/Ni) ∈ f(ω′), i = 1, 2, è êëàññ f(ω′) çàìêíóò îòíîñè-

òåëüíî êîíå÷íûõ ïîäïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé, òî HOω(M)/Oω(M) ∼= H/Oω(H) ∈
1Âñå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå â äîêàçàòåëüñòâàõ óòâåðæäåíèé, ïðèâîäÿòñÿ â çàêëþ÷èòåëüíîì ïàðàãðàôå ãëàâû.
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f(ω′) è, çíà÷èò, (G/D)/Oω(G/D) ∈ f(ω′). Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî q ∈ P êëàññ

δ(q) ÿâëÿåòñÿ ôîðìàöèåé Ôèòòèíãà, òî, àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ïîëó÷èì, ÷òî

(G/D)/(G/D)δ(p) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(G/D). Ñëåäîâàòåëüíî, G/D ∈ F.

Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî ãîìîìîðô F çàìêíóò îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ ïîä-

ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé è ïîýòîìó F ÿâëÿåòñÿ ôîðìàöèåé. Ëåììà äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1.1.2. Ïóñòü f � PF -ôóíêöèÿ, δ � PFR-ôóíêöèÿ è

F = ( G ∈ E | G/Gδ(p) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ π(G) ). Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ

íåïóñòîé ôîðìàöèåé.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ïóñòü f , g è δ � íåêîòîðûå ωF -ôóíêöèÿ, PF -
ôóíêöèÿ è PFR-ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ôîðìàöèþ

F = ( G ∈ E | G/Oω(G) ∈ f(ω′) è G/Gδ(p) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(G) )

íàçîâåì ω-âååðíîé ôîðìàöèåé è îáîçíà÷èì ωF (f, δ); ôóíêöèþ f áóäåì íàçûâàòü

ωF -ñïóòíèêîì (èëè, êîðîòêî, ω-ñïóòíèêîì), à ôóíêöèþ δ � íàïðàâëåíèåì ω-

âååðíîé ôîðìàöèè F = ωF (f, δ).

Ôîðìàöèþ F = ( G ∈ E | G/Gδ(p) ∈ g(p) äëÿ âñåõ p ∈ π(G) ) íàçîâåì

âååðíîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì δ è îáîçíà÷èì PF (g, δ), à g áóäåì íàçûâàòü

PF -ñïóòíèêîì (èëè, êîðîòêî, ñïóòíèêîì) âååðíîé ôîðìàöèè F = PF (g, δ).

Çàìå÷àíèå 1.1.1. Ïóñòü δ � ïðîèçâîëüíàÿ PFR-ôóíêöèÿ è f � ωF -

ôóíêöèÿ (PF -ôóíêöèÿ) òàêàÿ, ÷òî f(ω′) = E è f(p) = E äëÿ ëþáîãî p ∈ ω

( f(p) = E äëÿ ëþáîãî p ∈ P ). Òîãäà ωF (f, δ) = E ( PF (f, δ) = E ). Òàêèì îá-

ðàçîì, êëàññ E âñåõ êîíå÷íûõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ ω-âååðíîé (âååðíîé) ôîðìàöèåé

ñ ëþáûì íàïðàâëåíèåì δ.

Ëåììà 1.1.3. Ïóñòü F � ôîðìàöèÿ, π(F) ∩ ω = Ø. Òîãäà F = ωF (f, δ),

ãäå f � ωF -ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî f(ω′) = F, f(p) = Ø äëÿ âñåõ p ∈ ω, è δ �

ïðîèçâîëüíàÿ PFR-ôóíêöèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åäèíè÷íàÿ ôîðìàöèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ

ω-âååðíîé äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H := ωF (f, δ), ãäå f è δ � ôóíêöèè, îïèñàííûå

â çàêëþ÷åíèè ëåììû. Ïîêàæåì, ÷òî F = H. Åñëè G ∈ F, òî G/Oω(G) ∈ F =
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f(ω′) è èç p ∈ ω ∩ π(G) ⊆ ω ∩ π(F) = Ø ñëåäóåò, ÷òî G/Gδ(p) ∈ f(p). Ïîýòîìó

G ∈ H è, çíà÷èò, F ⊆ H.

Äîïóñòèì, ÷òî F ⊂ H èH � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç H \ F. ÒîãäàH
� ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì M = HF. Òàê êàê H/Oω(H) ∈ f(ω′) =

F, òî M ⊆ Oω(H) è äëÿ p ∈ π(M) ∩ ω ïîëó÷àåì H/Hδ(p) ∈ f(p) = Ø, ÷òî

íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, F = H. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü p ∈ P. Íàïîìíèì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Np � êëàññ âñåõ p-ãðóïï;

Ep′ � êëàññ âñåõ p
′-ãðóïï; E(Zp)′ � êëàññ âñåõ (Zp)

′-ãðóïï, ò.å. òàêèõ ãðóïï G, ó

êîòîðûõ íåò ãëàâíûõ Zp-ôàêòîðîâ; Scp � êëàññ âñåõ ãðóïï, ó êîòîðûõ êàæäûé

ãëàâíûé p-ôàêòîð öåíòðàëåí. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Op′(G) = GEp′ , O(Zp)′,Zp
(G) = GE(Zp)′Np

, Fp(G) = GEp′Np
, Fcp(G) = GScp

.

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Ôîðìàöèþ F = ωF (f, δ) íàçîâåì ω-ïîëíîé èëè, êî-

ðîòêî, ωA-ôîðìàöèåé (îò àíãë. "absolute"), åñëè δ(p) = Ep′ äëÿ ëþáîãî p ∈ P, è
áóäåì îáîçíà÷àòü F = ωAF (f), ò.å. ωAF (f) =

= ( G ∈ E | G/Oω(G) ∈ f(ω′) è G/Op′(G) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(G) ).

Íàïðàâëåíèå ω-ïîëíîé ôîðìàöèè îáîçíà÷èì ÷åðåç δ0.

Ïóñòü f � PF -ôóíêöèÿ. Ôîðìàöèþ F = PF (f, δ0) =

= ( G ∈ E | G/Op′(G) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ π(G) )

íàçîâåì ïîëíîé ôîðìàöèåé è îáîçíà÷èì F = AF (f).

Òåîðåìà 1.1.1. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ íååäèíè÷íàÿ ôîðìàöèÿ è ω = π(F).

Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ ω-ïîëíîé ôîðìàöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � òàêàÿ ωF -ôóíêöèÿ, ÷òî f(ω′) = F, f(p) =

form( G/Op′(G) | G ∈ F ) äëÿ âñåõ p ∈ ω, è F1 = ωAF (f). Ïîêàæåì, ÷òî

F = F1. Ïóñòü H ∈ F. Òîãäà H/Oω(H) ∈ F = f(ω′). Êðîìå òîãî, H/Op′(H) ∈
( G/Op′(G) | G ∈ F ) ⊆ f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ∩ π(H). Ñëåäîâàòåëüíî, H ∈ F1

è F ⊆ F1.

Äîïóñòèì, ÷òî F ⊂ F1 è T � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç F1 \ F. Òîãäà
T � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì M = TF. Òàê êàê T/Oω(T ) ∈ f(ω′) =

F, òîM ⊆ Oω(T ). Ïóñòü p ∈ π(M). Òîãäà p ∈ ω∩π(T ) è èç T/Op′(T ) ∈ f(p) ⊆ F
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ñëåäóåò, ÷òî M ⊆ Op′(T ). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî

F = F1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.1.2. Èç òåîðåìû 1.1.1 è ëåììû 1.1.3 ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ

íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ω-ïîëíîé äëÿ íåêîòîðîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà

ïðîñòûõ ÷èñåë ω.

Ëåììà 1.1.4. Ïóñòü F = ωF (f, δ), ãäå δ � ïðîèçâîëüíàÿ PFR-ôóíêöèÿ.
Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ :

1) F = ωF (g, δ), ãäå g(p) = f(p) ∩ F äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ∪ {ω′};
2) F = ωF (h, δ), ãäå h(ω′) = F è h(p) = f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü g � ωF -ôóíêöèÿ, îïèñàííàÿ â ïóíêòå 1)

ëåììû, è B = ωF (g, δ). Òàê êàê g(p) ⊆ f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ∪ {ω′}, òî
B ⊆ F. Ïóñòü G ∈ F. Òîãäà G/Oω(G) ∈ f(ω′) è G/Gδ(p) ∈ f(p) äëÿ ëþáîãî

p ∈ ω ∩ π(G). Ïîñêîëüêó F � ôîðìàöèÿ, òî {G/Oω(G), G/Gδ(p)} ⊆ F è, çíà-

÷èò, G/Oω(G) ∈ f(ω′) ∩ F = g(ω′) è G/Gδ(p) ∈ f(p) ∩ F = g(p) äëÿ ëþáîãî

p ∈ ω ∩ π(G). Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ B è F ⊆ B. Òàêèì îáðàçîì, F = B.

2) Ïóñòü h � ωF -ôóíêöèÿ èç ïóíêòà 2) ëåììû è H = ωF (h, δ). Ïîêàæåì,

÷òî F = H. Åñëè G ∈ F, òî G/Oω(G) ∈ F = h(ω′) è äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ∩ π(G)

èìååì G/Gδ(p) ∈ f(p) = h(p). Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ H è F ⊆ H.

Äîïóñòèì, ÷òî F ⊂ H è H � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç H \ F. Òî-
ãäà ãðóïïà H ìîíîëèòè÷íà ñ ìîíîëèòîì M = HF. Èç H/Oω(H) ∈ h(ω′) = F

ñëåäóåò, ÷òî M ⊆ Oω(H) è ïîýòîìó H/Oω(H) ∼= (H/M)/(Oω(H)/M) =

(H/M)/Oω(H/M) ∈ f(ω′). Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ∩ π(H) âûïîëíÿ-

åòñÿ H/Hδ(p) ∈ h(p) = f(p). Ñëåäîâàòåëüíî, H ∈ F. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå

äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî F = H. Ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Ôîðìàöèþ F = ωF (f, δ) íàçîâåì ω-ëîêàëüíîé èëè,

êîðîòêî, ωL-ôîðìàöèåé, åñëè δ(p) = Ep′Np äëÿ ëþáîãî p ∈ P, è áóäåì îáîçíà-

÷àòü F = ωLF (f), ò.å. ωLF (f) =

= ( G ∈ E | G/Oω(G) ∈ f(ω′) è G/Fp(G) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(G) ).

Íàïðàâëåíèå ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè îáîçíà÷èì ÷åðåç δ1.

Â ñëó÷àå, êîãäà f ÿâëÿåòñÿ PF -ôóíêöèåé, ïîëó÷àåì îïðåäåëåíèå ëîêàëü-

íîé ôîðìàöèè
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F = LF (f) = ( G ∈ E | G/Fp(G) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ π(G) ).

Çàìå÷àíèå 1.1.3. Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå íàìè ïîíÿòèå ω-

ëîêàëüíîé ôîðìàöèè èìååò áîëåå ïðîñòîå îïðåäåëåíèå, ÷åì â ðàáîòå [40]. Óñòà-

íîâèì ðàâíîñèëüíîñòü ýòèõ îïðåäåëåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Eωd îáîçíà÷àåòñÿ

êëàññ âñåõ ωd-ãðóïï. Äëÿ óäîáñòâà ω-ëîêàëüíóþ ôîðìàöèþ LFω(f) =

= ( G ∈ E | G/Gωd ∈ f(ω′) è G/Fp(G) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(G) ),

ãäå Gωd = GEωd
, èç [40] âðåìåííî íàçîâåì ωd-ëîêàëüíîé.

Òåîðåìà 1.1.2. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ôîðìàöèÿ ωd-ëîêàëüíîé;

2) ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ω-ëîêàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. I. Ïóñòü ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ωd-ëîêàëüíîé. Òîãäà

ñîãëàñíî [40] F = LFω(f) =

= ( G ∈ E | G/Gωd ∈ f(ω′) è G/Fp(G) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(G) ),

ïðè÷åì â ñèëó òåîðåìû 1 [40] ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(ω′) = F. Ðàññìîòðèì ôîð-

ìàöèþ ωLF (f) =

= ( G ∈ E | G/Oω(G) ∈ f(ω′) è G/Fp(G) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(G) ).

Åñëè G ∈ F, òî G/Oω(G) ∈ F = f(ω′) è äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ∩ π(G) èìååì

G/Fp(G) ∈ f(p). Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ ωLF (f) è F ⊆ ωLF (f).

ÏóñòüH ∈ ωLF (f). ÒîãäàH/Oω(H) ∈ f(ω′) èH/Fp(H) ∈ f(p) äëÿ ëþáîãî

p ∈ ω ∩ π(G). Ïîñêîëüêó Oω(H) ⊆ Hωd, òî H/Hωd ∈ f(ω′), à çíà÷èò, H ∈ F è

ωLF (f) ⊆ F. Òàêèì îáðàçîì, F = ωLF (f) � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ.

II. Ïóñòü ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ω-ëîêàëüíîé, ò.å. F = ωLF (f). Ñîãëàñíî

ëåììå 1.1.4 ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(p) ⊆ F äëÿ âñåõ p ∈ ω∪{ω′}, ïðè÷åì f(ω′) = F.

Ðàññìîòðèì ôîðìàöèþ LFω(f) = ( G ∈ E | G/Gωd ∈ f(ω′) è G/Fp(G) ∈ f(p)

äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(G) ). Åñëè G ∈ F, òî G/Gωd ∈ F = f(ω′) è äëÿ ëþáîãî

p ∈ ω∩π(G) èìååì G/Fp(G) ∈ f(p). Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ LFω(f) è F ⊆ LFω(f).

Äîïóñòèì, ÷òî F ⊂ LFω(f) è H � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç

LFω(f) \ F. Òîãäà ãðóïïà H ìîíîëèòè÷íà ñ ìîíîëèòîì M = HF. Èç H/Hωd ∈
f(ω′) = F ñëåäóåò, ÷òî M ⊆ Hωd. Ïóñòü M � íåàáåëåâà ãðóïïà. Òàê êàê
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M � ωd-ãðóïïà, òî ñóùåñòâóåò p ∈ ω ∩ π(M). Òîãäà Fp(H) = 1. Ïîñêîëüêó

H ∈ LFω(f), òî H ∼= H/Fp(H) ∈ f(p) ⊆ F. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâà-

òåëüíî, M � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà, ïðè÷åì p ∈ ω. Òàê êàê H/M ∈ F,

òî H/Oω(H) ∼= (H/M)/(Oω(H)/M) = (H/M)/Oω(H/M) ∈ f(ω′). Êðîìå òî-

ãî, äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ∩ π(H) âûïîëíÿåòñÿ H/Fp(H) ∈ f(p). Ñëåäîâàòåëüíî,

H ∈ F. Ïðîòèâîðå÷èå. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî F = LFω(f) � ωd-ëîêàëüíàÿ

ôîðìàöèÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â.À. Âåäåðíèêîâûì â ðàáîòå [8] ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå äâà âàæíûõ âèäà

ω-âååðíûõ ôîðìàöèé � ω-ñïåöèàëüíûå è ω-öåíòðàëüíûå ôîðìàöèè.

Îïðåäåëåíèå 1.1.5. ([8], îïðåäåëåíèå 6). Ôîðìàöèÿ F = ωF (f, δ) íàçû-

âàåòñÿ ω-ñïåöèàëüíîé èëè, êîðîòêî, ωS-ôîðìàöèåé, åñëè δ(p) = E(Zp)′Np äëÿ

ëþáîãî p ∈ P, è îáîçíà÷àåòñÿ F = ωSF (f), ò.å. ωSF (f) =

( G ∈ E | G/Oω(G) ∈ f(ω′) è G/O(Zp)′,Zp
(G) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(G) ).

Íàïðàâëåíèå ω-ñïåöèàëüíîé ôîðìàöèè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç δ2.

Â ñëó÷àå, êîãäà f ÿâëÿåòñÿ PF -ôóíêöèåé, ïîëó÷àþò îïðåäåëåíèå ñïåöè-

àëüíîé ôîðìàöèè

F = SF (f) = ( G ∈ E | G/O(Zp)′,Zp
(G) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ π(G) ).

Îïðåäåëåíèå 1.1.6. ([8], îïðåäåëåíèå 7). Ôîðìàöèÿ F = ωF (f, δ) íàçûâà-

åòñÿ ω-öåíòðàëüíîé èëè, êîðîòêî, ωZ-ôîðìàöèåé, åñëè δ(p) = Scp äëÿ ëþáîãî

p ∈ P, è îáîçíà÷àåòñÿ F = ωZF (f), ò.å. ωZF (f) =

= ( G ∈ E | G/Oω(G) ∈ f(ω′) è G/Fcp(G) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(G) ).

Íàïðàâëåíèå ω-öåíòðàëüíîé ôîðìàöèè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç δ3.

Â ñëó÷àå, êîãäà f ÿâëÿåòñÿ PF -ôóíêöèåé, ïîëó÷àþò îïðåäåëåíèå öåí-

òðàëüíîé ôîðìàöèè

F = ZF (f) = ( G ∈ E | G/Fcp(G) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ π(G) ).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñòàíîâèì âçàèìîñâÿçü ìåæäó ω-âååðíîñòüþ è âå-

åðíîñòüþ íåïóñòîé íååäèíè÷íîé ôîðìàöèè F òàêîé, ÷òî π(F) ⊆ ω.

Òåîðåìà 1.1.3. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ íååäèíè÷íàÿ ôîðìàöèÿ è π(F) ⊆ ω.

Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ω-âååðíîé ñ íàïðàâëåíèåì δ è ω-ñïóòíèêîì f òîãäà è
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òîëüêî òîãäà, êîãäà F � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ñïóòíèêîì f1

òàêèì,÷òî f1(p) = f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω è f1(p) = Ø äëÿ âñåõ p ∈ P \ ω.
Òàêèå ω-ñïóòíèê f è ñïóòíèê f1 ôîðìàöèè F áóäåì íàçûâàòü ω-ðàâíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ω-

âååðíîé ñ íàïðàâëåíèåì δ è ω-ñïóòíèêîì f . Òîãäà F = ωF (f, δ) =

= ( G ∈ E | G/Oω(G) ∈ f(ω′) è G/Gδ(p) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(G) ).

Ðàññìîòðèì PF -ôóíêöèþ f1 òàêóþ, ÷òî f1(p) = f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω è f1(p) =

Ø äëÿ ëþáîãî p ∈ P \ ω. Ïóñòü

F1 = PF (f1, δ) = ( H ∈ E | H/Hδ(p) ∈ f1(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ π(H) ).

Ïîêàæåì, ÷òî F = F1. Îòìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ 1.1.1 f(ω′) 6= Ø. Ïîñêîëüêó

F 6= (1), òî π(F) 6= Ø è ñîãëàñíî óñëîâèþ ω 6= Ø. Ïóñòü G ∈ F. Òîãäà G

ÿâëÿåòñÿ ω-ãðóïïîé è, çíà÷èò, G/Gδ(p) ∈ f(p) = f1(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ π(G).

Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ F1 è F ⊆ F1.

Äîïóñòèì, ÷òî F ⊂ F1 è T � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç F1 \ F. Òîãäà
T � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì M = TF. Â ñèëó ëåììû 1.1.4 ìîæåì

ñ÷èòàòü, ÷òî f(ω′) = F. Ïóñòü p ∈ π(M). Ïîñêîëüêó T ∈ F1, òî T/Tδ(p) ∈ f1(p) è,

çíà÷èò, f1(p) 6= Ø. Îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ f1 ñëåäóåò, ÷òî p ∈ ω è M ⊆ Oω(T ).

Ïîýòîìó T/Oω(T ) ∼= (T/M)/(Oω(T )/M) ∈ F = f(ω′). Êðîìå òîãî, T/Tδ(q) ∈
f1(q) = f(q) äëÿ ëþáîãî q ∈ π(T ) = ω ∩ π(T ). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 1.1.2

ïîëó÷àåì T ∈ F. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, F = F1.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü òåïåðü F = PF (g, δ) � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâ-

ëåíèåì δ. Ðàññìîòðèì ωF -ôóíêöèþ h òàêóþ, ÷òî h(ω′) = F, h(p) = g(p) äëÿ

ëþáîãî p ∈ ω. Ïóñòü H = ωF (h, δ). Ïîêàæåì, ÷òî F = H. Åñëè G ∈ F, òî

G/Oω(G) ∈ F = h(ω′) è äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ∩ π(G) ñïðàâåäëèâî G/Gδ(p) ∈ g(p) =

h(p). Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ H è F ⊆ H.

Äîïóñòèì, ÷òî F ⊂ H èH � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç H \ F. ÒîãäàH
� ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîìM = HF. Òàê êàê H/Oω(H) ∈ h(ω′) = F,

òî M ⊆ Oω(H). Ïîñêîëüêó H/M ∈ F è π(F) ⊆ ω, òî H/M ÿâëÿåòñÿ ω-ãðóïïîé

è, çíà÷èò, H � ω-ãðóïïà. Òàê êàê H ∈ H, òî H/Hδ(p) ∈ h(p) = g(p) äëÿ ëþáîãî

p ∈ ω ∩ π(H) = π(H). Ñëåäîâàòåëüíî, H ∈ F. Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì,

F = H. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 1.1.1. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ íååäèíè÷íàÿ ôîðìàöèÿ è

π(F) ⊆ ω. Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ω-ïîëíîé (ω-ëîêàëüíîé, ω-ñïåöèàëüíîé, ω-

öåíòðàëüíîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F � ïîëíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî ëî-

êàëüíàÿ, ñïåöèàëüíàÿ, öåíòðàëüíàÿ) ôîðìàöèÿ.

Ïóñòü ψ1 è ψ2 � ïðîèçâîëüíûå ωF -ôóíêöèè (PF -ôóíêöèè, PFR-ôóíêöèè).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ψ1 ≤ ψ2, åñëè ψ1(q) ⊆ ψ2(q) äëÿ âñåõ q ∈ ω ∪ {ω′} (äëÿ
âñåõ q ∈ P). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñÿêîå ìíîæåñòâî ωF -

ôóíêöèé (PF -ôóíêöèé, PFR-ôóíêöèé) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì.

Ñðåäè íàïðàâëåíèé δ ω-âååðíîé ôîðìàöèè òàêèõ, ÷òî δ0 ≤ δ, âàæíîå ìåñòî

çàíèìàþò íàïðàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó Eq′δ(q) = δ(q) äëÿ ëþáîãî

q ∈ P. Ýòîìó ðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿþò íàïðàâëåíèÿ ω-ïîëíîé, ω-ëîêàëüíîé, ω-
ñïåöèàëüíîé, ω-öåíòðàëüíîé ôîðìàöèé, à òàêæå íàïðàâëåíèÿ âèäà δ(q) = Eq′X

äëÿ ëþáîãî q ∈ P è ëþáîé íåïóñòîé ôîðìàöèè Ôèòòèíãà X.

Îïðåäåëåíèå 1.1.7. Íàïðàâëåíèå δ ω-âååðíîé ôîðìàöèè íàçî-

âåì ãëàâíûì èëè, êîðîòêî, p-íàïðàâëåíèåì (îò àíãë. "principal"), åñëè

δ(q) = Eq′δ(q) äëÿ ëþáîãî q ∈ P.

Â.À. Âåäåðíèêîâ â ðàáîòå [8] ââåë â ðàññìîòðåíèå ðÿä âàæíûõ âèäîâ íà-

ïðàâëåíèé ω-âååðíûõ ôîðìàöèé.

Îïðåäåëåíèå 1.1.8. ([8], îïðåäåëåíèå 1). Íàïðàâëåíèå δ ω-âååðíîé ôîð-

ìàöèè íàçûâàåòñÿ:

a-íàïðàâëåíèåì, åñëè Zq ∈ δ(q) äëÿ ëþáîãî q ∈ P;
b-íàïðàâëåíèåì, åñëè δ(q)Nq = δ(q) äëÿ ëþáîãî q ∈ P;
bp-íàïðàâëåíèåì, ãäå p ∈ P, åñëè δ(p)Np = δ(p);

r-íàïðàâëåíèåì, åñëè δ(q) = E(Zq)′δ(q) äëÿ ëþáîãî q ∈ P;
s-íàïðàâëåíèåì, åñëè ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà δ(q) q-ðàçðåøèìà

äëÿ ëþáîãî q ∈ P.
Ïóñòü {i1, i2, . . . , ik} � ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé ω-âååðíîé ôîðìàöèè F.

PFR-ôóíêöèÿ δ íàçûâàåòñÿ i1i2 . . . ik-íàïðàâëåíèåì ω-âååðíîé ôîðìàöèè F, åñ-

ëè δ ÿâëÿåòñÿ ij-íàïðàâëåíèåì ôîðìàöèè F äëÿ ëþáîãî j ∈ {1, 2, . . . , k}.

Çàìå÷àíèå 1.1.4. Èç îïðåäåëåíèÿ 1.1.8 ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå b-íàïðàâëåíèå

ω-âååðíîé ôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ a-íàïðàâëåíèåì è bp-íàïðàâëåíèåì äëÿ ëþáîãî
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p ∈ P; âñÿêîå r-íàïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ p-íàïðàâëåíèåì.

Çàìå÷àíèå 1.1.5. Îòìåòèì, ÷òî íàïðàâëåíèå δ0 ω-ïîëíîé ôîðìàöèè ÿâ-

ëÿåòñÿ ps-íàïðàâëåíèåì, íî íå ÿâëÿåòñÿ íè a-, íè b-, íè r-íàïðàâëåíèåì; íà-

ïðàâëåíèå δ1 ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ bps-íàïðàâëåíèåì, íî íå ÿâ-

ëÿåòñÿ r-íàïðàâëåíèåì; íàïðàâëåíèÿ δ2 è δ3 ñîîòâåòñòâåííî ω-ñïåöèàëüíîé

è ω-öåíòðàëüíîé ôîðìàöèé ÿâëÿþòñÿ br-íàïðàâëåíèÿìè, íî íå ÿâëÿþòñÿ s-

íàïðàâëåíèÿìè.

Òåîðåìà 1.1.4. Ïóñòü δ � p-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè. Åñëè F

� âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ, òî F ÿâëÿåòñÿ ω-âååðíîé ôîðìàöèåé ñ

íàïðàâëåíèåì δ äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F = PF (f, δ) � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëå-

íèåì δ, h � òàêàÿ ωF -ôóíêöèÿ, ÷òî h(ω′) = F, h(p) = f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω,
è H = ωF (h, δ). Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1.3, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

F ⊆ H.

Äîïóñòèì, ÷òî H ∈ H \ F è H � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà ñ òà-

êèì ñâîéñòâîì. Òîãäà H � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì M = HF.

Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1.3, M ⊆ Oω(H). Ïîýòîìó π(M) ⊆ ω

è H/Hδ(p) ∈ h(p) = f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ π(M). Ïóñòü q ∈ π(H) \ π(M) è

(H/M)δ(q) := T/M . Ïîñêîëüêó T/M ∈ δ(q) è M ∈ Eq′, òî T ∈ Eq′δ(q) = δ(q).

Òîãäà H/Hδ(q)
∼= (H/M)/(Hδ(q)/M) = (H/M)/(H/M)δ(q) ∈ f(q). Ñëåäîâàòåëü-

íî, H ∈ F. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî F = H. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Ïîñêîëüêó íàïðàâëåíèÿ δ0, δ1, δ2, δ3 ÿâëÿþòñÿ p-íàïðàâëåíèÿìè, òî èç

òåîðåìû 1.1.4 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò ðåçóëüòàòû äëÿ ïîëíûõ, ëîêàëüíûõ,

ñïåöèàëüíûõ è öåíòðàëüíûõ ôîðìàöèé.

Ñëåäñòâèå 1.1.2. Åñëè F � ïîëíàÿ (ëîêàëüíàÿ, ñïåöèàëüíàÿ, öåíòðàëüíàÿ)

ôîðìàöèÿ, òî F ÿâëÿåòñÿ ω-ïîëíîé (ñîîòâåòñòâåííî ω-ëîêàëüíîé, ω-

ñïåöèàëüíîé, ω-öåíòðàëüíîé) ôîðìàöèåé äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà

ïðîñòûõ ÷èñåë ω.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïóñòîé íååäèíè÷íîé ôîðìàöèè

F ïîñòðîèì âååðíóþ ôîðìàöèþ, ñîäåðæàùóþ F.
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Òåîðåìà 1.1.5. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ íååäèíè÷íàÿ ôîðìàöèÿ, δ � PFR-
ôóíêöèÿ, πp = ∪H∈Fπ(H/Hδ(p)) äëÿ ëþáîãî p ∈ π(F), f � òàêàÿ PF -ôóíêöèÿ,
÷òî äëÿ ëþáîãî p ∈ π(F) ñïðàâåäëèâî: f(p) = Eπp, åñëè πp 6= Ø, è f(p) = (1),

åñëè πp = Ø. Òîãäà ôîðìàöèÿ F ñîäåðæèòñÿ â âååðíîé ôîðìàöèè PF (f, δ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F1 := PF (f, δ), ãäå f � PF -ôóíêöèÿ, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ òåîðåìû. Ïîêàæåì, ÷òî F ⊆ F1. Ïóñòü G ∈ F è p ∈ π(G).

Ïðîâåðèì, ÷òî G/Gδ(p) ∈ f(p). Òàê êàê G ∈ F, òî p ∈ π(F). Ïóñòü πp 6= Ø.

Òîãäà f(p) = Eπp. Èç G ∈ F ñëåäóåò π(G/Gδ(p)) ⊆ ∪H∈Fπ(H/Hδ(p)) = πp. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî G/Gδ(p) ∈ Eπp = f(p). Ïóñòü πp = Ø. Òîãäà äëÿ ëþáîé ãðóïïû

H ∈ F èìååì π(H/Hδ((p)) = Ø è, â ÷àñòíîñòè, π(G/Gδ(p)) = Ø. Ñëåäîâàòåëüíî,

G/Gδ(p) = 1 ∈ (1) = f(p). Òàêèì îáðàçîì, G ∈ PF (f, δ) = F1 è F ⊆ F1. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Ïðè èññëåäîâàíèè ω-âååðíûõ ôîðìàöèé óäîáíî èñïîëüçîâàòü èõ ω-

ñïóòíèêè. Òàê, íàïðèìåð, ω-ñïóòíèêè g è h èç ëåììû 1.1.4 ïðèìåíÿëèñü ïðè

äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 1.1.2 è 1.1.3. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå âàæíûå âèäû ω-

ñïóòíèêîâ ω-âååðíîé ôîðìàöèè.

Îïðåäåëåíèå 1.1.9. ωF -ôóíêöèþ (PF -ôóíêöèþ) f íàçîâåì ìèíèìàëü-

íûì ω-ñïóòíèêîì (ñïóòíèêîì) ω-âååðíîé (âååðíîé) ôîðìàöèè F, åñëè f ÿâëÿ-

åòñÿ ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà âñåõ ω-ñïóòíèêîâ (ñïóòíèêîâ) ôîðìà-

öèè F.

Ðàññìîòðèì ñòðîåíèå ìèíèìàëüíîãî ω-ñïóòíèêà ω-âååðíîé ôîðìàöèè ñ íà-

ïðàâëåíèåì δ, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ δ0 ≤ δ.

Ïóñòü { fi | i ∈ I } � ïðîèçâîëüíûé íàáîð ωF -ôóíêöèé (PF -ôóíêöèé).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∩i∈Ifi òàêóþ ωF -ôóíêöèþ (PF -ôóíêöèþ) f , ÷òî f(p) =

∩i∈Ifi(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∪ {ω′} (äëÿ âñåõ p ∈ P).

Ëåììà 1.1.5. Ïóñòü δ � ïðîèçâîëüíàÿ PFR-ôóíêöèÿ, F = ∩i∈IFi, ãäå
Fi = ωF (fi, δ) ( Fi = PF (fi, δ) ), i ∈ I. Òîãäà F = ωF (f, δ) ( F = PF (f, δ) ), ãäå

f = ∩i∈Ifi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H = ωF (f, δ), ãäå f � ωF -ôóíêöèÿ èç çàêëþ-

÷åíèÿ ëåììû. Ïîêàæåì, ÷òî F = H. Ïóñòü G ∈ F. Òîãäà G ∈ Fi è, çíà÷èò,

G/Oω(G) ∈ fi(ω′), i ∈ I. Ïîýòîìó G/Oω(G) ∈ ∩i∈Ifi(ω′) = f(ω′). Òàê êàê äëÿ
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ëþáîãî p ∈ ω ∩ π(G) èìååì G/Gδ(p) ∈ fi(p), i ∈ I, òî G/Gδ(p) ∈ ∩i∈Ifi(p) = f(p).

Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ H è F ⊆ H.

Ïóñòü H ∈ H. Òîãäà H/Oω(H) ∈ f(ω′) = ∩i∈Ifi(ω′) è H/Hδ(p) ∈ f(p) =

∩i∈Ifi(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ∩ π(H). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî H/Oω(H) ∈ fi(ω
′) è

H/Hδ(p) ∈ fi(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω∩π(H), i ∈ I. Ïîýòîìó H ∈ Fi, i ∈ I è, çíà÷èò,
H ∈ ∩i∈IFi = F. Ñëåäîâàòåëüíî, H ∈ F è H ⊆ F. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî

F = H.

Äëÿ âååðíûõ ôîðìàöèé äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. Ëåììà

äîêàçàíà.

Ïóñòü X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ãðóïï. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ωF (X, δ) ω-

âååðíóþ ôîðìàöèþ ñ íàïðàâëåíèåì δ, ïîðîæäåííóþ ìíîæåñòâîì X, ò.å.

ωF (X, δ) � ïåðåñå÷åíèå âñåõ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ñ íàïðàâëåíèåì δ, êîòîðûå

ñîäåðæàò X; àíàëîãè÷íî, PF (X, δ) � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ, ïîðîæäåííàÿ ìíîæå-

ñòâîì X. Ïðè ôèêñèðîâàííîì δ äëÿ ôîðìàöèé ωF (X, δ) è PF (X, δ) áóäåì òàêæå

èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ωAF (X) ( ωLF (X), ωSF (X), ωZF (X) ) � ω-ïîëíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî ω-

ëîêàëüíàÿ, ω-ñïåöèàëüíàÿ, ω-öåíòðàëüíàÿ) ôîðìàöèÿ, ïîðîæäåííàÿ ìíîæå-

ñòâîì X;

AF (X) ( LF (X), SF (X), ZF (X) ) � ïîëíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî ëîêàëüíàÿ,

ñïåöèàëüíàÿ, öåíòðàëüíàÿ) ôîðìàöèÿ, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì X.

Òåîðåìà 1.1.6. Ïóñòü X � íåïóñòîé êëàññ ãðóïï, F = ωF (X, δ) � ω-

âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ, ãäå δ0 ≤ δ. Òîãäà F îáëàäàåò åäèíñòâåí-

íûì ìèíèìàëüíûì ω-ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî

f(ω′) = form( G/Oω(G) | G ∈ X ),

f(p) = form( G/Gδ(p) | G ∈ X ) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(X),

f(p) = Ø, åñëè p ∈ ω \ π(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó êëàññ E ÿâëÿåòñÿ ω-âååðíîé ôîðìàöèåé ñ

íàïðàâëåíèåì δ è X ⊆ E, òî ôîðìàöèÿ F = ωF (X, δ) ñóùåñòâóåò è, çíà÷èò,

ìíîæåñòâî L âñåõ ω-ñïóòíèêîâ ôîðìàöèè F íåïóñòî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f1 ïåðå-

ñå÷åíèå âñåõ ýëåìåíòîâ èç L. Ñîãëàñíî ëåììå 1.1.5 ñïðàâåäëèâî F = ωF (f1, δ) è

ïîýòîìó f1 ∈ L. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî f1 � åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé

ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F.
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Ïóñòü f � ωF -ôóíêöèÿ, îïèñàííàÿ â çàêëþ÷åíèè òåîðåìû. Ïîêàæåì, ÷òî

f = f1. Ïóñòü M ∈ X. Òîãäà M/Oω(M) ∈ f(ω′) è èç π(M) ⊆ π(X) ñëåäóåò,

÷òî M/Mδ(p) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(M). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî M ∈ ωF (f, δ) è

X ⊆ ωF (f, δ). Ñëåäîâàòåëüíî, F = ωF (X, δ) ⊆ ωF (f, δ).

Ïîêàæåì, ÷òî f ≤ f1. Ïóñòü p ∈ ω∩π(X). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ãðóïïàH ∈
F, ÷òî p ∈ ω ∩ π(H). Èç ðàâåíñòâà F = ωF (f1, δ) ñëåäóåò, ÷òî H/Hδ(p) ∈ f1(p).

Ïîýòîìó f1(p) 6= Ø. Ïóñòü G ∈ X. Åñëè p ∈ ω ∩ π(G), òî èç G ∈ F = ωF (f1, δ)

ïîëó÷àåì G/Gδ(p) ∈ f1(p). Ïóñòü òåïåðü p ∈ (ω ∩ π(X)) \ (ω ∩ π(G)). Òîãäà

G ∈ Ep′ = δ0(p) ⊆ δ(p) è ïîýòîìó G/Gδ(p)
∼= 1 ∈ f1(p). Òàêèì îáðàçîì,

f(p) = form( G/Gδ(p) | G ∈ X ) ⊆ f1(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ∩ π(X).

Åñëè p ∈ ω \ π(X), òî f(p) = Ø ⊆ f1(p). Êðîìå òîãî, èç X ⊆ F ïîëó÷àåì f(ω′) =

form( G/Oω(G) | G ∈ X ) ⊆ f1(ω
′). Ñëåäîâàòåëüíî, f ≤ f1 è ωF (f, δ) ⊆ F.

Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî F = ωF (f, δ) è f ∈ L. Ïîñêîëüêó f1 � ìèíè-

ìàëüíûé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F, òî f ≤ f1 âëå÷åò f = f1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.1.3. Ïóñòü X � íåïóñòîé êëàññ ãðóïï, F = PF (X, δ) � âå-

åðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ, ãäå δ0 ≤ δ. Òîãäà F îáëàäàåò åäèíñòâåííûì

ìèíèìàëüíûì ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî

f(p) = form( G/Gδ(p) | G ∈ X ) äëÿ âñåõ p ∈ π(X),

f(p) = Ø, åñëè p ∈ P \ π(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ω = P. Òîãäà π(F) ⊆ ω. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.3

ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ω-âååðíîé ñ íàïðàâëåíèåì δ. Ïî òåîðåìå 1.1.6 F îáëàäàåò

åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì ω-ñïóòíèêîì f1. Ïóñòü f � PF -ôóíêöèÿ, îïèñàííàÿ
â çàêëþ÷åíèè ñëåäñòâèÿ. Òîãäà f(p) = f1(p) äëÿ âñåõ p ∈ P = ω. Ïîêàæåì, ÷òî

F = PF (f, δ). Åñëè G ∈ F, òî äëÿ ëþáîãî p ∈ π(G) = ω ∩ π(G) ñïðàâåäëèâî

G/Gδ(p) ∈ f1(p) = f(p) è ïîýòîìó G ∈ PF (f, δ). Ñëåäîâàòåëüíî, F ⊆ PF (f, δ).

Ïóñòü òåïåðü H ∈ PF (f, δ) è p ∈ π(H) = π(H) ∩ ω. Òîãäà H/Hδ(p) ∈
f(p) = f1(p). Êðîìå òîãî, èç H ∈ Eω ïîëó÷àåì H/Oω(H) ∼= 1 ∈ f1(ω

′). Òàêèì

îáðàçîì, H ∈ ωF (f1, δ) = F è PF (f, δ) ⊆ F. Ñëåäîâàòåëüíî, F = PF (f, δ), ò.å. f

� ñïóòíèê ôîðìàöèè F.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé ñïóòíèê h ôîðìàöèè F, ÷òî f(q) 6⊆ h(q)

äëÿ íåêîòîðîãî q ∈ P. Ïóñòü h1 � òàêàÿ ωF -ôóíêöèÿ, ÷òî h1(p) = h(p) äëÿ âñåõ
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p ∈ ω è h1(ω
′) = f1(ω

′). Ïîêàæåì, ÷òî F = ωF (h1, δ). Ïóñòü G ∈ F. Òîãäà

G/Oω(G) ∈ f1(ω
′) = h1(ω

′) è äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ∩ π(G) = π(G) ñïðàâåäëèâî

G/Gδ(p) ∈ h(p) = h1(p). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî G ∈ ωF (h1, δ) è F ⊆ ωF (h1, δ).

Ïóñòü L ∈ ωF (h1, δ) è p ∈ π(L). Òîãäà èç π(L) = ω ∩ π(L) ñëåäóåò,

÷òî L/Lδ(p) ∈ h1(p) = h(p). Ïîýòîìó L ∈ PF (h, δ) = F. Òàêèì îáðàçîì, F =

ωF (h1, δ). Ïîñêîëüêó f1 � åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F,

òî f1(p) ⊆ h1(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∪ {ω′}. Îäíàêî, f1(q) = f(q) 6⊆ h(q) = h1(q).

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî f � åäèíñòâåííûé ìèíè-

ìàëüíûé ñïóòíèê ôîðìàöèè F. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 1.1.4. Ïóñòü fi � ìèíèìàëüíûé ω-ñïóòíèê (ñïóòíèê) ω-

âååðíîé (âååðíîé) ôîðìàöèè Fi ñ íàïðàâëåíèåì δ, ãäå δ0 ≤ δ, i = 1, 2. Òîãäà è

òîëüêî òîãäà F1 ⊆ F2, êîãäà f1 ≤ f2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü F1 ⊆ F2. Òîãäà ââèäó òåîðåìû

1.1.6 f1(ω
′) = form( G/Oω(G) | G ∈ F1 ) ⊆ form( G/Oω(G) | G ∈ F2 ) = f2(ω

′).

Ïóñòü p ∈ ω ∩ π(F1). Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.6 f1(p) = form( G/Gδ(p) | G ∈
F1 ) ⊆ form( G/Gδ(p) | G ∈ F2 ) = f2(p). Åñëè p ∈ ω \ π(F1), òî f1(p) = Ø ⊆
f2(p). Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî f1 ≤ f2.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f1 ≤ f2 è G ∈ F1. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 1.1.2

G/Oω(G) ∈ f1(ω
′) ⊆ f2(ω

′) è G/Gδ(p) ∈ f1(p) ⊆ f2(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ∩ π(G).

Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ F2 è ïîýòîìó F1 ⊆ F2. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 1.1.5. Ïóñòü X � íåïóñòîé êëàññ ãðóïï. Òîãäà ω-ïîëíàÿ (ω-

ñïåöèàëüíàÿ, ω-öåíòðàëüíàÿ) ôîðìàöèÿ F = ωAF (X) (ñîîòâåòñòâåííî F =

ωSF (X), F = ωZF (X) ) îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì ω-ñïóòíèêîì

f òàêèì, ÷òî

f(ω′) = form( G/Oω(G) | G ∈ X ),

f(p) = Ø, åñëè p ∈ ω \ π(X),

f(p) = form( G/Op′(G) | G ∈ X )

( f(p) = form( G/O(Zp)′,Zp
(G) | G ∈ X ), f(p) = form( G/Fcp(G) | G ∈ X )

ñîîòâåòñòâåííî ) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó F ÿâëÿåòñÿ ω-âååðíîé ôîðìàöèåé ñ íà-

ïðàâëåíèåì δ0, òî ïî òåîðåìå 1.1.6 ôîðìàöèÿ F îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìèíè-
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ìàëüíûì ω-ñïóòíèêîì f , ïðè÷åì f(p) = form( G/Op′(G) | G ∈ X ) äëÿ âñåõ

p ∈ ω ∩ π(X).

Äëÿ ω-ñïåöèàëüíîé è ω-öåíòðàëüíîé ôîðìàöèé ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ

àíàëîãè÷íî. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 1.1.6. Ïóñòü X � íåïóñòîé êëàññ ãðóïï. Òîãäà ïîëíàÿ (ñïå-

öèàëüíàÿ, öåíòðàëüíàÿ) ôîðìàöèÿ F = AF (X) (ñîîòâåòñòâåííî F = SF (X),

F = ZF (X) ) îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî

f(p) = Ø, åñëè p ∈ P \ π(X),

f(p) = form( G/Op′(G) | G ∈ X )

( f(p) = form( G/O(Zp)′,Zp
(G) | G ∈ X ), f(p) = form( G/Fcp(G) | G ∈ X )

ñîîòâåòñòâåííî ) äëÿ âñåõ p ∈ π(X).

Ñëåäñòâèå 1.1.7. (Ñêèáà, Øåìåòêîâ [40], ëåììà 5). Ïóñòü X � íåïóñòîé

êëàññ ãðóïï. Òîãäà ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ F = ωLF (X) îáëàäàåò åäèíñòâåí-

íûì ìèíèìàëüíûì ω-ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî

f(ω′) = form( G/Oω(G) | G ∈ X ),

f(p) = form( G/Fp(G) | G ∈ X ) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(X) è

f(p) = Ø, åñëè p ∈ ω \ π(X).

Ñëåäñòâèå 1.1.8. (Øåìåòêîâ, Ñêèáà [50], òåîðåìà 8.3). Ïóñòü X � íåïó-

ñòîé êëàññ ãðóïï. Òîãäà ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ F = LF (X) îáëàäàåò åäèíñòâåí-

íûì ìèíèìàëüíûì ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî

f(p) = form( G/Fp(G) | G ∈ X ) äëÿ âñåõ p ∈ π(X) è

f(p) = Ø, åñëè p ∈ P \ π(X).

Èñïîëüçóÿ ñòðîåíèå ìèíèìàëüíîãî ω-ñïóòíèêà ω-âååðíîé ôîðìàöèè, ïî-

ëó÷èì ðÿä ñâîéñòâ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé.

Ëåììà 1.1.6. Ïóñòü δ � p-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè. Åñëè ôîð-

ìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ω-âååðíîé ñ íàïðàâëåíèåì δ, òî F ÿâëÿåòñÿ {q}-âååðíîé
ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì δ äëÿ ëþáîãî q ∈ ω ∩ π(F).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F = ωF (f, δ) è q ∈ ω ∩ π(F). Ïîêàæåì, ÷òî

F ÿâëÿåòñÿ {q}-âååðíîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì δ. Ïóñòü fq � òàêàÿ {q}F -
ôóíêöèÿ, ÷òî fq(q) = f(q), fq({q}′) = F, è F1 = {q}F (fq, δ). Ïîêàæåì, ÷òî
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F = F1. Åñëè G ∈ F, òî G/Oq(G) ∈ F = fq({q}′) è â ñëó÷àå, êîãäà q ∈ π(G),

èìååì G/Gδ(q) ∈ f(q) = fq(q). Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ F1 è F ⊆ F1.

Äîïóñòèì, ÷òî F ⊂ F1 è H � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç F1 \ F. Òîãäà
ãðóïïà H ìîíîëèòè÷íà ñ ìîíîëèòîì M = HF. Ââèäó ëåììû 1.1.4 ìîæåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî f(ω′) = F. ÒîãäàH/Oω(H) ∼= (H/Oq(H))/(Oω(H)/Oq(H)) ∈ fq({q}′) =

F = f(ω′). Ïóñòü r ∈ ω ∩ π(H). Åñëè r = q, òî H/Hδ(r) ∈ fr(r) = f(r). Ïóñòü

r 6= q. Èç H/Oq(H) ∈ F ñëåäóåò, ÷òîM ⊆ Oq(H) èM ∈ Er′. Ïóñòü (H/M)δ(r) :=

T/M . Òàê êàê δ � p-íàïðàâëåíèå, òî T ∈ Er′δ(r) = δ(r) è ïîýòîìó T = Hδ(r). Îò-

ñþäà ïîëó÷àåì H/Hδ(r)
∼= (H/M)/(Hδ(r)/M) = (H/M)/(H/M)δ(r) ∈ f(r). Ñëå-

äîâàòåëüíî, H ∈ F. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî F = F1.

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.1.7. Ïóñòü δ � ps-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè. Ôîðìà-

öèÿ F ÿâëÿåòñÿ ω-âååðíîé ñ íàïðàâëåíèåì δ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F

ÿâëÿåòñÿ {q}-âååðíîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì δ äëÿ ëþáîãî q ∈ ω ∩ π(F).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç ëåììû 1.1.6.

Äîñòàòî÷íîñòü.Ïóñòü äëÿ ëþáîãî q ∈ ω∩π(F) ñïðàâåäëèâî F = {q}F (bq, δ)

� {q}-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ. Â ñèëó ëåììû 1.1.4 è òåîðåìû 1.1.6

ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî bq({q}′) = F è bq(q) = form( G/Gδ(q) | G ∈ F ) äëÿ ëþáîãî

q ∈ ω ∩ π(F). Ïóñòü b � òàêàÿ ωF -ôóíêöèÿ, ÷òî b(ω′) = F, b(q) = bq(q) äëÿ

ëþáîãî q ∈ ω ∩ π(F), b(q) = Ø äëÿ âñåõ q ∈ ω \ π(F), è B = ωF (b, δ). Ïîêàæåì,

÷òî F = B. Åñëè G ∈ F, òî G/Oω(G) ∈ F = b(ω′) è G/Gδ(q) ∈ bq(q) = b(q) äëÿ

ëþáîãî q ∈ ω ∩ π(G). Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ B è F ⊆ B.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B ∈ B \ F è B � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà ñ

òàêèì ñâîéñòâîì. Òîãäà ãðóïïà B ìîíîëèòè÷íà ñ ìîíîëèòîì R = BF. Ïóñòü

q ∈ π(R). Ïîñêîëüêó B/Oω(B) ∈ b(ω′) = F, òî R ⊆ Oω(B) è q ∈ ω. Òàê êàê

B/Bδ(q) ∈ b(q), òî b(q) 6= Ø è, çíà÷èò, q ∈ ω∩π(F). Òîãäà B/Bδ(q) ∈ b(q) = bq(q).

Ïîêàæåì, ÷òî B/Oq(B) ∈ bq({q}′). Åñëè R 6⊆ Oq(B), òî R ÿâëÿåòñÿ íåàáåëå-

âîé qd-ãðóïïîé. Ïîñêîëüêó δ � s-íàïðàâëåíèå, òî R 6∈ δ(q) è, çíà÷èò, Bδ(q) = 1.

Îòñþäà ïîëó÷àåì B ∼= B/Bδ(q) ∈ b(q) = bq(q) ⊆ F, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó

R ⊆ Oq(B) è B/Oq(B) ∼= (B/R)/(Oq(B)/R) ∈ F = bq({q}′). Òàêèì îáðàçîì,

B ∈ {q}F (bq, δ) = F. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî

F = B. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 1.1.9. Ïóñòü ω � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, ω1 =

ω ∩ π(F) è δ � ps-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè. Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ω-

âååðíîé ñ íàïðàâëåíèåì δ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ ω1-âååðíîé

ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.7 ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ω-

âååðíîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì δ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F � {q}-
âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ äëÿ ëþáîãî q ∈ ω ∩ π(F) = ω1 ∩ π(F),

íî ýòî ïî òåîðåìå 1.1.7 âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F � ω1-âååðíàÿ

ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ïîñêîëüêó íàïðàâëåíèÿ δ0 è δ1 ÿâëÿþòñÿ ps-íàïðàâëåíèÿìè, òî èç òåîðå-

ìû 1.1.7 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò ðåçóëüòàòû äëÿ ω-ïîëíûõ è ω-ëîêàëüíûõ

ôîðìàöèé.

Ñëåäñòâèå 1.1.10. Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ω-ïîëíîé (ω-ëîêàëüíîé) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ {q}-ïîëíîé ( {q}-ëîêàëüíîé ) ôîðìàöèåé äëÿ
ëþáîãî q ∈ ω ∩ π(F).

Â òåîðèè ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï õîðîøî èçâåñòíî ñòðîåíèå ëîêàëüíîé

ôîðìàöèè:

F = LF (f) = Eπ(F) ∩ (∩p∈π(F)Ep′Npf(p)),

ãäå f � íåêîòîðûé ñïóòíèê ôîðìàöèè F (ñì., íàïðèìåð, [60], òåîðåìà IV, 3.2).

Îïèñàíèå ñòðîåíèÿ êîìïîçèöèîííîé ôîðìàöèè áûëî ïîëó÷åíî Ñ.Ô. Êàìîðíè-

êîâûì è Ë.À. Øåìåòêîâûì â ðàáîòå [14]. Èñïîëüçóÿ ìèíèìàëüíûé ω-ñïóòíèê

ω-âååðíîé ôîðìàöèè, èçó÷èì ñòðîåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè ñ íàïðàâëåíèåì δ,

óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ δ0 ≤ δ.

Òåîðåìà 1.1.8. Ïóñòü f � ω-ñïóòíèê ω-âååðíîé ôîðìàöèè F ñ íàïðàâ-

ëåíèåì δ, ãäå δ0 ≤ δ. Òîãäà ôîðìàöèÿ F èìååò ñëåäóþùåå ñòðîåíèå

F = Eπ(F) ∩ Eωf(ω′) ∩ (∩p∈(π(F)∩ω)δ(p)f(p)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ F = ωF (f, δ). Ïóñòü

H := Eπ(F) ∩ Eωf(ω′) ∩ (∩p∈(π(F)∩ω)δ(p)f(p)).

Ïîêàæåì, ÷òî F ⊆ H. Ïóñòü G ∈ F. Òîãäà π(G) ⊆ π(F) è, çíà÷èò, G ∈
Eπ(F). Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ 1.1.2 G/Oω(G) ∈ f(ω′), òî G ∈ Eωf(ω′). Äàëåå,
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èç G ∈ F ñëåäóåò, ÷òî G/Gδ(p) ∈ f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ π(G) ∩ ω. Ïîýòîìó
G ∈ δ(p)f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ π(G) ∩ ω. Ïóñòü q ∈ (π(F) ∩ ω) \ π(G). Òîãäà

ââèäó δ0 ≤ δ ïîëó÷àåì G ∈ Eq′ ⊆ δ(q). Ïóñòü f1 � ìèíèìàëüíûé ω-ñïóòíèê

ôîðìàöèè F. Ïîñêîëüêó q ∈ π(F) ∩ ω, òî ïî òåîðåìå 1.1.6 f1(q) 6= Ø. Òàê êàê

f1 � åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F, òî f1(q) ⊆ f(q) è

ïîýòîìó f(q) 6= Ø. Òîãäà δ(q) ⊆ δ(q)f(q) è, çíà÷èò, G ∈ δ(q)f(q) äëÿ ëþáîãî

q ∈ (π(F) ∩ ω) \ π(G). Cëåäîâàòåëüíî, G ∈ ∩p∈(π(F)∩ω)δ(p)f(p). Òåì ñàìûì

óñòàíîâëåíî, ÷òî G ∈ Eπ(F) ∩ Eωf(ω′) ∩ (∩p∈(π(F)∩ω)δ(p)f(p)) = H è F ⊆ H.

Ïîêàæåì, ÷òî H ⊆ F. Ïóñòü H ∈ H. Òîãäà H ∈ Eωf(ω′) è H/Oω(H) ∈
f(ω′). Ïóñòü p ∈ π(H) ∩ ω. Èç H ∈ H èìååì H ∈ Eπ(F). Ñëåäîâàòåëüíî, π(H) ⊆
π(F) à, çíà÷èò, p ∈ π(F) ∩ ω è H ∈ δ(p)f(p). Ïîýòîìó H/Hδ(p) ∈ f(p). Òàêèì

îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ 1.1.2 H ∈ F è H ⊆ F. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî

F = H. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.1.11. Ïóñòü f � ñïóòíèê âååðíîé ôîðìàöèè F ñ íàïðàâëå-

íèåì δ, ãäå δ0 ≤ δ. Òîãäà ôîðìàöèÿ F èìååò ñëåäóþùåå ñòðîåíèå

F = Eπ(F) ∩ (∩p∈π(F)δ(p)f(p)).

À.Í. Ñêèáà â êíèãå [39] ââåë â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ

ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ ôîðìàöèé.

Îïðåäåëåíèå 1.1.10. ([39], ãëàâà 4). Ïóñòü { Fi | i ∈ I } � íåêîòîðàÿ

ñèñòåìà íåïóñòûõ ïîäôîðìàöèé ôîðìàöèè F òàêèõ, ÷òî Fi∩Fj = (1) äëÿ ëþáûõ

i 6= j, i, j ∈ I. Ãîâîðÿò, ÷òî F = ⊕i∈IFi � ïðÿìî ðàçëîæèìàÿ ôîðìàöèÿ, åñëè

êàæäàÿ ãðóïïà G èç F èìååò âèä G = Ai1 × . . .×Ait, ãäå Ai1 ∈ Fi1, . . . , Ait ∈ Fit

äëÿ íåêîòîðûõ i1, . . . , it ∈ I.

Ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ î ïðÿìûõ ðàçëîæåíèÿõ ëîêàëüíûõ è ω-

ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé ïîëó÷åí À.Í. Ñêèáîé (ñì., íàïðèìåð, [39]). Èññëåäîâà-

íèÿìè â äàííîì íàïðàâëåíèè çàíèìàëèñü òàêæå Í.Í. Âîðîáüåâ, È.Â. Áëèçíåö,

Þ.À. Åëîâèêîâà (ñì., íàïðèìåð, [1], [10], [11], [32]). Èñïîëüçóÿ îïèñàíèå ñòðîåíèÿ

ìèíèìàëüíîãî ω-ñïóòíèêà ω-âååðíîé ôîðìàöèè, èññëåäóåì ñâîéñòâà ôîðìàöèé

Fi, i ∈ I, äëÿ ω-âååðíîé ôîðìàöèè F = ⊕i∈IFi ñ bp-íàïðàâëåíèåì δ.

Ëåììà 1.1.7. Ïóñòü F1 è F2 � òàêèå ω-âååðíûå ôîðìàöèè ñ bp-

íàïðàâëåíèåì δ, ÷òî F1 ∩ F2 = (1). Òîãäà π(F1) ∩ π(F2) ∩ ω = Ø.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fi � ìèíèìàëüíûé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè Fi, i =

1, 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî π(F1) ∩ π(F2) ∩ ω 6= Ø. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ïðîñòîå

÷èñëî p, ÷òî p ∈ π(F1) ∩ π(F2) ∩ ω. Ïîñêîëüêó π(F1) ∩ π(F2) ∩ ω ⊆ π(Fi) ∩ ω, òî
p ∈ π(Fi) ∩ ω è ââèäó òåîðåìû 1.1.6 fi(p) 6= Ø, i = 1, 2. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå

6(1) [8] Np ⊆ Npfi(p) ⊆ Fi, i = 1, 2. Ïîýòîìó Np ⊆ F1 ∩ F2 = (1). Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, π(F1) ∩ π(F2) ∩ ω = Ø. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.1.9. Ïóñòü { Fi | i ∈ I } � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íåïóñòûõ

ïîäôîðìàöèé ôîðìàöèè F è F = ⊕i∈IFi. Åñëè F � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ bp-

íàïðàâëåíèåì δ è ω-ñïóòíèêîì f , òî äëÿ ëþáîãî i ∈ I ôîðìàöèÿ Fi òàêæå ÿâ-

ëÿåòñÿ ω-âååðíîé ñ íàïðàâëåíèåì δ, ïðè÷åì Fi îáëàäàåò òàêèì ω-ñïóòíèêîì

fi, êîòîðûé èìååò ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:

fi(ω
′) = Fi,

fi(p) = f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ π(Fi) ∩ ω,
fi(p) = Ø, åñëè p ∈ ω \ π(Fi).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i ∈ I è Hi := ωF (fi, δ), ãäå fi � ωF -ôóíêöèÿ,

îïèñàííàÿ â çàêëþ÷åíèè òåîðåìû. Ïîêàæåì, ÷òî Hi = Fi.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Hi 6⊆ Fi è G � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç Hi \ Fi.
Òîãäà G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì R = GFi.

Ïðîâåðèì, ÷òî π(R) ⊆ ω. Äîïóñòèì, ÷òî π(R) 6⊆ ω. Òîãäà R 6⊆ Oω(G) è

ïîýòîìó Oω(G) = 1. Èç G ∈ Hi ñëåäóåò G ∼= G/Oω(G) ∈ fi(ω′) = Fi. Ïîëó÷èëè

ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, π(R) ⊆ ω.

Óñòàíîâèì, ÷òî π(R) ⊆ π(Fi). Ïóñòü p ∈ π(R). Òîãäà p ∈ π(G) ∩ ω è

ââèäó G ∈ Hi èìååì G/Gδ(p) ∈ fi(p). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî fi(p) 6= Ø, è â ñèëó

ñòðîåíèÿ ôóíêöèè fi ïîëó÷àåì, ÷òî p ∈ π(Fi) ∩ ω. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî

π(R) ⊆ π(Fi).

Ïîêàæåì, ÷òî G ∈ F. Òàê êàê R = GFi, òî G/R ∈ Fi ⊆ F. Ïîñêîëüêó

π(R) ⊆ ω, òî R ⊆ Oω(G) è G/Oω(G) ∼= (G/R)/(Oω(G)/R) ∈ F. Ââèäó ëåììû

1.1.4 ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(ω′) = F. Òàêèì îáðàçîì,G/Oω(G) ∈ f(ω′). ÈçG/R ∈
F, G/Oω(G) ∈ f(ω′) è G/Gδ(p) ∈ fi(p) = f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ∩ π(R) ïî

ëåììå 2(3) [8] ïîëó÷àåì, ÷òî G ∈ F. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1.10 íàéäóòñÿ

òàêèå i1, i2, . . . , it ∈ I, ÷òî G = Gi1 ×Gi2 × . . .×Git, ãäå Gij ∈ Fij , j = 1, 2, . . . , t.

Òàê êàê G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî n ∈ {1, 2, . . . , t},
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÷òî G = Gin ∈ Fin.

Ïîêàæåì, ÷òî Fin = Fi. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê π(R) ⊆ π(Fi)∩ω è π(R) ⊆
π(G) ⊆ π(Fin), òî π(R) ⊆ π(Fi) ∩ π(Fin) ∩ ω. Åñëè Fi 6= Fin, òî ïî îïðåäåëåíèþ

1.1.10 Fi∩Fin = (1) è ñîãëàñíî ëåììå 1.1.7 π(Fi)∩π(Fin)∩ω = Ø, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, Fin = Fi è, çíà÷èò, G ∈ Fi. Ïðîòèâîðå÷èå. Òåì ñàìûì äîêàçàíî,

÷òî Hi ⊆ Fi.

Äîïóñòèì, ÷òî Fi 6⊆ Hi è G1 � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç Fi \ Hi.

Òîãäà G1 � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì R1 = (G1)
Hi. Ïðåäïîëîæèì,

π(R1) ∩ ω = Ø. Òîãäà Oω(G1) = 1 è G1/Oω(G1) ∼= G1 ∈ Fi = fi(ω
′). Ïîñêîëüêó

R1 ⊆ Oω′(G1), òî G1/Oω′(G1) ∼= (G1/R1)/(Oω′(G1)/R1) ∈ Hi. Ñîãëàñíî ëåììå

2(2) [8] G1 ∈ Hi, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, π(R1) ∩ ω 6= Ø. Ïóñòü p ∈
π(R1) ∩ ω. Òîãäà p ∈ π(Fi) ∩ ω. Ïîñêîëüêó G1 ∈ Fi ⊆ F, òî G1/(G1)δ(p) ∈ f(p) =

fi(p). Òàê êàê R1 = (G1)
Hi, òî G1/R1 ∈ Hi. Êðîìå òîãî, G1/Oω(G1) ∈ Fi = fi(ω

′).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 2(3) [8] G ∈ Hi, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó G. Òàêèì

îáðàçîì, Fi ⊆ Hi. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî Fi = Hi � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ

íàïðàâëåíèåì δ è fi � ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè Fi, i ∈ I. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.1.12. Ïóñòü { Fi | i ∈ I } � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íåïó-

ñòûõ ïîäôîðìàöèé ôîðìàöèè F è F = ⊕i∈IFi. Åñëè F � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ

bp-íàïðàâëåíèåì δ è ñïóòíèêîì f , òî äëÿ ëþáîãî i ∈ I ôîðìàöèÿ Fi òàêæå

ÿâëÿåòñÿ âååðíîé ñ íàïðàâëåíèåì δ, ïðè÷åì Fi îáëàäàåò òàêèì ñïóòíèêîì fi,

êîòîðûé èìååò ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:

fi(p) = f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ π(Fi),

fi(p) = Ø, åñëè p ∈ P \ π(Fi).

Ñðåäè ω-ñïóòíèêîâ ω-âååðíîé ôîðìàöèè F áîëüøóþ ðîëü èãðàþò âíóò-

ðåííèå ω-ñïóòíèêè, ò.å. òàêèå ω-ñïóòíèêè, âñå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîä-

ôîðìàöèÿìè ôîðìàöèè F. Èç ëåììû 1.1.4 ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ ω-âååðíàÿ ôîð-

ìàöèÿ îáëàäàåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíèì âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì. Â ÷àñòíîñòè,

èç ñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ω-ñïóòíèêà f ω-âååðíîé ôîðìàöèè F âûòåêàåò, ÷òî

f ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì F. Â.À. Âåäåðíèêîâ â ðàáîòå [8] óñòàíîâèë,

÷òî ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ F ñ bp-íàïðàâëåíèåì δ òàêèì, ÷òî δ ≤ δ3, îáëàäàåò

åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì, à òàêæå ïîëó÷èë îïè-

ñàíèå åãî ñòðîåíèÿ ([8], òåîðåìà 6).
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Ë.À. Øåìåòêîâ è À.Í. Ñêèáà â êíèãå [50] ââåëè â ðàññìîòðåíèå ïîëóâíóò-

ðåííèé êîìïîçèöèîííûé ýêðàí êîìïîçèöèîííîé ôîðìàöèè è ïîëó÷èëè îïèñà-

íèå åãî ñòðîåíèÿ (ñì. [50], � 15). Ñëåäóÿ [50], ââåäåì ïîíÿòèå ïîëóâíóòðåííåãî

ω-ñïóòíèêà ω-âååðíîé ôîðìàöèè.

Îïðåäåëåíèå 1.1.11. ω-ñïóòíèê f ω-âååðíîé ôîðìàöèè F íàçîâåì ïî-

ëóâíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì, åñëè èç f(p) 6= E ñëåäóåò, ÷òî f(p) ⊆ F äëÿ âñåõ

p ∈ ω ∪ {ω′}. Àíàëîãè÷íî, f � ïîëóâíóòðåííèé ñïóòíèê âååðíîé ôîðìàöèè F,

åñëè èç f(p) 6= E ñëåäóåò, ÷òî f(p) ⊆ F äëÿ ëþáîãî p ∈ P.

Ìèíèìàëüíûé ω-ñïóòíèê ω-âååðíîé ôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ åå ìèíèìàëüíûì

ïîëóâíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì. Èññëåäóåì ñòðîåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïîëóâíóò-

ðåííåãî ω-ñïóòíèêà ω-âååðíîé ôîðìàöèè ñ bqp-íàïðàâëåíèåì, ãäå q � íåêîòîðîå

ïðîñòîå ÷èñëî èç ω. Îòìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ïîëóâíóòðåííèé ω-ñïóòíèê

(ñïóòíèê) ω-âååðíîé (âååðíîé) ôîðìàöèè F åñòü ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæå-

ñòâà âñåõ ïîëóâíóòðåííèõ ω-ñïóòíèêîâ (ñïóòíèêîâ) ôîðìàöèè F.

Òåîðåìà 1.1.10. Ïóñòü q ∈ ω, F � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ bqp-

íàïðàâëåíèåì δ. Òîãäà F îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëüíûì ïîëóâíóò-

ðåííèì ω-ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî f(r) = h(r) äëÿ âñåõ r ∈ {ω′}∪ ( ω \ {q} )

è f(q) = Nqh(q), ãäå h � ïðîèçâîëüíûé ïîëóâíóòðåííèé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè

F.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 1.1.4 ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ F îáëàäà-

åò âíóòðåííèìè ω-ñïóòíèêàìè. Ïîñêîëüêó âñÿêèé âíóòðåííèé ω-ñïóòíèê ôîð-

ìàöèè F ÿâëÿåòñÿ ïîëóâíóòðåííèì, òî ìíîæåñòâî âñåõ ïîëóâíóòðåííèõ ω-

ñïóòíèêîâ ôîðìàöèè F íåïóñòî. Ïóñòü h � ïðîèçâîëüíûé ïîëóâíóòðåííèé ω-

ñïóòíèê ôîðìàöèè F. Òàê êàê δ ÿâëÿåòñÿ bq-íàïðàâëåíèåì, òî ïî ëåììå 5(2) [8]

ôîðìàöèÿ F îáëàäàåò ω-ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî f(q) = Nqh(q) è f(r) = h(r)

äëÿ âñåõ r ∈ {ω′} ∪ ( ω \ {q} ).

Ïîêàæåì, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ïîëóâíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì ôîðìàöèè F. Äåé-

ñòâèòåëüíî, òàê êàê h � ïîëóâíóòðåííèé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F, òî äëÿ ëþáîãî

r ∈ {ω′} ∪ ω ëèáî h(r) = E, ëèáî h(r) ⊆ F. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ñòðîåíèÿ f

äëÿ âñåõ r ∈ {ω′} ∪ ( ω \ {q} ) åñëè f(r) 6= E, òî f(r) ⊆ F. Äàëåå, ïóñòü r = q.

Åñëè h(q) = E, òî f(q) = Nqh(q) = NqE = E. Ïóñòü h(q) 6= E. Òîãäà ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ 1.1.11 h(q) ⊆ F. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå f(q) ⊆ F.
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Äîïóñòèì, ÷òî f(q) 6⊆ F è G � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç f(q) \ F.
Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ ìîíîëèòè÷åñêîé ãðóïïîé ñ ìîíîëèòîì M = GF. Ïîêàæåì,

÷òî G/Oq(G) ∈ F. Åñëè Oq(G) = 1, òî èç G ∈ f(q) = Nqh(q) ñëåäóåò, ÷òî

G ∈ h(q), è ââèäó h(q) ⊆ F ïîëó÷àåì G ∈ F. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,

Oq(G) 6= 1. Òîãäà M ⊆ Oq(G) è, çíà÷èò, G/Oq(G) ∼= (G/M)/(Oq(G)/M) ∈ F.

Òàêèì îáðàçîì, G/Oq(G) ∈ F. Óñòàíîâèì, ÷òî G/Gδ(q) ∈ h(q). Ïîñêîëüêó G ∈
f(q), òî G/Gδ(p) ∈ f(q) = Nqh(q). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (G/Gδ(q))/Oq(G/Gδ(p)) ∈
h(q). Ñîãëàñíî ëåììå 5(1) [8] Oq(G/Gδ(q)) = 1. Ïîýòîìó G/Gδ(q) ∈ h(q). Òàê

êàê δ ÿâëÿåòñÿ p-íàïðàâëåíèåì, òî èç q ∈ ω, G/Oq(G) ∈ F è G/Gδ(q) ∈ h(q)

ïî ëåììå 2(1) [8] ïîëó÷àåì G ∈ ωF (h, δ) = F. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,

f(q) ⊆ F. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ïîëóâíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì

ôîðìàöèè F.

Èç ñòðîåíèÿ ω-ñïóòíèêà f âûòåêàåò, ÷òî h ≤ f äëÿ ëþáîãî ïîëóâíóò-

ðåííåãî ω-ñïóòíèêà h ôîðìàöèè F. Ïîýòîìó f � åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé

ïîëóâíóòðåííèé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ñëó÷àå, êîãäà ω = P, èç òåîðåìû 1.1.10 íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì ñëå-

äóþùåå óòâåðæäåíèå äëÿ âååðíûõ ôîðìàöèé.

Ñëåäñòâèå 1.1.13. Ïóñòü q ∈ P, F � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ bqp-

íàïðàâëåíèåì δ. Òîãäà F îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëüíûì ïîëóâíóòðåí-

íèì ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî f(r) = h(r) äëÿ âñåõ r ∈ P \ {q} è f(q) = Nqh(q),

ãäå h � ïðîèçâîëüíûé ïîëóâíóòðåííèé ñïóòíèê ôîðìàöèè F.

Ñëåäñòâèå 1.1.14. Ïóñòü h1 è h2 � ïðîèçâîëüíûå ïîëóâíóòðåííèå ω-

ñïóòíèêè (ñïóòíèêè) ω-âååðíîé (âååðíîé) ôîðìàöèè F ñ bqp-íàïðàâëåíèåì δ,

ãäå q ∈ ω (q ∈ P), G � ãðóïïà. Òîãäà è òîëüêî òîãäà G/Gδ(q) ∈ h1(q), êîãäà

G/Gδ(q) ∈ h2(q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü G/Gδ(q) ∈ h1(q). Ñîãëàñíî òåî-

ðåìå 1.1.10 ôîðìàöèÿ F îáëàäàåò ìàêñèìàëüíûì ïîëóâíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì

f òàêèì, ÷òî f(q) = Nqh1(q) = Nqh2(q). Åñëè h2(q) = E, òî óòâåðæäåíèå âåðíî.

Ïóñòü h2(q) 6= E. Ïîñêîëüêó h1(q) ⊆ Nqh1(q), òî G/Gδ(q) ∈ Nqh1(q) = Nqh2(q).

Òàê êàê ïî ëåììå 5(1) [8] Oq(G/Gδ(q)) = 1, òî G/Gδ(q) ∈ h2(q).

Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.



53

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 1.1 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [84]. Òåîðåìà

1.1.5 îïóáëèêîâàíà â [126], òåîðåìû 1.1.8 è 1.1.9 ïðåäñòàâëåíû â [108], òåîðåìà

1.1.10 îïóáëèêîâàíà â [124]. Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîò [84], [108], [124] ïîëó÷åíû â

íåðàçäåëèìîì ñîàâòîðñòâå.

� 1.2. Ñâîéñòâà fω-öåíòðàëüíûõ è fω-ýêñöåíòðàëüíûõ ãëàâíûõ

ôàêòîðîâ êîíå÷íûõ ãðóïï

Ñ öåëüþ ïðèìåíåíèÿ ñâîéñòâ ω-âååðíîé ôîðìàöèè F ê èññëåäîâàíèþ âî-

ïðîñîâ äîïîëíÿåìîñòè â êîíå÷íîé ãðóïïå åå F-êîðàäèêàëà â äàííîì ïàðàãðàôå

ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèÿ fω-öåíòðàëüíîãî è fω-ýêñöåíòðàëüíîãî ãëàâíûõ

ôàêòîðîâ ãðóïï è èçó÷èì èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ïóñòü f � ωF -ôóíêöèÿ è p ∈ ω. Ãëàâíûé pd-

ôàêòîð A/B ãðóïïû G íàçîâåì fp-öåíòðàëüíûì (fp-ýêñöåíòðàëüíûì) â G,

åñëè G/CG(A/B) ∈ f(p) (ñîîòâåòñòâåííî G/CG(A/B) 6∈ f(p)). Ãëàâíûé ωd-

ôàêòîð A/B ãðóïïû G íàçîâåì fω-öåíòðàëüíûì (fω-ýêñöåíòðàëüíûì) â G,

åñëè G/CG(A/B) ∈ f(p) äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ∈ ω ∩ π(A/B) (ñîîòâåò-

ñòâåííî G/CG(A/B) 6∈ f(p) äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ∈ ω ∩ π(A/B)).

Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíûé ωd-ôàêòîð A/B ãðóïïû G fω-öåíòðàëåí (fω-

ýêñöåíòðàëåí) â G, åñëè A/B fp-öåíòðàëåí â G äëÿ ëþáîãî p ∈ ω∩π(A/B) (ñîîò-

âåòñòâåííî fp-ýêñöåíòðàëåí â G äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ∈ ω∩π(A/B)).

Ëåììà 1.2.1. Ïóñòü L = ωLF (f) � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ ñ âíóòðåí-

íèì ω-ñïóòíèêîì f è F � êëàññ âñåõ ãðóïï G òàêèõ, ÷òî G/Oω(G) ∈ f(ω′)

è G îáëàäàåò ãëàâíûì ðÿäîì, â êîòîðîì êàæäûé ωd-ôàêòîð ÿâëÿåòñÿ fω-

öåíòðàëüíûì â G. Òîãäà F = L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G ∈ L. Òîãäà G/Oω(G) ∈ f(ω′) è G/Fp(G) ∈
f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(G). Ïóñòü A/B � ãëàâíûé ωd-ôàêòîð ãðóïïû G. Ïîêà-

æåì, ÷òî A/B fω-öåíòðàëåí â G. Ïóñòü q ∈ ω∩π(A/B). Ñîãëàñíî ëåììå 3.9 [47]

Fq(G) ⊆ CG(A/B). Òàê êàê f(q) ÿâëÿåòñÿ ôîðìàöèåé, òî G/CG(A/B) ∼=
(G/Fq(G))/(CG(A/B)/Fq(G)) ∈ f(q). Òàêèì îáðàçîì, G/CG(A/B) ∈ f(q) äëÿ

ëþáîãî q ∈ ω ∩ π(A/B). Ïîýòîìó A/B ÿâëÿåòñÿ fω-öåíòðàëüíûì ãëàâíûì ôàê-

òîðîì ãðóïïû G è G ∈ F. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî L ⊆ F.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L ⊂ F. Ïóñòü H ∈ F \ L è ãðóïïà H íàèìåíüøåãî

ïîðÿäêà ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Òîãäà H � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì

M . Â ñèëó ëåììû 1.1.4(2) ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(ω′) = L. Òàê êàê H ∈ F, òî

ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà F èìååì H/Oω(H) ∈ f(ω′) = L. Ïîýòîìó Oω(H) 6= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, M � ω-ãðóïïà, ïðè÷åì ââèäó âûáîðà ãðóïïû H ñïðàâåäëèâî

H/M ∈ L.

Ïóñòü p ∈ π(M). Ïîêàæåì, ÷òî H/Fp(H) ∈ f(p). Òàê êàê H ∈ F, òî

ãðóïïà H îáëàäàåò ãëàâíûì ðÿäîì, â êîòîðîì êàæäûé pd-ôàêòîð ÿâëÿåòñÿ

fp-öåíòðàëüíûì â H. Ïîýòîìó H/CH(K/L) ∈ f(p) äëÿ ëþáîãî ãëàâíîãî pd-

ôàêòîðà K/L ãðóïïû H. Òàê êàê f(p) ÿâëÿåòñÿ ôîðìàöèåé, òî H/D ∈ f(p),

ãäå D � ïåðåñå÷åíèå öåíòðàëèçàòîðîâ â H âñåõ ãëàâíûõ pd-ôàêòîðîâ ãðóïïû

H. Ïî òåîðåìå 4.1 [47] D = Fp(H). Ñëåäîâàòåëüíî, H/Fp(H) ∈ f(p) èëè, èíà÷å,

H/Hδ1(p) ∈ f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ π(M) = π(M)∩ω. Òîãäà ïî ëåììå 2(3) [8] èìååì
H ∈ L. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó F = L. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.2.2. Ïóñòü F = ωLF (f) � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ ñ âíóòðåí-

íèì ω-ñïóòíèêîì f . Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ∈ ω ñèëîâñêàÿ

p-ïîäãðóïïà èç GF àáåëåâà, òî ãðóïïà G íå èìååò ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ

pd-ôàêòîðîâ íèæå GF.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî

p ∈ ω, ÷òî ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà èç GF àáåëåâà, íî ãðóïïà G èìååò ïî êðàéíåé

ìåðå îäèí ãëàâíûé fω-öåíòðàëüíûé pd-ôàêòîð íèæå GF, ïðè÷åì G � ãðóïïà

íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè. Òîãäà GF 6= 1 è f(p) 6= Ø.

I. Ïîêàæåì, ÷òî G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ïóñòü N � ìèíèìàëüíàÿ íîð-

ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ñîãëàñíî ëåììå 1.2(1) [47] (G/N)F = GFN/N .

Ïóñòü P � àáåëåâà ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû GF. Òîãäà PN/N � àáåëåâà

ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû GFN/N . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðóïïà G/N óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû. Ïîñêîëüêó |G/N | < |G|, òî ââèäó âûáîðà ãðóïïûG äëÿ

G/N âûïîëíÿåòñÿ çàêëþ÷åíèå ëåììû, ò.å. GFN/N íå ñîäåðæèò (G/N)-ãëàâíûõ

fω-öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, N ⊆ GF è N ∼= N/1 � åäèíñòâåí-

íûé fω-öåíòðàëüíûé G-ãëàâíûé pd-ôàêòîð â GF. Òàê êàê G/CG(N) ∈ f(p)

è f � âíóòðåííèé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F, òî G/CG(N) ∈ F è GF ⊆ CG(N).

Ââèäó N ⊆ GF ïîëó÷àåì N ⊆ Z(GF). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî N � ýëåìåíòàðíàÿ
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àáåëåâà p-ãðóïïà. Åñëè M � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G,

îòëè÷íàÿ îò N , òî, êàê è âûøå, ïîëó÷èì, ÷òîM ⊆ GF èM � ýëåìåíòàðíàÿ àáå-

ëåâà p-ãðóïïà. Òîãäà ãðóïïà GF/N ñîäåðæèò (G/N)-ãëàâíûé fω-öåíòðàëüíûé

pd-ôàêòîðMN/N . Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, N � åäèíñòâåííàÿ ìèíèìàëü-

íàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïûG,N � p-ãðóïïà, ïðè÷åìN/1 � åäèíñòâåííûé

ãëàâíûé fω-öåíòðàëüíûé pd-ôàêòîð ãðóïïû G íèæå GF.

II. Ïîêàæåì, ÷òî GF ∈ Np. Ïðåäâàðòåëüíî óñòàíîâèì, ÷òî ãðóïïà GF p-

ðàçðåøèìà. Ïóñòü T � p-ðàçðåøèìûé êîðàäèêàë ãðóïïû GF. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

T 6= 1. Òàê êàê ïîäãðóïïà T õàðàêòåðèñòè÷íà â GF, à GF õàðàêòåðèñòè÷íà â G,

òî T ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Ââèäó ìîíîëèòè÷íîñòè ãðóï-

ïû G ñïðàâåäëèâî N ⊆ T è, çíà÷èò, Zp ∈ K(T ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, P ∩ T �

àáåëåâà ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû T . Òîãäà ïî òåîðåìå 5.11(1) [47] ãðóï-

ïà T íå èìååò êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ ïîðÿäêà p. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, T = 1 è ïîýòîìó ãðóïïà GF p-ðàçðåøèìà.

Ïî ñëåäñòâèþ 5.11.1 [47] èìååì lp(G
F) ≤ 1. Åñëè lp(G

F) = 0, òî GF ∈ Ep′,

÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, lp(G
F) = 1 è ââèäó ìîíîëèòè÷íîñòè ãðóïïû G

ïîäãðóïïà P � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GF.

Ïîêàæåì, ÷òî GF = P . Ïî ëåììå 5.10 [47] èìååì P = [GF, P ] × (P ∩
Z(GF)). Åñëè [GF, P ] 6= 1, òî N ⊆ [GF, P ] è, çíà÷èò, [GF, P ] ∩ (P ∩ Z(GF)) 6= 1.

Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, [GF, P ] = 1 è P ∩Z(GF) = P . Òîãäà P ⊆ Z(GF).

Ââèäó ìîíîëèòè÷íîñòè ãðóïïû G ïîëó÷àåì GF = P è ïîýòîìó GF ∈ Np. Òîãäà

GF ⊆ Op(G) è, çíà÷èò, G/Op(G) ∈ F.

III. Ïóñòü D � ïåðåñå÷åíèå öåíòðàëèçàòîðîâ âñåõ ãëàâíûõ fp-öåíòðàëüíûõ

pd-ôàêòîðîâ ãðóïïû G. Òîãäà G/D ∈ f(p). Òàê êàê G/P ∈ F, òî ïî ëåììå

1.2.1 âñå ãëàâíûå pd-ôàêòîðû ãðóïïû G âûøå P ÿâëÿþòñÿ fp-öåíòðàëüíûìè â

G. Ïîñêîëüêó N ∼= N/1 � åäèíñòâåííûé fp-öåíòðàëüíûé ãëàâíûé pd-ôàêòîð

ãðóïïû G íèæå P è P ≤ CG(N), òî P ≤ D. Òîãäà ôàêòîðãðóïïà D/P ñîâ-

ïàäåò ñ ïåðåñå÷åíèåì öåíòðàëèçàòîðîâ âñåõ ãëàâíûõ pd-ôàêòîðîâ ãðóïïû G/P .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 4.1 [47] ãðóïïà D/P ÿâëÿåòñÿ p-íèëüïîòåíòíîé.

Ïóñòü R/P � íîðìàëüíîå p-äîïîëíåíèå â ãðóïïå D/P . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ãðóïïà R ÿâëÿåòñÿ p-íèëüïîòåíòíîé. Òîãäà èç ìîíîëèòè÷íîñòè ãðóïïû G ñëåäó-

åò, ÷òî R, à çíà÷èò, è D ÿâëÿåòñÿ p-ãðóïïîé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî D ≤ Fp(G) è
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ïîýòîìó G/Fp(G) ∈ f(p). Òîãäà ïî ëåììå 2 [8] èìååì G ∈ F. Ïîëó÷èëè ïðîòèâî-

ðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, R íå p-íèëüïîòåíòíà. Ïîñêîëüêó P � àáåëåâà íîðìàëüíàÿ

ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû R, òî ïî ëåììå 5.10 [47] P = [P,R]× (P ∩Z(R)).

Òàê êàê N ≤ P ∩Z(R), òî èç ìîíîëèòè÷íîñòè ãðóïïû G ñëåäóåò, ÷òî [P,R] = 1

è, çíà÷èò, ãðóïïà R p-íèëüïîòåíòíà. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.2.1. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.2.2 îñíîâàíî íà ëåììå 1.2.1,

â êîòîðîé ïîëó÷åíà íîâàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè. Â êíèãå [66],

ïðèìåíÿÿ äðóãèå îïðåäåëåíèÿ F-öåíòðàëüíîñòè è F-ýêñöåíòðàëüíîñòè, ïîëó÷åí

ðåçóëüòàò, ïîäîáíûé ëåììå 1.2.2 (ñì. [66], òåîðåìà 3.3.3).

Ëåììà 1.2.3. Ïóñòü F = ωLF (f) � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà

ñ ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì f è ãðóïïà G = A1A2, ãäå A1 è

A2 � ñóáíîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Åñëè AF
i äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî

÷èñëà p ∈ π(F)∩ ω íå ñîäåðæèò Ai-ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ äëÿ

ëþáîãî i = 1, 2, òî GF íå ñîäåðæèò G-ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ëåììà íå âåðíà, è G � ãðóïïà, óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ, íî íå óäîâëåòâîðÿþùàÿ çàêëþ÷åíèþ ëåììû, ïðè÷åì äëÿ

ãðóïïû G ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè íàòóðàëüíîå ÷èñëî t = |G| + |G : A1| + |G : A2|
ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì.

Åñëè t = 3, òî G = 1 è GF = 1 íå ñîäåðæèò G-ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ

pd-ôàêòîðîâ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ãðóïïû G.

Ïóñòü t > 3, G 6∈ F. Åñëè G = A1, òî ïî óñëîâèþ ëåììû GF = AF
1

íå ñîäåðæèò G-ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâà-

òåëüíî, G 6= Ai, i = 1, 2. Òîãäà Ai � íåòðèâèàëüíàÿ ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

ãðóïïû G, i = 1, 2 è, çíà÷èò, G � íåïðîñòàÿ ãðóïïà.

Ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ìîíîëèòè÷åñêîé. Ïóñòü N � ìèíèìàëü-

íàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òàê êàê G/N = (A1N/N)(A2N/N) è

ñîãëàñíî ëåììå 1.2 [47] (G/N)F = GFN/N è (AiN/N)F= AF
iN/N , i = 1, 2, òî ïî

èíäóêöèè GFN/N íå ñîäåðæèò (G/N)-ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ.

Äîïóñòèì, ÷òî GF ∩N = 1. Òîãäà GFN/N ∼= GF/GF ∩N ∼= GF è, çíà÷èò,

GF íå ñîäåðæèò G-ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âû-

áîðó ãðóïïûG. Ïîýòîìó êàæäàÿ ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïûG

ñîäåðæèòñÿ â GF. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî N � åäèíñòâåííàÿ ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëü-
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íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òàê êàê ãðóïïà GF/N íå ñîäåðæèò (G/N)-ãëàâíûõ

fω-öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ, òî ââèäó âûáîðà ãðóïïû G ïîëó÷àåì, ÷òî N/1

� ãëàâíûé fω-öåíòðàëüíûé pd-ôàêòîð ãðóïïû G. Òîãäà G/CG(N) ∈ f(p) ⊆ F.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî GF ≤ CG(N) è, çíà÷èò, N ≤ Z(GF). Ïîýòîìó N ÿâëÿåòñÿ

ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé p-ãðóïïîé.

Òàê êàê F � ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà è G = A1A2 = A2A1, òî ïî ëåììå 2 [13]

GF = AF
1A

F
2 . Ïîêàæåì, ÷òî A

F
i 6= 1 è AF

i ∩ N = 1, i = 1, 2. Äåéñòâèòåëüíî, èç

N ≤ GF ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ïîäãðóïï AF
1 èëè AF

2 íå ÿâëÿåòñÿ åäè-

íè÷íîé. Ïóñòü AF
1 6= 1. Îáîçíà÷èì AF

1 ∩N ÷åðåç D. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D 6= 1.

Òàê êàê ôîðìàöèÿ F Sn-çàìêíóòà, òî ïî ëåììå 1 [89] (ñì. òàêæå ñëåäñòâèå 3.3.5)

ôîðìàöèÿ f(p) òàêæå ÿâëÿåòñÿ Sn-çàìêíóòîé. Ïîñêîëüêó A1CG(N)/CG(N) ñóá-

íîðìàëüíà â G/CG(N) è G/CG(N) ∈ f(p), òî A1CG(N)/CG(N) ∈ f(p). Òîãäà

A1CG(N)/CG(N) ∼= A1/A1 ∩ CG(N) = A1/CA1
(N) ∈ f(p). Òàê êàê CA1

(N) ≤
CA1

(D) è f(p) � ôîðìàöèÿ, òî A1/CA1
(D) ∈ f(p). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî A1 ñî-

äåðæèò ãëàâíûé fω-öåíòðàëüíûé pd-ôàêòîð íèæå A
F
1 . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå

ñ óñëîâèåì ëåììû. Ïîýòîìó D = 1. Äîïóñòèì, ÷òî AF
2 = 1. Òîãäà GF = AF

1 è,

çíà÷èò, N ≤ AF
1 . Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, A

F
2 6= 1 è AF

2 ∩ N = 1. Òàêèì

îáðàçîì, AF
i 6= 1 è AF

i ∩N = 1, i = 1, 2.

Äîïóñòèì, ÷òî A1 � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òàê êàê ïîäãðóï-

ïà AF
1 õàðàêòåðèñòè÷íà â A1, òî A

F
1 íîðìàëüíà â G. Ïîñêîëüêó N � ìîíîëèò

ãðóïïû G, òî èç AF
1 6= 1 ïîëó÷àåì N ⊆ AF

1 è, çíà÷èò, AF
1 ∩N 6= 1. Ïðîòèâîðå-

÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, Ai íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, i = 1, 2.

Ïóñòü |A2| ≤ |A1|. Ñîãëàñíî òåîðåìå 7.1 [47] â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x

òàêîé, ÷òî Ax
1 6= A1, A

x
1 ≤ NG(A1), A1 ≤ NG(Ax

1). Òîãäà A1A
x
1 = Ax

1A1. Êðîìå

òîãî, ïîäãðóïïà Ax
1 ñóáíîðìàëüíà â G.

Ïóñòü T := A1A
x
1 . Ïî ëåììå 1.44 [18] T 6= G. Òàê êàê A1 íå ñîäåðæèò

ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ íèæå AF
1 , òî è Ax

1 íå ñîäåðæèò ãëàâ-

íûõ fω-öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ íèæå (Ax
1)F. Òàê êàê ïîäãðóïïû A1 è Ax

1

ñóáíîðìàëüíû â ãðóïïå G, òî A1 è Ax
1 ñóáíîðìàëüíû â ãðóïïå T . Ïîñêîëüêó

|T | + |T : A1| + |T : Ax
1 | < t, òî ïî èíäóêöèè ïîäãðóïïà TF íå ñîäåðæèò T -

ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 7.5 [47] ïîäãðóïïà T ñóáíîðìàëüíà âG. Òàê êàêG = TA2
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è |G| + |G : T | + |G : A2| < t, òî ïî èíäóêöèè GF íå ñîäåðæèò G-ãëàâíûõ fω-

öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.2.4. Ïóñòü F = ωLF (f) � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà

ñ ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì f è ãðóïïà G = A1A2 · · ·An, ãäå

A1, A2, . . . , An � ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñóáíîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G.

Åñëè AF
i äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ∈ π(F)∩ω íå ñîäåðæèò Ai-ãëàâíûõ

fω-öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n, òî GF = AF
1A

F
2 · · ·A

F
n

è GF íå ñîäåðæèò G-ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ïàðàìåòðó n. Åñëè n = 1, òî

G = A1 è ïî óñëîâèþ ëåììû GF = AF
1 íå ñîäåðæèò G-ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ

pd-ôàêòîðîâ. Ïóñòü n = 2. Òîãäà G = A1A2 è ïî ëåììå 1.2.3 GF íå ñîäåðæèò

G-ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π(F)∩ω. Ñîãëàñíî
ëåììå 2 [13] GF = AF

1A
F
2 .

Ïóñòü n > 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ÷èñëà ìíîæèòåëåé Ai ìåíüøå-

ãî ÷åì n óòâåðæäåíèå âåðíî. Ðàññìîòðèì ãðóïïó G = A1A2 · · ·An. Ïóñòü

H := A1A2 · · ·An−1. Òîãäà ïîäãðóïïà H ñóáíîðìàëüíà â ãðóïïå G. Ïî ïðåä-

ïîëîæåíèþ èíäóêöèè HF = AF
1A

F
2 · · ·A

F
n−1 è HF íå ñîäåðæèò H-ãëàâíûõ fω-

öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ∈ π(F)∩ω. Òàê êàê
G = HAn, ïîäãðóïïûH

F è AF
n äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ∈ π(F)∩ω íå ñî-

äåðæàò ñîîòâåòñòâåííî H-ãëàâíûõ è An-ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ,

òî ïî ëåììå 1.2.3 GF íå ñîäåðæèò G-ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ. Ñî-

ãëàñíî ëåììå 2 [13] GF = HFAF
n = AF

1A
F
2 · · ·A

F
n . Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.2.1. Ïóñòü F = ωLF (f) � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà

ñ ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì f è ãðóïïà G = A1A2 · · ·An, ãäå

A1, A2, . . . , An � ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñóáíîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G.

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ∈ π(F)∩ω ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû

AF
i ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n, òî GF = AF

1A
F
2 · · ·A

F
n è GF

íå ñîäåðæèò G-ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ∈ π(F) ∩ ω
ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû AF

i ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n.

Òîãäà ïî ëåììå 1.2.2 AF
i íå ñîäåðæèò Ai-ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ
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äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n. Ñîãëàñíî ëåììå 1.2.4 GF = AF
1A

F
2 · · ·A

F
n è GF íå

ñîäåðæèò G-ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. ([47], îïðåäåëåíèå 8.1). Ïóñòü F � íåêîòîðàÿ íåïóñòàÿ

ôîðìàöèÿ. Ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà M ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ:

1) F-íîðìàëüíîé, åñëè GF ⊆M ;

2) F-àáíîðìàëüíîé, åñëè MGF = G.

Ìàêñèìàëüíàÿ (G − H)-öåïü H = Hm < Hm−1 < . . . < H1 < H0 = G íà-

çûâàåòñÿ F-ñóáíîðìàëüíîé (F-àáíîðìàëüíîé), åñëè äëÿ ëþáîãî i ≥ 1 ïîäãðóïïà

Hi F-íîðìàëüíà (ñîîòâåòñòâåííî F-àáíîðìàëüíà) â Hi−1.

Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ:

1) F-ñóáíîðìàëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà F-ñóáíîðìàëüíàÿ ìàê-

ñèìàëüíàÿ (G−H)-öåïü;

2) F-àáíîðìàëüíîé, åñëè ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ (G − H)-öåïü F-

àáíîðìàëüíà.

Ïóñòü A/B � ñåêöèÿ è H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäãðóïïà H

ïîêðûâàåò (èçîëèðóåò) ñåêöèþ A/B, åñëè A ⊆ HB (ñîîòâåòñòâåííî H ∩A ⊆ B)

(ñì., íàïðèìåð, [47], ñ. 249).

Ëåììà 1.2.5. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ c âíóòðåííèì ω-

ñïóòíèêîì f , M � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ωd-ãðóïïû G. Òîãäà ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè M F-íîðìàëüíà â G, òî M ïîêðûâàåò êàæäûé fω-

ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé ωd-ôàêòîð ãðóïïû G;

2) åñëèM F-àáíîðìàëüíà â G, òîM ïîêðûâàåò êàæäûé fω-öåíòðàëüíûé

ãëàâíûé ωd-ôàêòîð ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê G � ωd-ãðóïïà, òî â G ñóùåñòâóåò õîòÿ áû

îäèí ãëàâíûé ωd-ôàêòîðH/K. ÏóñòüM íå ïîêðûâàåò ãëàâíûé ωd-ôàêòîðH/K

ãðóïïû G. Òîãäà K ≤ M ∩ H è G = MH. Ïóñòü M1 := CoreG(M) è C :=

CG(H/K). Ïî ëåììå 8.1 [47] M íå ïîêðûâàåò ãëàâíûé ωd-ôàêòîð HM1/M1,

G-èçîìîðôíûé H/K. Ïîýòîìó C = CG(HM1/M1) ⊇ KM1 = M1.

1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òîM F-íîðìàëüíà â G. Ïî îïðåäåëåíèþ 1.2.2 GF ≤M1

è G/M1 ∈ F. Òîãäà ïî ëåììå 1.2.1 ãëàâíûé ωd-ôàêòîð HM1/M1 ãðóïïû G/M1
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ÿâëÿåòñÿ fω-öåíòðàëüíûì â G/M1, à, çíà÷èò, è â ãðóïïå G. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

ëþáîãî p ∈ ω ∩ π(HM1/M1) èìååì G/C ∈ f(p) è, çíà÷èò, ãëàâíûé ωd-ôàêòîð

H/K fω-öåíòðàëåí â ãðóïïå G. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè M F-íîðìàëüíà â G,

òî M ïîêðûâàåò êàæäûé fω-ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé ωd-ôàêòîð ãðóïïû G.

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M F-àáíîðìàëüíà â G è ãëàâíûé ωd-ôàêòîð H/K

ãðóïïû G fω-öåíòðàëåí â G. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 1.2.2 G = MGF. Òàê êàê ïî

ëåììå 1.2(1) [47] (G/M1)
F = GFM1/M1 6⊆M/M1, òî ïî îïðåäåëåíèþ 1.2.2M/M1

ÿâëÿåòñÿ F-àáíîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G/M1. Òàê êàê ãëàâíûå ôàêòîðû

H/K è HM1/M1 ãðóïïû G ÿâëÿþòñÿ G-èçîìîðôíûìè, òî ãëàâíûé ωd-ôàêòîð

HM1/M1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ fω-öåíòðàëüíûì â G, à, çíà÷èò, è â ãðóïïå G/M1. Òàê

êàê G = MH, òî G/M1 = (M/M1)(HM1/M1). Ïîýòîìó M/M1 íå ïîêðûâàåò

ãëàâíûé ωd-ôàêòîð HM1/M1 ãðóïïû G/M1.

Äîïóñòèì, ÷òî M1 6= 1. Òàê êàê |G/M1| < |G|, òî ïî èíäóêöèè M/M1 ïî-

êðûâàåò êàæäûé fω-öåíòðàëüíûé ãëàâíûé ωd-ôàêòîð ãðóïïû G/M1. Ïîëó÷èëè

ïðîòèâîðå÷èå. Ïóñòü M1 = 1 è C 6= 1. Òàê êàê C / G, òî C 6⊆ M è ïîýòîìó

G = MC = MH. Ïóñòü D := M ∩ C. Òîãäà D /M è äëÿ ëþáûõ c ∈ C, h ∈ H
èìååì ch = hc è, çíà÷èò, Dh = D. Ïîýòîìó NG(D) ≥MH = G. Ñëåäîâàòåëüíî,

D / G. Òàê êàê M1 = 1, òî D = 1, K = 1 è G = [C]M . Òîãäà H ÿâëÿåòñÿ ìè-

íèìàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Ïóñòü p ∈ ω ∩ π(H). Òàê êàê H

fω-öåíòðàëüíà â G, òî G/C ∈ f(p) ⊆ F.

Äîïóñòèì, ÷òî ãðóïïà H àáåëåâà. Òîãäà H ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëå-

âîé p-ãðóïïîé è M ∩ H = 1. Òàê êàê H ≤ C, òî ïî ìîäóëÿðíîìó òîæäåñòâó

ïîëó÷èì C = H(M ∩C) = H. Ïîñêîëüêó C = H ≤ Oω(G), òî ïî ëåììå 1.1.4(2)

G/Oω(G) ∼= (G/C)/(Oω(G)/C) ∈ F = f(ω′). Òàê êàê G/H ∈ F, òî ïî ëåììå

1.2.1 G/H îáëàäàåò ãëàâíûì ðÿäîì, âñå ωd-ôàêòîðû êîòîðîãî fω-öåíòðàëüíû.

Ïîñêîëüêó H fω-öåíòðàëüíà â G, òî ãðóïïà G îáëàäàåò ãëàâíûì ðÿäîì, âñå ωd-

ôàêòîðû êîòîðîãî fω-öåíòðàëüíû â G. Òàê êàê G/Oω(G) ∈ f(ω′), òî ïî ëåììå

1.2.1 G ∈ F. Òîãäà GF = 1 è G = GFM = M . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü H � íåàáåëåâà ãðóïïà. Òîãäà H ∩ C = 1. Ïîñêîëüêó M ∼= G/C ∈ F

è G/H ∼= M/M ∩ H ∈ F, òî G ∼= G/H ∩ C ∈ F. Òîãäà GF = 1 è G = M .

Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü M1 = 1 è C = 1. Òîãäà èç fω-öåíòðàëüíîñòè H â ãðóïïå G ââèäó
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p ∈ ω ∩ π(H) ïîëó÷àåì G ∼= G/C ∈ f(p) ⊆ F. Òîãäà GF = 1 è G = M .

Ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.2.6. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ ñ âíóòðåííèì ω-

ñïóòíèêîì f è R/K ÿâëÿåòñÿ fω-ýêñöåíòðàëüíûì ãëàâíûì ôàêòîðîì ãðóïïû

G. Òîãäà R∩GF/K∩GF ÿâëÿåòñÿ fω-ýêñöåíòðàëüíûì ãëàâíûì ôàêòîðîì ãðóï-

ïû G, G-èçîìîðôíûì R/K, ïðè÷åì ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G,

íå ïîêðûâàþùàÿ R/K, íå ïîêðûâàåò R ∩GF/K ∩GF.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê R/K ÿâëÿåòñÿ fω-ýêñöåíòðàëüíûì ãëàâíûì

ôàêòîðîì ãðóïïû G, òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.2.1 R/K ÿâëÿåòñÿ ωd-ôàêòîðîì

ãðóïïû G. Ïîêàæåì, ÷òî R∩GF/K ∩GF � fω-ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð

ãðóïïûG,G-èçîìîðôíûéR/K. ÏîñêîëüêóRGF/KGF = RKGF/KGF ∼= R/R∩
KGF = R/K(R∩GF) è R/K � ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G, òî ëèáî K(R∩GF) =

K, ëèáî K(R ∩GF) = R.

Äîïóñòèì, ÷òî K(R ∩ GF) = K. Òîãäà RGF/KGF ∼= R/K è ïîýòîìó

RGF/KGF � fω-ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé ωd-ôàêòîð ãðóïïû G. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, òàê êàê G/KGF ∼= (G/GF)/(KGF/GF) ∈ F, òî ïî ëåììå 1.2.1 ãëàâíûé

ωd-ôàêòîð (RGF/KGF)/(KGF/KGF) ãðóïïû G/KGF fω-öåíòðàëåí â G/KG
F.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî è ãëàâíûé ôàêòîð RGF/KGF ãðóïïû G fω-öåíòðàëåí â G.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, K(R ∩ GF) = R. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî R/K = (R ∩
GF)K/K ∼= R ∩GF/K ∩GF � fω-ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G.

Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, íå ïîêðûâàþùàÿ R/K.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òîM ïîêðûâàåò R∩GF/K∩GF. Òîãäà R∩GF ⊆M(K∩GF) ⊆
MK è ââèäó K(R∩GF) = R ïîëó÷àåì R = (R∩GF)K ⊆MK, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, M íå ïîêðûâàåò R ∩GF/K ∩GF. Ëåììà äîêàçàíà.

Âñå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 1.2 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [95] è ïîëó÷åíû â

íåðàçäåëèìîì ñîàâòîðñòâå ñ Â.À. Âåäåðíèêîâûì.

� 1.3. Ïðèìåíåíèå ω-ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé ê èññëåäîâàíèþ

äîïîëíÿåìîñòè êîðàäèêàëîâ â êîíå÷íûõ ãðóïïàõ

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F = ωLF (f) ñ âíóòðåí-
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íèì ω-ñïóòíèêîì f ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ ω-äîïîëíåíèé â ãðóïïå G ê

F-êîðàäèêàëó GF. Êðàòêî ïðèâåäåì è îáîñíóåì òåðìèíîëîãèþ, ïðèìåíÿþùóþñÿ

â äàëüíåéøåì. Â ñèëó ëåììû 1.1.3 ëþáàÿ ôîðìàöèÿM òàêàÿ, ÷òî π(M)∩ω = Ø

ÿâëÿåòñÿ ω-âååðíîé ôîðìàöèåé ñ ëþáûì íàïðàâëåíèåì δ è, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåò-

ñÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèåé. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì äëÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè

F áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ω1 := π(F) ∩ ω 6= Ø. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.1.9 F ÿâëÿåòñÿ

ω1-ëîêàëüíîé ôîðìàöèåé. Â ñâÿçè ñ ýòèì â äàëüíåéøåì äëÿ ω-ëîêàëüíîé ôîð-

ìàöèè F áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ø 6= ω ⊆ π(F). Ââèäó ëåììû 1.1.4 ìîæåì ñ÷èòàòü,

÷òî f ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F è f(ω′) = F.

Îòìåòèì, ÷òî ïî ñëåäñòâèþ 1.1.1 ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ F ïðè ω = π(F) ÿâëÿ-

åòñÿ ëîêàëüíîé ôîðìàöèåé.

Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì ñëåäóþùèå äâå ëåììû.

Ëåììà 1.3.1. Ïóñòü N � ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, K / N è

K ≤ Φ(G). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Φ(N) ≤ Φ(G);

2) åñëè N/K π-çàìêíóòà, òî è N π-çàìêíóòà, â ÷àñòíîñòè, Fp(N/K) =

Fp(N)/K;

3) åñëè N/K π-ðàçëîæèìà, òî è N π-ðàçëîæèìà;

4) åñëè N/K íèëüïîòåíòíà, òî è N � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè N = G, òî óòâåðæäåíèå âåðíî. Ïóñòü N < G

è G � êîíòðïðèìåð ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà. Òàê êàê N � ñóáíîðìàëüíàÿ ïîä-

ãðóïïà ãðóïïû G, òî â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

L, ñîäåðæàùàÿ N . Òîãäà N / /L è ïî èíäóêöèè Φ(N) ≤ Φ(L). Òàê êàê L /G, òî

ïî òåîðåìå 3.22(1) [18] Φ(L) ≤ Φ(G). Ñëåäîâàòåëüíî, Φ(N) ≤ Φ(G).

2) Ïóñòü N/K π-çàìêíóòà. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî |G|. Ïóñòü Φ(G) := Φ

è M := Φπ(K). Òîãäà M / G è K ≤ M ≤ Φ. Ðàññìîòðèì ôàêòîðãðóïïó G/M .

Ïî òåîðåìå 3.22 [18] Φ(G/M) = Φ/M , NM/M / /G/M , KM/M / NM/M è

KM/M ≤ Φ/M . Òàê êàê (NM/M)/(KM/M) ∼= NM/KM ∼= N/N ∩ KM =

N/K(N ∩ M) ∼= (N/K)/(K(N ∩ M)/K), òî (NM/M)/(KM/M) π-çàìêíóòà.

Â ñèëó |G/M | < |G| ïî èíäóêöèè ïîëó÷èì, ÷òî ãðóïïà NM/M π-çàìêíóòà.

Ïîñêîëüêó êëàññ R âñåõ π-çàìêíóòûõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ êëàññîì Ôèòòèíãà, òî

NM/M ≤ T/M := (G/M)R. Òàê êàê T / G, M /G, M ≤ Φ è T/M π-çàìêíóòà,
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òî ïî ëåììå 4.4 [47] ãðóïïà T , à, çíà÷èò, è NM π-çàìêíóòà. Ïîýòîìó N π-

çàìêíóòà.

3) Òàê êàê N/K π-ðàçëîæèìà, òî N/K π-çàìêíóòà è N/K π′-çàìêíóòà.

Òîãäà ïî ïóíêòó 2) ãðóïïà N π-çàìêíóòà è ãðóïïà N π′-çàìêíóòà è, çíà÷èò, N

π-ðàçëîæèìà.

4) Ïóñòü π := π(N/K). Òàê êàê N/K � íèëüïîòåíòíàÿ π-ãðóïïà, òî ïî

ïóíêòó 3) N π-ðàçëîæèìà è N p-ðàçëîæèìà äëÿ ëþáîãî p ∈ π. Òîãäà N = Nπ×
Nπ′, ïðè÷åì Nπ íèëüïîòåíòíà. Òàê êàê N/K � π-ãðóïïà, òî Nπ′ ≤ K. Ïîýòîìó

Nπ′ íèëüïîòåíòíà è, çíà÷èò, N � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.3.2. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, N � ñóáíîðìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà ãðóïïû G è π = π(F). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè N/N ∩ Φ(G) ∩Oω(G) ∈ F, òî N ∈ F;

2) åñëè N/N ∩ Φ(G) ∈ F è N ∩ Φ(G) ÿâëÿåòñÿ ω-ãðóïïîé, òî N ∈ F;

3) åñëè N/N ∩Φ(G) ∈ F, òî N = F ×Q, ãäå F � π-ãðóïïà, Q � π′-ãðóïïà,

Q ⊆ N ∩Φ(G) = Φ, F ∩Φ = A×B, ãäå A � íîðìàëüíàÿ â N ω-ïîäãðóïïà, B �

íîðìàëüíàÿ â N ω′-ïîäãðóïïà, ïðè÷åì N/BQ ∼= F/B ∈ F.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü D = N ∩Φ(G)∩Oω(G). Òàê êàê ïî óñëîâèþ

N/D ∈ F, òî N/D ÿâëÿåòñÿ π-ãðóïïîé è, çíà÷èò, N/D π-ðàçëîæèìà. Òàê êàê

N/N ∩ Φ(G) ∼= (N/D)/(N ∩ Φ(G)/D), òî èç π-ðàçëîæèìîñòè ãðóïïû N/D ñëå-

äóåò π-ðàçëîæèìîñòü ãðóïïû N/N ∩Φ(G). Òîãäà ïî ëåììå 1.3.1(3) ãðóïïà N π-

ðàçëîæèìà èN = Nπ×Nπ′. Ïóñòü F := Nπ èQ := Nπ′. ÏîñêîëüêóN/D ÿâëÿåòñÿ

π-ãðóïïîé è FD/D ÿâëÿåòñÿ Sπ-ïîäãðóïïîé ãðóïïû N/D, òî N/D = FD/D è,

çíà÷èò, N = FD. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Q ≤ D ≤ Φ(G) ∩ Oω(G). Êàê îòìå÷åíî

âûøå, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.1.9 ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ω ⊆ π. Ïîñêîëüêó Q ÿâëÿåòñÿ

π′-ãðóïïîé è Q � ω-ãðóïïà, òî Q = 1. Òîãäà N = F � π-ãðóïïà.

Ïóñòü f � âíóòðåííèé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F. Ââèäó ëåììû 1.1.4 ìîæåì

ñ÷èòàòü, ÷òî f(ω′) = F. Ïîñêîëüêó N/D ∈ F è D ≤ N ∩ Oω(G) = Oω(N), òî

N/Oω(N) ∈ F = f(ω′). Ïóñòü p ∈ π(N/D) ∩ ω. Òàê êàê N/D ∈ F, òî ïî îïðå-

äåëåíèþ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F ïîëó÷èì (N/D)/Fp(N/D) ∈ f(p). Ïî ëåììå

1.3.1(2) Fp(N/D) = Fp(N)/D. Ñëåäîâàòåëüíî, N/Fp(N) ∈ f(p). Îòñþäà ïîëó÷à-

åì, ÷òî êàæäûé ãëàâíûé pd-ôàêòîð ãðóïïû N fp-öåíòðàëåí â N , à âûøå D êàæ-

äûé ãëàâíûé ωd-ôàêòîð ãðóïïûN fω-öåíòðàëåí âN . Ïóñòü q ∈ π(D) \ π(N/D).
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Òàê êàê ãðóïïà N/D q-ðàçëîæèìà, òî ïî ëåììå 1.3.1(3) ãðóïïà N q-ðàçëîæèìà.

Ïóñòü N = L×Dq, ãäå L � q′-ãðóïïà. Òîãäà êàæäûé ãëàâíûé q-ôàêòîð ãðóïïû

N öåíòðàëåí â N è, çíà÷èò, fq-öåíòðàëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé ãëàâíûé ωd-

ôàêòîð ãðóïïû N fω-öåíòðàëåí â N è N/Oω(N) ∈ f(ω′). Òîãäà ïî ëåììå 1.2.1

N ∈ F.

2) Òàê êàê N ∩ Φ(G) ÿâëÿåòñÿ ω-ãðóïïîé, òî N ∩ Φ(G) ≤ Oω(G) è N ∩
Φ(G)∩Oω(G) = N∩Φ(G). Ñëåäîâàòåëüíî, N/N∩Φ(G)∩Oω(G) ∈ F è ïî ïóíêòó

1) N ∈ F.

3) Ïóñòü N/Φ ∈ F, ãäå Φ := N ∩Φ(G). Òîãäà ïî ëåììå 1.3.1(3) N = F ×Q,
ãäå F = Nπ � íîðìàëüíàÿ Sπ-ïîäãðóïïà ãðóïïû N , Q = Nπ′ � íîðìàëüíàÿ Sπ′-

ïîäãðóïïà ãðóïïû N . Çàìåòèì, ÷òî N = FΦ, F ∩ Φ = Φπ è Φ = Φπ × Φπ′ =

Φω × Φω′. Òîãäà N/Φ ∼= F/Φπ ∈ F è Φπ = F ∩ Φ = F ∩ (N ∩ Φ(G)) = F ∩ Φ(G),

F / /G è Φπ = A×B, A = Φω, B = F ∩ Φω′.

Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà 1), íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäûé

ãëàâíûé ωd-ôàêòîð ãðóïïû F fω-öåíòðàëåí â F . Òîãäà è êàæäûé ãëàâíûé

ωd-ôàêòîð ãðóïïû F/B ÿâëÿåòñÿ fω-öåíòðàëüíûì â F/B. Òàê êàê F/Φπ
∼=

(F/B)/(Φπ/B) ∈ F = f(ω′) è Φπ/B ≤ Oω(F/B), òî ïî ëåììå 1.2.1 F/B ∈ F.

Ëåììà äîêàçàíà.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äëÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F óñòàíîâèì, ïðè êàêîì

óñëîâèè âñÿêîå äîáàâëåíèå ê F-êîðàäèêàëó GF ãðóïïû G â ëþáîì ðàñøèðåíèè

Γ ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ åãî ω-äîïîëíåíèåì.

Òåîðåìà 1.3.1. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà ñ àáåëåâûì

F-êîðàäèêàëîì GF, Γ � ðàñøèðåíèå ãðóïïû G. Åñëè H � äîáàâëåíèå ê GF â Γ,

òî H ÿâëÿåòñÿ ω-äîïîëíåíèåì ê GF â Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π(F) := π, H � äîáàâëåíèå ê GF â Γ. Ñîãëàñíî

ëåììå 11.1 [47] Γ = HGF è H ∩GF ⊆ Φ(H).

Ïóñòü N := H ∩G. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ìîäóëÿðíîå òîæäåñòâî, ïîëó÷èì G =

Γ ∩ G = HGF ∩ G = (H ∩ G)GF = NGF. Òàêèì îáðàçîì, G = NGF è, çíà÷èò,

G/GF = NGF/GF ∼= N/N ∩GF ∈ F. Òàê êàê G � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû

Γ è N = H ∩ G, òî N íîðìàëüíà â H. Ïîñêîëüêó GF õàðàêòåðèñòè÷íà â G, òî

GF / Γ.

Ïóñòü Φ1 := N ∩GF. Òîãäà Φ1 = N ∩GF = H ∩G∩GF = H ∩GF ⊆ Φ(H)
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è N/Φ1 ∈ F. Ïóñòü Φ := N ∩Φ(H). Òàê êàê Φ1 ≤ N ∩Φ(H) = Φ, òî N/Φ ∈ F è

ãðóïïà H ñ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé N óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ëåììû 1.3.2(3).

Òîãäà ïî ëåììå 1.3.2(3) N = F × Q, ãäå F � π-ãðóïïà, Q � π′-ãðóïïà, Q ⊆
N ∩ Φ(H) = Φ, F ∩ Φ = A × B, ãäå A = Φω � íîðìàëüíàÿ â N ω-ïîäãðóïïà,

B = F ∩ Φω′ � íîðìàëüíàÿ â N ω′-ïîäãðóïïà, ïðè÷åì N/BQ ∼= F/B ∈ F.

Äîïóñòèì, ÷òî p ∈ π(Φ1) ∩ ω. Òàê êàê Φ1 íîðìàëüíà â N è ââèäó

Φ1 ⊆ Φ(H) Φ1 íèëüïîòåíòíà, òî ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû Φ1 íîðìàëü-

íà â N è, çíà÷èò, â N ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ p-ïîäãðóïïà. Ïóñòü

Φ1 = C × D, ãäå C � íîðìàëüíàÿ â Φ1 ω-ïîäãðóïïà, D � íîðìàëüíàÿ â Φ1

ω′-ïîäãðóïïà, ïðè÷åì C ≤ A. Òàê êàê Φ1 / N è C õàðàêòåðèñòè÷íà â Φ1,

òî C / N . Ïóñòü L � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû N , ñî-

äåðæàùàÿñÿ â C. Ïîñêîëüêó L ≤ Φ1 ≤ GF, òî â ñèëó àáåëåâîñòè GF èìååì

L / GF è, çíà÷èò, L / G = NGF. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî L � ìèíèìàëüíàÿ íîð-

ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ïðè÷åì L ≤ C ≤ A. Òàê êàê N/BQ ∈ F è

LBQ/BQ � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû N/BQ, òî ïî ëåììå

1.2.1 (N/BQ)/CN/BQ(LBQ/BQ) ∈ f(p), ãäå f � âíóòðåííèé ω-ñïóòíèê ôîð-

ìàöèè F. Ïîñêîëüêó CN/BQ(LBQ/BQ) = CN(LBQ/BQ)/BQ, òî ââèäó N -

èçîìîðôèçìà ãðóïï LBQ/BQ è L ïîëó÷àåì, ÷òî CN(L) = CN(LBQ/BQ). Òîãäà

(N/BQ)/(CN(L)/BQ) ∈ f(p) è N/CN(L) ∈ f(p). Òàê êàê G = NGF è GF ≤
CG(L), òî G = NCG(L) è ïîýòîìó G/CG(L) ∼= N/N ∩CG(L) = N/CN(L) ∈ f(p).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî L/1 � f -öåíòðàëüíûé ãëàâíûé p-ôàêòîð ãðóïïû G íèæå GF.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëåììå 1.2.2 ãðóïïà G íå èìååò fω-öåíòðàëüíûõ ãëàâíûõ

pd-ôàêòîðîâ íèæå GF äëÿ p ∈ ω. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, |Φ1| = |H ∩GF| � ω′-÷èñëî è ïîýòîìó H � ω-äîïîëíåíèå ê

GF â Γ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.3.1. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ. Åñëè F-êîðàäèêàë

ãðóïïû G àáåëåâ è ÿâëÿåòñÿ ω-ãðóïïîé, òî îí äîïîëíÿåì â ëþáîì ðàñøèðåíèè

ãðóïïû G.

Ñëåäñòâèå 1.3.2. (Øåìåòêîâ [47], òåîðåìà 11.7). Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ

ôîðìàöèÿ. Åñëè F-êîðàäèêàë GF ãðóïïû G àáåëåâ, òî äëÿ ëþáîãî ðàñøèðåíèÿ

Γ ãðóïïû G ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: êàæäîå äîáàâëåíèå ê GF â

Γ ÿâëÿåòñÿ π(F)-äîïîëíåíèåì.
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Ñëåäñòâèå 1.3.3. Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ òàêàÿ, ÷òî π(F) =

P. Åñëè F-êîðàäèêàë ãðóïïû G àáåëåâ, òî îí äîïîëíÿåì â ëþáîì ðàñøèðåíèè

ãðóïïû G.

Â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ ïðîâåäåì èññëåäîâàíèå âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ ω-

äîïîëíåíèé è äîïîëíåíèé ê F-êîðàäèêàëó GF â ëþáîì ðàñøèðåíèè ãðóïïû G â

çàâèñèìîñòè îò ñóùåñòâîâàíèÿ â GF àáåëåâûõ ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï.

Òåîðåìà 1.3.2. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà, ω1 � ìíî-

æåñòâî âñåõ òåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p ∈ ω, äëÿ êîòîðûõ GF îáëàäàåò àáåëåâîé ñè-

ëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé. Òîãäà GF îáëàäàåò ω1-äîïîëíåíèåì â ëþáîì ðàñøèðåíèè

ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Γ � ðàñøèðåíèå ãðóïïû G. Ïîêàæåì, ÷òî GF

îáëàäàåò ω1-äîïîëíåíèåì â Γ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ïîðÿäêó

GF. Ïóñòü R � Nω1
-êîðàäèêàë ãðóïïû GF. Òîãäà ïî òåîðåìå 5.11(1) [18] R =

(GF)Nω1 = GNω1
F. Ïî òåîðåìå 1 [8] H := Nω1

F ÿâëÿåòñÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèåé

è R = GH. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

I. Ïóñòü R ⊂ GF. Òîãäà ïî èíäóêöèè R îáëàäàåò ω1-äîïîëíåíèåì L â

ãðóïïå Γ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Γ = RL è |R ∩ L| � ω′1-÷èñëî. Ïî ìîäóëÿðíîìó

òîæäåñòâó G = R(G ∩ L) è GF = R(GF ∩ L). Òîãäà G/R = R(G ∩ L)/R ∼=
G ∩ L/R ∩ L è GF/R = R(GF ∩ L)/R ∼= GF ∩ L/R ∩ L � àáåëåâà ω1-ãðóïïà.

Òàê êàê Γ/R = RL/R ∼= L/R ∩ L, òî ãðóïïà L/R ∩ L ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì

ãðóïïû G ∩ L/R ∩ L è (G ∩ L/R ∩ L)F = GF ∩ L/R ∩ L. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ
1.3.1 ãðóïïà GF ∩ L/R ∩ L îáëàäàåò äîïîëíåíèåì H/R ∩ L â L/R ∩ L. Òàê
êàê L/R ∩ L = (GF ∩ L/R ∩ L)(H/R ∩ L), òî L = (GF ∩ L)H è ïîýòîìó Γ =

RL = R(GF ∩ L)H = GFH. Ïîñêîëüêó |(GF ∩ L/R ∩ L) ∩ (H/R ∩ L)| = 1, òî

GF ∩L∩H/R∩L = R∩L/R∩L. Ïîýòîìó GF ∩H = R∩L è, çíà÷èò, |GF ∩H|
� ω′1-÷èñëî. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî H � ω1-äîïîëíåíèå ê G

F â ãðóïïå Γ.

II. Ïóñòü R = GF. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå GF òàêæå ω1-äîïîëíÿåìà

â Γ. Ââèäó ñëåäñòâèÿ 11.4.1 [47] äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî p ∈ ω1

ïîäãðóïïà GF ∩ Γp àáåëåâà è äîïîëíÿåìà â Γp.

Ïóñòü p ∈ ω1. Ñîãëàñíî óñëîâèþ GF îáëàäàåò àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-

ïîäãðóïïîé GF∩Γp. Òàê êàê G
F/Op(GF) ∈ Np ⊆ Nω1

, òî R = (GF)Nω1 ⊆ Op(GF)

è ââèäó R = GF ïîëó÷àåì Op(GF) = GF. Ïîñêîëüêó GFΓp/G
F ∼= Γp/Γp ∩ GF ∈
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Np, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 11.1 [47] G
F äîïîëíÿåìà â ãðóïïå GFΓp è, çíà÷èò, ω1-

äîïîëíÿåìà â GFΓp. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 11.7 [47] GF ∩ Γp äîïîëíÿåìà â

Γp.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî p ∈ ω1 ïîäãðóïïàG
F∩Γp àáåëåâà è äîïîëíÿåìà

â Γp. Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 11.4.1 [47] GF îáëàäàåò ω1-äîïîëíåíèåì â Γ. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.3.4. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà. Åñëè

π(GF) ⊆ ω è âñå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû èç GF àáåëåâû, òî GF îáëàäàåò äîïîë-

íåíèåì â ëþáîì ðàñøèðåíèè ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π(GF) ⊆ ω è âñå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû èç GF

àáåëåâû. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3.2 GF îáëàäàåò π(GF)-äîïîëíåíèåì â ëþáîì ðàñ-

øèðåíèè ãðóïïû G. Ïóñòü π(GF) := ω1, Γ � ðàñøèðåíèå ãðóïïû G è H � ω1-

äîïîëíåíèå ê GF â Γ. Òîãäà Γ = GFH è |H ∩ GF| � ω′1-÷èñëî. Ïîñêîëüêó GF �

ω1-ãðóïïà, òî |H ∩GF| = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, H ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê GF â Γ.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 1.3.5. (Øåìåòêîâ [47], òåîðåìà 11.8). Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ

ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà, ω1 � ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p ∈ π(F), äëÿ

êîòîðûõ GF îáëàäàåò àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé. Òîãäà GF îáëàäàåò ω1-

äîïîëíåíèåì â ëþáîì ðàñøèðåíèè ãðóïïû G.

Òåîðåìà 1.3.3. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, Γ � ðàñøèðåíèå ãðóï-

ïû G, ω1 = {p ∈ P | p äåëèò (|Γ : GF|, |GF|)}. Åñëè ω1 ⊆ ω è äëÿ ëþáîãî p ∈ ω1

ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà èç GF àáåëåâà, òî GF îáëàäàåò äîïîëíåíèåì â Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ω1 ⊆ ω è äëÿ ëþáîãî p ∈ ω1 ñèëîâñêàÿ p-

ïîäãðóïïà èç GF àáåëåâà. Ïîêàæåì, ÷òî GF äîïîëíÿåìà â Γ. Åñëè ω1 = Ø, òî

(|Γ : GF|, |GF|) = 1 è ïî òåîðåìå Øóðà GF äîïîëíÿåìà â Γ.

Ïóñòü ω1 6= Ø è ω2 � ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p ∈ ω, äëÿ êîòî-

ðûõ GF îáëàäàåò àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3.2 GF

îáëàäàåò ω2-äîïîëíåíèåì â ãðóïïå Γ. Ïîñêîëüêó ω1 ⊆ ω2, òî G
F ω1-äîïîëíÿåìà

â Γ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå äîáàâëåíèå H ê GF â Γ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ω1-

äîïîëíåíèåì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Γ = GFH, π(GF ∩ H) ⊆ ω′1 è ââèäó ëåììû

11.2 [47] π(H) = π(Γ/GF).
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Ïîêàæåì, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê GF â Γ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ

ëþáîãî q ∈ π(GF ∩ H) ÷èñëî q äåëèò (|H|, |GF|). Òàê êàê π(H) = π(Γ/GF),

òî q äåëèò (|Γ : GF|, |GF|) è ïîýòîìó q ∈ ω1. Òàêèì îáðàçîì, π(GF ∩ H) ⊆
ω1 ∩ ω′1. Ñëåäîâàòåëüíî, |GF ∩H| = 1. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ

äîïîëíåíèåì ê GF â Γ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.3.6. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ. Åñëè äëÿ ëþáîãî

ïðîñòîãî ÷èñëà p ∈ ω, äåëÿùåãî |G : GF|, ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà èç GF àáåëåâà,

òî GF äîïîëíÿåìà â G.

Ñëåäñòâèå 1.3.7. (Øåìåòêîâ [47], òåîðåìà 11.9). Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ

ôîðìàöèÿ, Γ � ðàñøèðåíèå ãðóïïû G. Ïóñòü ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî p, äåëÿùåå

(|Γ : GF|, |GF|), âõîäèò â π(F), ïðè÷åì ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà èç GF àáåëåâà.

Òîãäà GF îáëàäàåò äîïîëíåíèåì â Γ.

Ñëåäñòâèå 1.3.8. (Øåìåòêîâ [47], ñëåäñòâèå 11.9.1). Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ

ôîðìàöèÿ. Åñëè äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, äåëÿùåãî |G : GF|, ñèëîâñêàÿ p-
ïîäãðóïïà èç GF àáåëåâà, òî GF äîïîëíÿåìà â G.

Çàìå÷àíèå 1.3.1. Òåîðåìû 1.3.1 � 1.3.3 ïðåäñòàâëÿþò ðåçóëüòàòû, ïîäîá-

íûå (íå ðàâíîñèëüíûå) ðåçóëüòàòàì Ë.À. Øåìåòêîâà èç [78] (ñì. [78], òåîðåìû

4, 5, ñëåäñòâèå òåîðåìû 5), â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ ëåæèò ïîíÿòèå

ìàëîãî öåíòðàëèçàòîðà ãëàâíîãî ôàêòîðà ãðóïïû.

Òåîðåìà 1.3.4. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, Γ � ðàñøèðåíèå ãðóï-

ïû G, ω1 � ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ïðîñòûõ ÷èñåë q ∈ ω, äëÿ êîòîðûõ ñèëîâñêàÿ
q-ïîäãðóïïà èç GF ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Åñëè ω1 6= Ø, òî â Γ ñóùåñòâóåò

ω1-äîïîëíåíèå ê G
F, íîðìàëèçóþùåå íåêîòîðóþ ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó èç GF,

ãäå p � íàèìåíüøåå ÷èñëî èç ω1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ω1 6= Ø è ω2 � ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ïðîñòûõ

÷èñåë q ∈ ω, äëÿ êîòîðûõ GF îáëàäàåò àáåëåâîé ñèëîâñêîé q-ïîäãðóïïîé. Òàê

êàê ω1 ⊆ ω2, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3.2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

ïîäãðóïïà GF îáëàäàåò ω1-äîïîëíåíèåì â Γ. (1.3.1)

Ïóñòü p � íàèìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî èç ω1, P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà èç GF,

N := NΓ(P ) è N1 := N ∩ GF. Ïîêàæåì, ÷òî N1 ω1-äîïîëíÿåìà â N . Ââèäó
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ñëåäñòâèÿ 11.4.1 [47] äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà q ∈
ω1 ïîäãðóïïà Nq ∩N1 àáåëåâà è äîïîëíÿåìà â Nq.

I. Ïóñòü q = p. Òàê êàê P ⊆ N è P ⊆ GF, òî P ⊆ N∩GF = N1 è, çíà÷èò, P

� ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû N1. Ïóñòü Np � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû

N òàêàÿ, ÷òî P ⊆ Np, Γp � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû Γ, ñîäåðæàùàÿ Np.

Èç (1.3.1) ïî ëåììå 11.7 [47] ñëåäóåò, ÷òî P îáëàäàåò äîïîëíåíèåì â Γp. Ïóñòü

H1 � äîïîëíåíèå ê P â Γp. Òîãäà Γp = PH1 è |P ∩ H1| = 1. Òàê êàê Np ⊆ Γp,

òî Np = Γp ∩ N = PH1 ∩ N = P (H1 ∩ N). Òàêèì îáðàçîì, Np = P (H1 ∩ N).

Êðîìå òîãî, òàê êàê |P ∩H1| = 1, òî |P ∩H1 ∩N | = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, H1 ∩N
� äîïîëíåíèå ê P â Np. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî P äîïîëíÿåìà â Np.

II. Ïóñòü q ∈ ω1, q 6= p è Q � ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà ãðóïïû N1. Òàê êàê

N1 = N ∩ GF = NGF(P ), òî ïî ëåììå 11.8 [47] ëèáî |N1| íå äåëèòñÿ íà q, ëèáî

|GF : N1| íå äåëèòñÿ íà q. Åñëè |N1| íå äåëèòñÿ íà q, òî N1 = N ∩GF � q′-ãðóïïà

è ïîýòîìó Q = 1, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî,

|GF : N1| � q′-÷èñëî. Ââèäó ðàâåíñòâà |GF| = |GF : N1||N1| ïîëó÷àåì, ÷òî Q �

àáåëåâà ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà èç GF.

Ïóñòü Nq � ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà ãðóïïû N òàêàÿ, ÷òî Q ⊆ Nq. Ñîãëàñíî

ëåììå Ôðàòòèíè Γ = NGF. Òîãäà |Γ| = |GF : N1||N |. Ïîñêîëüêó |GF : N1| �
q′-÷èñëî, òî Nq � ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà ãðóïïû Γ. Èç (1.3.1) ïî ëåììå 11.7 [47]

ïîëó÷àåì, ÷òî Q äîïîëíÿåìà â Nq.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî q ∈ ω1 ïîäãðóïïàNq∩N1 àáåëåâà è äîïîëíÿåìà

â Nq. Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 11.4.1 [47] ïîäãðóïïà N1 ω1-äîïîëíÿåìà â N . Ïóñòü

H � ω1-äîïîëíåíèå ê N1 â N . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî N = HN1 è |H ∩ N1| � ω′1-
÷èñëî. Ïîñêîëüêó GFH = GF(N ∩ GF)H = GFN1H = GFN = Γ è |H ∩ GF| =

|H ∩ N ∩ GF| = |H ∩ N1| � ω′1-÷èñëî, òî H � ω1-äîïîëíåíèå ê G
F â Γ. Êðîìå

òîãî, òàê êàê H ⊆ N , òî H íîðìàëèçóåò P . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.3.9. (Øåìåòêîâ [47], òåîðåìà 11.10). Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ

ôîðìàöèÿ, Γ � ðàñøèðåíèå ãðóïïû G, ω1 � íåïóñòîå ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ïðî-

ñòûõ ÷èñåë q ∈ π(F), äëÿ êîòîðûõ ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà èç GF ÿâëÿåòñÿ

öèêëè÷åñêîé. Òîãäà â Γ ñóùåñòâóåò ω1-äîïîëíåíèå ê G
F, íîðìàëèçóþùåå íåêî-

òîðóþ ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó èç GF, ãäå p � íàèìåíüøåå ÷èñëî èç ω1.

Ñëåäñòâèå 1.3.10. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, Γ � ðàñøèðåíèå



70

ãðóïïû G. Åñëè π(GF) ⊆ ω è âñå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû èç GF ÿâëÿþòñÿ öèê-

ëè÷åñêèìè, òî â Γ ñóùåñòâóåò äîïîëíåíèå ê GF, íîðìàëèçóþùåå íåêîòîðóþ

ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó èç GF, ãäå p � íàèìåíüøåå ÷èñëî èç π(GF).

Âñå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 1.3 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [95] è ïîëó÷åíû â

íåðàçäåëèìîì ñîàâòîðñòâå ñ Â.À. Âåäåðíèêîâûì.

� 1.4. ωF-íîðìàëèçàòîðû ãðóïï è èõ ïðèìåíåíèå ê èññëåäîâàíèþ

äîïîëíÿåìîñòè F-êîðàäèêàëîâ â êîíå÷íûõ ãðóïïàõ

Â äàííîì ïàðàãðàôå äëÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F ââåäåì îïðåäåëåíèå

ωF-íîðìàëèçàòîðà ãðóïïû G è óñòàíîâèì åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà. Ïðèìåíÿÿ

ñâîéñòâà ωF-íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïï, ïîëó÷èì íîâûå ðåçóëüòàòû î äîïîëíÿåìî-

ñòè F-êîðàäèêàëà ãðóïïû G. Ñ÷èòàåì, ÷òî Ø 6= ω ⊆ π := π(F).

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. ([66], îïðåäåëåíèå 2.6.1). Ïóñòü F � íåïóñòàÿ ôîðìà-

öèÿ. Íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà R ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ F-ïðåäåëüíîé íîðìàëüíîé

ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, åñëè R ≤ GF è R/R∩Φ(G) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ôàêòîðîì

ãðóïïû G. Ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà M ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ F-êðèòè÷åñêîé

ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, åñëè G = MR äëÿ íåêîòîðîé F-ïðåäåëüíîé íîðìàëüíîé

ïîäãðóïïû R èç G.

Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì ðÿä ñâîéñòâ F-ïðåäåëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîä-

ãðóïï ãðóïïû.

Ëåììà 1.4.1. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ è K � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóï-

ïà ãðóïïû G. Åñëè K ∩ GF 6⊆ Φ(G), òî â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò F-ïðåäåëüíàÿ

íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà R òàêàÿ, ÷òî R/(K ∩ GF ∩ Φ(G)) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì

ôàêòîðîì ãðóïïû G íèæå K ∩GF.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïî óñëîâèþ K ∩GF 6⊆ Φ(G), òî

(K ∩GF)Φ(G)/Φ(G) ∼= (K ∩GF)/(K ∩GF ∩ Φ(G)) 6= 1

è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà R/(K ∩GF ∩Φ(G))

ãðóïïû G/(K ∩GF ∩Φ(G)), ñîäåðæàùàÿñÿ â (K ∩GF)/(K ∩GF ∩Φ(G)). Òîãäà

R/(K ∩GF ∩ Φ(G)) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ôàêòîðîì ãðóïïû G. Òàê êàê

K ∩GF ∩ Φ(G) = R ∩ (K ∩GF ∩ Φ(G)) = (R ∩ (K ∩GF)) ∩ Φ(G) = R ∩ Φ(G),
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òî R/R∩Φ(G) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ôàêòîðîì ãðóïïû G. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðå-

äåëåíèþ 1.4.1 R ÿâëÿåòñÿ F-ïðåäåëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â ãðóïïå G,

ïðè÷åì R ≤ K ∩GF. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.4.2. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ, G = M1R1 = M2R2, ãäå

M1 è M2 � ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G, R1 è R2 � ðàçëè÷íûå íèëüïî-

òåíòíûå F-ïðåäåëüíûå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G, GF∩Φ(G) ⊆ R1∩R2.

Òîãäà ïîäãðóïïà R = M1∩R1R2 ÿâëÿåòñÿ F-ïðåäåëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé

â G, ïðè÷åì R1R = R1R2 è ñëåäóþùèå ãðóïïû G-èçîìîðôíû:

R1R2/R1
∼= R2/G

F ∩ Φ(G) ∼= R/GF ∩ Φ(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ := GF ∩ Φ(G) è R := M1 ∩ R1R2. Òîãäà

RR1 = (M1 ∩ R1R2)R1 = M1R1 ∩ R1R2 = G ∩ R1R2 = R1R2. Ïîñêîëüêó Ri �

F-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G, òî ïî îïðåäåëåíèþ 1.4.1 Ri ⊆ GF è,

çíà÷èò, Ri ∩ Φ(G) ⊆ Φ, i = 1, 2. Òàê êàê ïî óñëîâèþ Φ ⊆ Ri, òî Ri ∩ Φ(G) = Φ

è ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.4.1 Ri/Φ � ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G äëÿ ëþáîãî

i = 1, 2. Òàê êàê ïîäãðóïïû R1 è R2 íèëüïîòåíòíû, òî R1R2/Φ � àáåëåâà ãðóïïà

è ïîýòîìó ïîäãðóïïà R/Φ íîðìàëüíà â R1R2/Φ. Ïîñêîëüêó R íîðìàëüíà â M1,

òî G/Φ = M1R1/Φ ⊆ NG/Φ(R/Φ). Ñëåäîâàòåëüíî, R � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

ãðóïïû G.

Òàê êàê R∩R1 íîðìàëüíà â G è ââèäó óñëîâèÿ Φ ⊆ R∩R1 ⊆ R1, òî ëèáî

R ∩ R1 = R1, ëèáî R ∩ R1 = Φ. Åñëè R ∩ R1 = R1, òî R1 ⊆ M1, ÷òî, â ñèëó

G = M1R1, íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó R ∩R1 = Φ.

Ïîñêîëüêó R1 6= R2, òî R1/Φ∩R2/Φ = Φ/Φ è, çíà÷èò, R1 ∩R2 = Φ. Òîãäà

R1R2/R1
∼= R2/R1∩R2 = R2/Φ. Êðîìå òîãî, R1R2/R1 = R1R/R1

∼= R/R∩R1 =

R/Φ. Òàêèì îáðàçîì, R1R2/R1
∼= R2/Φ ∼= R/Φ.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.4.1 R1R2 ⊆ GF. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî R ⊆ GF è

R ∩ Φ(G) ⊆ Φ. Òàê êàê Φ = R ∩ R1, òî Φ ⊆ R ∩ Φ(G). Òåì ñàìûì óñòàíîâ-

ëåíî, ÷òî Φ = R ∩ Φ(G) è ïîýòîìó R/R ∩ Φ(G) � ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G.

Ñëåäîâàòåëüíî, R � F-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäóÿ [47], äëÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå ωF-

íîðìàëèçàòîðà ãðóïïû (ñì. [47], îïðåäåëåíèå 21.1).

Îïðåäåëåíèå 1.4.2. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ. Ïîäãðóïïó H
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ãðóïïû G íàçîâåì ωF-íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû G, åñëè H/Φ(H) ∩ Oω′(H) ∈ F

è ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ öåïü ãðóïïû G âèäà

H = Ht ⊂ Ht−1 ⊂ · · · ⊂ H1 ⊂ H0 = G, (1.4.1)

ãäå t ≥ 0, òàêàÿ, ÷òî Hi � F-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Hi−1 äëÿ ëþáîãî

i = 1, 2, . . . , t.

Äîêàæåì ðÿä âàæíûõ ñâîéñòâ ωF-íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïï.

Ëåììà 1.4.3. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ è G � ãðóïïà. Òîãäà â

G ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ωF-íîðìàëèçàòîð H è G = GFH.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè G ∈ F, òî GF = 1 è H = G � ωF-íîðìàëèçàòîð â

G, ïðè÷åì G = GFH. Ïóñòü G 6∈ F è GF ≤ Φ(G). Òîãäà G/Φ(G) ∈ F è ïî ëåììå

1.3.2(3) ïðè G = N ïîëó÷èì, ÷òî G = F è G/B ∈ F, ãäå B = Φ(G)∩Oω′(G). Ïî

îïðåäåëåíèþ 1.4.2 H = G ÿâëÿåòñÿ ωF-íîðìàëèçàòîðîì â ãðóïïå G.

Ïóñòü G 6∈ F è GF 6⊆ Φ(G). Òîãäà ïî ëåììå 1.4.1 ïðè K = G â ãðóïïå

G ñóùåñòâóåò F-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà R òàêàÿ, ÷òî R/GF ∩ Φ(G)

ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ôàêòîðîì ãðóïïû G íèæå GF.

Ïîñêîëüêó R 6⊆ Φ(G), òî â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

M òàêàÿ, ÷òî R 6⊆ M . Ñëåäîâàòåëüíî, G = RM . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 1.4.1

M ÿâëÿåòñÿ F-êðèòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Òàê êàê |M | < |G|, òî ïî

èíäóêöèè âM ñóùåñòâóåò ωF-íîðìàëèçàòîðH òàêîé, ÷òîH/Φ(H)∩Oω′(H) ∈ F.

Òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.4.2 H ÿâëÿåòñÿ ωF-íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû G.

Èíäóêöèåé ïî t äîêàæåì, ÷òî G = GFH. Åñëè t = 0, òî G = H = GFH.

Ïóñòü t > 0. Òàê êàê H ÿâëÿåòñÿ ωF-íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû H1, òî ïî èí-

äóêöèè H1 = HF
1 H. Ïîñêîëüêó G = RH1, ãäå R ≤ GF, òî G = GFH1. Òî-

ãäà G/GF ∼= H1/H1 ∩ GF ∈ F âëå÷åò, ÷òî HF
1 ≤ H1 ∩ GF ≤ GF è, çíà÷èò,

G = GFH1 = GFHF
1 H = GFH. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.4.4. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ. Åñëè H � ωF-

íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G è α � ýïèìîðôèçì ãðóïïû G íà ãðóïïó U , òî Hα

� ωF-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � ωF-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G è α � ýïèìîð-

ôèçì ãðóïïû G íà ãðóïïó U . Ïîêàæåì, ÷òî Hα ÿâëÿåòñÿ ωF-íîðìàëèçàòîðîì
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ãðóïïû U . Òàê êàê Gα = U ∼= G/K è Hα ∼= HK/K, òî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü,

÷òî HK/K ÿâëÿåòñÿ ωF-íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû G/K, ãäå K = Ker(α).

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.4.2 H/Φ(H) ∩ Oω′(H) ∈ F. Òàê êàê Φ(HK/K) ≥
Φ(H)K/K è Oω′(HK/K) ≥ Oω′(H)K/K, òî íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ãðóïïà

(HK/K)/(Φ(HK/K)∩Oω′(HK/K)) ∈ F, ïîñêîëüêó îíà èçîìîðôíà ãîìîìîðô-

íîìó îáðàçó ãðóïïû G/Φ(G) ∩Oω′(G) ∈ F.

Äàëåå ðàññóæäàÿ, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.6.6 [66], ïîëó÷àåì,

÷òî HK/K ÿâëÿåòñÿ ωF-íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû G/K. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.4.5. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ ñ âíóòðåííèì ω-

ñïóòíèêîì f , G � ãðóïïà ñ ω-ðàçðåøèìûì F-êîðàäèêàëîì GF. Åñëè H � ωF-

íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G, òî H ïîêðûâàåò êàæäûé fω-öåíòðàëüíûé è èçîëè-

ðóåò êàæäûé fω-ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé ωd-ôàêòîð ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � ωF-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G. Åñëè G ÿâ-

ëÿåòñÿ ω′-ãðóïïîé, òî G íå èìååò ãëàâíûõ ωd-ôàêòîðîâ è, çíà÷èò, óòâåðæäå-

íèå âåðíî. Ïóñòü G � ωd-ãðóïïà. Ïî îïðåäåëåíèþ 1.4.2 H/Φ(H) ∩ Oω′(H) ∈ F

è ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ öåïü (1.4.1) ãðóïïû G. Äîêàæåì ëåììó èíäóêöè-

åé ïî ïàðàìåòðó t. Ïóñòü t = 0. Òîãäà G/Φ(G) ∩ Oω′(G) ∈ F. Â ýòîì ñëó÷àå

êàæäûé ãëàâíûé ωd-ôàêòîð ãðóïïû G âûøå Φ(G) ∩ Oω′(G), ñîãëàñíî ëåììå

1.2.1, ÿâëÿåòñÿ fω-öåíòðàëüíûì â G, à êàæäûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G íèæå

Φ(G)∩Oω′(G) ÿâëÿåòñÿ ω′-ôàêòîðîì. Êðîìå òîãî, ãðóïïà G ïîêðûâàåò êàæäûé

ñâîé ãëàâíûé ôàêòîð. Òàêèì îáðàçîì, ïðè t = 0 óòâåðæäåíèå âåðíî.

Ïóñòü t > 0. Òàê êàê H1 � F-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ 1.4.1 ñóùåñòâóåò F-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà R ãðóïïû G

òàêàÿ, ÷òî G = H1R. Òàê êàê ââèäó îïðåäåëåíèÿ 1.4.1 R ⊆ GF, òî H1R ⊆ H1G
F

è, çíà÷èò, G = H1G
F. Îòñþäà ïî ëåììå 1.2(2) [47] ïîëó÷àåì, ÷òî HF

1 ⊆ GF.

Òàê êàê ãðóïïà GF ω-ðàçðåøèìà, òî è HF
1 ÿâëÿåòñÿ ω-ðàçðåøèìîé ãðóïïîé.

Ïîñêîëüêó H � ωF-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G, òî â ñèëó (1.4.1) H ÿâëÿåòñÿ ωF-

íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû H1. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà H1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ëåììû è ïî èíäóêöèè äëÿ H1 ñïðàâåäëèâî çàêëþ÷åíèå ëåììû. Èç G = H1G
F ïî

îïðåäåëåíèþ 1.2.2 ñëåäóåò, ÷òî H1 � F-àáíîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

ãðóïïû G. Ïóñòü L/K � ïðîèçâîëüíûé ãëàâíûé ωd-ôàêòîð ãðóïïû G è C :=

CG(L/K).
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà K 6= 1. Òàê êàê ââèäó ëåììû 1.2(1) [47] F-

êîðàäèêàë ãðóïïûG/K ω-ðàçðåøèì è ïî ëåììå 1.4.4HK/K � ωF-íîðìàëèçàòîð

ãðóïïû G/K, òî ïî èíäóêöèè äëÿ G/K ñïðàâåäëèâî çàêëþ÷åíèå ëåììû. Åñëè

L/K fω-öåíòðàëåí â G, òî (L/K)/(K/K) fω-öåíòðàëåí â G/K è ïî èíäóêöèè

HK/K ïîêðûâàåò (L/K)/(K/K). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî L/K ⊆ (HK/K)(K/K).

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî L ⊆ HK èH ïîêðûâàåò L/K. Åñëè L/K fω-ýêñöåíòðàëåí

â G, òî (L/K)/(K/K) fω-ýêñöåíòðàëåí â G/K è ïî èíäóêöèè HK/K èçîëèðóåò

(L/K)/(K/K). Òîãäà L/K ∩ (HK/K) ⊆ (K/K). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî L ∩ HK =

K(L ∩H) ⊆ K è ïîýòîìó H èçîëèðóåò L/K.

Ïóñòü K = 1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà H1 íå ïîêðûâàåò L. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî L 6⊆ H1 è G = H1L. Ïî ëåììå 1.2.5(2) ãëàâíûé ôàêòîð L/1 ÿâëÿåòñÿ fω-

ýêñöåíòðàëüíûì â G. Ñîãëàñíî ëåììå 1.2.6 L ∼= L∩GF. Èç ω-ðàçðåøèìîñòè GF

ñëåäóåò, ÷òî L ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé p-ãðóïïîé äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ ω. Ïîñêîëüêó
G = H1L, òî H1∩L = 1. Òàê êàê H ⊆ H1, òî H∩L = 1. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî,

÷òî â ýòîì ñëó÷àå H èçîëèðóåò L.

Ïóñòü òåïåðü H1 ïîêðûâàåò L. Òîãäà L ⊆ H1. Ïóñòü L/1 � fω-öåíòðàëüíûé

ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G. Òàê êàê f � âíóòðåííèé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F, òî

G/C ∈ F è, çíà÷èò, GF ⊆ C. Òîãäà G = H1G
F = H1C. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

L = L ∩ H1 � fω-öåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû H1. Ïî èíäóêöèè H

ïîêðûâàåò L ∩H1. Ñëåäîâàòåëüíî, L = L ∩H1 ⊆ H è ïîýòîìó H ïîêðûâàåò L.

Ïóñòü òåïåðü ãëàâíûé ôàêòîð L/1 ãðóïïû G fω-ýêñöåíòðàëåí â G. Êàê è

âûøå, â ñèëó ëåììû 1.2.6 è ω-ðàçðåøèìîñòè GF ãðóïïà L ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé p-

ãðóïïîé äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C ⊆ H1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé,

êîãäà R/R ∩ Φ(G) � ω′-ãðóïïà. Òîãäà R/R ∩ Φ(G) ω′-ðàçëîæèìà è ïî ëåììå

1.3.1(3) R ω′-ðàçëîæèìà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî R = A × B, ãäå A = Rω′, B =

Rω. Òîãäà B ⊆ Φ(G) ∩ R. Òàê êàê B íèëüïîòåíòíà, òî Bp′ íîðìàëüíà â B.

Ñëåäîâàòåëüíî, B � íîðìàëüíàÿ p′-çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ïî ëåììå

1.8.5 [66] B ⊆ CG(L). Ïîñêîëüêó A ∩ L = 1, òî ïî ëåììå 1.3.1 [66] A ⊆ CG(L).

Òàêèì îáðàçîì, R ⊆ CG(L). Òîãäà G = H1R = H1C = H1, ÷òî íåâîçìîæíî.

Åñëè R/R ∩ Φ(G) � ωd-ãðóïïà, òî â ñèëó R ⊆ GF ïîëó÷àåì, ÷òî R/R ∩
Φ(G) � q-ãðóïïà äëÿ íåêîòîðîãî q ∈ ω. Òîãäà ïî òåîðåìå 3.24 [18] ãðóïïà R

íèëüïîòåíòíà è ïîýòîìó R ⊆ F (G) ⊆ C. Îòñþäà, êàê è âûøå, ñëåäóåò, ÷òî
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G = H1. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, C 6⊆ H1. ÒîãäàG = H1C è L = L∩H1 � fω-ýêñöåíòðàëüíûé

ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû H1. Ïî èíäóêöèè H èçîëèðóåò L ∩ H1. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî H ∩ L ∩H1 ⊆ K = 1. Òàêèì îáðàçîì, H ∩ L = 1 è ïîýòîìó H èçîëèðóåò L.

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.4.1. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà. Åñëè F-

êîðàäèêàë GF ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé ω-ãðóïïîé, òî ëþáûå äâà ωF-

íîðìàëèçàòîðà ãðóïïû G ñîïðÿæåíû â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � êîíòðïðèìåð ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà, H1

è H2 � ωF-íîðìàëèçàòîðû ãðóïïû G, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñîïðÿæåííûìè â G. Åñëè

GF = 1, òî G ∈ F è ïî îïðåäåëåíèþ 1.4.2 H1 = H2 = G, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, GF 6= 1. Äîïóñòèì, ÷òî GF ⊆ Φ(G). Òîãäà G/Φ(G) ∈ F è ïî

ëåììå 1.3.2(3) G/Φ(G)∩Oω′(G) ∈ F. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.4.2 H1 = H2 = G,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ãðóïïû G. Òàêèì îáðàçîì, GF 6⊆ Φ(G).

Ïóñòü i ∈ {1, 2}. Òàê êàê Hi � ωF-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G, òî Hi/Φ(Hi)∩
Oω′(Hi) ∈ F è ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ öåïü ãðóïïû G âèäà Hi ⊂ . . . ⊂
Mi ⊂ G, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îïðåäåëåíèþ 1.4.2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Hi ÿâëÿåòñÿ

ωF-íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû Mi. Ïî ëåììå 1.4.3 G = HiG
F = MiG

F. Îòñþäà

ââèäó ëåììû 1.2(2) [47] ïîëó÷àåì, ÷òî M F
i ⊆ GF. Ïîýòîìó M F

i � ðàçðåøèìàÿ

ω-ãðóïïà, è ïî èíäóêöèè ëþáûå äâà ωF-íîðìàëèçàòîðà ãðóïïû Mi ñîïðÿæåíû

â Mi. Êðîìå òîãî, èç G = MiG
F ñëåäóåò, ÷òî Mi � F-àáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

ãðóïïû G. Òàê êàê Mi � F-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â G, òî G = MiRi, ãäå Ri

� F-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.4.1

Ri ⊆ GF è Ri/Ri ∩ Φ(G) � ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G.

Åñëè M1 = M g
2 äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G, òî ââèäó ëåììû 1.4.4 H1 è H g

2

� ωF-íîðìàëèçàòîðû ãðóïïû M1. Ïî èíäóêöèè H1 è H g
2 ñîïðÿæåíû â M1, à

çíà÷èò, H1 è H2 ñîïðÿæåíû â G, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, M1 è M2 íå

ñîïðÿæåíû â G.

Ïóñòü GF∩Φ(G) := Φ è F (GF/Φ) := F/Φ. Òàê êàê GF 6⊆ Φ(G), òî GF 6= Φ.

Ñëåäîâàòåëüíî, GF/Φ � íååäèíè÷íàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà è ïî ëåììå 4.21(1) [18]

F/Φ 6= 1. Òàê êàê Φ ⊆ GF, òî Φ ⊆ F (GF). Ïîñêîëüêó F (GF)/Φ � íèëüïîòåíòíàÿ

íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â GF/Φ, òî F (GF)/Φ ⊆ F/Φ. Â ñèëó òåîðåìû 3.24 [18]
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F/Φ ⊆ F (GF)/Φ. Òàêèì îáðàçîì, F/Φ = F (GF)/Φ. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.37 [18],

íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

F/Φ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ìèíèìàëüíûõ

íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G/Φ, ñîäåðæàùèõñÿ â GF/Φ.
(1.4.2)

1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

F/Φ · /G/Φ. (1.4.3)

Ïóñòü i ∈ {1, 2}. Òàê êàê Ri ⊆ GF, òî Ri/Ri ∩ Φ(G) = Ri/Ri ∩ GF ∩ Φ(G) =

Ri/Ri∩Φ ∼= RiΦ/Φ � ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïûG è, çíà÷èò,RiΦ/Φ � ìèíèìàëüíàÿ

íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G/Φ, ñîäåðæàùàÿñÿ â GF/Φ. Ââèäó (1.4.2) è

(1.4.3) RiΦ/Φ = F/Φ è ïîýòîìó F = RiΦ. Òîãäà G = MiRi = MiΦRi = MiF .

Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî G = MiF äëÿ ëþáîãî i = 1, 2.

Ïóñòü Si = GF ∩ CoreG(Mi), i = 1, 2. Òàê êàê Φ ⊆ F è Φ ⊆ Si, òî

Φ ⊆ F∩Si ⊆ F . Â ñèëó (1.4.3) ëèáî F∩Si = F , ëèáî F∩Si = Φ. Åñëè F∩Si = F ,

òî F ⊆ Si è ïîýòîìóG = MiF = Mi, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, F∩Si = Φ

è, çíà÷èò, Φ ⊆ Si äëÿ ëþáîãî i = 1, 2.

1.1. Ïóñòü S1 = S2 = Φ. Òàê êàê G = MiF , òî |G : Mi| = |F : F ∩Mi| =

ki 6= 1, i = 1, 2. Ïîñêîëüêó Φ ⊆ F ∩Mi, òî |F : Φ| = |F : F ∩Mi| · |F ∩Mi : Φ|,
i = 1, 2. Ââèäó (1.4.2) è (1.4.3) F/Φ � àáåëåâà p-ãðóïïà äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ ω

è, çíà÷èò, ki = |G : Mi| � p-÷èñëî, i = 1, 2. Òàê êàê p ∈ ω, òî ïî òåîðåìå

1.1.7 ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ p-ëîêàëüíîé. Ïîñêîëüêó GF � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà,

òî GF p-ðàçðåøèìà. Òîãäà ïî ëåììå 2.4.3 [66] ïîäãðóïïû M1 è M2 ÿâëÿþòñÿ

ñîïðÿæåííûìè â G. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

1.2. Ïóñòü õîòÿ áû îäíà èç ïîäãðóïï S1 èëè S2 íå ñîâïàäàåò ñ Φ. Ïóñòü,

íàïðèìåð, S1 6= Φ. Òîãäà S1/Φ � íååäèíè÷íàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû

G/Φ è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N/Φ â G/Φ,

ñîäåðæàùàÿñÿ â S1/Φ. Òàê êàê N/Φ ⊆ GF/Φ, òî ââèäó (1.4.2) N/Φ ⊆ F/Φ è,

çíà÷èò, èñõîäÿ èç (1.4.3), N/Φ = F/Φ. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî N = F . Òîãäà èç

N ⊆ S1 ⊆M1 èìååì G = M1F = M1N = M1, ÷òî íåâîçìîæíî.

2. Ïóñòü òåïåðü F/Φ íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé

ãðóïïû G/Φ è

Σ = {Li/Φ|i ∈ I} � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìèíèìàëüíûõ
íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G/Φ, ñîäåðæàùèõñÿ â F/Φ.

(1.4.4)
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2.1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà M1 è M2 äîïîëíÿþò îäèí è òîò æå ãëàâíûé

ôàêòîð ãðóïïû G èç Σ, íàïðèìåð, ãëàâíûé ôàêòîð L1/Φ. Òîãäà èìååì G =

M1L1 = M2L1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Lj 6⊆M1 äëÿ ëþáîãî j ∈ I, j 6= 1. Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

2 ∈ I. Òîãäà L2 6⊆ M1 è G = M1L2. Ïóñòü i ∈ {1, 2}. Òàê êàê Li/Φ ⊆ F/Φ =

F (GF/Φ), òî ïî òåîðåìå 3.24 [18] ãðóïïà Li íèëüïîòåíòíà è Li ⊆ GF. Òàê êàê

Li ∩ Φ(G) = Φ, òî Li/Li ∩ Φ(G) � ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî Li � F-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G äëÿ ëþáîãî i = 1, 2.

Òîãäà ïî ëåììå 1.4.2 L = M1 ∩L1L2 � F-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G

è L/Φ ∼= L1/Φ. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî L/Φ ∈ Σ è L ⊆ M1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîå j ∈ I, j 6= 1, ÷òî Lj ⊆ M1.

Ìîæåì ñ÷èòàòü, L2 ⊆M1.

Â ñèëó (1.4.4) L1L2/Φ � íååäèíè÷íàÿ íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóï-

ïà ãðóïïû G/Φ. Êðîìå òîãî, (L1L2/Φ) ∩ Φ(G/Φ) = (L1L2/Φ) ∩ Φ(G)/Φ =

(L1L2 ∩ Φ(G))/Φ ⊆ (GF ∩ Φ(G))/Φ = Φ/Φ = 1. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 7.9 [47]

ïîäãðóïïà L1L2/Φ äîïîëíÿåìà â G/Φ. Ïóñòü D/Φ � äîïîëíåíèå ê L1L2/Φ â

G/Φ è M := L1D. Òîãäà G = DL1L2 = ML2 è M � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

ãðóïïû G.

Ïîñêîëüêó G = M1L1 = M2L1 = ML2, L2 ⊆ M1, L1 ⊆ M è L1 ∩ Φ(G) =

Φ = L2∩Φ(G), òî ïî ëåììå 2.6.5 [66]Mi∩M � F-êðèòè÷åñêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîä-

ãðóïïà ãðóïïûM è ãðóïïûMi, i = 1, 2. Ñîãëàñíî ëåììå 1.4.3 â ãðóïïåMi∩M ñó-

ùåñòâóåò ωF-íîðìàëèçàòîð Ki, i = 1, 2. Òîãäà Ki ÿâëÿåòñÿ ωF-íîðìàëèçàòîðîì

ãðóïïûM èKi ÿâëÿåòñÿ ωF-íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïûMi, i = 1, 2. Òàê êàê ïî èí-

äóêöèè H1 è K1 ñîïðÿæåíû âM1, K1 è K2 ñîïðÿæåíû âM , K2 è H2 ñîïðÿæåíû

â M2, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî H1 è H2 ñîïðÿæåíû â G. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

2.2. Ïóñòü M1 è M2 äîïîëíÿþò ñîîòâåòñòâåííî ãëàâíûå ôàêòîðû L1/Φ è

L2/Φ ãðóïïû G èç Σ, L1/Φ 6= L2/Φ. Òîãäà G = M1L1 = M2L2. Åñëè L1 6⊆ M2

(èëè L2 6⊆ M1), òî G = M2L1 (ñîîòâåòñòâåííî G = M1L2) è ìû ïðèõîäèì

ê ñëó÷àþ, ðàññìîòðåííîìó â ïóíêòå 2.1. Òàêèì îáðàçîì, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

L1 ⊆ M2 è L2 ⊆ M1. Êàê è â ïóíêòå 2.1, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî L1 è L2 �

íèëüïîòåíòíûå F-ïðåäåëüíûå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïûG è Li∩Φ(G) = Φ,

i = 1, 2. Òîãäà ïî ëåììå 2.6.5 [66] M1 ∩M2 � F-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
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Mi, i = 1, 2. Èñïîëüçóÿ ëåììó 1.4.3 è èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå, ïîëó÷àåì,

÷òî H1 è H2 ñîïðÿæåíû â G. Ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ω-äîïîëíÿåìîñòè F-

êîðàäèêàëà ãðóïïû G ωF-íîðìàëèçàòîðàìè.

Òåîðåìà 1.4.2. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà è ãðóïïà

G = A1A2 · · ·An, ãäå A1, A2, . . . , An � ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñóáíîðìàëüíûå

ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Åñëè F-êîðàäèêàë AF
i ÿâëÿåòñÿ ω-ðàçðåøèìûì äëÿ ëþ-

áîãî i = 1, 2, . . . , n, à åãî ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû àáåëåâû äëÿ ëþáîãî p ∈ ω,

òî êàæäûé ωF-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ω-äîïîëíåíèåì â G ê F-

êîðàäèêàëó GF.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãðóïïà AF
i ÿâëÿåòñÿ ω-ðàçðåøèìîé, à åå ñè-

ëîâñêèå p-ïîäãðóïïû àáåëåâû äëÿ ëþáîãî p ∈ ω è äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n,

f � ìàêñèìàëüíûé âíóòðåííèé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F. Òîãäà ïî òåîðåìå 1.2.1

GF = AF
1A

F
2 · · ·A

F
n � ω-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà è GF íå ñîäåðæèò G-ãëàâíûõ fω-

öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ äëÿ ëþáîãî p ∈ ω.
Ïî ëåììå 1.4.3 â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ωF-

íîðìàëèçàòîð H è G = GFH. Ïî ëåììå 1.4.5 H ïîêðûâàåò êàæäûé fω-

öåíòðàëüíûé è èçîëèðóåò êàæäûé fω-ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû

G. Ñëåäîâàòåëüíî, H èçîëèðóåò êàæäûé ãëàâíûé ωd-ôàêòîð ãðóïïû G íèæå

GF.

Äîïóñòèì, ÷òî D := GF ∩ H ÿâëÿåòñÿ ωd-ãðóïïîé. Ðàññìîòðèì ãëàâíûé

ðÿä ãðóïïû G, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç GF âèäà: G = G0 > · · · > Gk = GF > Gk+1 >

· · · > Gs = 1. Òîãäà D = D ∩ Gk ≥ D ∩ Gk+1 ≥ · · · ≥ D ∩ Gs = 1 ÿâëÿåòñÿ

íîðìàëüíûì ðÿäîì ãðóïïû D, ïðè÷åì |D| ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ âñåõ èíäåêñîâ

ýòîãî ðÿäà. Òàê êàê D ÿâëÿåòñÿ ωd-ãðóïïîé, òî D ∩ Gl/D ∩ Gl+1 ÿâëÿåòñÿ ωd-

ãðóïïîé äëÿ íåêîòîðîãî l, ãäå k ≤ l ≤ s − 1. Ïîñêîëüêó (D ∩ Gl)Gl+1 ≤ Gl, òî

(D ∩ Gl)Gl+1/Gl+1 ≤ Gl/Gl+1, ïðè÷åì (D ∩ Gl)Gl+1/Gl+1
∼= D ∩ Gl/D ∩ Gl+1.

Ïîýòîìó Gl/Gl+1 ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ωd-ôàêòîðîì ãðóïïû G íèæå GF è, çíà÷èò,

H èçîëèðóåò ôàêòîð Gl/Gl+1. Òàêèì îáðàçîì, H ∩ Gl ≤ Gl+1. Òîãäà D ∩ Gl =

(H ∩ D) ∩ Gl = D ∩ (H ∩ Gl) ≤ D ∩ Gl+1. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî

D ∩Gl/D ∩Gl+1 ÿâëÿåòñÿ ωd-ãðóïïîé.

Ñëåäîâàòåëüíî, D ÿâëÿåòñÿ ω′-ãðóïïîé. Ïîñêîëüêó G = GFH, òî H ÿâëÿ-
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åòñÿ ω-äîïîëíåíèåì â G ê F-êîðàäèêàëó GF. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé èç òåîðåìû 1.4.2 ïîëó÷èì ðÿä ðåçóëüòàòîâ î äîïîë-

íÿåìîñòè F-êîðàäèêàëà GF â ãðóïïå G, òåì ñàìûì ïîëó÷àåì ðåøåíèå ïðîáëåìû

Âèëàíäòà [81] î äîïîëíÿåìîñòè â êîíå÷íîé ãðóïïå å¼ F-êîðàäèêàëà áåç óñëî-

âèÿ àáåëåâîñòè åãî ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï äëÿ ëîêàëüíîé ôîðìàöèè Ôèòòèíãà F

(ðåøåíèå Ïðîáëåìû (A)).

Ñëåäñòâèå 1.4.1. Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà è ãðóïïà

G = A1A2 · · ·An, ãäå A1, A2, . . . , An � ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñóáíîðìàëüíûå

ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Åñëè F-êîðàäèêàë AF
i ÿâëÿåòñÿ π(F)-ðàçðåøèìûì äëÿ

ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n, à åãî ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû àáåëåâû äëÿ ëþáîãî p ∈
π(F), òî êàæäûé F-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì â G ê F-

êîðàäèêàëó GF.

Ñëåäñòâèå 1.4.2. Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà è ãðóïïà

G = A1A2 · · ·An, ãäå A1, A2, . . . , An � ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñóáíîðìàëüíûå

ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Åñëè F-êîðàäèêàë AF
i ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì äëÿ ëþáîãî i =

1, 2, . . . , n, òî êàæäûé F-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì â G

ê å¼ F-êîðàäèêàëó GF.

Ñëåäñòâèå 1.4.3. Ïóñòü ãðóïïà G = A1A2 · · ·An, ãäå A1, A2, . . . , An �

ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñóáíîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Åñëè ïîäãðóïïà

Op(Ai) äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n p-ðàçðåøèìà ñ àáåëåâûìè ñèëîâñêèìè p-

ïîäãðóïïàìè, òî êàæäûé Ep-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì

ê ïîäãðóïïå Op(G) â ãðóïïå G.

Ñëåäñòâèå 1.4.4. Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà, ñîäåðæà-

ùàÿ âñå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû, è ãðóïïà G = A1A2 · · ·An, ãäå A1, A2, . . . , An

� ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñóáíîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Åñëè F-

êîðàäèêàë AF
i ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì ñ àáåëåâûìè ñèëîâñêèìè ïîäãðóïïàìè äëÿ

ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n, òî ïîäãðóïïà GF äîïîëíÿåìà â ãðóïïå G.

Âñå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 1.4 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [95] è ïîëó÷åíû â

íåðàçäåëèìîì ñîàâòîðñòâå ñ Â.À. Âåäåðíèêîâûì.
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� 1.5. Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå â Ãëàâå 1

Â Ãëàâå 1 èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.

[6], Ëåììà 2. Ïóñòü ãðóïïà U � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïï Yi, i =

1, 2, . . . , n, G ≤ U è G ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì ïîäïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï

Yi, i = 1, 2, . . . , n. Òîãäà 1) åñëè Ni /Yi, i = 1, 2, . . . , n è N = N1×N2×· · ·×Nn,

òî U/N ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïîäãðóïï YiN/N , à GN/N ÿâëÿåòñÿ

ïîäïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï YiN/N , i = 1, 2, . . . , n; 2) åñëè G∩ Yk = 1 äëÿ

íåêîòîðîãî k = 1, 2, . . . , n, òî G èçîìîðôíà ïîäïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ãðóïï

Ym,m = 1, 2, . . . , k−1, k+1, . . . , n; 3) åñëè Yk ≤ G äëÿ íåêîòîðîãî k = 1, 2, . . . , n,

òî G∩ (Y1×Y2×· · ·×Yk−1×Yk+1 · · ·×Yn èçîìîðôíà ïîäïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ
ãðóïï Ym, m = 1, 2, . . . , k − 1, k + 1, . . . , n.

[7], Ëåììà 8. Ïóñòü F � ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà è ãðóïïà G = G1×G2× . . .×Gn

� ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï G1, G2, . . . , Gn. Åñëè H � ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

ãðóïï Gi, i = 1, . . . , n, òî HF = GF ∩H.
[8], Ëåììà 2. Ïóñòü F = ωF (f, δ) ñ p-íàïðàâëåíèåì δ. Òîãäà 1) åñëè p ∈ ω,
G/Op(G) ∈ F è G/Gδ(p) ∈ f(p), òî G ∈ F; 2) åñëè G/Oω′(G) ∈ F è G/Oω(G) ∈
f(ω′), òî G ∈ F; 3) åñëè G/M ∈ F, G/Gδ(p) ∈ f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ∩ π(M) è

G/Oω(G) ∈ f(ω′), òî G ∈ F.

[8], Ëåììà 5. Ïóñòü F � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ ω-ñïóòíèêîì f

è bp-íàïðàâëåíèåì δ. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ: 1)

Op(G/Gδ(p)) = 1 äëÿ ëþáîé ãðóïïû G; 2) F îáëàäàåò ω-ñïóòíèêîì g òàêèì,

÷òî g(q) = f(q) äëÿ âñåõ q ∈ {ω′} ∪ (ω \ {p}) è g(p) = Npf(p).

[8], Ëåììà 6(1). Ïóñòü F � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì

f è bp-íàïðàâëåíèåì δ. Òîãäà Npf(p) ⊆ F äëÿ âñåõ p ∈ ω.
[13], Ëåììà 2. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ. Òîãäà è òîëüêî òîãäà F ÿâ-

ëÿåòñÿ êëàññîì Ôèòòèíãà, êîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñóáíîð-

ìàëüíûõ ïîäãðóïï A è B ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(AB)F = AFBF.

[18], Ëåììà 1.44. Åñëè G � ãðóïïà, H < G, òî HxH 6= G ïðè ëþáîì x ∈ G.
[18], Ëåììà 2.37. Ïóñòü M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ íîðìàëü-

íûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G è M = ΠN∈MN . Òîãäà: 1) åñëè K/ G, òî ñóùåñòâóþò
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ïîäãðóïïû N1, N2, . . . , Nk ∈ M òàêèå, ÷òî KM = K × N1 × N2 × . . . × Nk; 2)

ñóùåñòâóþò N1, . . . , Nm ∈M òàêèå, ÷òî M = N1× . . .×Nm; 3) åñëè M � ìíî-

æåñòâî âñåõ ìèíèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, òî ñóùåñòâóþò ïîäãðóïïû

N1, . . . , Ns ∈M òàêèå, ÷òî Soc G = N1 × . . .×Ns.

[18], Òåîðåìà 3.12(2). Â íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå êàæäàÿ ñîáñòâåííàÿ ïîä-

ãðóïïà îòëè÷íà îò ñâîåãî íîðìàëèçàòîðà.

[18], Ëåììà 3.17. Ïóñòü M < · G è K / G. Òîãäà: 1) åñëè α ∈ Aut G, òî

α(M) < · G; 2) åñëè x ∈ G, òîMx < · G; 3) åñëè K ≤M , òîM/K < · G/K; 4)

åñëè K íå ñîäåðæèòñÿ âM , òîMK = G; 5) åñëè Ū � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

ôàêòîð-ãðóïïû Ḡ = G/K, òî ñóùåñòâóåò U < · G òàêàÿ, ÷òî K ≤ U è

Ū = U/K; 6) åñëè M / G, òî | G : M | � ïðîñòîå ÷èñëî.
[18], Ëåììà 3.18(2). Φ(G) = ∩M<·GCoreG(M).

[18], Òåîðåìà 3.22. Ïóñòü K / G. Òîãäà: 1) Φ(K) ≤ Φ(G); 2) Φ(G)K/K ≤
Φ(G/K); 3) åñëè K ≤ Φ(G), òî Φ(G)/K = Φ(G/K); 4) åñëè A ≤ G è K ≤
Φ(A), òî K ≤ Φ(G).

[18], Òåîðåìà 3.24. Ïóñòü D/ K/ G, D ≤ Φ(G) è D/ G. Åñëè ôàêòîð-ãðóïïà

K/D íèëüïîòåíòíà, òî K íèëüïîòåíòíà.

[18], Ëåììà 4.21(1). Φ(G) ≤ F (G); åñëè G ðàçðåøèìà è G 6= 1, òî Φ(G) 6=
F (G).

[18], Òåîðåìà 5.11(1). Ïóñòü X è Y � ôîðìàöèè. Òîãäà G(X◦Y) = (GY)X äëÿ

ëþáîé ãðóïïû G.

[40], Òåîðåìà 1. Ïóñòü F � ôîðìàöèÿ. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) ôîðìàöèÿ F ω-íàñûùåíà; 2) NpF(Fp) ⊆ F äëÿ âñåõ p ∈ ω; 3) F = LFω(f), ãäå

f(ω′) = F è f(p) = NpF(Fp) äëÿ âñåõ p ∈ ω; 4) ôîðìàöèÿ F ω-ëîêàëüíà.

[47], Ëåììà 1.2. Ïóñòü F � íåïóñòíàÿ ôîðìàöèÿ, K / G. Òîãäà ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ: 1) (G/K)F = GFK/K; 2) åñëè G = HK, òî HFK =

GFK; 3) åñëè G = HK è K ⊆ GF, òî HFK = GF.

[47], Ëåììà 3.9. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ: 1) åñëè H/K � ãëàâ-

íûé ôàêòîð ãðóïïû G è p ∈ π(H/K), òî G/CG(H/K) íå ñîäåðæèò íååäè-

íè÷íûõ íîðìàëüíûõ p-ïîäãðóïï, ïðè÷åì Fp(G) ⊆ CG(H/K); 2) åñëè A � ãðóï-

ïà îïåðàòîðîâ ãðóïïû G è R/T � A-êîìïîçèöèîííûé p-ôàêòîð ãðóïïû G, òî

A/CA(R/T ) íå èìååò íååäèíè÷íûõ íîðìàëüíûõ p-ïîäãðóïï.
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[47], Ëåììà 4.4. Ïóñòü K ⊆ N / G, K / G, K ⊆ Φ(G). Òîãäà: 1) åñëè N/K

π-çàìêíóòà, òî è N π-çàìêíóòà; 2) Fp(N/K) = Fp(N)/K.

[47], Òåîðåìà 4.1. Â ëþáîé pd-ãðóïïå G ïîäãðóïïà Fp(G) ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå-

÷åíèåì öåíòðàëèçàòîðîâ â G âñåõ ãëàâíûõ pd-ôàêòîðîâ ãðóïïû G.

[47], Ëåììà 5.10. Ïóñòü H � àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ïðè÷åì

(|H|, |G : H|) = 1. Òîãäà H = [ H,G ]× (H ∩ Z(G)).

[47], Òåîðåìà 5.11(1). Ïóñòü p-ðàçðåøèìûé êîðàäèêàë R ãðóïïû G èìååò

àáåëåâó ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó P . Òîãäà R íå èìååò êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ

ïîðÿäêà p.

[47], Ñëåäñòâèå 5.11.1. Ïóñòü ãðóïïà G èìååò àáåëåâó ñèëîâñêóþ p-

ïîäãðóïïó. Òîãäà lp(G) ≤ 1.

[47], Ëåììà 7.9. Ïóñòü H � íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû

G. Åñëè H 6= 1 è H ∩ Φ(G) = 1, òî H äîïîëíÿåìà â G è ðàâíà ïðÿìîìó

ïðîèçâåäåíèþ íåêîòîðîãî ÷èñëà ìèíèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï G.

[47], Òåîðåìà 7.1. Åñëè ïîäãðóïïà H ñóáíîðìàëüíà, íî íå íîðìàëüíà â G, òî

ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈ G, ÷òî Hx 6= H, H ⊆ NG(Hx), Hx ⊆ NG(H).

[47], Òåîðåìà 7.5. Åñëè H / / G è K / / G, òî H ∨K / / G.

[47], Ëåììà 8.1. Ïóñòü ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà M íå ïîêðûâà-

åò ãëàâíûé ôàêòîð H/K ãðóïïû G. Òîãäà M íå ïîêðûâàåò ôàêòîð

HCoreG(M)/CoreG(M), G-èçîìîðôíûé H/K.

[47], Òåîðåìà 8.5. Ïóñòü f -êîðàäèêàë ãðóïïû G p-ðàçðåøèì, f � p-îäíîðîäíûé

ýêðàí, M è H � f -àáíîðìàëüíûå ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Åñëè

CoreG(M) ∩ Gf = CoreG(H) ∩ Gf è p äåëèò ( |G : M |, |G : H| ), òî M è H

ñîïðÿæåíû ìåæäó ñîáîé â G.

[47], Ëåììà 11.1. Ïîäãðóïïà H òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ äîáàâëåíèåì

ê íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå K ãðóïïû G, êîãäà HK = G è H ∩K ⊆ Φ(H).

[47], Ëåììà 11.2. Ïóñòü H � äîáàâëåíèå ê íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå K ãðóïïû

G. Òîãäà π(H) = π(G/K).

[47], Ëåììà 11.7. Ïóñòü íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà K ãðóïïû G îáëàäàåò π-

äîïîëíåíèåì â G. Òîãäà äëÿ ëþáîãî p ∈ π ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà èç K äîïîë-

íÿåìà â ëþáîé åå ñîäåðæàùåé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïå ãðóïïû G.

[47], Ëåììà 11.8. Ïóñòü ãðóïïà G èìååò öèêëè÷åñêèå ñèëîâñêèå pi-
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ïîäãðóïïû, i = 1, 2. Åñëè p1 < p2 è N � íîðìàëèçàòîð â G íåêîòîðîé åå

ñèëîâñêîé p1-ïîäãðóïïû, òî ëèáî |N |, ëèáî |G : N | íå äåëèòñÿ íà p2.

[47], Òåîðåìà 11.1. Ïóñòü K � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñî ñëåäóþ-

ùèìè ñâîéñòâàìè: 1) G/K ÿâëÿåòñÿ p-ãðóïïîé; 2) K = Op(K); 3) K èìååò

àáåëåâó ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó P . Òîãäà K îáëàäàåò äîïîëíåíèåì â G.

[47], Ñëåäñòâèå 11.4.1. Íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà K ãðóïïû G îáëàäàåò π-

äîïîëíåíèåì â G, åñëè äëÿ ëþáîãî p ∈ π Gp ∩K àáåëåâà è äîïîëíÿåìà â Gp.

[66], Ëåììà 1.3.1. Ïóñòü A / G, B / G è A ∩B = 1. Òîãäà A ⊆ CG(B).

[66], Ëåììà 1.8.5. Åñëè H/K � pd-ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G è N � íîðìàëü-

íàÿ p′-çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî N ⊆ CG(H/K).

[66], Ëåììà 2.4.3. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ p-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà è

GF p-ðàçðåøèìà. Åñëè M è H � ìàêñèìàëüíûå F-àáíîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â

G, HG ∩GF = MG ∩GF, |G : M | è |G : H| � pd-÷èñëà, òî H è M ñîïðÿæåíû.

[66], Ëåììà 2.6.5. Ïóñòü G = M1R1 = M2R2, ãäå M1 è M2 � ìàêñèìàëüíûå

ïîäãðóïïû ãðóïïû G, R1 è R2 � íèëüïîòåíòíûå F-ïðåäåëüíûå íîðìàëüíûå ïîä-

ãðóïïû èç G, K = R1 ∩Φ(G) = R2 ∩Φ(G) è R1 ⊆M2. Òîãäà M1 ∩M2 ÿâëÿåòñÿ

F-êðèòè÷åñêîé ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â M1 è â M2.
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ÃËÀÂÀ 2

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ω-ÂÅÅÐÍÛÕ ÔÎÐÌÀÖÈÉ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÃÐÓÏÏ

Ê ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÞ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÕ F-ÏÎÄÃÐÓÏÏ Â

ÃÐÓÏÏÀÕ

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ñ íàïðàâ-

ëåíèåì δ1 (ω-ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé) ê èçó÷åíèþ òàêèõ êëàññè÷åñêèõ F-

ïîäãðóïï â êîíå÷íûõ ãðóïïàõ, êàê F-ïðîåêòîðû, F-ïîêðûâàþùèå ïîäãðóïïû,

F-íîðìàëèçàòîðû. Ãëàâà ñîñòîèò èç ñåìè ïàðàãðàôîâ. Â ïàðàãðàôàõ 2.1 � 2.3

ïîëó÷åíî ðåøåíèå ïðîáëåìû Äåðêà è Õîóêñà ([60], ãëàâà III, � 3, ïðîáëåìà Â)

î ðàñøèðåíèè óíèâåðñóìà, â êîòîðîì ðàáîòàåò òåîðèÿ ïðîåêòîðîâ, çà ïðåäåëû

êëàññà S âñåõ êîíå÷íûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï, à èìåííî, çäåñü ïîñòðîåíà òåîðèÿ

Fω-ïðîåêòîðîâ, ãäå F � ïðîèçâîëüíûé íåïóñòîé ω-ïðèìèòèâíî çàìêíóòûé ãî-

ìîìîðô, ñîäåðæàùèé íåðàçðåøèìûå ãðóïïû, è, â ÷àñòíîñòè, ω-ëîêàëüíàÿ ôîð-

ìàöèÿ, ñîäåðæàùàÿ íåðàçðåøèìûå ãðóïïû (ðåøåíèå Ïðîáëåìû (B)). Â ïàðà-

ãðàôàõ 2.4 � 2.6 ïîñòðîåíà òåîðèÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîâ, ãäå F � ïðîèçâîëüíàÿ

ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ (ðåøåíèå Çàäà÷è (E)). Ïðè ýòîì, â Òåîðåìå 2.5.5 ïî-

ëó÷åíî ðåøåíèå ïðîáëåìû Âèëàíäòà [81] î äîïîëíÿåìîñòè â êîíå÷íîé ãðóïïå

G F-êîðàäèêàëà GF áåç óñëîâèÿ àáåëåâîñòè åãî ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï äëÿ ñëó-

÷àÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè Ôèòòèíãà F (ðåøåíèå Ïðîáëåìû (A)). Â ïàðàãðàôå

2.7 ñîäåðæàòñÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå â Ãëàâå 2. Âñå îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû Ãëàâû 2 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [96], [97] è ïîëó÷åíû àâòîðîì äèñ-

ñåðòàöèè ñàìîñòîÿòåëüíî, ïðè ýòîì èäåè è ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâ îáñóæäàëèñü

è ñîãëàñîâûâàëèñü ñ Â.À. Âåäåðíèêîâûì.

� 2.1. ω-ïðèìèòèâíî çàìêíóòûå êëàññû è ω-ïðèìèòèâíûå ãðóïïû

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóå-

ìûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèé ïàðàãðàôîâ 2.2 è 2.3.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ïóñòü F è X � íåïóñòûå êëàññû ãðóïï, F ⊆ X. Êëàññ

ãðóïï F íàçîâåì ω-íàñûùåííûì â X, åñëè äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ∈ X è ëþáîé

íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû N ãðóïïû G òàêîé, ÷òî N ≤ Φ(G)∩Oω(G), èç G/N ∈ F

ñëåäóåò, ÷òî G ∈ F.
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Çàìå÷àíèå 2.1.1. Ïðè X = E ïîëó÷àåì îïðåäåëåíèå ω-íàñûùåííîãî

êëàññà ãðóïï [40].

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Ïóñòü F è X � íåïóñòûå êëàññû ãðóïï, F ⊆ X. Êëàññ

F íàçîâåì ω-ïðèìèòèâíî çàìêíóòûì â X èëè êîðîòêî ωP -çàìêíóòûì â X,

åñëè äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ∈ X èç G/CoreG(M) ∩ Oω(G) ∈ F äëÿ ëþáîé ìàê-

ñèìàëüíîé ïîäãðóïïû M ãðóïïû G ñëåäóåò, ÷òî G ∈ F. ωP -çàìêíóòûé â X

ãîìîìîðô êîðîòêî áóäåì íàçûâàòü ωP -ãîìîìîðôîì â X. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî F

� ωP -çàìêíóòûé êëàññ ãðóïï (ωP -ãîìîìîðô), åñëè F ÿâëÿåòñÿ ωP -çàìêíóòûì

â E êëàññîì (ωP -ãîìîìîðôîì â E).

Çàìå÷àíèå 2.1.2. Åñëè ω = π(F), òî ω-íàñûùåííûé â X êëàññ (ωP -

çàìêíóòûé â X êëàññ, ωP -ãîìîìîðô â X) F ñòàíîâèòñÿ íàñûùåííûì â X êëàññîì

(ñîîòâåòñòâåííî P -çàìêíóòûì â X êëàññîì, P -ãîìîìîðôîì â X).

Ëåììà 2.1.1. Ïóñòü X � íåïóñòîé êëàññ ãðóïï. Òîãäà âñÿêèé ωP -

ãîìîìîðô â X ÿâëÿåòñÿ ω-íàñûùåííûì â X êëàññîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � ωP -ãîìîìîðô â X. Ïîêàæåì, ÷òî F ÿâëÿåò-

ñÿ ω-íàñûùåííûì â X êëàññîì. ÏóñòüG ∈ X,N � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû

G, N ≤ Φ(G) ∩Oω(G) è G/N ∈ F. Ïîêàæåì, ÷òî G ∈ F. Òàê êàê N ⊆ Φ(G), òî

ïî ëåììå 3.18(2) [18] N ⊆ CoreG(M) äëÿ ëþáîé ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû M

ãðóïïû G. Òîãäà ââèäó N ⊆ Oω(G) ïîëó÷àåì, ÷òî N ⊆ CoreG(M) ∩Oω(G) äëÿ

êàæäîé ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïûM èç G. Ïîñêîëüêó G/N ∈ F è F � ãîìîìîðô,

òî G/CoreG(M)∩Oω(G) ∼= (G/N)/(CoreG(M)∩Oω(G)/N) ∈ F äëÿ ëþáîé ìàê-

ñèìàëüíîé ïîäãðóïïû M ãðóïïû G. Îòñþäà â ñèëó ωP -çàìêíóòîñòè â X êëàññà

F ñëåäóåò, ÷òî G ∈ F. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî F � ω-íàñûùåííûé â X êëàññ

ãðóïï. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.1.2. Ïóñòü X � íåïóñòîé êëàññ ãðóïï. Òîãäà âñÿêèé P -

çàìêíóòûé â X ãîìîìîðô ÿâëÿåòñÿ ωP -çàìêíóòûì â X. Â ÷àñòíîñòè, êàæ-

äûé êëàññ Øóíêà ÿâëÿåòñÿ ωP -ãîìîìîðôîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � P -çàìêíóòûé â X ãîìîìîðô. Ïîêàæåì, ÷òî

êëàññ F ÿâëÿåòñÿ ωP -çàìêíóòûì â X. Ïóñòü G ∈ X è G/CoreG(M)∩Oω(G) ∈ F

äëÿ ëþáîé ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû M ãðóïïû G. Òîãäà G/CoreG(M) ∼=



86

(G/CoreG(M)∩Oω(G))/(CoreG(M)/CoreG(M)∩Oω(G)) ∈ F äëÿ ëþáîé ìàêñè-

ìàëüíîé ïîäãðóïïû M ãðóïïû G. Òàê êàê êëàññ F ÿâëÿåòñÿ P -çàìêíóòûì â X,

òî G ∈ F è, çíà÷èò, êëàññ F ÿâëÿåòñÿ ωP -çàìêíóòûì â X. Ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 2.1.3. Ãðóïïó G íàçîâåì ω-ïðèìèòèâíîé, åñëè â G ñóùå-

ñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà M òàêàÿ, ÷òî CoreG(M) ∩ Oω(G) = 1, à M

áóäåì íàçûâàòü ω-ïðèìèòèâàòîðîì ãðóïïû G.

Çàìå÷àíèå 2.1.3. Åñëè ω = π(G), òî ω-ïðèìèòèâíàÿ ãðóïïà G ñòàíîâèò-

ñÿ ïðèìèòèâíîé ãðóïïîé, à M � åå ïðèìèòèâàòîðîì (ñì., íàïðèìåð, [18], ãëàâà

4). Ñ÷èòàåì, ÷òî â åäèíè÷íîé ãðóïïå E = 1 íå ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîé ïîä-

ãðóïïû. Ïîýòîìó E íå ÿâëÿåòñÿ ω-ïðèìèòèâíîé ãðóïïîé.

Èññëåäóåì ñâîéñòâà ω-ïðèìèòèâíûõ ãðóïï.

Ëåììà 2.1.3. Ïóñòü G � ω-ïðèìèòèâíàÿ ãðóïïà c ω-ïðèìèòèâàòîðîì

M è F = F (G) � ïîäãðóïïà Ôèòòèíãà ãðóïïû G. Òîãäà ëèáî F � ω′-ãðóïïà,

ëèáî F = Fp × Q, ãäå p ∈ ω, Q � ω′-ãðóïïà, Fp ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ìèíè-

ìàëüíîé íîðìàëüíîé ω-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G è G = [Fp]M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F íå ÿâëÿåòñÿ ω′-ãðóïïîé. Òîãäà F � ωd-ãðóïïà

è Fω � íååäèíè÷íàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Åñëè Fω ⊆M , òî ïî îïðå-

äåëåíèþ 2.1.3 Fω ⊆ CoreG(M) ∩ Oω(G) = 1, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî,

Fω 6⊆M è ïîýòîìó G = MFω.

Ïóñòü K := M ∩ Fω. Òîãäà K / M . Ïîñêîëüêó Fω 6⊆ M , òî K ⊂ Fω è

ïî òåîðåìå 3.12(2) [18] K < NFω
(K). Ïîýòîìó M < NG(K) è, çíà÷èò, K / G.

Òîãäà K ⊆ CoreG(M) ∩ Oω(G) = 1. Òàêèì îáðàçîì, K = 1. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî G = [Fω]M è ïî ëåììå 4.39 [18] Fω ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé íîðìàëüíîé

ïîäãðóïïîé â G. Ïîýòîìó Fω = Fp äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ ω. Òîãäà F = Fp×Q, ãäå
Q � ω′-ãðóïïà è G = [Fp]M .

Äîïóñòèì, ÷òî â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-

ïîäãðóïïà R, îòëè÷íàÿ îò Fp. Òîãäà Fp×R ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ω-ïîäãðóïïîé â

ãðóïïå G è D := M ∩FpR /M , ïðè÷åì D ÿâëÿåòñÿ íååäèíè÷íîé ω-ãðóïïîé. Òàê

êàê D ⊆ CG(Fp), òî Fp ⊆ CG(D) è, çíà÷èò, G = FpM ⊆ NG(D). Ñëåäîâàòåëüíî,

D / G. Ïî îïðåäåëåíèþ 2.1.3 D ⊆ CoreG(M) ∩ Oω(G) = 1. Ïîëó÷èëè ïðîòè-

âîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, Fp ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ìèíèìàëüíîé íîðìàëüíîé

ω-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Ëåììà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 2.1.1. Ïóñòü G � ω-ïðèìèòèâíàÿ ãðóïïà, M � åå ω-

ïðèìèòèâàòîð è Oω(G) 6= 1. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ

óòâåðæäåíèé:

1) ãðóïïà G ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ìèíèìàëüíóþ íîðìàëüíóþ ω-

ïîäãðóïïó N , CG(N) = N × CoreG(M) è G = [N ]M ;

2) ãðóïïà G ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ìèíèìàëüíóþ íîðìàëüíóþ ω-

ïîäãðóïïó N , CG(N) = CoreG(M) è G = NM ;

3) ãðóïïà G ñîäåðæèò òî÷íî äâå ìèíèìàëüíûå íîðìàëüíûå ω-ïîäãðóïïû

N1 è N2, ïðè÷åì G = [N1]M = [N2]M , N1
∼= N2

∼= N1N2 ∩ M , CG(Ni) =

N3−i × CoreG(M), i = 1, 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê R := Oω(G) 6= 1, òî â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò

ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N , ñîäåðæàùàÿñÿ â R. Ïî óñëîâèþ G � ω-

ïðèìèòèâíàÿ ãðóïïà è M � åå ω-ïðèìèòèâàòîð. Òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 2.1.3

N ∩ CoreG(M) ≤ R ∩ CoreG(M) = 1 è, çíà÷èò, N 6⊆ M . Ïîýòîìó G = NM .

Ïóñòü C := CG(N). Òîãäà ïîäãðóïïà C íîðìàëüíà â G. Ïîñêîëüêó C ∩M /M

è N ≤ CG(C ∩M) ≤ NG(C ∩M), òî C ∩M /G. Òàê êàê N ∩CoreG(M) = 1, òî

CoreG(M) ≤ C è, çíà÷èò, CoreG(M) ≤ C ∩M . Èç C ∩M ≤ CoreG(M) ñëåäóåò,

÷òî C ∩M = CoreG(M).

Ïóñòü N ⊆ C. Òîãäà N � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà äëÿ íåêîòîðîãî

p ∈ ω. Ïóñòü F := F (G) � ïîäãðóïïà Ôèòòèíãà ãðóïïû G. Òàê êàê N ≤ F , òî

ïî ëåììå 2.1.3 N = Fp � åäèíñòâåííàÿ ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà

ãðóïïû G, G = [N ]M è C = N × CoreG(M). Ñëåäîâàòåëüíî, G � ãðóïïà òèïà

1).

Ïóñòü N ∩C = 1 è C ⊆M . Òîãäà N ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïî-

ïàðíî èçîìîðôíûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ω-ãðóïï è C = CoreG(M). Äîïóñòèì,

÷òî â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà L 6= N . Òîãäà

L ≤ C = CoreG(M) è L ≤ CoreG(M) ∩R = 1. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäî-

âàòåëüíî, N � åäèíñòâåííàÿ ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû G

è G � ãðóïïà òèïà 2).

Ïóñòü N ∩ C = 1 è C 6⊆ M . Òîãäà N ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì

ïîïàðíî èçîìîðôíûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ω-ïîäãðóïï, C ∩M = CoreG(M) è

G = CM = NM . Ïóñòü G ñîäåðæèò äâå ðàçëè÷íûå ìèíèìàëüíûå íîðìàëüíûå
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ω-ïîäãðóïïû N1 è N2. Òîãäà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî N1 è N2 � íåàáåëåâû íîð-

ìàëüíûå ω-ïîäãðóïïû ãðóïïû G, ïðè÷åì Ni 6⊆ M , i = 1, 2. Ñëåäîâàòåëüíî,

G = MN1 = MN2, ïðè÷åì N1 ∩ N2 = 1. Äîïóñòèì, ÷òî Di := M ∩ Ni 6= 1,

i = 1, 2. Òîãäà Di / M è G = N3−iM ≤ NG(Di). Ïîýòîìó Di / G, ÷òî ïðî-

òèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû Ni â ãðóïïå G. Ñëåäîâà-

òåëüíî, Di = 1 äëÿ ëþáîãî i = 1, 2. Òîãäà G = [N1]M = [N2]M . Ïóñòü

C1 := CG(N1). Òîãäà N2 ≤ C1 è, çíà÷èò, C1 6⊆ M . Ïîýòîìó G = MC1, ïðè-

÷åì M ∩ C1 = CoreG(M). Òàê êàê N2 ≤ C1 è G = MN2, òî ïî ìîäóëÿðíîìó

òîæäåñòâó C1 = N2(M ∩ C1) = N2 × CoreG(M).

Äîïóñòèì, ÷òî G ñîäåðæèò ìèíèìàëüíóþ íîðìàëüíóþ ω-ïîäãðóïïó N3,

îòëè÷íóþ îò N1 è N2. Òîãäà C1 = N3 × CoreG(M) = (N2 × N3)CoreG(M). Èç

|C1| = |N2|·|CoreG(M)| = (|N2|·|N3|·|CoreG(M)|)/(|N2N3∩CoreG(M)|) ñëåäóåò,
÷òî |N2N3 ∩ CoreG(M)| = |N3|. Ïîýòîìó T := N2N3 ∩ CoreG(M) � íîðìàëüíàÿ

ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû G ïîðÿäêà ðàâíîãî |N3|. Òîãäà T ≤ CoreG(M)∩Oω(G) = 1.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà G ñîäåðæèò òî÷íî äâå ìèíè-

ìàëüíûå íîðìàëüíûå ω-ïîäãðóïïû N1 è N2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.1.1. (Áýð [54]). Ïóñòü G � ïðèìèòèâíàÿ ãðóïïà, M � åå

ïðèìèòèâàòîð. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1) ãðóïïà G ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ìèíèìàëüíóþ íîðìàëüíóþ ïîä-

ãðóïïó N , CG(N) = N è G = [N ]M ;

2) ãðóïïà G ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ìèíèìàëüíóþ íîðìàëüíóþ ïîä-

ãðóïïó N , CG(N) = 1 è G = NM ;

3) ãðóïïà G ñîäåðæèò òî÷íî äâå ìèíèìàëüíûå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû

N1 è N2, ïðè÷åì G = [N1]M = [N2]M , N1
∼= N2

∼= N1N2 ∩M , CG(Ni) = N3−i,

i = 1, 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ â óñëîâèè òåîðåìû 2.1.1 ω = π(G), ïîëó÷èì,

÷òî G � ïðèìèòèâíàÿ ãðóïïà, M � åå ïðèìèòèâàòîð, Oω(G) = G 6= 1 è êàæäàÿ

ïîäãðóïïà èç G ÿâëÿåòñÿ ω-ïîäãðóïïîé â G. Òåïåðü èç òåîðåìû 2.1.1 íåïîñðåä-

ñòâåííî ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ 1) � 3) èç çàêëþ÷åíèÿ ñëåäñòâèÿ 2.1.1. Ñëåäñòâèå

äîêàçàíî.

Èñïîëüçóÿ ω-ïðèìèòèâíûå ãðóïïû, äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.1.4. Ïóñòü X � ãîìîìîðô, F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ, ñîäåðæà-
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ùàÿñÿ â X. Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ω-íàñûùåííîé â X òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà F ÿâëÿåòñÿ ωP -çàìêíóòîé â X.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ω-

íàñûùåííîé â X. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 2.1.1 äëÿ ëþáîé ãðóïïû H ∈ X è ëþáîé

åå íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû N òàêîé, ÷òî N ≤ Φ(H) ∩Oω(H), ñïðàâåäëèâî:

èç H/N ∈ F ñëåäóåò, ÷òî H ∈ F. (2.1.1)

Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ωP -çàìêíóòîé â X. Ïóñòü G ∈ X è äëÿ

ëþáîé ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû M ãðóïïû G âûïîëíÿåòñÿ

G/CoreG(M) ∩Oω(G) ∈ F. (2.1.2)

Óñòàíîâèì, ÷òî G ∈ F. Åñëè G � ω-ïðèìèòèâíàÿ ãðóïïà, òî ïî îïðåäåëåíèþ 2.1.3

íàéäåòñÿ òàêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà L âG, ÷òî CoreG(L)∩Oω(G) = 1. Òîãäà

â ñèëó (2.1.2) èìååì G ∼= G/1 = G/CoreG(L) ∩Oω(G) ∈ F.

Ïóñòü G íå ÿâëÿåòñÿ ω-ïðèìèòèâíîé ãðóïïîé. Ñîãëàñíî ëåììå 3.18(2) [18]

Φ(G) = ∩M<·GCoreG(M). Òàê êàê F � ôîðìàöèÿ, òî èç (2.1.2) ñëåäóåò, ÷òî

G/Φ(G) ∩ Oω(G) ∈ F. Îòñþäà ââèäó (2.1.1) ïîëó÷àåì, ÷òî G ∈ F. Òåì ñàìûì

óñòàíîâëåíî, ÷òî ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ωP -çàìêíóòîé â X.

2. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü F � ωP -çàìêíóòàÿ â X ôîðìàöèÿ. Òîãäà ïî ëåììå

2.1.1 ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ω-íàñûùåííîé â X. Ëåììà äîêàçàíà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 2.1 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [96].

� 2.2. Fω-ïðîåêòîðû êîíå÷íûõ ãðóïï

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Ïóñòü F � íåïóñòîé êëàññ ãðóïï. Ïîäãðóïïó H ãðóï-

ïû G íàçîâåì Fω-ïðîåêòîðîì â G, åñëè äëÿ ëþáîé íîðìàëüíîé ω-ïîäãðóïïû N

ãðóïïû G ïîäãðóïïà HN/N ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â ôàêòîð-

ãðóïïå G/N .

Çàìå÷àíèå 2.2.1. Åñëè ω = π(G), òî Fω-ïðîåêòîð ãðóïïû G ñòàíîâèòñÿ

F-ïðîåêòîðîì â G ([65], ñì. òàêæå [60], îïðåäåëåíèå III, 3.2).

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà Fω-ïðîåêòîðîâ ãðóïï.
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Ëåììà 2.2.1. Ïóñòü F � íåïóñòîé ãîìîìîðô, N � íîðìàëüíàÿ ω-

ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Åñëè H/N � Fω-ïðîåêòîð ãðóïïû G/N è K � Fω-ïðîåêòîð

ãðóïïû H, òî K ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H/N � Fω-ïðîåêòîð ãðóïïû G/N è K � Fω-

ïðîåêòîð ãðóïïû H. Òàê êàê N � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû H, òî ïî

îïðåäåëåíèþ 2.2.1 ïîäãðóïïàKN/N ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé âH/N . Ïîñêîëü-

êó H/N � Fω-ïðîåêòîð ãðóïïû G/N è N/N � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû

G/N , òî ââèäó îïðåäåëåíèÿ 2.2.1 H/N � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G/N

è ïî îïðåäåëåíèþ F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû H/N ∈ F. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

KN/N = H/N è H = KN .

Ïîêàæåì, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G. Äåéñòâèòåëü-

íî, òàê êàê K � Fω-ïðîåêòîð ãðóïïû H, òî ââèäó îïðåäåëåíèÿ 2.2.1 è îïðåäåëå-

íèÿ F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû K ∈ F. Ïóñòü K ≤ U ≤ G è U ∈ F. Ïîêàæåì,

÷òî U = K. Ïîñêîëüêó F � ãîìîìîðô, òî

H/N = KN/N ≤ UN/N ∼= U/U ∩N ∈ F.

Òàê êàê ïîäãðóïïà H/N F-ìàêñèìàëüíà â G/N , òî H/N = UN/N . Ñëåäîâà-

òåëüíî, U ≤ H. Òîãäà èç F-ìàêñèìàëüíîñòè ïîäãðóïïû K â H ïîëó÷àåì K = U

è ïî îïðåäåëåíèþ F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû K � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

â G.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäãðóïïà K íå ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì ãðóïïû G.

Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà A â G, ÷òî KA/A íå ÿâëÿ-

åòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé â G/A. Â ýòîì ñëó÷àå â G/A ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà

B/A ∈ F òàêàÿ, ÷òî KA/A ⊂ B/A. Ïîñêîëüêó H/N � Fω-ïðîåêòîð ãðóïïû

G/N è AN/N � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà â G/N , òî (H/N ·AN/N)/(AN/N) =

(HA/N)/(AN/N) � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â (G/N)/(AN/N) è ïîýòîìó

HA/NA � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G/NA. Òàê êàê

(B/A · AN/A)/(AN/A) ∼= BN/AN ∼=

∼= B/B ∩ AN ∼= (B/A)/((B/A) ∩ (AN/A)) ∈ F

è HA/NA = KNA/NA ≤ BN/AN , òî èç F-ìàêñèìàëüíîñòè ïîäãðóïïû

HA/NA â G/NA ïîëó÷àåì HA = KNA = BN . Òîãäà B = B ∩ AKN =
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AK(B ∩N) ≤ AH. Ïîñêîëüêó K � Fω-ïðîåêòîð ãðóïïû H è A ∩H � íîðìàëü-

íàÿ ω-ïîäãðóïïà â H, òî K(A ∩ H)/(A ∩ H) � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â

H/A∩H. Òàê êàê K(A∩H)/(A∩H) ∼= K/(K ∩H ∩A) = K/K ∩A ∼= KA/A è

H/H ∩ A ∼= HA/A, òî KA/A � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â HA/A. Ñëåäîâà-

òåëüíî, èç KA/A ≤ B/A ≤ HA/A ïîëó÷àåì, ÷òî KA/A = B/A. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, ïîäãðóïïà K ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì ãðóïïû G. Ëåììà äîêà-

çàíà.

Óñòàíîâèì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ â ãðóïïå Fω-ïðîåêòîðîâ

äëÿ íåïóñòîãî ωP -ãîìîìîðôà F â íàñëåäñòâåííîì ãîìîìîðôå X.

Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô, F � íåïóñòîé

ωP -ãîìîìîðô â X è G ∈ X. Åñëè G îáëàäàåò F-êîðàäèêàëüíîé íîðìàëüíîé

ω-ïîäãðóïïîé, òî â G ñóùåñòâóåò Fω-ïðîåêòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüN � F-êîðàäèêàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà

ãðóïïû G ∈ X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G íå èìååò Fω-ïðîåêòîðà, ïðè÷åì G � ãðóïïà

íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Òîãäà G 6∈ F è ïîýòîìó N 6= 1. Ñëå-

äîâàòåëüíî, Oω(G) 6= 1. Ïóñòü L � ïðîèçâîëüíàÿ íååäèíè÷íàÿ íîðìàëüíàÿ ω-

ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òàê êàê NL/L ∼= N/N ∩L � ω-ãðóïïà è (G/L)/(NL/L) ∼=
G/NL ∼= (G/N)/(NL/N) ∈ F, òî ãðóïïà G/L èìååò F-êîðàäèêàëüíóþ íîð-

ìàëüíóþ ω-ïîäãðóïïó. Ïîñêîëüêó G ∈ X è X � ãîìîìîðô, òî G/L ∈ X. Òàê

êàê |G/L| < |G|, òî ïî èíäóêöèè â G/L ñóùåñòâóåò Fω-ïðîåêòîð T/L. Òîãäà ïî

îïðåäåëåíèþ 2.2.1 ((T/L)(NL/L))/(NL/L) ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóï-

ïîé â ôàêòîð-ãðóïïå (G/L)/(NL/L). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (TN)/(NL) ÿâëÿåòñÿ

F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â ôàêòîð-ãðóïïå G/(NL). Òàê êàê G/(NL) ∈ F,

òî TN = G. Ïîñêîëüêó G/N = TN/N ∼= T/T ∩ N ∈ F è T ∩ N � ω-ãðóïïà,

òî ãðóïïà T îáëàäàåò F-êîðàäèêàëüíîé íîðìàëüíîé ω-ïîäãðóïïîé. Â ñèëó íà-

ñëåäñòâåííîñòè êëàññà X èç G ∈ X ïîëó÷àåì, ÷òî T ∈ X. Åñëè T � ñîáñòâåííàÿ

ïîäãðóïïà â G, òî ââèäó âûáîðà ãðóïïû G â T ñóùåñòâóåò Fω-ïðîåêòîðK. Òîãäà

ïî ëåììå 2.2.1 K � Fω-ïðîåêòîð ãðóïïû G. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâà-

òåëüíî, T = G. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî G/L � Fω-ïðîåêòîð â G/L è ïîýòîìó G/L ∈ F.

Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ ëþáîé íååäèíè÷íîé íîðìàëüíîé ω-ïîäãðóïïû L

ãðóïïû G ñïðàâåäëèâî G/L ∈ F.
(2.2.1)
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Ïîêàæåì, ÷òî G � ω-ïðèìèòèâíàÿ ãðóïïà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

CoreG(M) ∩ Oω(G) 6= 1 äëÿ ëþáîé ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû M èç G, òî ïî

(2.2.1) G/CoreG(M) ∩ Oω(G) ∈ F. Òàê êàê êëàññ F ÿâëÿåòñÿ ωP -ãîìîìîðôîì â

X, òî îòñþäà ïîëó÷àåì G ∈ F, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ ìàêñè-

ìàëüíàÿ ïîäãðóïïàM â G òàêàÿ, ÷òî CoreG(M)∩Oω(G) = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

G � ω-ïðèìèòèâíàÿ ãðóïïà. Ïîñêîëüêó Oω(G) 6= 1, òî ïî òåîðåìå 2.1.1 ãðóïïà

G èìååò íå áîëåå äâóõ ìèíèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ ω-ïîäãðóïï.

Ïîêàæåì, ÷òî G îáëàäàåò åäèíñòâåííîé ìèíèìàëüíîé íîðìàëüíîé ω-

ïîäãðóïïîé. Ïóñòü A � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ïî

(2.2.1) ñïðàâåäëèâî G/A ∈ F. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A ∩M = 1. Òîãäà G = MA.

Ïðîâåðèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå M ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì ãðóïïû G.

Ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíîâèì, ÷òî M � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû

G. Äåéñòâèòåëüíî, M ∼= M/1 = M/M ∩ A ∼= MA/A = G/A ∈ F, ò.å. M ∈ F.

Ïóñòü M ≤ U ≤ G è U ∈ F. Ïîñêîëüêó M < ·G è G 6∈ F, òî M = U . Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G.

Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ïîêàæåì,

÷òî MB/B � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G/B. Åñëè B = 1, òî óòâåðæäåíèå

âåðíî. Ïóñòü B 6= 1. Åñëè B ⊆M , òî B ⊆ CoreG(M)∩Oω(G) = 1, ÷òî íåâîçìîæ-

íî. Ïîýòîìó B 6⊆M è, çíà÷èò, G = MB. Òîãäà ââèäó (2.2.1)MB/B = G/B ∈ F.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîMB/B � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G/B. Òåì ñàìûì óñòà-

íîâëåíî, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì ãðóïïû G. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, M ∩ A 6= 1 è â ñèëó òåîðåìû 2.1.1 A ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé

ìèíèìàëüíîé íîðìàëüíîé ω-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

Ïóñòü H � äîáàâëåíèå ê A â ãðóïïå G. Ñîãëàñíî ëåììå 11.1 [47] G = HA

è A ∩ H ⊆ Φ(H). Òàê êàê A � ω-ãðóïïà, òî H ∩ A ⊆ Φ(H) ∩ Oω(H), ïðè÷åì

H/H ∩ A ∼= HA/A = G/A ∈ F. Ïî óñëîâèþ F � ωP -ãîìîìîðô â X. Òîãäà

ïî ëåììå 2.1.1 F ÿâëÿåòñÿ ω-íàñûùåííûì â X êëàññîì. Ïîýòîìó èç H ∈ X è

H/H∩A ∈ F ñëåäóåò, ÷òîH ∈ F. Òîãäà â G íàéäåòñÿ F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

R òàêàÿ, ÷òî H ⊆ R. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå R ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì

ãðóïïû G. Ïóñòü S � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà èç G. Ïðîâåðèì, ÷òî RS/S �

F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G/S. Òàê êàê R ∈ F è F � ãîìîìîðô, òî

RS/S ∈ F. Ïóñòü RS/S ≤ V/S ≤ G/S è V/S ∈ F. Åñëè S = 1, òî RS/S ∼=
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R è ïîýòîìó RS/S � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G/S. Ïóñòü S 6= 1. Òîãäà

A ⊆ S è, çíà÷èò, G = HA = HS = RS. Ñëåäîâàòåëüíî, RS/S = G/S �

F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G/S. Òàêèì îáðàçîì, R ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì

ãðóïïû G. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.2.2. Ïóñòü F � íåïóñòîé êëàññ ãðóïï. Åñëè H � Fω-ïðîåêòîð

ãðóïïû G è N � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà â G, òî HN/N � Fω-ïðîåêòîð ãðóïïû

G/N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � Fω-ïðîåêòîð ãðóïïû G è N � íîðìàëüíàÿ

ω-ïîäãðóïïà â G. Ïîêàæåì, ÷òî HN/N � Fω-ïðîåêòîð â G/N . ÏóñòüK/N � íîð-

ìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû G/N . Ïðîâåðèì, ÷òî (HN/N ·K/N)/(K/N) � F-

ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïûG/N . Òàê êàêK/N � ω-ãðóïïà èN � ω-ãðóïïà,

òî K � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ïîýòîìó HK/K � F-ìàêñèìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà â G/K. Ïîñêîëüêó (HN/N · K/N)/(K/N) = (HK/N)/(K/N) ∼=
HK/K è (G/N)/(K/N) ∼= G/K, òî (HN/N · K/N)/(K/N) � F-ìàêñèìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà â (G/N)/(K/N). Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî HN/N � Fω-ïðîåêòîð

ãðóïïû G/N . Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.2.2. Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô è F � íåïóñòîé

ïîäêëàññ êëàññà X. Åñëè êàæäàÿ ãðóïïà G ∈ X c Oω(G) 6= 1 îáëàäàåò Fω-

ïðîåêòîðîì, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) êëàññ F ÿâëÿåòñÿ ωP -çàìêíóòûì â X;

2) åñëè H ∈ F è N � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû H, òî H/N ∈ F.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êàæäàÿ ãðóïïà G ∈ X c Oω(G) 6= 1 èìååò ïî

êðàéíåé ìåðå îäèí Fω-ïðîåêòîð.

1) Ïîêàæåì, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ωP -çàìêíóòûì â X êëàññîì. Äîïóñòèì,

÷òî ñóùåñòâóåò ãðóïïà G1 ∈ X \ F òàêàÿ, ÷òî G1/CoreG1
(S) ∩ Oω(G1) ∈ F

äëÿ ëþáîé ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû S ãðóïïû G1, ïðè÷åì G1 � ãðóïïà íàè-

ìåíüøåãî ïîðÿäêà ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû â G1 ñóùåñòâó-

åò Fω-ïðîåêòîð R. Òàê êàê R ∈ F, òî R ⊂ G1. Òîãäà íàéäåòñÿ ìàêñèìàëü-

íàÿ ïîäãðóïïà M ãðóïïû G1 òàêàÿ, ÷òî R ⊆ M . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.2.1

R(CoreG1
(M) ∩ Oω(G1))/(CoreG1

(M) ∩ Oω(G1)) � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóï-

ïà ãðóïïû G1/CoreG1
(M) ∩ Oω(G1). Â ñèëó âûáîðà ãðóïïû G1 ñïðàâåäëèâî
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G1/CoreG1
(M)∩Oω(G1) = R(CoreG1

(M)∩Oω(G1))/(CoreG1
(M)∩Oω(G1)). Òî-

ãäà G1 = R(CoreG1
(M) ∩ Oω(G1)) ⊆ M . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òåì ñàìûì

óñòàíîâëåíî, ÷òî êëàññ F ÿâëÿåòñÿ ωP -çàìêíóòûì â X.

2) Ïóñòü H ∈ F è N � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû H. Ïîêàæåì,

÷òî H/N ∈ F. Åñëè N = 1, òî óòâåðæäåíèå âåðíî. Ïóñòü N 6= 1. Òàê êàê

H ∈ X, òî ïî óñëîâèþ â H ñóùåñòâóåò Fω-ïðîåêòîð. Ïîñêîëüêó H ∈ F, òî H

ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì â H è ïî ëåììå 2.2.2 H/N ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì â

H/N . Ñëåäîâàòåëüíî, H/N ∈ F. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.2.1. (Ýðèêñîí [61]). Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô

è F � íåïóñòîé ïîäêëàññ êëàññà X. Â ëþáîé ãðóïïå G ∈ X ñóùåñòâóåò F-

ïðîåêòîð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíî çàìêíóòûì â

X ãîìîìîðôîì.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 2.2 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [96].

� 2.3. Fω-ïîêðûâàþùèå ïîäãðóïïû êîíå÷íûõ ãðóïï

Îïðåäåëåíèå F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïû áûëî ââåäåíî Ãàøþöîì â 1963

ãîäó â ðàáîòå [64]. Ñëåäóÿ [64], ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå Fω-ïîêðûâàþùåé

ïîäãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Ïóñòü F � êëàññ ãðóïï. Ïîäãðóïïó H ãðóïïû G

íàçîâåì Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, åñëè H ∈ F è èç òîãî, ÷òî

H ≤ U ≤ G, V � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû U è U/V ∈ F ñëåäóåò, ÷òî

U = HV .

Çàìå÷àíèå 2.3.1. Åñëè ω = π(G), òî Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû

G ñòàíîâèòñÿ F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé â G [64].

Ðàññìîòðèì ðÿä ïðîñòåéøèõ ñâîéñò Fω-ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï.

Ëåììà 2.3.1. Ïóñòü F � ãîìîìîðô. Ïîäãðóïïà Í ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ Fω-

ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H ÿâëÿåòñÿ

Fω-ïðîåêòîðîì êàæäîé ïîäãðóïïû ãðóïïû G, â êîòîðîé H ñîäåðæèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü H � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîä-
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ãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 2.3.1 H ∈ F è

èç òîãî, ÷òî H ≤ U ≤ G, V � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà

ãðóïïû U è U/V ∈ F, ñëåäóåò, ÷òî U = HV .
(2.3.1)

Ïîêàæåì, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì êàæäîé ïîäãðóïïû ãðóïïû G, ñîäåð-

æàùåéH. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäãðóïïàK âG, ÷òîH ⊆ K, íî

H íå ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì âK. Òîãäà âK íàéäåòñÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà

L òàêàÿ, ÷òî HL/L íå ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â K/L. Òàê êàê

H ∈ F è F � ãîìîìîðô, òî HL/L ∈ F. Ïóñòü M/L � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóï-

ïà â K/L, ñîäåðæàùàÿ HL/L. Òîãäà HL < M . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó

H ≤ M ≤ G, L � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà â M è M/L ∈ F, òî ââèäó (2.3.1)

M = HL. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, H ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì

â ëþáîé ïîäãðóïïå ãðóïïû G, ñîäåðæàùåé H.

2. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü H ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì êàæäîé ïîäãðóïïû

ãðóïïû G, â êîòîðîé H ñîäåðæèòñÿ. Ââèäó îïðåäåëåíèÿ 2.2.1 è îïðåäåëåíèÿ

F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû H ∈ F. Ïóñòü H ≤ U ≤ G, V � íîðìàëüíàÿ

ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû U è U/V ∈ F. Ïî óñëîâèþ H ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì

â U . Òàê êàê V � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà â U , òî ïî îïðåäåëåíèþ 2.2.1

HV/V � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â U/V . Îòñþäà â ñèëó U/V ∈ F ïîëó-

÷àåì HV/V = U/V è, çíà÷èò, U = HV . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 2.3.1 H ÿâëÿåòñÿ

Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.3.2. Ïóñòü F � ãîìîìîðô è G � ãðóïïà. Òîãäà ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Åñëè H � Fω-ïðîåêòîð ãðóïïû G è H � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóï-

ïû G, òî H ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé â G;

2) Åñëè H � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G è H ≤ K ≤ G, òî H

ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé â K;

3) Åñëè H � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G è N � íîðìàëüíàÿ ω-

ïîäãðóïïà â G, òî HN/N ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé â G/N ;

4) Åñëè N � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà â G è H/N � Fω-ïîêðûâàþùàÿ

ïîäãðóïïà â G/N , òî êàæäàÿ Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà èç H ÿâëÿåòñÿ Fω-

ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ÏóñòüH � Fω-ïðîåêòîð ãðóïïûG èH � ìàêñèìàëü-
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íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ïîêàæåì, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóï-

ïîé â G. Ïóñòü H ≤ U ≤ G, V � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû U è U/V ∈ F.

Ïðîâåðèì, ÷òî U = HV . Äåéñòâèòåëüíî, èç H ≤ U ≤ G â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè

H â G ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî H = U , ëèáî U = G. Åñëè H = U , òî U = UV = HV .

Ïóñòü U = G. Òàê êàê H � Fω-ïðîåêòîð ãðóïïû G = U è V � íîðìàëüíàÿ

ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî ïî îïðåäåëåíèþ 2.2.1 HV/V � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîä-

ãðóïïà ãðóïïû G/V . Ïîñêîëüêó G/V = U/V ∈ F, òî HV/V = G/V è ïîýòîìó

HV = G = U . Òàêèì îáðàçîì, H ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé â G.

2) Ïóñòü H � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G è H ≤ K ≤ G. Ïî-

êàæåì, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé â K. Â ñàìîì äåëå, åñëè

H ≤ U ≤ K, V � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû U è U/V ∈ F, òî ïî îïðåäå-

ëåíèþ 2.3.1 U = HV .

3) Ïóñòü H � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G è N � íîðìàëüíàÿ

ω-ïîäãðóïïà â G. Ïîêàæåì, ÷òî HN/N ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóï-

ïîé â G/N . Ñîãëàñíî ëåììå 2.3.1 H ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì ãðóïïû G. Òîãäà

ïî ëåììå 2.2.2 HN/N � Fω-ïðîåêòîð ãðóïïû G/N . Ïóñòü K/N � ïîäãðóïïà

â G/N , ñîäåðæàùàÿ HN/N . Ïîêàæåì, ÷òî HN/N ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì â

K/N . Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê H ≤ K, òî ïî ïóíêòó 2) ïîäãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ

Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé â K è ââèäó ëåììû 2.3.1 H � Fω-ïðîåêòîð â K.

Îòñþäà ïî ëåììå 2.2.2 ïîëó÷àåì, ÷òî HN/N � Fω-ïðîåêòîð â K/N . Ýòî, ñîãëàñ-

íî ëåììå 2.3.1, îçíà÷àåò, ÷òî HN/N ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé â

G/N .

4) Ïóñòü N � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû G,H/N � Fω-ïîêðûâàþùàÿ

ïîäãðóïïà â G/N è K � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû H. Ïîêàæåì, ÷òî

K ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé â G. Ñîãëàñíî ëåììå 2.3.1 K ÿâëÿåò-

ñÿ Fω-ïðîåêòîðîì â H. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 2.2.1 KN/N � F-ìàêñèìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà â H/N . Òàê êàê H/N � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G/N , òî ïî

îïðåäåëåíèþ 2.3.1 H/N ∈ F. Ïîýòîìó KN/N = H/N è H = KN . Èç òîãî,

÷òî K � Fω-ïðîåêòîð â H, N � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû G è H/N �

Fω-ïðîåêòîð â G/N , ïî ëåììå 2.2.1 ïîëó÷àåì, ÷òî ïîäãðóïïà K ÿâëÿåòñÿ Fω-

ïðîåêòîðîì â G.

Ïóñòü K ≤ U ≤ G, V � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû U è U/V ∈ F.
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Ïðîâåðèì, ÷òî U = KV . Òàê êàê H = KN ≤ UN , òî H/N = KN/N ≤
UN/N ≤ G/N . Ïîñêîëüêó V N/N � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà â UN/N è H/N �

Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G/N , òî ïî îïðåäåëåíèþ 2.3.1

UN/N = H/N · V N/N = HVN/N = KVN/N

è, çíà÷èò, UN = KVN . Òàê êàêK(U∩N) = U∩KN = U∩H, òî U = U∩UN =

U ∩KVN = KV (U ∩N) = (U ∩H)V . Òîãäà

U/V = (U ∩H)V/V = (U ∩H)/(U ∩H ∩ V ) = (U ∩H)/(V ∩H) ∈ F.

Òàêèì îáðàçîì, K ≤ U ∩H ≤ H, V ∩H � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà â U ∩H è

(U ∩H)/(V ∩H) ∈ F. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 2.3.1 U ∩H = K(V ∩H) è ïîýòîìó

U = V (U ∩ H) = V (V ∩ H)K = V K. Ñëåäîâàòåëüíî, K � Fω-ïîêðûâàþùàÿ

ïîäãðóïïà â G. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü F � êëàññ ãðóïï,G � ãðóïïà, A � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïûG.

Ñëåäóÿ [60] (ñì. òàêæå [18], ãëàâà 5), ÷åðåç ProjFω(G) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü

âñåõ Fω-ïðîåêòîðîâ ãðóïïû G, CovFω(G) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ Fω-ïîêðûâàþùèõ

ïîäãðóïï ãðóïïû G, CompG(A) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ äîïîëíåíèé ê ïîäãðóïïå A

â G.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äëÿ ãðóïïû G ñ àáåëåâîé ìèíèìàëüíîé íîðìàëü-

íîé ω-ïîäãðóïïîé A óñòàíîâëåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó ìíîæåñòâàìè ProjFω(G),

CovFω(G) è CompG(A).

Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô, F � íåïóñòîé ωP -

ãîìîìîðô â X, G ∈ X \ F, A � àáåëåâà ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà

ãðóïïû G, G/A ∈ F. Òîãäà ProjFω(G) = CovFω(G) = CompG(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2.1 â ãðóïïå G ñóùå-

ñòâóåò Fω-ïðîåêòîð è ïîýòîìó ProjFω(G) 6= Ø. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ïîðÿäêó

ãðóïïû G. Ïóñòü H � Fω-ïðîåêòîð ãðóïïû G. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ 2.2.1 è îïðå-

äåëåíèÿ F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû ñëåäóåò, ÷òî H ∈ F. Ñîãëàñíî ëåììå 2.2.2

HA/A ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì ãðóïïû G/A. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû G/A ∈ F.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî HA/A = G/A è G = HA. Åñëè G = H, òî G ∈ F, ÷òî ïðîòè-

âîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Ïîýòîìó G 6= H. Èç G = HA ïîëó÷àåì, ÷òî A 6⊆ H.

Òàê êàê A � àáåëåâà ãðóïïà, òî ïîäãðóïïà A ∩ H íîðìàëüíà â G. Ïîñêîëüêó
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A � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G è A 6⊆ H, òî A ∩ H = 1.

Òàêèì îáðàçîì, G = [A]H è H � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G. Òîãäà ïî ëåììå

2.3.2(1) H ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé â G. Ïîýòîìó ProjFω(G) ⊆
CovFω(G). Èç ëåììû 2.3.1 ñëåäóåò, ÷òî CovFω(G) ⊆ ProjFω(G). Ñëåäîâàòåëüíî,

ProjFω(G) = CovFω(G). Èç G = [A]H ïîëó÷àåì, ÷òî H ∈ CompG(A). Òàêèì

îáðàçîì, CovFω(G) = ProjFω(G) ⊆ CompG(A).

Ïóñòü B ∈ CompG(A). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî G = [A]B è B � ìàêñèìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà CoreG(H ∩ B) ∩ Oω(G) 6= 1.

Ïóñòü N � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿñÿ â

H ∩ B. Òàê êàê (AN/N) ∩ (B/N) = (AN ∩ B)/N = N(A ∩ B)/N = N/N ,

òî G/N = [AN/N ](B/N) è B/N ∈ CompG/N(AN/N). Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ

G/N ñïðàâåäëèâî óñëîâèå òåîðåìû. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê N ⊆ H ∩ B, òî
A 6⊆ N è ââèäó ëåììû 2.36(3) [18] AN/N � àáåëåâà ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëü-

íàÿ ω-ïîäãðóïïà â G/N . Äàëåå, ïîñêîëüêó êëàññ F ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôîì, òî

(G/N)/(AN/N) ∼= G/AN ∼= (G/A)/(AN/A) ∈ F. Òàê êàê G ∈ X è X � ãîìî-

ìîðô, òî G/N ∈ X. Ïîêàæåì, ÷òî G/N 6∈ F. Ñîãëàñíî ëåììå 2.2.2 H/N � Fω-

ïðîåêòîð ãðóïïû G/N . Åñëè G/N ∈ F, òî H/N = G/N è, çíà÷èò, G = H ∈ F,

÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó G/N 6∈ F. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà G/N óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû. Òîãäà ïî èíäóêöèè B/N ∈ CovFω(G/N). Òàê êàê

B ∼= G/A ∈ F, òî B ∈ CovFω(B) è ïî ëåììå 2.3.2(4) B ∈ CovFω(G). Òàêèì

îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà CoreG(H ∩ B) ∩ Oω(G) 6= 1, ïîëó÷àåì CompG(A) ⊆
CovFω(G) = ProjFω(G).

Ïóñòü òåïåðü CoreG(H ∩B) ∩Oω(G) = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî CoreG(B) ∩
Oω(G) 6= 1 è K � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñîäåðæàùà-

ÿñÿ â B. Ïóñòü T := AK ∩H. Ïîêàæåì, ÷òî ïîäãðóïïà T ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé

â G. Â ñàìîì äåëå, òàê êàê AK = A×K è A � àáåëåâà ãðóïïà, òî A ⊆ CG(AK)

è ïîýòîìó A ⊆ NG(T ). Ââèäó H ⊆ NG(T ) ïîëó÷àåì G = HA ⊆ NG(T ). Ñëåäî-

âàòåëüíî, T � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà â G. Â ñèëó CoreG(H ∩B) ∩Oω(G) = 1

èìååì T 6⊆ B. Ïîñêîëüêó B � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî G = TB.

Òîãäà èç B ∈ F ïîëó÷àåì G/T = BT/T ∼= B/B ∩ T ∈ F. Èç H ∈ ProjFω(G)

ïî ëåììå 2.2.2 ñëåäóåò, ÷òî H/T ∈ ProjFω(G/T ). Ïîñêîëüêó G/T ∈ F, òî

G = H, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, CoreG(B) ∩ Oω(G) = 1. Òîãäà äëÿ
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ëþáîé íååäèíè÷íîé íîðìàëüíîé ω-ïîäãðóïïû L ãðóïïû G ñïðàâåäëèâî L 6⊆ B

è ïîýòîìó G = BL. Òàê êàê B ∈ F, òî G/L = BL/L ∈ F. Òàêèì îáðàçîì,

BL/L � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G/L äëÿ ëþáîé íîðìàëüíîé ω-ïîäãðóïïû

L èç G. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.2.1 B ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì â G è ïîýòîìó

CompG(A) ⊆ ProjFω(G) = CovFω(G).

Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî ProjFω(G) = CovFω(G) = CompG(A). Òåîðå-

ìà äîêàçàíà.

Ïîñêîëüêó âñÿêèé êëàññ Øóíêà, ñîãëàñíî ëåììå 2.1.2, ÿâëÿåòñÿ ωP -

ãîìîìîðôîì äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë ω, òî ïðè ω = π(G)

è X = E èç òåîðåìû 2.3.1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 2.3.1. ([18], òåîðåìà 5.19). Ïóñòü F � êëàññ Øóíêà, A � ìè-

íèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ïðè÷åì G 6∈ F, à G/A ∈ F. Åñëè

A àáåëåâà, òî ProjF(G) = CovF(G) = CompG(A).

Çàìå÷àíèå 2.3.2. Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâî âñåõ F-ïðîåêòîðîâ è

ìíîæåñòâî âñåõ F-ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï ãðóïïû ñîâïàäàþò, òàêæå ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ â [60] (ñì., íàïðèìåð, [60], ëåììà III, 3.9(b)).

Òåîðåìà 2.3.2. Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô, F � íåïóñòîé ωP -

ãîìîìîðô â X, G ∈ X, N � íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóï-

ïû G. Åñëè H � F-ïîäãðóïïà â G òàêàÿ, ÷òî G = HN , òî H ñîäåðæèò-

ñÿ â íåêîòîðîé Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïå ãðóïïû G. Â ÷àñòíîñòè, åñëè H

� F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî G = HN , òî H � Fω-

ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ïîðÿäêó ãðóïïû G. Åñëè

G ∈ F, òî G � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G. Â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå

âåðíî. Ïóñòü G 6∈ F. Åñëè N = 1, òî H = G � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G è

óòâåðæäåíèå âåðíî. Ïóñòü N 6= 1 è A � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà

ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿñÿ â N . Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ G/A âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òåî-

ðåìû. Äåéñòâèòåëüíî, N/A � íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû

G/A. Â ñèëó òîãî, ÷òî êëàññ X ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôîì, G/A ∈ X. Òàê êàê H ∈ F

è F � ãîìîìîðô, òî HA/A ∈ F. Ïîñêîëüêó G = HN , òî G/A = (HA/A)(N/A).

Òàêèì îáðàçîì, ïî èíäóêöèè äëÿ G/A âûïîëíÿåòñÿ çàêëþ÷åíèå òåîðåìû. Ýòî
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îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà K/A â ãðóïïå G/A òàêàÿ,

÷òî HA/A ⊆ K/A.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà K < G. Ïîêàæåì, ÷òî K óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ òåîðåìû. Â ñàìîì äåëå, K ∩ N � íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà

ãðóïïû K, H � F-ïîäãðóïïà â K, K = G ∩K = HN ∩K = H(N ∩K). Ââèäó

íàñëåäñòâåííîñòè êëàññà X, èìååì K ∈ X. Òîãäà ïî èíäóêöèè ñóùåñòâóåò Fω-

ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà R ãðóïïû K, ñîäåðæàùàÿ H. Îòñþäà, ñîãëàñíî ëåììå

2.3.2(4), ïîëó÷àåì, ÷òî R � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G. Òàêèì îáðàçîì, â

äàííîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå âåðíî.

Ïóñòü òåïåðü G = K. Òîãäà G/A = K/A ∈ F. Òàê êàê A � ω-ãðóïïà,

òî ãðóïïà G îáëàäàåò F-êîðàäèêàëüíîé íîðìàëüíîé ω-ïîäãðóïïîé è ïî òåîðåìå

2.2.1 ãðóïïà G îáëàäàåò Fω-ïðîåêòîðîì. Ïóñòü T � Fω-ïðîåêòîð ãðóïïû G. Ñî-

ãëàñíî òåîðåìå 2.3.1 T ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê A â G è T � Fω-ïîêðûâàþùàÿ

ïîäãðóïïà â G. Òàê êàê G = [A]T è A � àáåëåâà ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-

ïîäãðóïïà â G, òî T � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G. Ïîêàæåì, ÷òî ïîäãðóïïà

N ∩T íîðìàëüíà â G. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó A íîðìàëüíà â N è N íèëüïî-

òåíòíà, òî A ⊆ CG(N) è ïîýòîìó A ⊆ NG(N ∩ T ). Òîãäà G = TA ⊆ NG(N ∩ T ),

è çíà÷èò, N ∩ T � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Åñëè N ∩ T 6= 1, òî ïîä-

ãðóïïó A ìîæíî âûáðàòü ñîäåðæàùåéñÿ â N ∩ T . Òîãäà G = TA = T ∈ F, ÷òî

íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, N ∩T = 1. Òîãäà èç A ⊆ N è G = [A]T = [N ]T ïî-

ëó÷àåì N = A � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà â G. Êðîìå òîãî, H∩N
� íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G. Åñëè H ∩N = N , òî N ⊆ H è G = HN = H ∈ F,

÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, H ∩ N = 1 è ïîäãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ äîïîë-

íåíèåì ê N â G. Ïî òåîðåìå 2.3.1 H � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G,

ñîäåðæàùàÿ H. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðè ω = P èç òåîðåìû 2.3.2 íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå èçâåñò-

íûå ðåçóëüòàòû.

Ñëåäñòâèå 2.3.2. (Ýðèêñîí [61]). Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô,

F � íåïóñòîé P -ãîìîìîðô â X. Åñëè H � F-ïîäãðóïïà ãðóïïû G è G = HF (G) ∈
X, òî H ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïå ãðóïïû G.

Ñëåäñòâèå 2.3.3. (Ãàøþö, ñì. [60], ëåììà III, 3.14). Ïóñòü F � êëàññ

Øóíêà, G � ãðóïïà, N � íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.
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Åñëè H � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî G = HN , òî H

ÿâëÿåòñÿ F-ïðîåêòîðîì ãðóïïû G.

Ñëåäñòâèå 2.3.4. (Øåìåòêîâ [47], òåîðåìà 15.9(1)). Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ

ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà ñ íèëüïîòåíòíûì F-êîðàäèêàëîì. Åñëè H � F-ïîäãðóïïà

â G òàêàÿ, ÷òî G = HF (G), òî H ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé F-ïîêðûâàþùåé

ïîäãðóïïå ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ñëåäñòâèÿ 1.1.2, òåîðåìû 1 [40] è ëåììû 2.1.3

F � ωP -ãîìîìîðô äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë ω. Òîãäà ïðè

ω = π(G) èç òåîðåìû 2.3.2 íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì çàêëþ÷åíèå ñëåäñòâèÿ

2.3.4. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äëÿ ãðóïïû G, îáëàäàþùåé íèëüïîòåíòíîé íîð-

ìàëüíîé ω-ïîäãðóïïîé, èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ïðèíàäëåæíîñòè åå ïîäãðóïï ω-

ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F.

Òåîðåìà 2.3.3. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, N � íèëüïîòåíòíàÿ

íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, H è M � òàêèå ïîäãðóïïû ãðóïïû G, ÷òî

H ∈ F, H ⊆ M è G = HN . Åñëè H � F-ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â M , òî

M ∈ F.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � F-ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû M .

Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ïîðÿäêó ãðóïïû G. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà M < G.

Ïîêàæåì, ÷òîM óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû. Äåéñòâèòåëüíî,M = M∩G =

M∩HN = H(M∩N) èM∩N � íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû

M . Ñëåäîâàòåëüíî, M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû è ïî èíäóêöèè M ∈ F.

Ïóñòü òåïåðü M = G. Òàê êàê H � F-ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â M = G,

òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2.2 ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ öåïü ãðóïïû G âè-

äà H = Hm ⊂ Hm−1 ⊂ . . . ⊂ H1 ⊂ H0 = G, ãäå m ≥ 0, òàêàÿ, ÷òî Hi �

F-íîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â Hi−1 äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, 2, . . . ,m}.
Èíäóêöèåé ïî m äîêàæåì, ÷òî G ∈ F. Åñëè m = 0, òî H = G ∈ F.

Ïóñòü m > 0. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè H1 ∈ F. Ïîñêîëüêó H1 � F-

íîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G, òî ïî îïðåäåëåíèþ 1.2.2 GF ⊆ H1.

Òàê êàê H ⊆ H1, òî G = H1N è ïî òåîðåìå 2.3.2 ïðè X = E ïîëó÷àåì, ÷òî

H1 ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé â G. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ 2.3.1 ïðè
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U = G, V = GF ïîëó÷àåì G = H1G
F = H1. Òàêèì îáðàçîì, M = G ∈ F.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.3.5. (Õîóêñ [72]; ñì. òàêæå [47], òåîðåìà 15.10). Ïóñòü F �

ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà ñ íèëüïîòåíòíûì F-êîðàäèêàëîì, H è M �

òàêèå ïîäãðóïïû ãðóïïû G, ÷òî H ∈ F, H ⊆ M è G = HF (G). Åñëè H �

F-ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â M , òî M ∈ F.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � F-ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â M . Ââèäó

ñëåäñòâèÿ 1.1.2 F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà

ïðîñòûõ ÷èñåë ω. Òîãäà ïðè ω = π(G) è N = F (G) èç òåîðåìû 2.3.3 íåïîñðåä-

ñòâåííî ïîëó÷àåì çàêëþ÷åíèå ñëåäñòâèÿ 2.3.5. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñòàíîâëåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó Fω-ïðîåêòîðàìè è

Fω-ïîêðûâàþùèìè ïîäãðóïïàìè â ãðóïïå äëÿ íåïóñòîãî ωP -ãîìîìîðôà F â íà-

ñëåäñòâåííîì ãîìîìîðôå X.

Òåîðåìà 2.3.4. Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô, F � íåïóñòîé ωP -

ãîìîìîðô â X, G � X-ãðóïïà, îáëàäàþùàÿ π(F)-ðàçðåøèìîé F-êîðàäèêàëüíîé

ω-ïîäãðóïïîé. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì â G òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà H � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü H � Fω-ïðîåêòîð ãðóïïû G.

Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ 2.2.1 ñëåäóåò, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóï-

ïîé â ãðóïïå G. Ïðèìåíÿÿ èíäóêöèþ ïî ïîðÿäêó ãðóïïû G, ïîêàæåì, ÷òî H

ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé â G. Åñëè G ∈ F, òî G = H è â ñèëó

îïðåäåëåíèÿ 2.3.1 G � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì

ñëó÷àå óòâåðæäåíèå âåðíî.

Ïóñòü G 6∈ F è L � π(F)-ðàçðåøèìàÿ F-êîðàäèêàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-

ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà L 6= 1. Ïóñòü A � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-

ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿñÿ â L, è π := π(F). Òàê êàê (G/A)/(L/A) ∼=
G/L ∈ F, òî G/A îáëàäàåò π-ðàçðåøèìîé F-êîðàäèêàëüíîé íîðìàëüíîé ω-

ïîäãðóïïîé. Ïîñêîëüêó G ∈ X è X � ãîìîìîðô, òî G/A ∈ X. Ñîãëàñíî ëåì-

ìå 2.2.2 ïîäãðóïïà HA/A ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì ãðóïïû G/A è ïî èíäóêöèè

HA/A � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G/A. Ïóñòü K := HA.

Ïóñòü A ÿâëÿåòñÿ π-ãðóïïîé. Òàê êàê A � π-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà, òî A

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé p-ãðóïïîé äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π. Ïîêàæåì,
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÷òî äëÿ ãðóïïû K âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2.3.2. Äåéñòâèòåëüíî, A �

íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà â K è H � F-ïîäãðóïïà â K. Òàê êàê X

� íàñëåäñòâåííûé êëàññ, òî K ∈ X. Ïîñêîëüêó H � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

â G, òî H � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â K. Òîãäà ïî òåîðåìå 2.3.2 H ÿâëÿåòñÿ

Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé â K. Òàê êàê K/A � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà

â G/A, òî ñîãëàñíî ëåììå 2.3.2(4) H � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G.

Ïóñòü A � π′-ãðóïïà. Òàê êàê H ∈ F, òî H ÿâëÿåòñÿ π-ãðóïïîé. Òîãäà â

ñèëó òåîðåìû 4.32 [18] èìååì: K = H[A], H ÿâëÿåòñÿ Sπ-ïîäãðóïïîé ãðóïïû

K, ïðè÷åì ëþáûå äâå Sπ-ïîäãðóïïû ãðóïïû K ñîïðÿæåíû â K. Ïîêàæåì, ÷òî

H ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé ãðóïïû K. Ïóñòü H ≤ U ≤ K è

U/V ∈ F, ãäå V � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà â ãðóïïå U . Òîãäà H ÿâëÿåòñÿ Sπ-

ïîäãðóïïîé ãðóïïû U , à ïî ëåììå 4.34(2) [18] HV/V ÿâëÿåòñÿ Sπ-ïîäãðóïïîé

ãðóïïû U/V . Òàê êàê U/V ∈ F, òî U/V ÿâëÿåòñÿ π-ãðóïïîé. Òîãäà HV/V =

U/V è, çíà÷èò, U = HV . Ïî îïðåäåëåíèþ 2.3.1 H ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé

ïîäãðóïïîé âK. Òàê êàêK/A � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G/A, òî ïî ëåììå

2.3.2(4) H ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé â ãðóïïå G.

2. Äîñòàòî÷íîñòü. ÏóñòüH � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà

ïî ëåììå 2.3.1 H ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì ãðóïïû G. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.1.2, èç òåîðåìû 2.3.4 ïðè ω = π(G) íåïîñðåäñòâåííî

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 2.3.6. (Ýðèêñîí [61]). Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô,

F � íåïóñòîé P -ãîìîìîðô â X, G � X-ãðóïïà, îáëàäàþùàÿ π(F)-ðàçðåøèìîé

F-êîðàäèêàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ F-

ïðîåêòîðîì â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H � F-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà

â G.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1 [40] è ëåììó 2.1.3, èç òåîðåìû 2.3.4 ïðè X = E ïîëó-

÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2.3.7. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà, GF �

π(F)-ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì

â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G.

Ââèäó ñëåäñòâèÿ 1.1.2, ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò äëÿ ëîêàëüíîé ôîðìàöèè.
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Ñëåäñòâèå 2.3.8. Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà ñ π(F)-

ðàçðåøèìûì F-êîðàäèêàëîì. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ F-ïðîåêòîðîì

â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H � F-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äëÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F óñòàíîâëåíî ñóùåñòâî-

âàíèå è ñîïðÿæåííîñòü Fω-ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï â ãðóïïå ñ π(F)-ðàçðåøèìûì

F-êîðàäèêàëîì, ÿâëÿþùèìñÿ ω-ãðóïïîé.

Òåîðåìà 2.3.5. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, F-êîðàäèêàë

GF ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ π(F)-ðàçðåøèìîé ω-ãðóïïîé. Òîãäà ãðóïïà G èìååò, ïî

êðàéíåé ìåðå, îäíó Fω-ïîêðûâàþùóþ ïîäãðóïïó (îäèí Fω-ïðîåêòîð) è ëþáûå

äâå Fω-ïîêðûâàþùèå ïîäãðóïïû (äâà Fω-ïðîåêòîðà) èç G ñîïðÿæåíû â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñîãëàñíî òåîðåìå 1 [40] F � ω-íàñûùåííàÿ

ôîðìàöèÿ, òî ïî ëåììå 2.1.3 ïðè X = E ïîëó÷àåì, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ωP -

ãîìîìîðôîì. Òîãäà ïî òåîðåìå 2.2.1 â ãðóïïåG ñóùåñòâóåò Fω-ïðîåêòîð. Ñîãëàñ-

íî òåîðåìå 2.3.4 Fω-ïðîåêòîð ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé

â G. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà G èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó Fω-ïîêðûâàþùóþ

ïîäãðóïïó.

Ïóñòü H1 è H2 � Fω-ïîêðûâàþùèå ïîäãðóïïû ãðóïïû G è π := π(F).

Ïîêàæåì, ÷òî H1 è H2 ñîïðÿæåíû â G. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ïîðÿäêó ãðóïïû

G. Åñëè G ∈ F, òî G = H1 = H2 è, çíà÷èò, óòâåðæäåíèå âåðíî. Ïóñòü G 6∈
F. Òîãäà GF 6= 1. Ïóñòü L � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G,

ñîäåðæàùàÿñÿ â GF.

Ñîãëàñíî ëåììå 2.3.2(3) H1L/L è H2L/L � Fω-ïîêðûâàþùèå ïîäãðóïïû â

G/L. Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ G/L âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû. Äåéñòâèòåëüíî,

ïî ëåììå 1.2(1) [47] (G/L)F = GFL/L è ïîýòîìó (G/L)F � π-ðàçðåøèìàÿ ω-

ãðóïïà. Òîãäà ïî èíäóêöèè H1L/L è H2L/L ñîïðÿæåíû â G/L. Ñëåäîâàòåëüíî,

íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò x ∈ G, ÷òî H1L/L = Hx
2L/L è, çíà÷èò, H1L = Hx

2L.

Ïîñêîëüêó H2 � F
ω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî íåòðóäíî ïðîâåðèòü,

÷òî Hx
2 ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé â G. Òîãäà ïî ëåììå 2.3.2(2) H1

è Hx
2 � Fω-ïîêðûâàþùèå ïîäãðóïïû â H1L. Òàê êàê H1L/L ∈ F, òî (H1L)F ⊆ L

è ïîýòîìó (H1L)F � π-ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà. Åñëè H1L < G, òî ïî èíäóêöèè

ñóùåñòâóåò y ∈ H1L òàêîé, ÷òî H1 = (Hx
2 )y è, çíà÷èò, H1 è H2 ñîïðÿæåíû â G.

Ïóñòü G = H1L = Hx
2L. Åñëè CoreG(H1)∩Oω(G) 6= 1, òî L ìîæíî âûáðàòü
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òàê, ÷òîáû L ⊆ H1. Òîãäà G = H1L = H1 ∈ F è, çíà÷èò, G = H1 = H2.

Àíàëîãè÷íî, åñëè CoreG(Hx
2 )∩Oω(G) 6= 1, òî ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî L ⊆ Hx

2 . Òîãäà

G = Hx
2L = Hx

2 ∈ F è G = Hx
2 = H1. Ñëåäîâàòåëüíî, CoreG(H1) ∩ Oω(G) =

CoreG(Hx
2 ) ∩Oω(G) = 1.

Ïóñòü L ÿâëÿåòñÿ π-ãðóïïîé. Òàê êàê L � π-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà, òî L

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé p-ãðóïïîé äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π ∩ ω. Òîãäà
L ∩ H1 = L ∩ Hx

2 = 1 è G = [L]H1 = [L]Hx
2 . Ïîñêîëüêó G/L = H1L/L ∈ F,

òî GF ⊆ L è ïîýòîìó L = GF. Òàê êàê L � àáåëåâà ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî H1 è H
x
2 � ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû â G, ïðè÷åì H1

è Hx
2 F-àáíîðìàëüíû â G. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.7 F � p-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ.

Êðîìå òîãî, CoreG(H1) ∩ GF = CoreG(Hx
2 ) ∩ GF, GF � p-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà,

| G : H1 | è | G : Hx
2 | � p-÷èñëà. Òîãäà ïî òåîðåìå 8.5 [47] ïîäãðóïïû H1 è H

x
2

ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè â G. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî H1 è H2 ñîïðÿæåíû

â G.

Ïóñòü L ÿâëÿåòñÿ π′-ãðóïïîé. Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ ?? Hi ∈ F, òî Hi

ÿâëÿåòñÿ π-ãðóïïîé, i = 1, 2. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 4.32 [18] èìååì: G = [L]H1 =

[L]Hx
2 , Hi ÿâëÿåòñÿ Sπ-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, ïðè÷åì ëþáûå äâå Sπ-ïîäãðóïïû

ãðóïïû G ñîïðÿæåíû â G. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîH1 èH2 ñîïðÿæåíû â G. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Ïðèìåð 2.3.1. Ïóñòü F = Sω×A2, ãäå 2 6∈ ω,Sω � êëàññ âñåõ ðàçðåøèìûõ

ω-ãðóïï, A2 � êëàññ âñåõ àáåëåâûõ 2-ãðóïï è G � äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 8.

Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî êëàññ F ÿâëÿåòñÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèåé, F-

êîðàäèêàëK ãðóïïûG ñîâïàäåò ñA2-êîðàäèêàëîì ãðóïïûG. Ñëåäîâàòåëüíî,K

� íååäèíè÷íàÿ 2-ãðóïïà è, çíà÷èò, K íå ÿâëÿåòñÿ ω-ãðóïïîé, ïðè÷åì K ≤ Φ(G).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïàG íå îáëàäàåò F-ïðîåêòîðîì. Òàê êàê íîðìàëüíîé ω-

ïîäãðóïïîé â ãðóïïå G ÿâëÿåòñÿ ëèøü åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà, òî ïî îïðåäåëåíèþ

2.2.1 êàæäàÿ F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà âG ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì âG. Òîãäà

ëþáàÿ àáåëåâà ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðîåêòîðîì â G.

Ñëåäîâàòåëüíî, öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 4 è äâå ýëåìåíòàðíûå àáåëåâû

ïîäãðóïïû ïîðÿäêà 4 ÿâëÿþòñÿ Fω-ïðîåêòîðàìè â ãðóïïå G. Ïîýòîìó óñëîâèå

"áûòü ω-ïîäãðóïïîé" F-êîðàäèêàëà â òåîðåìå 2.3.5 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì.

Ñëåäñòâèå 2.3.9. (Øåìåòêîâ [47], òåîðåìà 15.7). Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ
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ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà ñ π(F)-ðàçðåøèìûì F-êîðàäèêàëîì. Òîãäà G îáëàäàåò

ïî êðàéíåé ìåðå îäíîé F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé è ëþáûå äâå F-ïîêðûâàþùèå

ïîäãðóïïû èç G ñîïðÿæåíû â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.1.2 ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ω-

ëîêàëüíîé äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë ω. Òîãäà ïðè ω =

π(G) èç òåîðåìû 2.3.5 íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì çàêëþ÷åíèå ñëåäñòâèÿ 2.3.9.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 2.3.10. (Øìèãèðåâ [53], Øìèä [76]; ñì. òàêæå [47], òåîðå-

ìà 15.6). Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà ñ ðàçðåøèìûì F-

êîðàäèêàëîì. Òîãäà G îáëàäàåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíîé F-ïîêðûâàþùåé ïîä-

ãðóïïîé è ëþáûå äâå F-ïîêðûâàþùèå ïîäãðóïïû èç G ñîïðÿæåíû â G.

Ââèäó ñëåäñòâèÿ 2.3.7 èç òåîðåìû 2.3.5 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 2.3.11. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà, GF

� π(F)-ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà. Òîãäà G îáëàäàåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíèì Fω-

ïðîåêòîðîì è ëþáûå äâà Fω-ïðîåêòîðà ãðóïïû G ñîïðÿæåíû â G.

Èç ñëåäñòâèé 2.3.8 è 2.3.9 íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå äëÿ ëî-

êàëüíîé ôîðìàöèè.

Ñëåäñòâèå 2.3.12. Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà ñ π(F)-

ðàçðåøèìûì F-êîðàäèêàëîì. Òîãäà G îáëàäàåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíèì F-

ïðîåêòîðîì è ëþáûå äâà F-ïðîåêòîðà ãðóïïû G ñîïðÿæåíû â G.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå èçó÷àåòñÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó Fω-ïîêðûâàþùèìè è

F-àáíîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè â ãðóïïàõ.

Òåîðåìà 2.3.6. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà, GF � ω-

ãðóïïà è H < G. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé â G òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà H ∈ F è H � F-àáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü H � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîä-

ãðóïïà ãðóïïûG. Ïî îïðåäåëåíèþ 2.3.1H ∈ F è èçH ≤ U ≤ G, V � íîðìàëüíàÿ

ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû U è U/V ∈ F ñëåäóåò, ÷òî U = HV . Òîãäà ïðè U = G è

V = GF ïîëó÷àåì G = HGF. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ (G−H)-öåïü



107

ÿâëÿåòñÿ F-àáíîðìàëüíîé. Ïóñòü

H = Ht < Ht−1 < . . . < H1 < H0 = G (2.3.2)

� ïðîèçâîëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ (G−H)-öåïü.

Ïóñòü i ∈ {1, . . . , t}. Óñòàíîâèì, ÷òî Hi � F-àáíîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà ãðóïïû Hi−1. Ïîñêîëüêó H ≤ Hi−1, òî G = Hi−1G
F è ââèäó ëåì-

ìû 1.2(3) [47] HF
i−1 ÿâëÿåòñÿ ω-ãðóïïîé. Òàê êàê H ≤ Hi−1 ≤ G, HF

i−1 � íîð-

ìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû Hi−1 è Hi−1/H
F
i−1 ∈ F, òî ïî îïðåäåëåíèþ 2.3.1

Hi−1 = HF
i−1H = HF

i−1Hi. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Hi � F-àáíîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëü-

íàÿ ïîäãðóïïà â Hi−1. Ñëåäîâàòåëüíî, (2.3.2) � F-àáíîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ

(G−H)-öåïü è ïî îïðåäåëåíèþ 1.2.2 ïîäãðóïïà H F-àáíîðìàëüíà â G.

2. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü H � F-àáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G è

H ∈ F. Ïîêàæåì, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé â G. Ïóñòü

H ≤ U ≤ G, V � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû U è U/V ∈ F. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî U 6= HV . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà M â U ,

÷òî HV ⊆ M . Òàêèì îáðàçîì, èìååì H ≤ HV ≤ M < U ≤ G. Ïîñêîëüêó H

F-àáíîðìàëüíà â G, òî ïî îïðåäåëåíèþ 1.2.2 M ÿâëÿåòñÿ F-àáíîðìàëüíîé ìàê-

ñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â U . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî U = MUF. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç

U/V ∈ F ñëåäóåò, ÷òî UF ⊆ V , è ïîýòîìó UF ⊆M . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òåì

ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî U = HV è, çíà÷èò, H � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â

G. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.3.13. (Øåìåòêîâ [47], òåîðåìà 15.1). Ïóñòü F � íåêîòî-

ðàÿ ôîðìàöèÿ. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ F-ïîêðûâàþùåé â G òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà H ∈ F è H F-àáíîðìàëüíà â G.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äëÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F óñòàíîâëåíî ñóùåñòâî-

âàíèå è ïîëó÷åíî ñòðîåíèå Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïû â íåêîòîðîé ïîäãðóïïå

ãðóïïû G.

Òåîðåìà 2.3.7. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, π = π(F), G = LN ,

L ≤ G, N � íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà â G è GF � π-ðàçðåøèìàÿ

ω-ãðóïïà. Òîãäà L îáëàäàåò õîòÿ áû îäíîé Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé, ïðè-

÷åì âñÿêàÿ Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà èç L èìååò âèä H ∩ L, ãäå H � íåêî-

òîðàÿ Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî L îáëàäàåò õîòÿ áû îäíîé Fω-

ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé. Òàê êàê ïî ëåììå 1.2(1) [47] GF/GF∩N ∼= GFN/N =

(G/N)F = (LN/N)F ∼= (L/L∩N)F = LF(L∩N)/(L∩N) ∼= LF/LF∩N , òî ââèäó

óñëîâèÿ LF � π-ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 2.3.5 ãðóïïà L

èìååò õîòÿ áû îäíó Fω-ïîêðûâàþùóþ ïîäãðóïïó.

Ïóñòü K � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû L. Ïîêàæåì, ÷òî KN/N �

Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G/N . Òàê êàê L ∩N � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà

â L, òî ïî ëåììå 2.3.2(3) K(L ∩ N)/(L ∩ N) � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â

L/L ∩N . Ïîñêîëüêó L/L ∩N ∼= LN/N = G/N è K(L ∩N)/(L ∩N) ∼= K/(K ∩
L ∩N) = K/K ∩N ∼= KN/N , òî KN/N � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G/N .

Ïóñòü G1 := KN . Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ òåîðåìû 2.3.2K ñîäåðæèòñÿ â íåêî-

òîðîé Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïå ãðóïïû G1. Ïóñòü H � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîä-

ãðóïïà â G1 òàêàÿ, ÷òî K ⊆ H. Ïðîâåðèì, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé

ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê KN/N � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîä-

ãðóïïà â G/N è H � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â KN , òî ïî ëåììå 2.3.2(4) H

ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

Ïîêàæåì, ÷òî K = H ∩ L. Ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíîâèì, ÷òî H ∩ L ∈ F.

Òàê êàê H = H ∩ G1 = H ∩KN = K(H ∩ N) è K ⊆ H ∩ L, H ∩ N ⊆ F (H),

òî H = (H ∩ L)F (H). Òîãäà ïî òåîðåìå 2.3 [47] H ∩ L ∈ formH è èç H ∈ F

ïîëó÷àåì H ∩L ∈ F. Òàêèì îáðàçîì, H ∩L � F-ïîäãðóïïà ãðóïïû L. Ïîñêîëüêó

K ≤ H ∩ L ≤ L è K � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â L, òî K = H ∩ L. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.3.14. (Êàðòåð, Õîóêñ [59], òåîðåìà 5.12). Ïóñòü F � ëîêàëü-

íàÿ ôîðìàöèÿ, G = LF (G), L ≤ G. Òîãäà âñÿêàÿ F-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà èç

L èìååò âèä H ∩ L äëÿ íåêîòîðîé F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïû H â G.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 2.3 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [96].

� 2.4. Fω-ïðåäåëüíûå è Fω-êðèòè÷åñêèå ïîäãðóïïû êîíå÷íûõ ãðóïï

Â ïàðàãðàôàõ 2.4 � 2.6 ïîñòðîåíà òåîðèÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîâ, ãäå F �

ïðîèçâîëüíàÿ ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ. Ïàðàãðàô 2.4 ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ Fω-

ïðåäåëüíûõ è Fω-êðèòè÷åñêèõ ïîäãðóïï êîíå÷íûõ ãðóïï. Â äàííîì ïàðàãðàôå
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ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ óòâåð-

æäåíèé ïàðàãðàôîâ 2.5 è 2.6.

Ñëåäóÿ [47], ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå (ñì. [47], îïðåäåëåíèÿ

13.1 è 13.2).

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ è G � ãðóïïà.

Íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó R ãðóïïû G íàçîâ¼ì Fω-ïðåäåëüíîé íîðìàëüíîé

ïîäãðóïïîé âG, åñëè R ≤ GF è R/R∩Φ(G)∩Oω(G) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ôàêòîðîì

ãðóïïû G.

Ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïóM ãðóïïû G íàçîâ¼ì Fω-êðèòè÷åñêîé â G, åñëè

G = MR äëÿ íåêîòîðîé Fω-ïðåäåëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû R èç G.

Ðàññìîòðèì ðÿä ñâîéñòâ Fω-ïðåäåëüíûõ è Fω-êðèòè÷åñêèõ ïîäãðóïï.

Ëåììà 2.4.1. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ, G = M1R1 = M2R2, ãäå

M1 è M2 � ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G, R1 è R2 � ðàçëè÷íûå íèëüïî-

òåíòíûå Fω-ïðåäåëüíûå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G, GF∩Φ(G)∩Oω(G) ⊆
R1 ∩R2. Òîãäà ïîäãðóïïà R = M1 ∩R1R2 ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðåäåëüíîé íîðìàëüíîé

ïîäãðóïïîé â G, ïðè÷åì R1R = R1R2 è ñëåäóþùèå ãðóïïû G-èçîìîðôíû:

R1R2/R1
∼= R2/G

F ∩ Φ(G) ∩Oω(G) ∼= R/GF ∩ Φ(G) ∩Oω(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ := GF ∩ Φ(G) ∩ Oω(G) è R := M1 ∩ R1R2.

Òîãäà, ðàññóæäàÿ êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.4.2, ïîëó÷èì, ÷òî RR1 =

R1R2, R � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, R ∩ R1 = Φ è R1R2/R1
∼= R2/Φ ∼=

R/Φ.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.4.1 R1R2 ≤ GF. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî R ≤ GF è

R ∩ Φ(G) ∩ Oω(G) ⊆ Φ. Òàê êàê Φ = R ∩ R1, òî Φ ⊆ R ∩ Φ(G) ∩ Oω(G). Òåì

ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî Φ = R ∩Φ(G)∩Oω(G) è ïîýòîìó R/R ∩Φ(G)∩Oω(G)

� ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G. Ñëåäîâàòåëüíî, R � Fω-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà â G. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.4.2. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà, F-êîðàäèêàë

GF êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ω-ãðóïïîé, M � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òî-

ãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) M ÿâëÿåòñÿ Fω-êðèòè÷åñêîé â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M F-

àáíîðìàëüíà â G è G = MF̃ (G);
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2) åñëè M F-àáíîðìàëüíà â G è G = MF (G), òî M ÿâëÿåòñÿ Fω-

êðèòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü f � âíóòðåííèé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F, Φ :=

Φ(G) è F̃ := F̃ (G). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 7.5 [47] Φ ⊆ F̃ è F̃ /Φ � öîêîëü ãðóïïû

G/Φ.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü M � Fω-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà

G = ML, ãäå L � Fω-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G. Ñëåäîâàòåëüíî,

L ≤ GF è L/L ∩ Φ ∩ Oω(G) = L/L ∩ Φ ∼= LΦ/Φ � ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû

G. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî LΦ/Φ · /G/Φ è ïîýòîìó LΦ/Φ ⊆ F̃ /Φ. Òàêèì îáðàçîì,

G = ML = MF̃ . Êðîìå òîãî, èç L ≤ GF ñëåäóåò F-àáíîðìàëüíîñòü M â G.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü M � F-àáíîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G

è G = MF̃ . Òàê êàê F̃ /Φ � öîêîëü ãðóïïû G/Φ è F̃ 6⊆ M , òî â G/Φ íàéäåòñÿ

ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà R/Φ òàêàÿ, ÷òî R 6⊆M . Òîãäà G = MR.

Ïîêàæåì, ÷òî R/Φ � fω-ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé ωd-ôàêòîð ãðóïïû G.

Òàê êàê M F-àáíîðìàëüíà â G, òî G = MGF è ââèäó π(GF) ⊆ ω èìååì

|G : M | = |MGF : M | = |GF : GF ∩M | � ω-÷èñëî.

Èç G = MR ïîëó÷àåì, ÷òî |G : M | = |R : R ∩ M | � ω-÷èñëî. Ïîñêîëüêó

|R/Φ| = |R : R∩M | · |R∩M : Φ|, òî R/Φ � ωd-ãðóïïà. Òàê êàêM íå ïîêðûâàåò

R/Φ, òî ïî ëåììå 1.2.5(2) R/Φ ÿâëÿåòñÿ fω-ýêñöåíòðàëüíûì ãëàâíûì ôàêòîðîì

ãðóïïû G.

Ñîãëàñíî ëåììå 1.2.6M íå ïîêðûâàåò fω-ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð

R∩GF/Φ∩GF ãðóïïû G, G-èçîìîðôíûé ãëàâíîìó ôàêòîðó R/Φ. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî R ∩GF 6⊆M(Φ ∩GF) = M è ïîýòîìó G = M(R ∩GF). Ïîñêîëüêó Φ ⊆ R è

GF ⊆ Oω(G), òî R ∩GF ∩Φ ∩Oω(G) = Φ ∩GF è, çíà÷èò, R ∩GF/R ∩GF ∩Φ ∩
Oω(G) � ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G. Òîãäà R∩GF � Fω-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Â ñèëó ðàâåíñòâà G = M(R ∩ GF) çàêëþ÷àåì, ÷òî M �

Fω-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â G.

2) Ïóñòü M F-àáíîðìàëüíà â G è G = MF (G). Òàê êàê F (G) ≤ F̃ (G),

òî G = MF̃ (G) è ïî ïóíêòó 1) M � Fω-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â G. Ëåììà

äîêàçàíà.

Ëåììà 2.4.3. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ, G = MR, M � ìàêñè-

ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, R � Fω-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G,
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L � F-àáíîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G òàêàÿ, ÷òî R ⊆ L. Òîãäà

M ∩ L � F-àáíîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òîM ∩L < ·M . Äåéñòâèòåëüíî, ïî ëåììå

3.17(3) [18] L/R < ·G/R. Òàê êàê G = MR, òî G/R ∼= M/M ∩ R. Ïîñêîëüêó
L = MR ∩ L = R(M ∩ L), òî L/R = R(M ∩ L)/R ∼= (M ∩ L)/(M ∩ L ∩ R) =

(L ∩ M)/(M ∩ R). Òîãäà èç G/R ∼= M/M ∩ R, L/R ∼= (M ∩ L)/(M ∩ R) è

L/R < ·G/R ïîëó÷àåì (M ∩ L)/(M ∩ R) < ·M/(M ∩ R). Ýòî, ñîãëàñíî ëåììå

3.17(5) [18], îçíà÷àåò, ÷òî M ∩ L < ·M .

Óñòàíîâèì, ÷òî M = (M ∩L)MF. Òàê êàê R � Fω-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî R ≤ GF. Òîãäà èç G = MR ïî ëåììå 1.2(3) [47] èìååì

GF = MFR. ÅñëèMF ⊆M ∩L, òî ââèäó R ⊆ L ïîëó÷àåì GF = MFR ⊆ L, ÷òî,

â ñèëó F-àáíîðìàëüíîñòè L â G, íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, MF 6⊆ M ∩ L è

ïîýòîìóM = (M ∩L)MF. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òîM ∩L � F-àáíîðìàëüíàÿ

ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â M . Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.4.4. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G = M1R1 = M2R2,

ãäå M1 è M2 � ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G, R1 è R2 � ðàçëè÷íûå íèëü-

ïîòåíòíûå Fω-ïðåäåëüíûå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G, GF � ω-ãðóïïà,

GF ∩Φ(G) ⊆ R1 ∩R2. Åñëè R1 ⊆M2, òî M1 ∩M2 � Fω-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà

â M1 è â M2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � âíóòðåííèé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F, Φ :=

GF∩Φ(G)∩Oω(G) è T := R1∩Φ(G)∩Oω(G). Òàê êàê GF � ω-ãðóïïà è R1 ≤ GF,

òî Φ = GF∩Φ(G), T = R1∩Φ(G) è T ⊆ Φ. Ïî óñëîâèþ Φ ⊆ R1 è, çíà÷èò, Φ ⊆ T .

Ñëåäîâàòåëüíî, T = Φ. Ïîñêîëüêó R1 � F
ω-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â

G, òî R1/T = R1/Φ � ãëàâíûé ω-ôàêòîð â G. Òàê êàê G = M1R1 = M1G
F, òîM1

ÿâëÿåòñÿ F-àáíîðìàëüíîé â G. Â ñèëó ëåììû 1.2.5(2) ãëàâíûé ôàêòîð R1/Φ fω-

ýêñöåíòðàëåí â G. Ïóñòü π(R1/Φ) = {p}, ãäå p ∈ ω. Òîãäà G/CG(R1/Φ) 6∈ f(p).

I. Ïîêàæåì, ÷òî ïîäãðóïïàM1∩M2 ÿâëÿåòñÿ F
ω-êðèòè÷åñêîé âM2. Òàê êàê

G = M2R2 èR2 íèëüïîòåíòíà, òî ïî ñëåäñòâèþ 4.1.1 [47] CG(R1/Φ) ≥ F (G) ≥ R2

è, çíà÷èò, G = M2CG(R1/Φ). Òîãäà M2/CM2
(R1/Φ) ∼= G/CG(R1/Φ) 6∈ f(p). Îò-

ñþäà ñëåäóåò, ÷òî R1/Φ ÿâëÿåòñÿ fω-ýêñöåíòðàëüíûì ãëàâíûì ôàêòîðîì ãðóï-

ïû M2. Ïîñêîëüêó (M1 ∩M2)R1 = M1R1 ∩M2 = M2, òî M1 ∩M2 < ·M2. Òàê

êàê M1 ∩M2 íå ïîêðûâàåò fω-ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð R1/Φ ãðóïïû
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M2, òî â ñèëó ëåììû 1.2.5(1) ïîäãðóïïà M1 ∩ M2 F-àáíîðìàëüíà â M2, ïðè-

÷åì M2 = (M1 ∩ M2)F (M2). Èç G = M2R2 ïî ëåììå 1.2(3) [47] ñëåäóåò, ÷òî

MF
2 ≤ GF è, çíà÷èò, MF

2 � ω-ãðóïïà. Òîãäà ïî ëåììå 2.4.2(2) M1 ∩M2 ÿâëÿåòñÿ

Fω-êðèòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé â M2.

II. Ïîêàæåì, ÷òîM1∩M2 � F
ω-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà âM1. ÅñëèR2 ⊆M1,

òî, êàê è âûøå â ïóíêòå I, ïîëó÷èì, ÷òî M1∩M2 ÿâëÿåòñÿ Fω-êðèòè÷åñêîé ïîä-

ãðóïïîé â M1. Ïóñòü R2 6⊆ M1. Òàê êàê G = M1R1, M2 � F-àáíîðìàëüíàÿ

ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G è R1 ⊆ M2, òî ñîãëàñíî ëåììå 2.4.3 M1 ∩ M2

� F-àáíîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â M1. Ââèäó ëåììû 1.2(3) [47]

MF
1 ÿâëÿåòñÿ ω-ãðóïïîé. Ïóñòü R := M1 ∩ R1R2. Ïî ëåììå 2.4.1 R � Fω-

ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G è R1R = R1R2. Åñëè R ⊆ M2, òî

R2 ⊆ R1R2 = R1R ⊆M2, ÷òî, â ñèëó G = M2R2, íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó R 6⊆M2

è, çíà÷èò, M1 = (M1 ∩M2)R. Òàê êàê R ⊆ F (M1), òî M1 = (M1 ∩M2)F (M1).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 2.4.2(2) ïîäãðóïïà M1 ∩M2 ÿâëÿåòñÿ Fω-êðèòè÷åñêîé

ïîäãðóïïîé â M1. Ëåììà äîêàçàíà.

Âñå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 2.4 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [97].

� 2.5. Fω-íîðìàëèçàòîðû êîíå÷íûõ ãðóïï

Îïðåäåëåíèå 2.5.1. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ è G � ãðóïïà.

F-ïîäãðóïïó H ãðóïïû G íàçîâåì Fω-íîðìàëèçàòîðîì â G, åñëè ñóùå-

ñòâóåò öåïü ïîäãðóïï ãðóïïû G âèäà

H = Ht ⊂ Ht−1 ⊂ . . . ⊂ H1 ⊂ H0 = G, (2.5.1)

ãäå t ≥ 0, òàêàÿ, ÷òî Hi � Fω-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå Hi−1 äëÿ ëþáîãî

i ∈ {1, 2, . . . , t}.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà Fω-íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïï.

Òåîðåìà 2.5.1. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà ñ

F-êîðàäèêàëîì GF, ÿâëÿþùèìñÿ ω-ãðóïïîé. Òîãäà â G ñóùåñòâóåò Fω-

íîðìàëèçàòîð H è G = GFH.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ïîðÿäêó ãðóïïûG. ÅñëèG ∈
F, òî ïî îïðåäåëåíèþ 2.5.1 G ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû G è G =
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GFG.

Ïóñòü G 6∈ F è T := GF∩Φ(G)∩Oω(G). Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 [40] ôîðìàöèÿ

F ÿâëÿåòñÿ ω-íàñûùåííîé è ïîýòîìó GF 6⊆ Φ(G)∩Oω(G). Ñëåäîâàòåëüíî, â G/T

ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà R/T òàêàÿ, ÷òî R ≤ GF. Òîãäà

R/T = R/R ∩ Φ(G) ∩Oω(G) è ïî îïðåäåëåíèþ 2.4.1 R ÿâëÿåòñÿ Fω-ïðåäåëüíîé

íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G.

Ïîñêîëüêó R ⊆ Oω(G), òî R 6⊆ Φ(G) è, çíà÷èò, â G ñóùåñòâóåò ìàêñè-

ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà M òàêàÿ, ÷òî R 6⊆ M . Òîãäà G = RM è ïî îïðåäåëåíèþ

2.4.1 M ÿâëÿåòñÿ Fω-êðèòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé â G. Òàê êàê G = GFM , òî ïî

ëåììå 1.2(3) [47] MF ≤ GF. Ïî èíäóêöèè â M ñóùåñòâóåò Fω-íîðìàëèçàòîð H

è M = MFH. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 2.5.1 H ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì â G,

ïðè÷åì G = GFM = GFMFH = GFH. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.5.1. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ. Åñëè H � Fω-

íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G è α � ýïèìîðôèçì ãðóïïû G íà ãðóïïó U , òî Hα

� Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G è α � ýïèìîð-

ôèçì ãðóïïû G íà ãðóïïó U . Ïîêàæåì, ÷òî Hα ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì

â U . Ïóñòü Ker(α) := K. Òàê êàê Gα = U ∼= G/K è Hα ∼= HK/K, òî äîñòà-

òî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî HK/K ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì â G/K. Ïðèìåíèì

èíäóêöèþ ïî ïîðÿäêó ãðóïïû G.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.5.1 H ∈ F. Ïîñêîëüêó F � ôîðìàöèÿ, òî HK/K ∈
F. Åñëè H = G, òî HK/K = G/K � Fω-íîðìàëèçàòîð â G/K. Ïóñòü H 6= G.

Òîãäà ââèäó îïðåäåëåíèÿ 2.5.1 ñóùåñòâóåò Fω-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà M â G

òàêàÿ, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì â M . Ïî èíäóêöèè HK/K � Fω-

íîðìàëèçàòîð âMK/K. ÅñëèMK = G, òî óòâåðæäåíèå âåðíî. ÏóñòüG 6= MK.

Òîãäà K ⊆M è HK/K � Fω-íîðìàëèçàòîð â M/K.

Óñòàíîâèì, ÷òî M/K � Fω-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â G/K. Òàê êàê M �

Fω-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â G, òî G = MR, ãäå R � Fω-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà â G. Òîãäà G/K = (M/K) · (RK/K). Òàê êàê R ≤ GF, òî ïî ëåììå

1.2(1) [47] RK/K ≤ GFK/K = (G/K)F.

Ïóñòü T/K := RK/K ∩ Φ(G/K) ∩ Oω(G/K). Ïîêàæåì, ÷òî

(RK/K)/(T/K) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ôàêòîðîì ãðóïïû G/K. Ïóñòü L := R ∩
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Φ(G) ∩ Oω(G). Ïî îïðåäåëåíèþ 2.4.1 R/L � ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G. Åñëè

RK ⊆ M , òî G = MR = M , ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó RK 6⊆ M . Èç LK ⊆ M

è RK 6⊆ M ïîëó÷àåì RK 6= LK. Òîãäà RK/LK = RLK/LK ∼= R/R ∩ LK =

R/L(R ∩ K) 6= 1. Ïîñêîëüêó L ⊆ L(R ∩ K) ⊂ R è R/L � ãëàâíûé ôàêòîð

ãðóïïû G, òî L(R ∩ K) = L è, çíà÷èò, RK/LK � ãëàâíûé ôàêòîð â G. Òîãäà

(RK/K)/(LK/K) � ãëàâíûé ôàêòîð â G/K. Ïðîâåðèì, ÷òî T/K = LK/K.

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê

LK/K = (R ∩ Φ(G) ∩Oω(G))K/K ≤ (RK/K) ∩ (Φ(G)K/K) ∩ (Oω(G)K/K),

ïî òåîðåìå 3.22(2) [18] Φ(G)K/K ≤ Φ(G/K) è Oω(G)K/K ≤ Oω(G/K), òî

LK/K ≤ T/K ≤ RK/K è, çíà÷èò, ëèáî T/K = RK/K, ëèáî T/K = LK/K.

Äîïóñòèì, ÷òî T/K = RK/K. Òîãäà RK/K ≤ Φ(G/K) ≤ M/K è R ≤ M ,

÷òî, ââèäó G = MR, íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, LK/K = T/K è ïîýòîìó

(RK/K)/(T/K) � ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G/K.

Òàêèì îáðàçîì, RK/K � Fω-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû

G/K. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî M/K � Fω-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â G/K è,

çíà÷èò, HK/K ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì â G/K. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.5.2. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, π = π(F) è F-

êîðàäèêàë GF ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ π-ðàçðåøèìîé ω-ãðóïïîé. Òîãäà ëþáûå äâà

Fω-íîðìàëèçàòîðà ãðóïïû G ñîïðÿæåíû â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � êîíòðïðèìåð ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà, H1

è H2 � Fω-íîðìàëèçàòîðû ãðóïïû G, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñîïðÿæåííûìè â G. Åñëè

GF = 1, òî G ∈ F è ïî îïðåäåëåíèþ 2.5.1 H1 = H2 = G, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, GF 6= 1.

Ïóñòü i ∈ {1, 2}. Òàê êàê Hi � F
ω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G, òî Hi ∈ F è ñó-

ùåñòâóåò öåïü ïîäãðóïï ãðóïïû G âèäà Hi ⊂ . . . ⊂ Mi ⊂ G, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

îïðåäåëåíèþ 2.5.1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Hi ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû

Mi. Ïî òåîðåìå 2.5.1 G = HiG
F = MiG

F. Îòñþäà ââèäó ëåììû 1.2(3) [47] ïî-

ëó÷àåì M F
i ≤ GF. Òîãäà M F

i � π-ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà, è ïî èíäóêöèè ëþáûå

äâà Fω-íîðìàëèçàòîðà ãðóïïû Mi ñîïðÿæåíû â Mi. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû 1.4.1 íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî M1 è M2 íå ñîïðÿæåíû â G.

Ïóñòü N := Oπ′(G). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N 6= 1. Òàê êàê ïî ëåììå 1.2(1)

[47] (G/N)F = GFN/N ∼= GF/GF ∩ N � π-ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà, òî, ïðèìåíÿÿ
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ëåììó 2.5.1, ïî èíäóêöèè ïîëó÷èì, H1N/N = H a
2N/N äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ G.

Òîãäà H a
2 ≤ H1N , ïðè÷åì H1 è H a

2 , â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 2.4.1, ÿâëÿþòñÿ π-

ãðóïïàìè. Ïî òåîðåìå 4.32 [18] H1 è H
a
2 ñîïðÿæåíû â ãðóïïå H1N è, çíà÷èò, H1

è H2 ñîïðÿæåíû â G. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, Oπ′(G) = 1.

Ïóñòü GF∩Φ(G) := Φ è R � Fω-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû

G. Ïî îïðåäåëåíèþ 2.4.1 R ≤ GF è R/R∩Φ(G)∩Oω(G) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ôàê-

òîðîì â G. Òàê êàê ïî óñëîâèþ GF ≤ Oω(G), òî R∩Φ(G)∩Oω(G) = R∩Φ(G) =

R∩GF∩Φ(G) = R∩Φ, R � π-ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà è R/R∩Φ ∼= RΦ(G)/Φ(G) �

ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G. Äîïóñòèì, ÷òî R/R∩Φ ÿâëÿåòñÿ π′-ãðóïïîé. Òîãäà

ïî ëåììå 1.3.1(3) ãðóïïà R π′-ðàçëîæèìà è, çíà÷èò, Oπ′(R) 6= 1. Òàê êàê R/G, òî

Oπ′(R) /G. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, R/R∩Φ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-

òàðíîé àáåëåâîé p-ãðóïïîé äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π ∩ ω. Ïî ëåììå 1.3.1(3) ãðóïïà
R p-ðàçëîæèìà è, çíà÷èò, R ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé (π ∩ ω)-ãðóïïîé. Òàê êàê

RΦ/Φ ∼= RΦ(G)/Φ(G) / GFΦ(G)/Φ(G) ∼= GF/Φ, òî RΦ/Φ ≤ F (GF/Φ) := F/Φ,

ïðè÷åì â ñèëó ëåììû 1.3.1(3) F = F (GF). Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.37 [18], íåòðóäíî

ïîêàçàòü, ÷òî F/Φ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ìèíèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ

ïîäãðóïï ãðóïïû G/Φ, ñîäåðæàùèõñÿ â GF/Φ.

Òàê êàê Mi ÿâëÿåòñÿ Fω-êðèòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, òî ïî îïðå-

äåëåíèþ 2.4.1 â G ñóùåñòâóåò Fω-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà Ri, ïðè÷åì

Ri ≤ F è G = MiRi = MiF äëÿ ëþáîãî i = 1, 2.

1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà F/Φ · /G/Φ. Ïóñòü Si = GF ∩ CoreG(Mi),

i = 1, 2. Òàê êàê Φ ⊆ F è Φ ⊆ Si, òî Φ ⊆ F ∩ Si ⊆ F . Èç F/Φ · /G/Φ ñëåäóåò,

÷òî ëèáî F ∩ Si = F , ëèáî F ∩ Si = Φ. Åñëè F ∩ Si = F , òî F ⊆ Si è ïîýòîìó

G = MiF = Mi, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, F ∩ Si = Φ è, çíà÷èò, Φ ⊆ Si

äëÿ ëþáîãî i = 1, 2.

1.1. Ïóñòü S1 = S2 = Φ. Òàê êàê G = MiF , òî |G : Mi| = |F : F ∩Mi| =

ki 6= 1, i = 1, 2. Ïîñêîëüêó Φ ⊆ F ∩Mi, òî |F : Φ| = |F : F ∩Mi||F ∩Mi : Φ|,
i = 1, 2. Òàê êàê F/Φ � àáåëåâà p-ãðóïïà, òî ki = |G : Mi| � p-÷èñëî, i = 1, 2.

Ïóñòü f � ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F. Ââèäó òåîðåìû 1.1.7 ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ p-

ëîêàëüíîé, ïîýòîìó ω-ñïóòíèê f ÿâëÿåòñÿ p-îäíîðîäíûì ýêðàíîì. Òàê êàê GF

� p-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà, òî ïî òåîðåìå 8.5 [47] ïîäãðóïïû M1 è M2 ÿâëÿþòñÿ

ñîïðÿæåííûìè â G. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
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1.2. Ïóñòü õîòÿ áû îäíà èç ïîäãðóïï S1 èëè S2 íå ñîâïàäàåò ñ Φ. Ïóñòü,

íàïðèìåð, S1 6= Φ. Òîãäà S1/Φ � íååäèíè÷íàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû

G/Φ è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N/Φ â G/Φ,

ñîäåðæàùàÿñÿ â S1/Φ. Òàê êàê N/Φ ≤ GF/Φ è F/Φ · /G/Φ, òî N/Φ = F/Φ.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî N = F . Òîãäà èç N ⊆ S1 ⊆ M1 èìååì G = M1F =

M1N = M1, ÷òî íåâîçìîæíî.

2. Ïóñòü òåïåðü F/Φ íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé

ãðóïïû G/Φ è Σ = {Li/Φ|i ∈ I} � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìèíèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ
ïîäãðóïï ãðóïïû G/Φ, ñîäåðæàùèõñÿ â F/Φ.

2.1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäàM1 èM2 äîïîëíÿþò îäèí è òîò æå ãëàâíûé

ôàêòîð ãðóïïû G èç Σ, íàïðèìåð, ãëàâíûé ôàêòîð L1/Φ. Òîãäà èìååì G =

M1L1 = M2L1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Lj 6⊆ M1 äëÿ ëþáîãî j ∈ I, j 6= 1. Ìîæåì ñ÷èòàòü,

÷òî 2 ∈ I. Òîãäà L2 6⊆ M1 è G = M1L2. Ïóñòü i ∈ {1, 2}. Òàê êàê Li/Φ ≤
F/Φ = F (GF/Φ), òî ïî ëåììå 1.3.1(4) ãðóïïà Li íèëüïîòåíòíà è Li ≤ GF. Òàê

êàê Li ∩ Φ(G) = Φ, òî Li/Li ∩ Φ(G) ∩ Oω(G) � ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî Li � Fω-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G äëÿ ëþáîãî

i = 1, 2. Òîãäà ïî ëåììå 2.4.1 L = M1 ∩ L1L2 � Fω-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà â G è L/Φ ∼= L1/Φ. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî L/Φ ∈ Σ è L ⊆M1, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîå j ∈ I, j 6= 1, ÷òî

Lj ⊆M1. Ìîæåì ñ÷èòàòü, L2 ⊆M1.

Â ñèëó çàäàíèÿ Σ L1L2/Φ � íååäèíè÷íàÿ íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîä-

ãðóïïà ãðóïïû G/Φ. Êðîìå òîãî, (L1L2/Φ) ∩ Φ(G/Φ) = (L1L2/Φ) ∩ Φ(G)/Φ =

(L1L2 ∩ Φ(G))/Φ ≤ (GF ∩ Φ(G))/Φ = Φ/Φ = 1. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 7.9 [47]

ïîäãðóïïà L1L2/Φ äîïîëíÿåìà â G/Φ. Ïóñòü D/Φ � äîïîëíåíèå ê L1L2/Φ â

G/Φ è M := L1D. Òîãäà G = DL1L2 = ML2 è M < ·G.
Ïîñêîëüêó G = M1L1 = M2L1 = ML2, L2 ⊆ M1, L1 ⊆ M è GF ∩ Φ(G) ⊆

L1 ∩ L2, òî ïî ëåììå 2.4.4 Mi ∩M � Fω-êðèòè÷åñêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

ãðóïïûM è ãðóïïûMi, i = 1, 2. Ââèäó ëåììû 1.2(3) [47] (Mi∩M)F ÿâëÿåòñÿ ω-

ãðóïïîé è, çíà÷èò, ïî òåîðåìå 2.5.1 â ãðóïïåMi∩M ñóùåñòâóåò Fω-íîðìàëèçàòîð

Ki, i = 1, 2. Òîãäà Ki ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïûM è Ki ÿâëÿåòñÿ Fω-

íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû Mi, i = 1, 2. Òàê êàê ïî èíäóêöèè H1 è K1 ñîïðÿæåíû
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â M1, K1 è K2 ñîïðÿæåíû â M , K2 è H2 ñîïðÿæåíû â M2, òî îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî H1 è H2 ñîïðÿæåíû â G. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

2.2. Ïóñòü M1 è M2 äîïîëíÿþò ñîîòâåòñòâåííî ãëàâíûå ôàêòîðû L1/Φ è

L2/Φ ãðóïïû G èç Σ, L1/Φ 6= L2/Φ. Òîãäà G = M1L1 = M2L2. Åñëè L1 6⊆ M2

(èëè L2 6⊆ M1), òî G = M2L1 (ñîîòâåòñòâåííî G = M1L2) è ìû ïðèõîäèì

ê ñëó÷àþ, ðàññìîòðåííîìó â ïóíêòå 2.1. Òàêèì îáðàçîì, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

L1 ⊆ M2 è L2 ⊆ M1. Êàê è â ïóíêòå 2.1, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî L1 è L2 �

íèëüïîòåíòíûå Fω-ïðåäåëüíûå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû âG. Òîãäà ïî ëåììå 2.4.4

M1 ∩M2 � Fω-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Mi, i = 1, 2. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó

2.5.1 è èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå, ïîëó÷àåì, ÷òî H1 è H2 ñîïðÿæåíû â G.

Ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.1.2 âñÿêàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ω-

ëîêàëüíîé äëÿ ëþáîãî ω. Òîãäà ïðè ω = π(G) èç òåîðåìû 2.5.2 íåïîñðåäñòâåííî

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.

Ñëåäñòâèå 2.5.1. (Øåìåòêîâ [46]; ñì. òàêæå [47], òåîðåìà 21.4). Ïóñòü F

� ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà ñ π(F)-ðàçðåøèìûì F-êîðàäèêàëîì. Òîãäà

ëþáûå äâà F-íîðìàëèçàòîðà ãðóïïû G ñîïðÿæåíû â G.

Ñëåäñòâèå 2.5.2. (Êàðòåð, Õîóêñ [59]; ñì. òàêæå [60], òåîðåìà V, 3.2).

Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà. Òîãäà ëþáûå äâà F-

íîðìàëèçàòîðà ãðóïïû G ñîïðÿæåíû â G.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñòàíîâèì ñâîéñòâà Fω-íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïïû, ñâÿ-

çàííûå ñ ïîêðûòèåì è èçîëèðîâàíèåì åå ãëàâíûõ ôàêòîðîâ.

Òåîðåìà 2.5.3. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ ñ âíóòðåííèì ω-

ñïóòíèêîì f , π = π(F), H � Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G. Òîãäà H ïîêðûâà-

åò êàæäûé fω-öåíòðàëüíûé è èçîëèðóåò êàæäûé fω-ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé

ωd-ôàêòîð ãðóïïû G, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) GF � π-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà;

2) GF � ω-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ÏóñòüGF � π-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà. ÅñëèG ÿâëÿåòñÿ

ω′-ãðóïïîé, òî G íå èìååò ãëàâíûõ ωd-ôàêòîðîâ, è çíà÷èò, óòâåðæäåíèå âåðíî.

Ïóñòü G � ωd-ãðóïïà. Ïî îïðåäåëåíèþ 2.5.1 H ∈ F è ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ

öåïü âèäà (2.5.1) ãðóïïû G. Äîêàæåì òåîðåìó èíäóêöèåé ïî ïàðàìåòðó t.
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Ïóñòü t = 0. Òîãäà G ∈ F. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäûé ãëàâíûé ωd-ôàêòîð

ãðóïïû G, ñîãëàñíî ëåììå 1.2.1, ÿâëÿåòñÿ fω-öåíòðàëüíûì â G. Êðîìå òîãî,

ãðóïïà G ïîêðûâàåò êàæäûé ñâîé ãëàâíûé ôàêòîð. Òàêèì îáðàçîì, ïðè t = 0

óòâåðæäåíèå âåðíî.

Ïóñòü t > 0. Òàê êàê H1 � Fω-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî ñî-

ãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.4.1 ñóùåñòâóåò Fω-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà R

ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî G = H1R. Òàê êàê R ≤ GF, òî G = H1G
F. Îòñþäà ïî

ëåììå 1.2(3) [47] ïîëó÷àåì, ÷òî HF
1 ≤ GF è, çíà÷èò, HF

1 ÿâëÿåòñÿ π-ðàçðåøèìîé

ãðóïïîé. Ïîñêîëüêó H � Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G, òî â ñèëó (??) H ÿâëÿ-

åòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì â H1. Òàêèì îáðàçîì, ïî èíäóêöèè äëÿ H1 ñïðàâåäëè-

âî óòâåðæäåíèå. Ïóñòü L/K � ïðîèçâîëüíûé ãëàâíûé ωd-ôàêòîð ãðóïïû G è

C := CG(L/K).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà K 6= 1. Òàê êàê ââèäó ëåììû 1.2(1) [47] F-

êîðàäèêàë ãðóïïû G/K π-ðàçðåøèì è ïî ëåììå 2.5.1HK/K � Fω-íîðìàëèçàòîð

â G/K, òî ïî èíäóêöèè äëÿ G/K óòâåðæäåíèå âåðíî. Åñëè L/K fω-öåíòðàëåí

â G, òî (L/K)/(K/K) fω-öåíòðàëåí â G/K è ïî èíäóêöèè HK/K ïîêðûâà-

åò (L/K)/(K/K). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî L/K ⊆ (HK/K)(K/K). Îòñþäà ïîëó-

÷àåì, ÷òî L ⊆ HK è H ïîêðûâàåò L/K. Åñëè L/K fω-ýêñöåíòðàëåí â G,

òî (L/K)/(K/K) fω-ýêñöåíòðàëåí â G/K è ïî èíäóêöèè HK/K èçîëèðóåò

(L/K)/(K/K). Òîãäà L/K ∩ (HK/K) ⊆ K/K. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî L ∩ HK =

K(L ∩H) ⊆ K è ïîýòîìó H èçîëèðóåò L/K.

Ïóñòü K = 1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà H1 íå ïîêðûâàåò L. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî L 6⊆ H1 è G = H1L. Èç G = H1G
F ñëåäóåò, ÷òî H1 � F-àáíîðìàëüíàÿ

ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G è ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 1.2.5(2) ãëàâíûé ôàêòîð

L/1 ÿâëÿåòñÿ fω-ýêñöåíòðàëüíûì â G. Ñîãëàñíî ëåììå 1.2.6 ñïðàâåäëèâî L ∼=
L ∩ GF è, çíà÷èò, L π-ðàçðåøèìà. Åñëè L � π′-ãðóïïà, òî ââèäó H ∈ F èìååì

H∩L = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,H èçîëèðóåò L. Ïóñòü L ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé p-ãðóïïîé

äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π. Ïîñêîëüêó G = H1L, òî H1 ∩ L = 1. Òàê êàê H ⊆ H1, òî

H ∩ L = 1. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå H òàêæå èçîëèðóåò L.

Ïóñòü H1 ïîêðûâàåò L. Òîãäà L ⊆ H1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà L/1 �

fω-öåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G. Òàê êàê f � âíóòðåííèé ω-ñïóòíèê

ôîðìàöèè F, òî G/C ∈ F è, çíà÷èò, GF ⊆ C. Òîãäà G = H1G
F = H1C. Îòñþäà
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ïîëó÷àåì, ÷òî L = L ∩ H1 � fω-öåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû H1. Ïî

èíäóêöèè H ïîêðûâàåò L ∩H1. Ñëåäîâàòåëüíî, L = L ∩H1 ⊆ H è ïîýòîìó H

ïîêðûâàåò L.

Ïóñòü òåïåðü ãëàâíûé ôàêòîð L/1 ãðóïïû G fω-ýêñöåíòðàëåí â G. Êàê

è âûøå, â ñèëó ëåììû 1.2.6 L ÿâëÿåòñÿ π-ðàçðåøèìîé ãðóïïîé. Åñëè L � π′-

ãðóïïà, òî H ∩ L = 1 è H èçîëèðóåò L. Ïóñòü L ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé p-ãðóïïîé

äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C ⊆ H1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

R/R ∩ Φ(G) ∩ Oω(G) � π′-ãðóïïà. Òîãäà R/R ∩ Φ(G) ∩ Oω(G) π′-ðàçëîæèìà è

ïî ëåììå 1.3.1(3) R π′-ðàçëîæèìà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî R = A × B, ãäå A = Rπ′,

B = Rπ. Òîãäà B ⊆ R∩Φ(G)∩Oω(G). Òàê êàê B íèëüïîòåíòíà, òî Bp′ íîðìàëüíà

â B. Ñëåäîâàòåëüíî, B � íîðìàëüíàÿ p′-çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà â G. Ïî ëåììå

1.8.5 [66] B ⊆ CG(L). Ïîñêîëüêó A ∩ L = 1, òî A ⊆ CG(L). Òàêèì îáðàçîì,

R ⊆ CG(L). Òîãäà G = H1R = H1C = H1, ÷òî íåâîçìîæíî.

Åñëè R/R ∩ Φ(G) ∩ Oω(G) � πd-ãðóïïà, òî â ñèëó R ≤ GF ïîëó÷àåì, ÷òî

R/R ∩ Φ(G) ∩ Oω(G) � àáåëåâà q-ãðóïïà äëÿ íåêîòîðîãî q ∈ π. Òîãäà ïî ëåììå
1.3.1(4) ãðóïïà R íèëüïîòåíòíà è ïîýòîìó R ⊆ F (G) ⊆ C. Òåïåðü, êàê è âûøå,

ïîëó÷àåì, ÷òî G = H1. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, C 6⊆ H1. ÒîãäàG = H1C è L = L∩H1 � fω-ýêñöåíòðàëüíûé

ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû H1. Ïî èíäóêöèè H èçîëèðóåò L ∩ H1. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî H ∩ L ∩H1 ⊆ K = 1. Òàêèì îáðàçîì, H ∩ L = 1 è ïîýòîìó H èçîëèðóåò L.

2) Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà 1). Òåî-

ðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.5.3. (Øåìåòêîâ [46]; ñì. òàêæå [47], ñëåäñòâèå 21.1.1).Ïóñòü

F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà ñ π(F)-ðàçðåøèìûì F-êîðàäèêàëîì. Åñëè

H � F-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G, òî H ïîêðûâàåò êàæäûé F-öåíòðàëüíûé è

èçîëèðóåò êàæäûé F-ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G.

Ñëåäñòâèå 2.5.4. (Êàðòåð, Õîóêñ [59]; ñì. òàêæå [60], òåîðåìà V, 3.2).

Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, H � F-íîðìàëèçàòîð ðàçðåøèìîé ãðóï-

ïû G. Òîãäà H ïîêðûâàåò êàæäûé F-öåíòðàëüíûé è èçîëèðóåò êàæäûé F-

ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïîëó÷åí êðèòåðèé F-àáíîðìàëüíîñòè ìàêñèìàëüíîé

ïîäãðóïïû ãðóïïû, ñâÿçàííûé ñ âêëþ÷åíèåì â íåå Fω-íîðìàëèçàòîðà ãðóïïû.
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Òåîðåìà 2.5.4. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, M � ìàêñèìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà ãðóïïû G è GF � ω-ãðóïïà. Òîãäà M ÿâëÿåòñÿ F-àáíîðìàëüíîé

â G â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà M ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí Fω-

íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü M � F-àáíîðìàëüíàÿ ìàê-

ñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5.1 ãðóïïà G îáëàäàåò Fω-

íîðìàëèçàòîðàìè. Ïîêàæåì, ÷òî M ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí Fω-íîðìàëèçàòîð

ãðóïïû G. Îòìåòèì, ÷òî èç G = MGF ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé Fω-íîðìàëèçàòîð

ãðóïïû G îòëè÷åí îò G. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ïîðÿäêó ãðóïïû G. Ïî òåîðåìå

2.5.1 âM ñóùåñòâóåò Fω-íîðìàëèçàòîð K. ÅñëèM � Fω-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà

â G, òî ââèäó îïðåäåëåíèÿ 2.5.1 K ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì â ãðóïïå G.

Ïóñòü òåïåðü M íå ÿâëÿåòñÿ Fω-êðèòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé â G. Åñëè GF ⊆
Φ(G), òî GF ⊆ M è M F-íîðìàëüíà â G. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâà-

òåëüíî, GF 6⊆ Φ(G) è ïîýòîìó â G/GF ∩ Φ(G) ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ íîð-

ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà R/GF ∩ Φ(G) òàêàÿ, ÷òî R ≤ GF. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî R �

Fω-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òàê êàê M íå ÿâëÿåòñÿ Fω-

êðèòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé â G, òî MR 6= G è ïîýòîìó R ⊆ M . Åñëè R ⊆ Φ(G),

òî R/GF ∩ Φ(G) = 1, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, R 6⊆ Φ(G) è, çíà÷èò,

ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà L â G, íå ñîäåðæàùàÿ R. Îòñþäà ñëåäó-

åò, ÷òî G = LR è L � Fω-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â G. Òàê êàê R ⊆ M è M

F-àáíîðìàëüíà â G, òî ïî ëåììå 2.4.3 M ∩ L � F-àáíîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà â L. Ïîñêîëüêó G = LGF, òî ïî ëåììå 1.2(3) [47] LF ⊆ GF è, çíà-

÷èò, LF � ω-ãðóïïà. Ïî èíäóêöèè M ∩ L ñîäåðæèò Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû L,

êîòîðûé â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 2.5.1 ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû G.

2. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü M ñîäåðæèò Fω-íîðìàëèçàòîð H ãðóïïû G. Òàê

êàê ïî òåîðåìå 2.5.1 G = HGF, òî G = MGF è ïîýòîìó M � F-àáíîðìàëüíàÿ

ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.5.5. (Ïîäóôàëîâà [21]; ñì. òàêæå [47], òåîðåìà 21.7). Ïóñòü

F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ,M � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. ÒîãäàM ÿâ-

ëÿåòñÿ F-àáíîðìàëüíîé â G â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà M ñîäåðæèò

õîòÿ áû îäèí F-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïîëó÷èì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äîïîëíÿåìîñòè F-
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êîðàäèêàëà ãðóïïû G åå Fω-íîðìàëèçàòîðàìè, òåì ñàìûì ïîëó÷èì ðåøåíèå

ïðîáëåìû Âèëàíäòà [81] î äîïîëíÿåìîñòè â êîíå÷íîé ãðóïïå å¼ F-êîðàäèêàëà

áåç óñëîâèÿ àáåëåâîñòè åãî ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï äëÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè Ôèò-

òèíãà F (ðåøåíèå Ïðîáëåìû (A)).

Òåîðåìà 2.5.5. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà, π = π(F) è

G = A1A2 · · ·An, ãäå A1, A2, . . . , An � ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñóáíîðìàëüíûå

ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Åñëè F-êîðàäèêàë AF
i ÿâëÿåòñÿ π-ðàçðåøèìîé ω-ãðóïïîé,

à åãî ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû àáåëåâû äëÿ ëþáîãî p ∈ ω, i = 1, 2, . . . , n, òî êàæ-

äûé Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê F-êîðàäèêàëó GF â

G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü AF
i � π-ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà è ñèëîâñêèå p-

ïîäãðóïïû ãðóïïû AF
i ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè äëÿ ëþáîãî p ∈ ω, i = 1, 2, . . . , n,

f � ìàêñèìàëüíûé âíóòðåííèé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F. Òîãäà ïî òåîðåìå 1.2.1

GF = AF
1A

F
2 · · ·A

F
n � π-ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà, íå ñîäåðæàùàÿ G-ãëàâíûõ fω-

öåíòðàëüíûõ ôàêòîðîâ.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5.1 â G ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí Fω-

íîðìàëèçàòîð H è G = GFH. Ïî òåîðåìå 2.5.3 H ïîêðûâàåò êàæäûé fω-

öåíòðàëüíûé è èçîëèðóåò êàæäûé fω-ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé ωd-ôàêòîð ãðóï-

ïû G. Ñëåäîâàòåëüíî, H èçîëèðóåò êàæäûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G íèæå

GF. Ðàññìîòðèì ãëàâíûé ðÿä ãðóïïû G, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç GF âèäà:

G = G0 > . . . > Gk = GF > Gk+1 > . . . > Gs = 1.

Ïóñòü D := GF ∩ H è Di := D ∩ Gi, i = k, . . . , s. Òîãäà D = Dk ≥ Dk+1 ≥
. . . ≥ Ds = 1 � íîðìàëüíûé ðÿä ãðóïïû D. Ïóñòü l ∈ {k, . . . , s− 1}. Òàê êàê H

èçîëèðóåò ãëàâíûé ôàêòîð Gl/Gl+1, òî H ∩Gl ⊆ Gl+1 è ïîýòîìó Dl = H ∩Dl =

H ∩D ∩Gl = D ∩ (H ∩Gl) ⊆ Dl+1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Dl/Dl+1 = 1 äëÿ ëþáîãî

l ∈ {k, . . . , s− 1}. Ñëåäîâàòåëüíî, D = 1.

Ïîñêîëüêó G = GFH è |GF ∩H| = 1, òî H ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê GF â

ãðóïïå G. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.5.6. Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà è G =

A1A2 · · ·An, ãäå A1, A2, . . . , An � ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñóáíîðìàëüíûå ïîä-

ãðóïïû ãðóïïû G. Åñëè F-êîðàäèêàë AF
i ÿâëÿåòñÿ π(F)-ðàçðåøèìûì ñ àáå-
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ëåâûìè ñèëîâñêèìè ïîäãðóïïàìè äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n, òî êàæäûé F-

íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê F-êîðàäèêàëó GF â G.

Çàìå÷àíèå 2.5.1. Òåîðåìû 1.4.2 è 2.5.5 ÿâëÿþòñÿ ðàçâèòèåì îñíîâíûõ

ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [16] è [17].

Âñå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 2.5 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [97].

� 2.6. Ñâÿçü Fω-íîðìàëèçàòîðîâ ñ Fω-ïîêðûâàþùèìè ïîäãðóïïàìè

êîíå÷íûõ ãðóïï

Â äàííîì ïàðàãðàôå äëÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F ïîëó÷èì ðÿä ðåçóëüòà-

òîâ î âçàèìîñâÿçè Fω-íîðìàëèçàòîðîâ ñ Fω-ïîêðûâàþùèìè ïîäãðóïïàìè ãðóï-

ïû.

Ëåììà 2.6.1. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, π = π(F), G � ãðóïïà

è GF � π-ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Åñëè G = SF è F � íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà â G, òî

êàæäûé Fω-íîðìàëèçàòîð T ïîäãðóïïû S ïðåäñòàâèì â âèäå T = H ∩ S, ãäå
H � íåêîòîðûé Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G;

2) åñëè G = SOπ′(G), òî êàæäûé Fω-íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû S ÿâëÿ-

åòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû G;

3) åñëèM � F-àáíîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî êàæ-

äûé Fω-íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû M ñîäåðæèò íåêîòîðûé Fω-íîðìàëèçàòîð

ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2.5.1 â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò Fω-

íîðìàëèçàòîð. Ïóñòü f � âíóòðåííèé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F.

1) Äîïóñòèì, ÷òî G � êîíòðïðèìåð ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà. Òîãäà G = SF ,

ãäå F � íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà â G, è íàéäåòñÿ òàêîé Fω-

íîðìàëèçàòîð T ãðóïïû S, êîòîðûé íå äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå, óêà-

çàííîì â çàêëþ÷åíèè óòâåðæäåíèÿ 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G ∈ F. Òîãäà G ÿâ-

ëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì â G. Ïî òåîðåìå 2.3 [47] S ∈ formG ⊆ F è, çíà÷èò,

T = S = G ∩ S. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, G 6∈ F.

(a) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà S < ·G. Òàê êàê F ⊆ F (G), òî G = SF (G).

Åñëè S F-àáíîðìàëüíà â G, òî ïî ëåììå 2.4.2(2) S ÿâëÿåòñÿ Fω-êðèòè÷åñêîé â
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G. Òîãäà T ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì â G è T = T ∩S. Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì
îáðàçîì, S F-íîðìàëüíà â G è ïî îïðåäåëåíèþ 1.2.2 GF ⊆ S. Ñîãëàñíî ëåììå

1.2(2) [47] FGF = FSF è ïîýòîìó SF � π-ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Oπ′(G) 6= 1 è K � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

â G, ÿâëÿþùàÿñÿ π′-ãðóïïîé. Òàê êàê G/GF � π-ãðóïïà, òî K ≤ GF è, çíà÷èò,

K ≤ S. Ïîñêîëüêó G/K = S/K · FK/K, FK/K � íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ

ω-ïîäãðóïïà â G/K è â ñèëó ëåììû 1.2(1) [47] (G/K)F ÿâëÿåòñÿ π-ðàçðåøèìîé

ω-ãðóïïîé, òî ïî èíäóêöèè äëÿ G/K óòâåðæäåíèå âåðíî. Ñîãëàñíî ëåììå 2.5.1

TK/K ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì â S/K è ïîýòîìó TK/K = X/K ∩ S/K
äëÿ íåêîòîðîãî Fω-íîðìàëèçàòîðà X/K ãðóïïû G/K. Ââèäó òåîðåìû 2.5.2 è

ëåììû 2.5.1 X/K = HK/K, ãäå H � íåêîòîðûé Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G.

Òîãäà TK = HK ∩ S = (H ∩ S)K. Ïîñêîëüêó T è H ∩ S � π-ãðóïïû, òî ïî

òåîðåìå Øóðà-Öàññåíõàóçà T = (H ∩ S)x = Hx ∩ S äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ K, ïðè-

÷åì ïî ëåììå 2.5.1 Hx � Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, Oπ′(G) = 1.

Ïóñòü Φ := Φ(G). Òàê êàê ïî òåîðåìå 1 [40] ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ω-

íàñûùåííîé, òî GF 6⊆ Φ è ïîýòîìó GFΦ/Φ 6= 1. Ïóñòü R/Φ � ìèíèìàëüíàÿ

íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G/Φ, ñîäåðæàùàÿñÿ â GFΦ/Φ. Òîãäà R/Φ � π-

ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà. Åñëè R/Φ ÿâëÿåòñÿ π′-ãðóïïîé, òî ïî ëåììå 1.3.1(3) ãðóï-

ïà R π′-ðàçëîæèìà è, çíà÷èò, Oπ′(R) 6= 1, ÷òî, ââèäó Oπ′(G) = 1, íåâîçìîæíî.

ÏîýòîìóR/Φ � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π∩ω. Ïî ëåì-
ìå 1.3.1(3) R ÿâëÿåòñÿ p-ðàçëîæèìîé ãðóïïîé è, ñëåäîâàòåëüíî, R � íèëüïîòåíò-

íàÿ π-ãðóïïà, ïðè÷åì R ≤ GFΦ ≤ SΦ = S. Ïîñêîëüêó Φ(G/Φ) = Φ/Φ = 1, òî â

G/Φ ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà M/Φ òàêàÿ, ÷òî G/Φ = M/Φ · R/Φ.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì G = MR = MΦGF = MGF = MF (G), S = (M ∩ S)R =

(M ∩S)F (S),MF � π-ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà èM � F-àáíîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëü-

íàÿ ïîäãðóïïà â G. Ïî ëåììå 2.4.2 (2) M ÿâëÿåòñÿ Fω-êðèòè÷åñêîé â G.

Â ñèëó ëåììû 1.2.5(2) R/Φ � fω-ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû

G è, çíà÷èò, G/CG(R/Φ) 6∈ f(p). Òàê êàê G = SF (G) è F (G) ≤ CG(R/Φ),

òî G/CG(R/Φ) ∼= S/CS(R/Φ) 6∈ f(p) è ïîýòîìó R/Φ òàêæå ÿâëÿåòñÿ fω-

ýêñöåíòðàëüíûì ãëàâíûì ôàêòîðîì â S.

Ïîñêîëüêó G = SF , òî F 6⊆ Φ è F/F ∩ Φ 6= 1. Ïóñòü F ∩ Φ := Φ1. Òàê
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êàê F/Φ1 � íååäèíè÷íàÿ íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû G/Φ1

è F/Φ1∩Φ(G/Φ1) = F/Φ1∩Φ/Φ1 = Φ1/Φ1 = 1, òî ïî ëåììå 7.9 [47] F/Φ1 � ïðÿ-

ìîå ïðîèçâåäåíèå íåêîòîðîãî ÷èñëà ìèíèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû

G/Φ1. Èç G/Φ1 = S/Φ1 · F/Φ1 ñëåäóåò, ÷òî â G/Φ1 íàéäåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ íîð-

ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà L/Φ1, ñîäåðæàùàÿñÿ â F/Φ1 òàêàÿ, ÷òî G/Φ1 = S/Φ1 ·L/Φ1.

Òîãäà G = SL è L � íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Â ñèëó

ëåììû 1.2.5(1) L/Φ1 � fω-öåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð â G. Ïî ëåììå 1.2.5(2)

M ïîêðûâàåò L/Φ1 è ïîýòîìó L ⊆M . Òîãäà M = M ∩ SL = (M ∩ S)L.

Ïóñòü T1 � ïðîèçâîëüíûé Fω-íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïûM ∩S. Òàê êàêMF

� π-ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà, M = (M ∩ S)L è L � íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-

ïîäãðóïïà â M , òî ïî èíäóêöèè T1 ïðåäñòàâèì â âèäå T1 = N ∩ (M ∩ S), ãäå N

� íåêîòîðûé Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû M , ÿâëÿþùèéñÿ, â ñèëó Fω-êðèòè÷íîñòè

M â G, Fω-íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû G. Òàêèì îáðàçîì, T1 = N ∩ S, ãäå N �

íåêîòîðûé Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G.

Óñòàíîâèì, ÷òî T1 ÿâëÿåòñÿ F
ω-íîðìàëèçàòîðîì â S. Òàê êàê S = (M∩S)R

è R/Φ � ãëàâíûé ôàêòîð â S, òî M ∩ S < ·S. Åñëè M ∩ S F-íîðìàëüíà â S,

òî ïî ëåììå 1.2.5(1) M ∩ S ïîêðûâàåò R/Φ è, çíà÷èò, R ⊆ (M ∩ S)Φ ⊆ M ,

÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, M ∩ S F-àáíîðìàëüíà â S. Ïîñêîëüêó SF �

ω-ãðóïïà è S = (M ∩ S)F (S), òî ñîãëàñíî ëåììå 2.4.2 (2) M ∩ S ÿâëÿåòñÿ Fω-

êðèòè÷åñêîé â S. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû M ∩ S
ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì â S è ïîýòîìó T1 � Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû S.

Òàê êàê T è T1 � Fω-íîðìàëèçàòîðû ãðóïïû S, òî ïî òåîðåìå 2.5.2 T = T s1

äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ S. Òîãäà T = N s ∩ S, ãäå N s � íåêîòîðûé Fω-íîðìàëèçàòîð

ãðóïïû G ââèäó ëåììû 2.5.1. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

(b) Ïóñòü S íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G è S1 < ·G, S ⊆ S1.

Òîãäà G = S1F , S1 = S(S1 ∩ F ) è S1 ∩ F � íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-

ïîäãðóïïà ãðóïïû S1. Êàê è â ïóíêòå (a), ââèäó ëåììû 1.2(2) [47] SF
1 ÿâëÿåòñÿ

π-ðàçðåøèìîé ω-ãðóïïîé. Ïî èíäóêöèè T = H1 ∩ S, ãäå H1 � Fω-íîðìàëèçàòîð

ãðóïïû S1. Òàê êàê G = S1F , òî ïî äîêàçàííîìó â ïóíêòå (a) H1 = H ∩ S1, ãäå

H � íåêîòîðûé Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G. Òîãäà T = (H ∩ S1) ∩ S = H ∩ S.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Óòâåðæäåíèå 1) äîêàçàíî.

2) Ïóñòü K := Oπ′(G) è G = SK. Ïîñêîëüêó G/GF ÿâëÿåòñÿ π-ãðóïïîé, òî
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K ⊆ GF. Èç G = SGF ââèäó ëåììû 1.2(3) [47] ïîëó÷àåì, ÷òî SF � π-ðàçðåøèìàÿ

ω-ãðóïïà, è ïî òåîðåìå 2.5.1 â S ñóùåñòâóåò Fω-íîðìàëèçàòîð.

Äîïóñòèì, ÷òî ãðóïïà G � êîíòðïðèìåð ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà è T � òà-

êîé Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû S, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì â G.

Òîãäà S ⊂ G. Ïóñòü S1 � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G òàêàÿ, ÷òî S ⊆ S1. Òîãäà

èìååì S1 = S(S1 ∩ K) = SOπ′(S1), G = S1K = S1G
F, SF

1 � π-ðàçðåøèìàÿ ω-

ãðóïïà è S1 � F-àáíîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G. Ïî èíäóêöèè êàæ-

äûé Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû S ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû S1. Òàêèì

îáðàçîì, T ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì â S1. Åñëè S1 ÿâëÿåòñÿ Fω-êðèòè÷åñêîé

ïîäãðóïïîé â G, òî T ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

âûáîðó T . Ñëåäîâàòåëüíî, S1 íå ÿâëÿåòñÿ Fω-êðèòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé â G.

Ïóñòü Φ := Φ(G). Òàê êàê G = S1K, òî K 6⊆ Φ è â ãðóïïå K/K ∩ Φ

ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà R/K∩Φ = R(K∩Φ)/(K∩Φ) ∼=
R/R ∩K ∩Φ = R/R ∩Φ ãðóïïû G/K ∩Φ. Ïîñêîëüêó R ∩Φ = R ∩Φ ∩Oω(G),

òî R/R ∩Φ ∩Oω(G) � ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G è, çíà÷èò, R � Fω-ïðåäåëüíàÿ

íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G. Òàê êàê R 6⊆ Φ, òî â G ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà M òàêàÿ, ÷òî G = MR = MK = MGF. Òîãäà M ÿâëÿåòñÿ Fω-

êðèòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé â G è MF � π-ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà.

Ïóñòü D := M∩S1. Ïîñêîëüêó S1 íå ÿâëÿåòñÿ Fω-êðèòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé

â G, òî S1R = S1 è R ⊆ S1. Ïî ëåììå 2.4.3 D � F-àáíîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà â M . Äîïóñòèì, ÷òî M ∩K ⊆ S1. Òàê êàê K = R(M ∩K) è R ⊆ S1,

òî K ⊆ S1 è ïîýòîìó G = KS1 = S1. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,

M ∩K 6⊆ S1 è, çíà÷èò, M ∩K 6⊆ D. Òîãäà M = D(M ∩K) = DOπ′(M). Ïóñòü

T1 � Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû D. Ïî èíäóêöèè T1 ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì

â M , à çíà÷èò, è Fω-íîðìàëèçàòîðîì â G.

Ïîñêîëüêó R ⊆ S1, òî S1 = (M ∩ S1)R = DR = DOπ′(S1). Òîãäà ïî

èíäóêöèè T1 ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû S1. Òàêèì îáðàçîì, T è T1 �

Fω-íîðìàëèçàòîðû ãðóïïû S1. Ïî òåîðåìå 2.5.2 T = T a1 äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ S1.

Òàê êàê T1 � Fω-íîðìàëèçàòîð â G, òî ïî ëåììå 2.5.1 T a1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ Fω-

íîðìàëèçàòîðîì â G. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Óòâåðæäåíèå 2) äîêàçàíî.

3) Ïóñòü M � F-àáíîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òî-

ãäà G = MGF è â ñèëó ëåììû 1.2(3) [47] MF ÿâëÿåòñÿ π-ðàçðåøèìîé ω-
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ãðóïïîé. Ïî òåîðåìå 2.5.1 â M ñóùåñòâóåò Fω-íîðìàëèçàòîð. Åñëè M � Fω-

êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî âñÿêèé Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïûM ÿâëÿ-

åòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì â G è óòâåðæäåíèå âåðíî.

Ïóñòü M íå ÿâëÿåòñÿ Fω-êðèòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé â G. Åñëè G ∈ F,

òî GF = 1 è G = M , ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, G 6∈ F. Òîãäà Fω-

íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G îòëè÷åí îò G è ââèäó îïðåäåëåíèÿ 2.5.1 â G ñóùåñòâóåò

Fω-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà L. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî G = RL, ãäå R � Fω-ïðåäåëüíàÿ

íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G. Òîãäà R ≤ GF, LF � π-ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà è

R/R ∩ Φ ∩ Oω(G) = R/R ∩ Φ � ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G, ãäå Φ := Φ(G). Òàê

êàêM íå ÿâëÿåòñÿ Fω-êðèòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé â G, òî R ⊆M èM = R(M∩L).

Ïî ëåììå 2.4.3 M ∩ L � F-àáíîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû L.

Ïóñòü T � Fω-íîðìàëèçàòîð â M ∩ L. Òîãäà ïî èíäóêöèè H ⊆ T , ãäå H � íåêî-

òîðûé Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû L, ÿâëÿþùèéñÿ, ââèäó Fω-êðèòè÷íîñòè L â G,

Fω-íîðìàëèçàòîðîì â G. Òàê êàê R ≤ GF, òî R/R∩Φ � π-ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà.

(a) Ïóñòü R/R∩Φ ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé p-ãðóïïîé äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ ω∩π.
Òàê êàê ïî ëåììå 1.3.1(4) R � íèëüïîòåíòíàÿ ω-ãðóïïà è M = M ∩ RL =

(M ∩ L)R, òî ïî óòâåðæäåíèþ 1) T ⊆ K, ãäå K � Fω-íîðìàëèçàòîð â M . Òåì

ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî H ⊆ K. Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíûé Fω-íîðìàëèçàòîð

ãðóïïû M . Ïî òåîðåìå 2.5.2 C = Km äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ M è Hm � Fω-

íîðìàëèçàòîð â G. Òîãäà èç H ⊆ K ïîëó÷àåì Hm ⊆ Km = C. Ñëåäîâàòåëüíî,

â ýòîì ñëó÷àå êàæäûé Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû M ñîäåðæèò íåêîòîðûé Fω-

íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G.

(b) Ïóñòü R/R ∩ Φ � π′-ãðóïïà. Òîãäà R/R ∩ Φ π′-ðàçëîæèìà è ïî ëåììå

1.3.1(3) R � π′-ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî R = A × B, ãäå A = Rπ,

B = Rπ′. Òàê êàê M = R(M ∩ L), òî M/R ∩ Φ = (R/R ∩ Φ) · (M ∩ L/R ∩ Φ) è,

çíà÷èò, |M : M∩L| � π′-÷èñëî. Òîãäà A ⊆M∩L èM = (M∩L)R = (M∩L)AB =

(M ∩L)B. Òàê êàê B ⊆ Oπ′(M), òîM = (M ∩L)Oπ′(M) è ïî óòâåðæäåíèþ 2) T

ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì âM . Êàê è â ïóíêòå (a), èç H ⊆ T ââèäó òåîðåìû

2.5.2 ïîëó÷àåì, ÷òî óòâåðæäåíèå 3) âåðíî. Ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 2.6.1. ([47], îïðåäåëåíèå 21.2). Ïóñòü F � íåïóñòàÿ ôîðìà-

öèÿ. Ìàêñèìàëüíàÿ (G− L)-öåïü âèäà

L = Lt < Lt−1 < . . . < L1 < L0 = G, ãäå t > 0, (2.6.1)
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íàçûâàåòñÿ F-ñóáàáíîðìàëüíîé (G−L)-öåïüþ, åñëè Li F-àáíîðìàëüíà â Li−1 äëÿ

ëþáîãî i = 1, 2, . . . , t. Ïîäãðóïïà L ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ F-ñóáàáíîðìàëüíîé â

G, åñëè ëèáî L = G, ëèáî L 6= G è ñóùåñòâóåò F-ñóáàáíîðìàëüíàÿ (G−L)-öåïü.

Òåîðåìà 2.6.1. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, π = π(F), G � ãðóïïà

è GF � π-ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) âñÿêàÿ F-ñóáàáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñîäåðæèò ïî êðàéíåé

ìåðå îäèí Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G;

2) âñÿêàÿ Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñîäåðæèò ïî êðàéíåé

ìåðå îäèí Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G;

3) êàæäûé Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå â

îäíîé Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïå ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5.1 â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò Fω-

íîðìàëèçàòîð.

1) Ïóñòü L � F-ñóáàáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà ïî îïðåäåëå-

íèþ 2.6.1 ëèáî L = G, ëèáî L 6= G è ñóùåñòâóåò F-ñóáàáíîðìàëüíàÿ (G−L)-öåïü

âèäà (2.6.1). Åñëè G ∈ F, òî G ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì â G. Èç GF = 1 ïî-

ëó÷àåì, ÷òî L = G � åäèíñòâåííàÿ F-ñóáàáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G è, çíà÷èò,

óòâåðæäåíèå âåðíî.

ÏóñòüG 6∈ F. Åñëè L = G, òî óòâåðæäåíèå âåðíî. Ïóñòü L 6= G è ñóùåñòâó-

åò F-ñóáàáíîðìàëüíàÿ (G−L)-öåïü (2.6.1). Ïóñòü i ∈ {1, . . . , t}. Ïî îïðåäåëåíèþ
2.6.1 Li � F-àáíîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Li−1. Ââèäó ëåììû

1.2(3) [47] LF
i−1 � π-ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 2.6.1(3) Fω-

íîðìàëèçàòîð Hi ãðóïïû Li ñîäåðæèò íåêîòîðûé Fω-íîðìàëèçàòîð Hi−1 ãðóïïû

Li−1. Òàêèì îáðàçîì, H0 ⊆ H1 ⊆ . . . ⊆ Ht ⊆ Lt = L, ãäå H0 � Fω-íîðìàëèçàòîð

ãðóïïû L0 = G. Óòâåðæäåíèå 1) äîêàçàíî.

2) Ïóñòü F � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Åñëè G ∈ F, òî, êàê

è â ïóíêòå 1), óòâåðæäåíèå âåðíî. Ïóñòü G 6∈ F. Òîãäà F < G è ïî òåîðåìå

2.3.6 F ÿâëÿåòñÿ F-àáíîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì 1.2.2

è 2.6.1 F � F-ñóáàáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G è ïî óòâåðæäåíèþ 1) F ñîäåðæèò

ïî êðàéíåé ìåðå îäèí Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G. Óòâåðæäåíèå 2) äîêàçàíî.

3) ÏóñòüH � Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G, F � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà

ãðóïïû G. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2) F ñîäåðæèò íåêîòîðûé Fω-íîðìàëèçàòîð
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K ãðóïïû G. Ïî òåîðåìå 2.5.2H = Kg äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G. Òàê êàêK ⊆ F , òî

H = Kg ⊆ F g, ãäå F g � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ââèäó òåîðåìû

2.3.5. Óòâåðæäåíèå 3) äîêàçàíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.6.1. (Øåìåòêîâ [47], òåîðåìà 21.8). Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ

ôîðìàöèÿ, π = π(F), G � ãðóïïà ñ π-ðàçðåøèìûì F-êîðàäèêàëîì. Òîãäà ñïðà-

âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) âñÿêàÿ F-ñóáàáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñîäåðæèò ïî êðàéíåé

ìåðå îäèí F-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G;

2) âñÿêàÿ F-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå

îäèí F-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G;

3) êàæäûé F-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå â

îäíîé F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïå ãðóïïû G.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äëÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F óñòàíîâëåíî ñîâïà-

äåíèå ìíîæåñòâà Fω-íîðìàëèçàòîðîâ ñ ìíîæåñòâîì âñåõ Fω-ïîêðûâàþùèõ ïîä-

ãðóïï â ãðóïïå ñ íèëüïîòåíòíûì F-êîðàäèêàëîì, ÿâëÿþùèìñÿ ω-ãðóïïîé.

Òåîðåìà 2.6.2. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, GF � íèëüïîòåíòíàÿ

ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ Fω-íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïïû G

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ åå Fω-ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü H � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Ïîêàæåì, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì â G. Åñëè G ∈ F, òî ââèäó ëåììû

2.3.1H = G è ïî îïðåäåëåíèþ 2.5.1H = G ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû

G. Ïóñòü G 6∈ F. Òîãäà H < G è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

M â G òàêàÿ, ÷òî H ⊆M .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.3.1 èç òîãî, ÷òî H ≤ U ≤ G, V � íîðìàëüíàÿ ω-

ïîäãðóïïà ãðóïïû U è U/V ∈ F, ñëåäóåò U = HV . Òîãäà ïðè U = G è V = GF

èìååì G = HGF. Îòñþäà â ñèëó H ⊆ M ïîëó÷àåì G = MGF. Ñëåäîâàòåëüíî,

M � F-àáíîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G. Ïîñêîëüêó GF íèëüïîòåíò-

íà, òî GF ⊆ F (G) è, çíà÷èò, G = MF (G). Òîãäà ïî ëåììå 2.4.2(2) M ÿâëÿåòñÿ

Fω-êðèòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé â G. Ñîãëàñíî ëåììå 2.3.2(2) H � Fω-ïîêðûâàþùàÿ

ïîäãðóïïà âM . Ââèäó ëåììû 1.2(3) [47]MF � íèëüïîòåíòíàÿ ω-ãðóïïà. Òîãäà ïî

èíäóêöèè H ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì â M . Îòñþäà â ñèëó Fω-êðèòè÷íîñòè

ïîäãðóïïû M â G ïîëó÷àåì, ÷òî H � Fω-íîðìàëèçàòîð â G.
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2. Ïóñòü L � Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G. Òàê êàê ïî òåîðåìå 2.5.1 G =

LGF, òî ââèäó ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 2.3.2 L ⊆ K, ãäå K � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîä-

ãðóïïà ãðóïïû G. Ñîãëàñíî ïóíêòó 1, K ÿâëÿåòñÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîì â G. Ïî

òåîðåìå 2.5.2 K è L ñîïðÿæåíû â G. Ñëåäîâàòåëüíî, |L| = |K|. Ýòî, â ñèëó

L ⊆ K, îçíà÷àåò, ÷òî L = K. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî L � Fω-ïîêðûâàþùàÿ

ïîäãðóïïà â G. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.6.2. (Øåìåòêîâ [46], ñì. òàêæå [47], ñëåäñòâèå 21.5.2).Ïóñòü

F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà ñ íèëüïîòåíòíûì F-êîðàäèêàëîì. Òîãäà

ìíîæåñòâî âñåõ F-íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïïû G ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ

åå F-ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï.

Ñëåäñòâèå 2.6.3. (Êàðòåð, Õîóêñ [59], òåîðåìà 5.6). Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ

ôîðìàöèÿ, G � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà. Åñëè G ∈ NF, òî ìíîæåñòâî âñåõ F-

íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïïû G ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ åå F-ïîêðûâàþùèõ

ïîäãðóïï.

Ïðèìåð 2.6.1. Ïóñòü F = Sω × B2, ãäå 2 6∈ ω, Sω � êëàññ âñåõ ðàçðå-

øèìûõ ω-ãðóïï, B2 � êëàññ âñåõ ãðóïï ýêñïîíåíòû ≤ 2 è G � ïðîèçâîëüíàÿ

2-ãðóïïà, íå ïðèíàäëåæàùàÿ B2. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî F � ω-ëîêàëüíàÿ

ôîðìàöèÿ è GF = GB2 = Φ(G) 6= 1. Òîãäà êàæäàÿ Fω-ïðåäåëüíàÿ ïîäãðóïïà R

ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ â Φ(G) è, çíà÷èò, â G íå ñóùåñòâóåò Fω-êðèòè÷åñêèõ ïîä-

ãðóïï. Ïîýòîìó â ãðóïïå G íå ñóùåñòâóåò Fω-íîðìàëèçàòîðîâ è óñëîâèå "áûòü

ω-ãðóïïîé"äëÿ F-êîðàäèêàëà GF â òåîðåìàõ 2.5.1 � 2.6.2 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-

íûì.

Â çàêëþ÷åíèå äëÿ äâóõ ω-ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé F1 è F2 èññëåäóåì âëèÿíèå

ñâîéñòâ ìíîæåñòâ âñåõ Fωi -ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï, i = 1, 2, íà ìíîæåñòâà âñåõ

Fωi -íîðìàëèçàòîðîâ, i = 1, 2, ãðóïïû G. Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì ñëåäóþùèå

ëåììû.

Ëåììà 2.6.2. Ïóñòü F1 è F2 � íåïóñòûå ôîðìàöèè, F1 ⊆ F2, G � ãðóïïà,

H2 � Fω2 -íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G. Òîãäà êàæäûé Fω1 -íîðìàëèçàòîð ãðóïïû H2

ÿâëÿåòñÿ Fω1 -íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H1 � Fω1 -íîðìàëèçàòîð ãðóïïû H2. Òîãäà ïî
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îïðåäåëåíèþ 2.5.1 H1 ∈ F1 è ñóùåñòâóåò öåïü ïîäãðóïï ãðóïïû H2 âèäà

H1 = Lr ⊂ Lr−1 ⊂ · · · ⊂ L1 ⊂ L0 = H2, (2.6.2)

ãäå r ≥ 0, òàêàÿ, ÷òî Li � Fω1 -êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå Li−1 äëÿ ëþáîãî

i ∈ {1, 2, . . . , r}.
Òàê êàê H2 � Fω2 -íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G, òî ïî îïðåäåëåíèþ 2.5.1 ñóùå-

ñòâóåò öåïü ïîäãðóïï ãðóïïû G âèäà

H2 = Ks ⊂ Ks−1 ⊂ · · · ⊂ K1 ⊂ K0 = G, (2.6.3)

ãäå s ≥ 0, òàêàÿ, ÷òî Kj � Fω2 -êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå Kj−1 äëÿ ëþáîãî

j ∈ {1, 2, . . . , s}.
Ïóñòü 1 ≤ j ≤ s. Ïîêàæåì, ÷òî Kj � Fω1 -êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â

ãðóïïå Kj−1. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ 2.4.1 Kj−1 = KjRj, ãäå Rj �

Fω2 -ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Kj−1. Ïîñêîëüêó F1 ⊆ F2, òî

(Kj−1)
F2 ⊆ (Kj−1)

F1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Rj ÿâëÿåòñÿ Fω1 -ïðåäåëüíîé íîðìàëüíîé

ïîäãðóïïîé ãðóïïû Kj−1 è ïîýòîìó Kj � Fω1 -êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå

Kj−1. Òîãäà èç (2.6.2) è (2.6.3) ïî îïðåäåëåíèþ 2.5.1 ïîëó÷àåì, ÷òî H1 ÿâëÿåòñÿ

Fω1 -íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû G. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.6.3. Ïóñòü F1 è F2 � ω-ëîêàëüíûå ôîðìàöèè, F1 ⊆ F2, G �

ãðóïïà, ó êîòîðîé ìíîæåñòâî âñåõ Fω2 -ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï ñîäåðæèòñÿ

âî ìíîæåñòâå âñåõ åå Fω1 -ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï, GF1 � íèëüïîòåíòíàÿ ω-

ãðóïïà. Åñëè H2 � Fω2 -íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G è H1 � Fω1 -íîðìàëèçàòîð â H2,

òî H1 = H2 � Fω1 -íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H2 � Fω2 -íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G è H1 � Fω1 -

íîðìàëèçàòîð âH2. Ïî ëåììå 2.6.2H1 ÿâëÿåòñÿ F
ω
1 -íîðìàëèçàòîðîì â G, ïðè÷åì

H1 ⊆ H2. Ïîêàæåì, ÷òî H1 = H2.

Åñëè G ∈ F2, òî G = H2. Òàê êàê G ∈ F2, òî G � Fω2 -ïîêðûâàþùàÿ

ïîäãðóïïà â G. Òîãäà ïî óñëîâèþ G ÿâëÿåòñÿ Fω1 -ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé â G

è ïîýòîìó G ∈ F1. Ñëåäîâàòåëüíî, G = H1 è â ýòîì ñëó÷àå H1 = H2.

Ïóñòü òåïåðü G 6∈ F2. Òàê êàê H2 � Fω2 -íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G, òî ââèäó

îïðåäåëåíèÿ 2.5.1 ñóùåñòâóåò Fω2 -êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà M ãðóïïû G òàêàÿ,

÷òî H2 � Fω2 -íîðìàëèçàòîð â M .
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Ïîêàæåì, ÷òî M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû. Ïî îïðåäåëåíèþ 2.4.1

G = MR, ãäå R � Fω2 -ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, è ïîýòîìó

R ⊆ GF2 ⊆ GF1. Ñîãëàñíî ëåììå 1.2(3) [47]MF1 ⊆ GF1 è, çíà÷èò,MF1 � íèëüïî-

òåíòíàÿ ω-ãðóïïà. Ïî òåîðåìå 2.3.7 âñÿêàÿ Fω2 -ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû

M èìååò âèä M ∩K2, ãäå K2 � íåêîòîðàÿ Fω2 -ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû

G, è âñÿêàÿ Fω1 -ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû M èìååò âèä M ∩K1, ãäå K1 �

íåêîòîðàÿ Fω1 -ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ ìíîæå-

ñòâî âñåõ Fω2 -ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï ãðóïïû M ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå âñåõ

åå Fω1 -ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà M óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ ëåììû. Ïîñêîëüêó H2 � Fω2 -íîðìàëèçàòîð â M è H1 � Fω1 -íîðìàëèçàòîð â

H2, òî ïî èíäóêöèè H1 = H2. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.6.3. Ïóñòü F1 è F2 � ω-ëîêàëüíûå ôîðìàöèè, G � ãðóïïà, ó

êîòîðîé ìíîæåñòâî âñåõ Fω1 -ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

âñåõ åå Fω2 -ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï, GF1∩F2 � íèëüïîòåíòíàÿ ω-ãðóïïà. Òîãäà

ìíîæåñòâî âñåõ Fω1 -íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïïû G ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ

åå Fω2 -íîðìàëèçàòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F := F1 ∩ F2. Ïî ëåììå 1.1.5 ôîðìàöèÿ F ÿâ-

ëÿåòñÿ ω-ëîêàëüíîé. Ïîêàæåì, ÷òî âñÿêàÿ Fω1 -ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû

G ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé â G. Ïóñòü F � Fω1 -ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóï-

ïû G. Ñîãëàñíî óñëîâèþ F ÿâëÿåòñÿ Fω2 -ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé â G. Òàêèì

îáðàçîì, F ∈ F1 ∩ F2 = F. Òàê êàê F � Fω1 -ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû

G, F ⊆ F1 è F ∈ F, òî F � Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G. Èòàê, ìíîæå-

ñòâî âñåõ Fω1 -ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå âñåõ

åå Fω-ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï. Àíàëîãè÷íî, ìíîæåñòâî âñåõ Fω2 -ïîêðûâàþùèõ

ïîäãðóïï ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå âñåõ åå Fω-ïîêðûâàþùèõ ïîä-

ãðóïï.

ÏóñòüMi � ìíîæåñòâî âñåõ F
ω
i -íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïïûG, i = 1, 2. Òàê êàê

GFi ⊆ GF, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5.1 Mi 6= Ø, i = 1, 2. Ïîêàæåì, ÷òî M1 ⊆M2.

Ïóñòü H1 ∈M1. Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5.1 G = GFH1, òî ïî ëåììå 1.2(3)

[47] (H1)
F ÿâëÿåòñÿ ω-ãðóïïîé è, çíà÷èò, â H1 ñóùåñòâóåò Fω-íîðìàëèçàòîð A.

Ïî ëåììå 2.6.3 A = H1 � Fω-íîðìàëèçàòîð â G. Ïóñòü H2 � Fω2 -íîðìàëèçàòîð

ãðóïïû G è B � Fω-íîðìàëèçàòîð â H2. Â ñèëó ëåììû 2.6.3 B = H2 � Fω-
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íîðìàëèçàòîð â G. Ïî òåîðåìå 2.5.2 A è B ñîïðÿæåíû â G. Ñëåäîâàòåëüíî,

A = Bg äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G. Ïîýòîìó H1 = A = Bg = Hg
2 . Ñîãëàñíî ëåììå

2.5.1 Hg
2 = H1 � F

ω
2 -íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G è, çíà÷èò, H1 ∈M2. Òàêèì îáðàçîì,

M1 ⊆M2. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ âêëþ÷åíèå M2 ⊆M1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.6.1. Â [59] ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, ïîäîáíûé òåîðåìå 2.6.3, â

ñëó÷àå, êîãäà G � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà è F1, F2 � ëîêàëüíûå ôîðìàöèè (ñì. [59],

òåîðåìà 5.14).

Âñå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 2.6 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [97].

� 2.7. Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå â Ãëàâå 2

Â Ãëàâå 2 èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.

[13], Ëåììà 2. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ. Òîãäà è òîëüêî òîãäà F ÿâ-

ëÿåòñÿ êëàññîì Ôèòòèíãà, êîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñóáíîð-

ìàëüíûõ ïîäãðóïï A è B ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(AB)F = AFBF.

[18], Ëåììà 1.44. Åñëè G � ãðóïïà, H < G, òî HxH 6= G ïðè ëþáîì x ∈ G.
[18], Ëåììà 2.36(3). Ïóñòü N ·/ G. Åñëè K/ G è N 6⊆ K, òî NK/K ·/ G/K.

[18], Ëåììà 2.37. Ïóñòü M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ íîðìàëü-

íûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G è M = ΠN∈MN . Òîãäà: 1) åñëè K/ G, òî ñóùåñòâóþò

ïîäãðóïïû N1, N2, . . . , Nk ∈ M òàêèå, ÷òî KM = K × N1 × N2 × . . . × Nk; 2)

ñóùåñòâóþò N1, . . . , Nm ∈M òàêèå, ÷òî M = N1× . . .×Nm; 3) åñëè M � ìíî-

æåñòâî âñåõ ìèíèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, òî ñóùåñòâóþò ïîäãðóïïû

N1, . . . , Ns ∈M òàêèå, ÷òî Soc G = N1 × . . .×Ns.

[18], Òåîðåìà 3.12(2). Â íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå êàæäàÿ ñîáñòâåííàÿ ïîä-

ãðóïïà îòëè÷íà îò ñâîåãî íîðìàëèçàòîðà.

[18], Ëåììà 3.17. Ïóñòü M < · G è K / G. Òîãäà: 1) åñëè α ∈ Aut G, òî

α(M) < · G; 2) åñëè x ∈ G, òîMx < · G; 3) åñëè K ≤M , òîM/K < · G/K; 4)

åñëè K íå ñîäåðæèòñÿ âM , òîMK = G; 5) åñëè Ū � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

ôàêòîð-ãðóïïû Ḡ = G/K, òî ñóùåñòâóåò U < · G òàêàÿ, ÷òî K ≤ U è

Ū = U/K; 6) åñëè M / G, òî | G : M | � ïðîñòîå ÷èñëî.
[18], Ëåììà 3.18(2). Φ(G) = ∩M<·GCoreG(M).
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[18], Òåîðåìà 3.22. Ïóñòü K / G. Òîãäà: 1) Φ(K) ≤ Φ(G); 2) Φ(G)K/K ≤
Φ(G/K); 3) åñëè K ≤ Φ(G), òî Φ(G)/K = Φ(G/K); 4) åñëè A ≤ G è K ≤
Φ(A), òî K ≤ Φ(G).

[18], Òåîðåìà 3.24. Ïóñòü D/ K/ G, D ≤ Φ(G) è D/ G. Åñëè ôàêòîð-ãðóïïà

K/D íèëüïîòåíòíà, òî K íèëüïîòåíòíà.

[18], Ëåììà 4.39. Åñëè M < · G è N � íååäèíè÷íàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî M ∩N = 1, òî N · / G.
[18], Òåîðåìà 4.32. Ïóñòü N / G, |N | = n è |G : N | = m âçàèìíî ïðîñòû.

Òîãäà â G ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà ïîðÿäêà m è ëþáûå äâå ïîäãðóïïû ïîðÿäêà m

ñîïðÿæåíû ìåæäó ñîáîé.

[40], Òåîðåìà 1. Ïóñòü F � ôîðìàöèÿ. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) ôîðìàöèÿ F ω-íàñûùåíà; 2) NpF(Fp) ⊆ F äëÿ âñåõ p ∈ ω; 3) F = LFω(f), ãäå

f(ω′) = F è f(p) = NpF(Fp) äëÿ âñåõ p ∈ ω; 4) ôîðìàöèÿ F ω-ëîêàëüíà.

[47], Ëåììà 1.2. Ïóñòü F � íåïóñòíàÿ ôîðìàöèÿ, K / G. Òîãäà ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ: 1) (G/K)F = GFK/K; 2) åñëè G = HK, òî HFK =

GFK; 3) åñëè G = HK è K ⊆ GF, òî HFK = GF.

[47], Òåîðåìà 2.3. Åñëè S ≤ G è SF (G) = G, òî S ∈ formG.
[47], Ñëåäñòâèå 4.1.1. Â ëþáîé ãðóïïå G ïîäãðóïïà Ôèòòèíãà F (G) ñîâïà-

äàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì öåíòðàëèçàòîðîâ â G âñåõ ãëàâíûõ ôàêòîðîâ ãðóïïû G.

[47], Ëåììà 7.9. Ïóñòü H � íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû

G. Åñëè H 6= 1 è H ∩ Φ(G) = 1, òî H äîïîëíÿåìà â G è ðàâíà ïðÿìîìó

ïðîèçâåäåíèþ íåêîòîðîãî ÷èñëà ìèíèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ G.

[47], Òåîðåìà 8.5. Ïóñòü f -êîðàäèêàë ãðóïïû G p-ðàçðåøèì, f � p-îäíîðîäíûé

ýêðàí, M è H � f -àáíîðìàëüíûå ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Åñëè

CoreG(M) ∩ Gf = CoreG(H) ∩ Gf è p äåëèò ( |G : M |, |G : H| ), òî M è H

ñîïðÿæåíû ìåæäó ñîáîé â G.

[47], Ëåììà 11.1. Ïîäãðóïïà H òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ äîáàâëåíèåì

ê íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå K ãðóïïû G, êîãäà HK = G è H ∩K ⊆ Φ(H).

[66], Ëåììà 1.8.5. Åñëè H/K � pd-ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G è N � íîðìàëü-

íàÿ p′-çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî N ⊆ CG(H/K).

[79], Ëåììà 1(7). Åñëè F � ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà, EA′F = F, G � ãðóïïà, N /G

è N ∈ EA′, òî (G/N)F = GF/N .
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ÃËÀÂÀ 3

ÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß ω-ÂÅÅÐÍÛÕ ÔÎÐÌÀÖÈÉ

ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÃÐÓÏÏ

Â äàííîé Ãëàâå ω-âååðíûå ôîðìàöèè ïðèìåíÿþòñÿ ê èçó÷åíèþ ïîäôîð-

ìàöèîííîãî ñòðîåíèÿ ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ Hθ-

êðèòè÷åñêèõ ôîðìàöèé. Ãëàâà ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ. Â ïàðàãðàôàõ 3.1

è 3.2 èçó÷àþòñÿ n-êðàòíî ω-âååðíûå ôîðìàöèè. Â òåîðåìàõ 3.1.1 è 3.1.2 ðåøà-

åòñÿ ïðîáëåìà Ë.À. Øåìåòêîâà [48] èçó÷åíèÿ Hθ-êðèòè÷åñêèõ ôîðìàöèé äëÿ

n-êðàòíî ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ñ bp-íàïðàâëåíèåì (ðåøåíèå Ïðîáëåìû (C)). Â

ïàðàãðàôàõ 3.3 è 3.4 èçó÷àþòñÿ τ -çàìêíóòûå ω-âååðíûå ôîðìàöèè. Â òåîðåìàõ

3.4.1 è 3.4.2 ðåøàåòñÿ Ïðîáëåìà (C) äëÿ τ -çàìêíóòûõ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ñ

bp-íàïðàâëåíèåì. Â ïàðàãðàôå 3.5 ñîäåðæàòñÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, èñïîëüçó-

åìûå â Ãëàâå 3. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû Ãëàâû 3 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [88],

[89]. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííûõ ðàáîò, â ÷àñòíîñòè, Òåîðåìû 3.1.1 è 3.1.2,

3.4.1 è 3.4.2, ïðèíàäëåæàò Ì.Ì. Ñîðîêèíîé.

� 3.1. Êðèòè÷åñêèå n-êðàòíî ω-âååðíûå ôîðìàöèè

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì êðèòè÷åñêèå n-êðàòíî ω-âååðíûå

ôîðìàöèè êîíå÷íûõ ãðóïï ñ íàïðàâëåíèåì δ, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ δ ≤ δ3.

Ñëåäóÿ [35], ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå n-êðàòíî ω-âååðíîé (n-êðàòíî âå-

åðíîé) ôîðìàöèè ñ íàïðàâëåíèåì δ.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ïóñòü δ � ïðîèçâîëüíàÿ PFR-ôóíêöèÿ, n ∈ N∪{0}.
Âñÿêóþ íåïóñòóþ ôîðìàöèþ áóäåì ñ÷èòàòü 0-êðàòíî ω-âååðíîé (0-êðàòíî âå-

åðíîé) ñ íàïðàâëåíèåì δ. Ïðè n 6= 0 ôîðìàöèþ F íàçîâåì n-êðàòíî ω-âååðíîé

(n-êðàòíî âååðíîé) ñ íàïðàâëåíèåì δ, åñëè F èìååò õîòÿ áû îäèí ωδ(n−1)-ñïóòíèê

( δ(n−1)-ñïóòíèê ), òî åñòü òàêîé ω-ñïóòíèê (ñïóòíèê), âñå íåïóñòûå çíà÷åíèÿ êî-

òîðîãî ÿâëÿþòñÿ (n− 1)-êðàòíî ω-âååðíûìè (n-êðàòíî âååðíûìè) ôîðìàöèÿìè

ñ íàïðàâëåíèåì δ.

×åðåç ωFn(X, δ) ( PFn(X, δ) ) îáîçíà÷èì n-êðàòíî ω-âååðíóþ (n-êðàòíî

âååðíóþ) ôîðìàöèþ ñ íàïðàâëåíèåì δ, ïîðîæäåííóþ ìíîæåñòâîì ãðóïï X.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó

òåîðåìû 1.1.6.

Ëåììà 3.1.1. Ïóñòü n ∈ N, X � íåïóñòîé êëàññ ãðóïï, F = ωFn(X, δ),

ãäå δ0 ≤ δ. Òîãäà ôîðìàöèÿ F îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì ωδ(n−1)-

ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî

f(ω′) = ωF(n−1)( ( G/Oω(G) | G ∈ X ), δ ),

f(p) = ωF(n−1)( ( G/Gδ(p) | G ∈ X ), δ ) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(X),

f(p) = Ø, åñëè p ∈ ω \ π(X).

Ñëåäñòâèå 3.1.1. Ïóñòü n ∈ N, Fi � n-êðàòíî ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ

íàïðàâëåíèåì δ, ãäå δ0 ≤ δ, è fi � ìèíèìàëüíûé ωδ(n−1)-ñïóòíèê ôîðìàöèè Fi,

i = 1, 2. Òîãäà F1 ⊆ F2 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà f1 ≤ f2.

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñïðà-

âåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 3.1.2. Ïóñòü n ∈ N. Åñëè F � n-êðàòíî ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ

íàïðàâëåíèåì δ, òî F ÿâëÿåòñÿ (n−1)-êðàòíî ω-âååðíîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâ-

ëåíèåì δ.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Ïóñòü H � íåêîòîðûé êëàññ ãðóïï, θ � ñîâîêóïíîñòü

ôîðìàöèé, F ∈ θ. Ôîðìàöèÿ F íàçûâàåòñÿ Hθ-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé [33] (èëè,

èíà÷å, ìèíèìàëüíîé íå H θ-ôîðìàöèåé [48]), åñëè F 6⊆ H, íî âñå ñîáñòâåííûå

θ-ïîäôîðìàöèè èç F â êëàññå H ñîäåðæàòñÿ.

Hθ-êðèòè÷åñêóþ ôîðìàöèþ â ñëó÷àå, êîãäà θ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ n-

êðàòíî ω-âååðíûõ (n-êðàòíî âååðíûõ) ôîðìàöèé ñ íàïðàâëåíèåì δ, íàçîâåì

Hωδn-êðèòè÷åñêîé (Hδn-êðèòè÷åñêîé) ôîðìàöèåé. Â ñëó÷àå, êîãäà n = 1, Hωδn-

êðèòè÷åñêóþ (Hδn-êðèòè÷åñêóþ) ôîðìàöèþ áóäåì íàçûâàòü Hωδ-êðèòè÷åñêîé

(Hδ-êðèòè÷åñêîé) ôîðìàöèåé. H-êðèòè÷åñêàÿ ôîðìàöèÿ � ýòî Hθ-êðèòè÷åñêàÿ

ôîðìàöèÿ, åñëè θ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôîðìàöèé.

Èññëåäóåì êðèòè÷åñêèå n-êðàòíî ω-âååðíûå ôîðìàöèè ñ bp-íàïðàâëåíèåì

δ, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ δ ≤ δ3.

Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü n ∈ N, δ � bp-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè,

δ ≤ δ3, H � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóò-

ðåííèì ω-ñïóòíèêîì h, F � n-êðàòíî ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì
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δ è ìèíèìàëüíûì ωδ(n−1)-ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hωδn-

êðèòè÷åñêîé, òî F = ωFn(G, δ), ãäå G � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç F \ H
ñ ìîíîëèòîì P = GH òàêèì, ÷òî åñëè π(P ) ⊆ ω, òî ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåò-

ñÿ h(p)ωδ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π(P ), à åñëè π(P ) 6⊆ ω, òî f(ω′)

ÿâëÿåòñÿ h(ω′)ωδ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � Hωδn-êðèòè÷åñêàÿ ôîðìàöèÿ. Ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ 3.1.2 F 6⊆ H. Ïóñòü G � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç

F \ H. Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ ìîíîëèòè÷åñêîé ãðóïïîé ñ ìîíîëèòîì P = GH.

Ïîñêîëüêó ωFn(G, δ) ⊆ F è ωFn(G, δ) 6⊆ H, òî ïî îïðåäåëåíèþ 3.1.2 F =

ωFn(G, δ). Òàê êàê δ ÿâëÿåòñÿ p-íàïðàâëåíèåì, òî ñîãëàñíî ëåììå 3.1.1 f(ω′) =

ωF(n−1)((G/Oω(G)), δ), f(p) = ωF(n−1)((G/Gδ(p)), δ) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(G) è

f(p) = Ø, åñëè p ∈ ω \ π(G). Ïîñêîëüêó δ ÿâëÿåòñÿ bp-íàïðàâëåíèåì, óäîâëå-

òâîðÿþùèì óñëîâèþ δ ≤ δ3, òî ïî òåîðåìå 6 [8] h(ω′) = H è äëÿ ëþáîãî p ∈ ω
ñïðàâåäëèâî h(p) = Nph(p) = Nph1(p), ãäå h1 � ïðîèçâîëüíûé âíóòðåííèé ω-

ñïóòíèê ôîðìàöèè H.

Ïóñòü π(P ) ⊆ ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(q) ⊆ h(q) äëÿ ëþáîãî q ∈ π(P ).

Òîãäà èç G ∈ F ñëåäóåò G/Gδ(q) ∈ f(q) ⊆ h(q) äëÿ âñåõ q ∈ π(P ). Êðîìå òîãî,

G/P ∈ H è ââèäó P ⊆ Oω(G) èìååìG/Oω(G) ∼= (G/P )/(Oω(G)/P ) ∈ H = h(ω′).

Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 2(3) [8] G ∈ H, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå

p ∈ π(P ), ÷òî f(p) 6⊆ h(p). Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)ωδ(n−1)
-

êðèòè÷åñêîé.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà h(p) = Ø. Ïîêàæåì, ÷òî Zp 6∈ H. Ïóñòü h2

� ìèíèìàëüíûé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè H. Äîïóñòèì, ÷òî p ∈ π(H). Òîãäà ïî

òåîðåìå 1.1.6 h2(p) 6= Ø è ïîýòîìó h(p) = Nph2(p) 6= Ø. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëå-

äîâàòåëüíî, p 6∈ π(H) è Zp 6∈ H. Òàê êàê p ∈ π(G) ∩ ω, òî f(p) 6= Ø.

Ââèäó ëåììû 7(2) [8] ñïðàâåäëèâî Zp ∈ Np ⊆ Npf(p) ⊆ F. Òàêèì îáðàçîì,

Zp ∈ F \ H è â ñèëó âûáîðà ãðóïïû G ïîëó÷àåì G = Zp. Ïîñêîëüêó δ ÿâëÿåò-

ñÿ b-íàïðàâëåíèåì, òî δ(p)Np = δ(p) è, çíà÷èò, Zp ∈ δ(p). Òîãäà (Zp)δ(p) = Zp

è f(p) = ωF(n−1)((Zp/(Zp)δ(p)), δ) = (1). Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî ôîðìàöèÿ

f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)ωδ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé.

Ïóñòü òåïåðü h(p) 6= Ø è M � ñîáñòâåííàÿ (n − 1)-êðàòíî ω-âååðíàÿ ïîä-

ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ èç f(p). Ïðåäïîëîæèì, ÷òîM 6⊆ h(p) èM � ãðóïïà
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íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç M \ h(p). Òîãäà M ÿâëÿåòñÿ ìîíîëèòè÷åñêîé ãðóïïîé

ñ ìîíîëèòîì R = Mh(p). Äîïóñòèì, ÷òî R ⊆ Op(M). Òîãäà M ∈ Nph(p) = h(p),

÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, Op(M) = 1 è ïî ëåììå 18.8 [50] ñóùåñòâóåò

òî÷íûé íåïðèâîäèìûé Fp[M ]-ìîäóëü K. Ïóñòü T = [K]M . Òîãäà ãðóïïà T ìî-

íîëèòè÷íà ñ ìîíîëèòîì K = CT (K). Ïîêàæåì, ÷òî Tδ(p) = K. Â ñàìîì äåëå,

ïîñêîëüêó δ ÿâëÿåòñÿ b-íàïðàâëåíèåì, òî K ∈ Np ⊆ δ(p)Np = δ(p) è K ⊆ Tδ(p).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, δ3(p) = Scp è Tδ(p) ⊆ Tδ3(p) = Fcp(T ) ⊆ CT (K) = K.

Ñëåäîâàòåëüíî, Tδ(p) = K. Òàê êàê T/K ∼= M ∈ M, òî ââèäó ëåììû 7(2) [8]

T ∈ NpM ⊆ Npf(p) ⊆ F. Ïîýòîìó ωFn(T, δ) ⊆ F. Åñëè ωFn(T, δ) = F, òî f(p) =

ωF(n−1)((T/Tδ(p)), δ) = ωF(n−1)((T/K), δ) = ωF(n−1)(M, δ) ⊆ M, ÷òî íåâîçìîæ-

íî. Ïîýòîìó ωF(n−1)(T, δ) ⊂ F è ïî îïðåäåëåíèþ 3.1.2 ωF(n−1)(T, δ) ⊆ H. Òîãäà

M ∼= T/Tδ(p) ∈ h(p). Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, M ⊆ h(p) è ôîðìàöèÿ f(p)

ÿâëÿåòñÿ h(p)ωδ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé.

Ïóñòü π(P ) 6⊆ ω. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå f(ω′) � h(ω′)ωδ(n−1)
-

êðèòè÷åñêàÿ ôîðìàöèÿ. Òàê êàê P 6⊆ Oω(G), òî Oω(G) = 1 è f(ω′) =

ωF(n−1)(G/Oω(G), δ) = ωF(n−1)(G, δ) 6⊆ H = h(ω′). Ïóñòü M � ñîáñòâåííàÿ

(n − 1)-êðàòíî ω-âååðíàÿ ïîäôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ èç f(ω′) è M1 =

ωFn(M, δ). Èç M ⊂ f(ω′) ⊆ F ïîëó÷àåì M1 ⊆ F. Äîïóñòèì, ÷òî M1 = F.

Òîãäà f(ω′) = ωF(n−1)((M/Oω(M) | M ∈ M), δ) ⊆ M. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâà-

òåëüíî, M1 ⊂ F è ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.1.2 M1 ⊆ H. Ïîýòîìó M ⊆ H = h(ω′)

è ôîðìàöèÿ f(ω′) ÿâëÿåòñÿ h(ω′)ωδ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.1.2. Ïóñòü n ∈ N, δ � bp-íàïðàâëåíèå âååðíîé ôîðìàöèè,

δ ≤ δ3, H � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåí-

íèì ñïóòíèêîì h, F � n-êðàòíî âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìè-

íèìàëüíûì δ(n−1)-ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hδn-êðèòè÷åñêîé,

òî F = PFn(G, δ), ãäå G � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç F \ H ñ ìîíîëè-

òîì P = GH òàêèì, ÷òî ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)δ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé äëÿ

íåêîòîðîãî p ∈ π(P ).

Ïðè n = 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Ñëåäñòâèå 3.1.3. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤ δ3,

H � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ω-

ñïóòíèêîì h, F � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìèíèìàëüíûì ω-



138

ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hωδ-êðèòè÷åñêîé, òî F = ωF (G, δ),

ãäå G � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç F \ H ñ ìîíîëèòîì P = GH òà-

êèì, ÷òî åñëè π(P ) ⊆ ω, òî ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)-êðèòè÷åñêîé äëÿ

íåêîòîðîãî p ∈ π(P ), à åñëè π(P ) 6⊆ ω, òî f(ω′) ÿâëÿåòñÿ h(ω′)-êðèòè÷åñêîé

ôîðìàöèåé.

Ñëåäñòâèå 3.1.4. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤ δ3,

H � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ñïóò-

íèêîì h, F � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìèíèìàëüíûì ñïóòíèêîì

f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hδ-êðèòè÷åñêîé, òî F = PF (G, δ), ãäå G � ãðóï-

ïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç F \ H ñ ìîíîëèòîì P = GH òàêèì, ÷òî ôîðìàöèÿ

f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)-êðèòè÷åñêîé äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π(P ).

Óñòàíîâèì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå Hωδn-êðèòè÷íîñòè n-êðàòíî ω-âååðíîé

ôîðìàöèè F ñ bp-íàïðàâëåíèåì δ ≤ δ3. Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 3.1.1 H � ïðîèç-

âîëüíàÿ ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå â êà÷åñòâå

H áóäåì ðàññìàòðèâàòü n-êðàòíî ω-âååðíóþ ôîðìàöèþ ñ íàïðàâëåíèåì δ.

Òåîðåìà 3.1.2. Ïóñòü n ∈ N, δ � bp-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè,

δ ≤ δ3, H � n-êðàòíî ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëü-

íûì âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì h, F = ωFn(G, δ) � ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì

ωδ(n−1)-ñïóòíèêîì f , ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH

òàêèì, ÷òî åñëè π(P ) ∩ ω 6= Ø, òî Φ(G) = 1, π(P ) = {p} è ôîðìàöèÿ

f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)ωδ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé, à åñëè π(P ) ∩ ω = Ø, òî f(ω′) ÿâëÿ-

åòñÿ h(ω′)ωδ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé. Òîãäà ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hωδn-

êðèòè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó P = GH, òî G 6∈ H è F 6⊆ H. Ïóñòü B

� ñîáñòâåííàÿ n-êðàòíî ω-âååðíàÿ ïîäôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ èç F è b �

åå ìèíèìàëüíûé ωδ(n−1)-ñïóòíèê. Ïî ñëåäñòâèþ 3.1.1 ñïðàâåäëèâî b ≤ f . Ïî-

êàæåì, ÷òî b ≤ h. Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê H � n-êðàòíî ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ,

òî ïî îïðåäåëåíèþ 3.1.1 H îáëàäàåò õîòÿ áû îäíèì ωδ(n−1)-ñïóòíèêîì. Ïóñòü

g � ìèíèìàëüíûé ωδ(n−1)-ñïóòíèê ôîðìàöèè H. Ââèäó ëåììû 3.1.1 g ÿâëÿåòñÿ

âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì ôîðìàöèè H.

I. Ïîêàæåì, ÷òî b(p) ⊆ h(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω. Åñëè p ∈ ω \ π(G), òî

f(p) = Ø è, çíà÷èò, b(p) = Ø ⊆ h(p).
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Ïóñòü p ∈ ω ∩ π(G). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà p ∈ (ω ∩ π(G)) \ π(P ). Òàê

êàê P ∈ Ep′ ⊆ Ep′δ(p) = δ(p), òî ââèäó ëåììû 1(8) [8] ñïðàâåäëèâî (G/P )δ(p) =

Gδ(p)/P è b(p) ⊆ f(p) = ωF(n−1)(G/Gδ(p), δ) = ωF(n−1)(((G/P )/(Gδ(p)/P )), δ) =

ωF(n−1)(((G/P )/(G/P )δ(p)), δ) ⊆ g(p) ⊆ h(p). Òàêèì îáðàçîì, b(p) ⊆ h(p).

Ïóñòü p ∈ π(P ). Òîãäà π(P ) ∩ ω 6= Ø è ïî óñëîâèþ π(P ) = {p}, ò.å. P �

àáåëåâà p-ãðóïïà. Ïîêàæåì, ÷òîGδ(p) = P . Ñ îäíîé ñòîðîíû, P ∈ Np ⊆ δ(p)Np =

δ(p) è, çíà÷èò, P ⊆ Gδ(p). C äðóãîé ñòîðîíû, P = Fcp(G). Äåéñòâèòåëüíî, òàê

êàê ïî óñëîâèþ Φ(G) = 1, òî G = [P ]L. Äîïóñòèì, ÷òî Fcp(G) ∩ L = L1 6=
1. Òîãäà L1 ⊆ CG(P ) è NG(L1) = G, ÷òî, ââèäó ìîíîëèòè÷íîñòè ãðóïïû G,

íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, L1 = 1 è P = Fcp(G). Òàê êàê δ ≤ δ3, òî Gδ(p) ⊆
Fcp(G) = P . Òàêèì îáðàçîì, Gδ(p) = P . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b(p) = f(p). Òîãäà

G/P = G/Gδ(p) ∈ f(p) = b(p) è ïî ëåììå 7(2) [8] G ∈ Npb(p) ⊆ B. Îòñþäà

ïîëó÷àåì, ÷òî F = ωFn(G, δ) ⊆ B. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, b(p) ⊂ f(p) è

â ñèëó h(p)ωδ(n−1)
-êðèòè÷íîñòè ôîðìàöèè f(p) èìååì b(p) ⊆ h(p).

Òàêèì îáðàçîì, b(p) ⊆ h(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω.
II. Ïîêàæåì, ÷òî b(ω′) ⊆ h(ω′). Åñëè π(P )∩ ω 6= Ø, òî ïî óñëîâèþ π(P ) =

{p} è ïîýòîìó P ⊆ Oω(G). Ïî ëåììå 3.1.2 ôîðìàöèÿ H ÿâëÿåòñÿ (n− 1)-êðàòíî

ω-âååðíîé ñ íàïðàâëåíèåì δ. Òîãäà b(ω′) ⊆ f(ω′) = ωF(n−1)(G/Oω(G), δ) =

ωF(n−1)(((G/P )/(Oω(G)/P )), δ) ⊆ H = h(ω′). Ïóñòü π(P ) ∩ ω = Ø. Òî-

ãäà ïî óñëîâèþ ôîðìàöèÿ f(ω′) ÿâëÿåòñÿ h(ω′)ωδ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî b(ω′) = f(ω′). Òàê êàê P 6⊆ Oω(G), òî G ∈ ωF(n−1)(G, δ) =

ωF(n−1)((G/Oω(G)), δ) = f(ω′) = b(ω′) ⊆ B, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî,

b(ω′) ⊂ f(ω′) è ïîýòîìó b(ω′) ⊆ h(ω′).

Èç I è II ñëåäóåò, ÷òî b ≤ h è, çíà÷èò, B ⊆ H. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî

ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hωδn-êðèòè÷åñêîé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.1.5. Ïóñòü n ∈ N, δ � bp-íàïðàâëåíèå âååðíîé ôîðìàöèè,

δ ≤ δ3, H � n-êðàòíî âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì

âíóòðåííèì ñïóòíèêîì h, F = PFn(G, δ) � ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì δ(n−1)-

ñïóòíèêîì f , ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH, Φ(G) = 1,

π(P ) = {p} è ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)δ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé. Òîãäà ôîðìàöèÿ

F ÿâëÿåòñÿ Hδn-êðèòè÷åñêîé.

Ïðè n = 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
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Ñëåäñòâèå 3.1.6. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤ δ3,

H � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ω-

ñïóòíèêîì h, F = ωF (G, δ) � ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì ω-ñïóòíèêîì f , ãäå G

� ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH òàêèì, ÷òî åñëè π(P )∩ω 6= Ø,

òî Φ(G) = 1, π(P ) = {p} è ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)-êðèòè÷åñêîé, à

åñëè π(P ) ∩ ω = Ø, òî f(ω′) ÿâëÿåòñÿ h(ω′)-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé. Òîãäà

ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hωδ-êðèòè÷åñêîé.

Ñëåäñòâèå 3.1.7. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤ δ3,

H � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ñïóò-

íèêîì h, F = PF (G, δ) � ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì ñïóòíèêîì f , ãäå G � ìî-

íîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH òàêèì, ÷òî Φ(G) = 1, π(P ) = {p}
è ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)-êðèòè÷åñêîé. Òîãäà ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hδ-

êðèòè÷åñêîé.

Çàìå÷àíèå 3.1.1. Íàïðàâëåíèÿ δ1, δ2, δ3 ñîîòâåòñòâåííî ω-ëîêàëüíîé, ω-

ñïåöèàëüíîé è ω-öåíòðàëüíîé ôîðìàöèé ÿâëÿþòñÿ bp-íàïðàâëåíèÿìè, ïðè÷åì

δ1 ≤ δ2 ≤ δ3. Ïîýòîìó èç òåîðåì 3.1.1 è 3.1.2 âûòåêàþò ðåçóëüòàòû äëÿ n-êðàòíî

ω-ëîêàëüíûõ, n-êðàòíî ω-ñïåöèàëüíûõ è n-êðàòíî ω-öåíòðàëüíûõ ôîðìàöèé

êîíå÷íûõ ãðóïï.

Âñÿêîå br-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ bp-íàïðàâëåíèåì,

îáðàòíîå íåâåðíî. Ðàññìîòðèì êðèòè÷åñêèå n-êðàòíî ω-âååðíûå ôîðìàöèè ñ br-

íàïðàâëåíèåì δ ≤ δ3.

Òåîðåìà 3.1.3. Ïóñòü n ∈ N, δ � br-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè,

δ ≤ δ3, H � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóò-

ðåííèì ω-ñïóòíèêîì h, F � n-êðàòíî ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì

δ è ìèíèìàëüíûì ωδ(n−1)-ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hωδn-

êðèòè÷åñêîé, òî F = ωFn(G, δ), ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì

P = GH òàêèì, ÷òî åñëè π(P ) ⊆ ω, òî Φ(G) = 1, π(P ) = {p} è ôîðìàöèÿ

f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)ωδ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé, à åñëè π(P ) 6⊆ ω, òî f(ω′) ÿâëÿåòñÿ

h(ω′)ωδ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê âñÿêîå r-íàïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ p-íàïðàâëåíè-

åì, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1.1 F = ωFn(G, δ), ãäå G � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿä-

êà èç F \ H ñ ìîíîëèòîì P = GH òàêèì, ÷òî åñëè π(P ) ⊆ ω, òî ôîðìàöèÿ f(p)
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ÿâëÿåòñÿ h(p)ωδ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π(P ), à åñëè π(P ) 6⊆ ω, òî

f(ω′) ÿâëÿåòñÿ h(ω′)ωδ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Ïóñòü π(P ) ⊆ ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |π(P )| > 1. Òîãäà P ∈ E(Zq)′ äëÿ ëþáî-

ãî q ∈ π(P ). Òàê êàê δ � r-íàïðàâëåíèå, òî ïî ëåììå 1(8) [8] (G/P )δ(q) = Gδ(q)/P

è G/Gδ(q)
∼= (G/P )/(Gδ(q)/P ) = (G/P )/(G/P )δ(q) ∈ h(q) äëÿ âñåõ q ∈ π(P ) =

π(P )∩ω. Ïîñêîëüêó P ⊆ Oω(G), òî G/Oω(G) ∼= (G/P )/(Oω(G)/P ) ∈ H = h(ω′).

Òîãäà ïî ëåììå 2(3) [8] G ∈ H. Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, |π(P )| = 1 è

π(P ) = {p} äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ ω.
Ïîêàæåì, ÷òî Φ(G) = 1. Ïóñòü N � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç

f(p) \ h(p). Òîãäà ãðóïïà N ÿâëÿåòñÿ ìîíîëèòè÷åñêîé. Òàê êàê h(p) = Nph(p),

òî Op(N) = 1. Èñïîëüçóÿ ëåììó 18.8 [50], ïîñòðîèì ãðóïïó B = [L]N , ãäå L

� òî÷íûé íåïðèâîäèìûé Fp[N ]-ìîäóëü, ïðè÷åì B � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà è

CB(L) = L. Ïðîâåðèì, ÷òî Bδ(p) = L. Ïîñêîëüêó L ∈ Np ⊆ δ(p)Np = δ(p), òî

L ⊆ Bδ(p). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Bδ(p) ⊆ Bδ3(p) = Fcp(B) ⊆ CB(L) = L. Ñëåäîâà-

òåëüíî, Bδ(p) = L. Òàê êàê B ∈ Npf(p), òî ïî ëåììå 7(2) [8] ωFn(B, δ) ⊆ F. Åñëè

ωFn(B, δ) ⊂ F, òî ââèäó îïðåäåëåíèÿ 3.1.2 B ∈ H è N ∼= B/L = B/Bδ(p) ∈ h(p),

÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ωFn(B, δ) = F è â êà÷åñòâå ãðóïïû G ìîæíî

âûáðàòü ãðóïïó B, ïðè÷åì Φ(B) = 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.1.8. Ïóñòü n ∈ N, δ � br-íàïðàâëåíèå âååðíîé ôîðìàöèè,

δ ≤ δ3, H � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåí-

íèì ñïóòíèêîì h, F � n-êðàòíî âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìè-

íèìàëüíûì δ(n−1)-ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hδn-êðèòè÷åñêîé,

òî F = PFn(G, δ), ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH,

Φ(G) = 1, π(P ) = {p} è ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)δ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé.

Ïðè n = 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Ñëåäñòâèå 3.1.9. Ïóñòü δ � br-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤ δ3,

H � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ω-

ñïóòíèêîì h, F � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìèíèìàëüíûì ω-

ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hωδ-êðèòè÷åñêîé, òî F = ωF (G, δ),

ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH òàêèì, ÷òî åñëè π(P ) ⊆
ω, òî Φ(G) = 1, π(P ) = {p} è ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)-êðèòè÷åñêîé, à

åñëè π(P ) 6⊆ ω, òî f(ω′) ÿâëÿåòñÿ h(ω′)-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.
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Ñëåäñòâèå 3.1.10. Ïóñòü δ � br-íàïðàâëåíèå âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤ δ3,

H � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ñïóò-

íèêîì h, F � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìèíèìàëüíûì ñïóòíèêîì

f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hδ-êðèòè÷åñêîé, òî F = PF (G, δ), ãäå G � ìî-

íîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH, Φ(G) = 1, π(P ) = {p} è ôîðìàöèÿ
f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)-êðèòè÷åñêîé.

Òåîðåìà 3.1.4. Ïóñòü n ∈ N, δ � br-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè,

δ ≤ δ3, H � n-êðàòíî ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëü-

íûì âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì h, F = ωFn(G, δ) � ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì

ωδ(n−1)-ñïóòíèêîì f , ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH

òàêèì, ÷òî åñëè π(P ) ⊆ ω, òî Φ(G) = 1 è ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)ωδ(n−1)
-

êðèòè÷åñêîé, à åñëè π(P ) 6⊆ ω, òî f(ω′) ÿâëÿåòñÿ h(ω′)ωδ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé

ôîðìàöèåé. Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ Hωδn-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó P = GH, òî F 6⊆ H. ÏóñòüB � ñîáñòâåííàÿ

n-êðàòíî ω-âååðíàÿ ïîäôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ èç F è b � åå ìèíèìàëüíûé

ωδ(n−1)-ñïóòíèê, g � ìèíèìàëüíûé ωδ(n−1)-ñïóòíèê ôîðìàöèè H. Ïî ñëåäñòâèþ

3.1.1 ñïðàâåäëèâî b ≤ f . Ïîêàæåì, ÷òî b ≤ h.

Óñòàíîâèì, ÷òî b(p) ⊆ h(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω. Åñëè p ∈ ω \ π(G), òî b(p) =

Ø ⊆ h(p). Ïóñòü p ∈ ω ∩ π(G). Åñëè p 6∈ π(P ), òî P ∈ E(Zp)′ ⊆ E(Zp)′δ(p) = δ(p)

è ââèäó ëåììû 1(8) [8] èìååì b(p) ⊆ f(p) = ωF(n−1)((G/P )/(G/P )δ(p), δ) ⊆ h(p).

Ïóñòü p ∈ π(P ). Åñëè P � íåàáåëåâà pd-ãðóïïà, òî P ∈ E(Zp)′ è ñîãëàñíî

ëåììå 1(8) [8], êàê è âûøå, ñïðàâåäëèâî b(p) ⊆ f(p) ⊆ g(p) ⊆ h(p).

Ïóñòü P � àáåëåâà p-ãðóïïà. Òîãäà π(P ) ⊆ ω è ïî óñëîâèþ ôîðìàöèÿ f(p)

ÿâëÿåòñÿ h(p)ωδ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé. Åñëè b(p) = f(p), òî êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû 3.1.2, ââèäó Φ(G) = 1, èìååì Gδ(p) = P . Òîãäà G/P ∈ f(p) = b(p)

è ïî ëåììå 7(2) [8] G ∈ Npb(p) ⊆ B. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî F = ωFn(G, δ) ⊆
B. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, b(p) ⊂ f(p) è â ñèëó h(p)ωδ(n−1)

-êðèòè÷íîñòè

ôîðìàöèè f(p) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå b(p) ⊆ h(p).

Ïîêàæåì, ÷òî b(ω′) ⊆ h(ω′). Åñëè π(P ) ⊆ ω, òî P ⊆ Oω(G) è b(ω′) ⊆
f(ω′) = ωF(n−1)((G/P )/(Oω(G)/P ), δ) ⊆ H = h(ω′). Ïóñòü π(P ) 6⊆ ω. Åñëè

b(ω′) = f(ω′), òî G ∼= G/Oω(G) ∈ ωF(n−1)(G/Oω(G), δ) = f(ω′) = b(ω′) ⊆ B, ÷òî

íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, b(ω′) ⊂ f(ω′) è ïîýòîìó b(ω′) ⊆ h(ω′).
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Òàêèì îáðàçîì, b ≤ h è, çíà÷èò, B ⊆ H. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî

ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hωδn-êðèòè÷åñêîé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.1.11. Ïóñòü n ∈ N, δ � br-íàïðàâëåíèå âååðíîé ôîðìà-

öèè, δ ≤ δ3, H � n-êðàòíî âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëü-

íûì âíóòðåííèì ñïóòíèêîì h, F = PFn(G, δ) � ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì

δ(n−1)-ñïóòíèêîì f , ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH,

Φ(G) = 1 è ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)δ(n−1)
-êðèòè÷åñêîé. Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ

Hδn-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Ïðè n = 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Ñëåäñòâèå 3.1.12. Ïóñòü δ � br-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤
δ3, H � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ω-

ñïóòíèêîì h, F = ωF (G, δ) � ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì ω-ñïóòíèêîì f , ãäå

G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH òàêèì, ÷òî åñëè π(P ) ⊆ ω,

òî Φ(G) = 1 è ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)-êðèòè÷åñêîé, à åñëè π(P ) 6⊆
ω, òî f(ω′) ÿâëÿåòñÿ h(ω′)-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé. Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ Hωδ-

êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Ñëåäñòâèå 3.1.13. Ïóñòü δ � br-íàïðàâëåíèå âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤ δ3,

H � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ñïóò-

íèêîì h, F = PF (G, δ) � ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì ñïóòíèêîì f , ãäå G �

ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH, Φ(G) = 1 è ôîðìàöèÿ f(p)

ÿâëÿåòñÿ h(p)-êðèòè÷åñêîé. Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ Hδ-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Çàìå÷àíèå 3.1.2. Íàïðàâëåíèÿ δ2 è δ3 ñîîòâåòñòâåííî ω-ñïåöèàëüíîé

è ω-öåíòðàëüíîé ôîðìàöèé ÿâëÿþòñÿ br-íàïðàâëåíèÿìè. Ïîýòîìó èç òåîðåì

3.1.3 è 3.1.4 âûòåêàþò ðåçóëüòàòû äëÿ n-êðàòíî ω-ñïåöèàëüíûõ è n-êðàòíî ω-

öåíòðàëüíûõ ôîðìàöèé.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 3.1 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [88].

� 3.2. Îïèñàíèå êðèòè÷åñêèõ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé

Â äàííîì ïàðàãðàôå èçó÷èì ÷àñòíûé ñëó÷àé êðèòè÷åñêèõ n-êðàòíî ω-

âååðíûõ ôîðìàöèé ñ bp-íàïðàâëåíèåì ïðè n = 1.
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Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Ôîðìàöèîííî êðèòè÷åñêóþ ãðóïïó G íàçîâåì f -

áàçèñíîé, åñëè ôîðìàöèÿ form G ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ìàêñèìàëüíóþ ïîä-

ôîðìàöèþ. Ôîðìàöèîííî êðèòè÷åñêóþ ãðóïïó G íàçîâåì ωδ-áàçèñíîé (δ-

áàçèñíîé), åñëè ôîðìàöèÿ ωF (G, δ) ( ôîðìàöèÿ PF (G, δ) ) ñîäåðæèò åäèíñòâåí-

íóþ ìàêñèìàëüíóþ ω-âååðíóþ (âååðíóþ) ïîäôîðìàöèþ c íàïðàâëåíèåì δ.

Ëåììà 3.2.1. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤ δ3,

G = [P ]H � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = CG(P ), ãäå P � p-

ãðóïïà, p ∈ ω, H � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà è M � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç

form H. Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ ωδ-áàçèñíîé ãðóïïîé, ïðè÷åì åäèíñòâåííàÿ ìàêñè-

ìàëüíàÿ ω-âååðíàÿ ïîäôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ èç F = ωF (G, δ) îáëàäàåò

ω-ñïóòíèêîì h, èìåþùèì ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:

h(ω′) = form(G/Oω(G)),

h(p) = M,

h(q) = form(G/Gδ(q)) äëÿ ëþáîãî q ∈ (π(G) ∩ ω) \ {p},
h(q) = Ø äëÿ ëþáîãî q ∈ ω \ π(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ìèíèìàëüíûé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F =

ωF (G, δ), h � ωF -ôóíêöèÿ, îïèñàííàÿ â çàêëþ÷åíèè ëåììû, è H = ωF (h, δ).

Ïðîâåðèì, ÷òî H ⊂ F. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.6 f(ω′) = h(ω′), f(q) = h(q) äëÿ âñåõ

q ∈ ω \ {p}. Ïóñòü q = p. Òàê êàê δ � b-íàïðàâëåíèå, òî δ(p)Np = δ(p) è P ∈ Np ⊆
δ(p). Òîãäà P ⊆ Gδ(p). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Gδ(p) ⊆ Fcp(G) ⊆ CG(P ) = P . Òàêèì

îáðàçîì, Gδ(p) = P è h(p) = M ⊂ formH = form(G/P ) = form(G/Gδ(p)) =

f(p). Ïîýòîìó h ≤ f è H ⊂ F.

Ïîêàæåì, ÷òî H � åäèíñòâåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ω-âååðíàÿ ïîäôîðìàöèÿ ñ

íàïðàâëåíèåì δ èç F. Ïóñòü B � ñîáñòâåííàÿ ω-âååðíàÿ ïîäôîðìàöèÿ ñ íàïðàâ-

ëåíèåì δ èç F è b � åå ìèíèìàëüíûé ω-ñïóòíèê. Ïî ñëåäñòâèþ 1.1.4 b ≤ f . Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî b(p) = f(p). Òîãäà G/P ∈ b(p) è ïî ëåììå 7(2) [8] G ∈ Npb(p) ⊆ B,

÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó b(p) ⊂ f(p) = formH è b(p) ⊆ M = h(p). Ñëåäîâà-

òåëüíî, b ≤ h è B ⊆ H. Òàêèì îáðàçîì, H � åäèíñòâåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ω-

âååðíàÿ ïîäôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ èç F. Ñîãëàñíî òåîðåìå 53.44 [19] ãðóï-

ïà G ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé, à, çíà÷èò, è ôîðìàöèîííî êðèòè÷åñêîé. Òåì ñàìûì

óñòàíîâëåíî, ÷òî G � ωδ-áàçèñíàÿ ãðóïïà. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.2.1. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤ δ3,



145

G = [P ]H � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = CG(P ), ãäå P � p-

ãðóïïà, H � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà è M � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç form H.

Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ δ-áàçèñíîé ãðóïïîé, ïðè÷åì åäèíñòâåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ âå-

åðíàÿ ïîäôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ èç F = PF (G, δ) îáëàäàåò ñïóòíèêîì h,

èìåþùèì ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:

h(p) = M,

h(q) = form(G/Gδ(q)) äëÿ ëþáîãî q ∈ π(G) \ {p},
h(q) = Ø äëÿ ëþáîãî q ∈ P \ π(G).

Ëåììà 3.2.2. Ïóñòü δ � p-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè, G � ìî-

íîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ íåàáåëåâûì ìîíîëèòîì P , π(P ) ∩ ω 6= Ø, Gδ(p) = 1

äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π(P ) ∩ ω. Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ ωδ-áàçèñíîé ãðóïïîé, ïðè-

÷åì åäèíñòâåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ω-âååðíàÿ ïîäôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ èç

F = ωF (G, δ) îáëàäàåò ω-ñïóòíèêîì h, èìåþùèì ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:

h(ω′) = form(G/Oω(G)),

h(p) = form(G/P ),

h(q) = form(G/Gδ(q)) äëÿ ëþáîãî q ∈ (π(G) ∩ ω) \ {p},
h(q) = Ø äëÿ ëþáîãî q ∈ ω \ π(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p � òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî èç π(P ) ∩ ω, äëÿ êî-

òîðîãî Gδ(p) = 1, f � ìèíèìàëüíûé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F = ωF (G, δ), h �

ωF -ôóíêöèÿ èç çàêëþ÷åíèÿ ëåììû è H = ωF (h, δ). Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.6

f(ω′) = h(ω′) è f(q) = h(q) äëÿ âñåõ q ∈ ω \ {p}. Ïóñòü q = p. Òàê êàê

Gδ(p) = 1, òî ââèäó ëåììû 18.2 [50] ñïðàâåäëèâî h(p) = form(G/P ) ⊂ formG =

form(G/Gδ(p)) = f(p). Ïîýòîìó h ≤ f è H ⊂ F.

Ïîêàæåì, ÷òî H � åäèíñòâåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ω-âååðíàÿ ïîäôîðìàöèÿ ñ

íàïðàâëåíèåì δ èç F. Ïóñòü B � ñîáñòâåííàÿ ω-âååðíàÿ ïîäôîðìàöèÿ ñ íàïðàâ-

ëåíèåì δ èç F è b � åå ìèíèìàëüíûé ω-ñïóòíèê. Ïî ñëåäñòâèþ 1.1.4 ñïðàâåäëèâî

b ≤ f . Åñëè b(p) = f(p), òî G ∼= G/Gδ(p) ∈ b(p) ⊆ B, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó

b(p) ⊂ f(p) è ââèäó ëåììû 18.2 [50] b(p) ⊆ form(G/P ) = h(p). Ñëåäîâàòåëü-

íî, b ≤ h è B ⊆ H. Òàêèì îáðàçîì, H � åäèíñòâåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ω-âååðíàÿ

ïîäôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ èç F. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 52.34 [19] ãðóïïà G

ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé, à, çíà÷èò, è ôîðìàöèîííî êðèòè÷åñêîé. Òåì ñàìûì óñòà-

íîâëåíî, ÷òî G � ωδ-áàçèñíàÿ ãðóïïà. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 3.2.2. Ïóñòü δ � p-íàïðàâëåíèå âååðíîé ôîðìàöèè, G � ìî-

íîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ íåàáåëåâûì ìîíîëèòîì P , Gδ(p) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî

p ∈ π(P ). Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ δ-áàçèñíîé ãðóïïîé, ïðè÷åì åäèíñòâåííàÿ ìàê-

ñèìàëüíàÿ âååðíàÿ ïîäôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ èç F = PF (G, δ) îáëàäàåò

ñïóòíèêîì h, èìåþùèì ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:

h(p) = form(G/P ),

h(q) = form(G/Gδ(q)) äëÿ ëþáîãî q ∈ π(G) \ {p},
h(q) = Ø äëÿ ëþáîãî q ∈ P \ π(G).

Òåîðåìà 3.2.1. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤ δ3,

H � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ω-

ñïóòíèêîì h, F � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìèíèìàëüíûì ω-

ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hωδ-êðèòè÷åñêîé, òî F = ωF (G, δ),

ãäå G � òàêàÿ ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH, ÷òî âûïîëíÿ-

åòñÿ îäíî èç óñëîâèé:

1) G = P � ωδ-áàçèñíàÿ ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà p ∈ ω;

2) G = [P ]H � ωδ-áàçèñíàÿ ãðóïïà, ãäå P = CG(P ) � p-ãðóïïà, p ∈ ω, H
� f -áàçèñíàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì Q = Hh(p) è ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç

formH ñîäåðæèòñÿ â h(p);

3) P � íåàáåëåâà ãðóïïà, π(P ) ⊆ ω, f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)-êðèòè÷åñêîé ôîð-

ìàöèåé äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π(P ), ïðè÷åì åñëè Gδ(p) = 1, òî G � ωδ-áàçèñíàÿ

ãðóïïà è P = Gh(p);

4) G � ωδ-áàçèñíàÿ ãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ f -áàçèñíîé ãðóïïîé, π(P ) 6⊆ ω,

P = Gh(ω′) è ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç formG ñîäåðæèòñÿ â h(ω′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � Hωδ-êðèòè÷åñêàÿ ôîðìàöèÿ. Ïî ñëåäñòâèþ

3.1.3 F = ωF (G, δ), ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà èç F \ H ñ ìîíîëèòîì

P = GH, ïðè÷åì åñëè π(P ) ⊆ ω, òî ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)-êðèòè÷åñêîé

äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π(P ), à åñëè π(P ) 6⊆ ω, òî ôîðìàöèÿ f(ω′) ÿâëÿåòñÿ h(ω′)-

êðèòè÷åñêîé. Ïî òåîðåìå 1.1.6 f(ω′) = form(G/Oω(G)), f(p) = form(G/Gδ(p))

äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ∩ π(G) è f(p) = Ø, åñëè p ∈ ω \ π(G). Ñîãëàñíî òåîðåìå 6 [8]

h(ω′) = H è äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ñïðàâåäëèâî h(p) = Nph(p) = Nph1(p), ãäå h1 �

ïðîèçâîëüíûé âíóòðåííèé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè H.

Ïóñòü π(P ) ⊆ ω. Òîãäà f(p) � h(p)-êðèòè÷åñêàÿ ôîðìàöèÿ äëÿ íåêîòî-
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ðîãî p ∈ π(P ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P � íåàáåëåâà ãðóïïà. Òàê êàê G 6∈ H, òî

G 6∈ h(p) è, çíà÷èò, Gh(p) 6= 1. Ïóñòü Gδ(p) = 1. Òîãäà ïî ëåììå 3.2.2 ãðóï-

ïà G ÿâëÿåòñÿ ωδ-áàçèñíîé, ïðè÷åì ìàêñèìàëüíàÿ ω-âååðíàÿ ïîäôîðìàöèÿ B

ñ íàïðàâëåíèåì δ èç F îáëàäàåò òàêèì ω-ñïóòíèêîì b, ÷òî b(p) = form(G/P ).

Ïî ëåììå 18.2 [50] b(p) � åäèíñòâåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ ôîðìàöèè

formG = f(p). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó h(p)-êðèòè÷íîñòè ôîðìàöèè f(p) ñïðà-

âåäëèâî form(G/P ) ⊆ h(p) è ïîýòîìó P = Gh(p). Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàöèÿ F

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 3).

Ïóñòü P � àáåëåâà p-ãðóïïà. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà p 6∈ π(H). Òàê êàê

p ∈ π(G) ∩ ω, òî f(p) 6= Ø è ñîãëàñíî ëåììå 7(2) [8] P ∈ Np ⊆ Npf(p) ⊆ F. Òàê

êàê P 6∈ H, òî P ∈ F \ H è ïîýòîìó G = P � ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà p ∈ ω.
Ïîêàæåì, ÷òî F = Np. Êàê îòìå÷åíî âûøå,Np ⊆ F. Ïðîâåðèì, ÷òîNp � ω-

âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ. Ïóñòü T = ωF (t, δ), ãäå t(p) = (1), t(q) = Ø

äëÿ âñåõ q ∈ ω\{p} è t(ω′) = Np. Ïîêàæåì, ÷òî Np = T. Ñ îäíîé ñòîðîíû, åñëè

A ∈ Np, òî ââèäó ðàâåíñòâà δ(p)Np = δ(p) èìååì A ∈ Np ⊆ δ(p) è, çíà÷èò,

A/Aδ(p) = 1 ∈ t(p). Êðîìå òîãî A/Oω(A) ∈ Np = t(ω′). Ñëåäîâàòåëüíî, A ∈ T

è ïîýòîìó Np ⊆ T. Äîïóñòèì, ÷òî Np ⊂ T è B � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà

èç T \ Np. Òîãäà ãðóïïà B ìîíîëèòè÷íà ñ ìîíîëèòîì C = BNp. Åñëè íàéäåòñÿ

òàêîå ÷èñëî q ∈ (ω ∩ π(B)) \ {p}, òî èç B ∈ T ïîëó÷èì B/Bδ(q) ∈ t(q) = Ø, ÷òî

íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, π(B) ∩ ω = {p}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C 6⊆ Oω(B).

Òîãäà èç B ∈ T ïîëó÷èì B ∼= B/Oω(B) ∈ t(ω′) = Np. Ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó

C ⊆ Oω(B) è, çíà÷èò, π(C) ⊆ ω ∩ π(B) = {p}. Èç C ∈ Np è B/C ∈ Np ñëåäóåò,

÷òî B ∈ Np. Ïðîòèâîðå÷èå. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî Np = T. Ïîñêîëüêó

Np � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è P ∈ Np, òî F = ωF (P, δ) ⊆ Np.

Ñëåäîâàòåëüíî, F = Np.

Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìàöèÿ F îáëàäàåò åäèíñòâåííîé ìàêñèìàëüíîé ω-

âååðíîé ïîäôîðìàöèåé ñ íaïðàâëåíèåì δ. Ïóñòü F1 6= Ø � ñîáñòâåííàÿ ω-âååðíàÿ

ïîäôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ èç F, f1 � åå ìèíèìàëüíûé ω-ñïóòíèê. Òîãäà

π(F1) ⊆ π(F) = {p}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî π(F1) = {p}. Òîãäà P ∈ Np ⊆ Npf1(p) ⊆
F1. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, π(F1) = Ø è F1 = (1) � åäèíñòâåííàÿ ìàê-

ñèìàëüíàÿ ω-âååðíàÿ ïîäôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ èç F. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ

51.34 [19] ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ôîðìàöèîííî
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êðèòè÷åñêîé. Òàêèì îáðàçîì, G = P � ωδ-áàçèñíàÿ ãðóïïà, è ôîðìàöèÿ F óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1).

Ïóñòü p ∈ π(H) è H � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç f(p) \ h(p). Òîãäà

H � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì Q = Hh(p). Åñëè Op(H) 6= 1, òî Q ⊆
Op(H) è H ∈ Nph(p) = h(p). Ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó Op(H) = 1 è ââèäó ëåììû

18.8 [50] ñóùåñòâóåò òî÷íûé íåïðèâîäèìûé Fp[H]-ìîäóëü T . Ïóñòü R = [T ]H.

Òîãäà ãðóïïà R ìîíîëèòè÷íà ñ ìîíîëèòîì T = CR(T ). Ñîãëàñíî ëåììå 7(2) [8]

R ∈ Npf(p) ⊆ F è ωF (R, δ) ⊆ F. Åñëè ωF (R, δ) ⊂ F, òî R ∈ H è R/Rδ(p) ∈ h(p).

Ïîêàæåì, ÷òî T = Rδ(p). Òàê êàê T ∈ Np ⊆ δ(p)Np = δ(p), òî T ⊆ Rδ(p). Èç δ ≤
δ3 ñëåäóåò, ÷òî Rδ(p) ⊆ Fcp(R) ⊆ CR(T ) = T . Òàêèì îáðàçîì, T = Rδ(p) è ïîýòîìó

R/Rδ(p) = R/T ∼= H ∈ h(p), ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ωF (R, δ) = F è â

êà÷åñòâå ãðóïïû G ìîæíî âûáðàòü ãðóïïó R.

Ïîêàæåì, ÷òî H � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ñîá-

ñòâåííûõ ñåêöèé ãðóïïû H, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ôîðìàöèè formH = f(p). Â

ñèëó âûáîðà ãðóïïû H ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå X ⊆ h(p). Ïîýòîìó H 6∈ formX

è H ÿâëÿåòñÿ ôîðìàöèîííî êðèòè÷åñêîé ãðóïïîé. Ïî ëåììå 3.3 [50] ôîðìàöèÿ

f(p) = formH îáëàäàåò ìàêñèìàëüíûìè ïîäôîðìàöèÿìè. Äîïóñòèì, ÷òî M1

è M2 � ðàçëè÷íûå ìàêñèìàëüíûå ïîäôîðìàöèè èç f(p). Òîãäà M1 ⊆ h(p) è

M2 ⊆ h(p), à, çíà÷èò, è C = form(M1 ∪ M2) ⊆ h(p). Òàê êàê M1 è M1 �

ìàêñèìàëüíûå ïîäôîðìàöèè èç f(p), òî C = f(p) ⊆ h(p), ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ôîðìàöèÿ formH îáëàäàåò åäèíñòâåííîé ìàêñèìàëüíîé ïîäôîð-

ìàöèåé è ïîýòîìó H ÿâëÿåòñÿ f -áàçèñíîé ãðóïïîé. Ââèäó ëåììû 3.2.1 ãðóïïà R

ÿâëÿåòñÿ ωδ-áàçèñíîé. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàöèÿ F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2).

Ïóñòü π(P ) 6⊆ ω. Òîãäà f(ω′) = form(G/Oω(G)) = formG. Òàê êàê

h(ω′) = H, òî ôîðìàöèÿ f(ω′) ÿâëÿåòñÿ H-êðèòè÷åñêîé. Ïóñòü S � ãðóïïà íàè-

ìåíüøåãî ïîðÿäêà èç f(ω′) \ H. Òîãäà S � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì

L = SH = Sh(ω′). Òàê êàê f(ω′) ⊆ F, òî S ∈ F \ H. Èç òîãî, ÷òî S ∈ F ñëåäóåò, ÷òî

ωF (S, δ) ⊆ F. Òàê êàê S 6∈ H, òî ωF (S, δ) 6⊆ H. Ñëåäîâàòåëüíî, ωF (S, δ) = F.

Êðîìå òîãî, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî π(L) 6⊆ ω.

Ïîêàæåì, ÷òî S � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ñîá-

ñòâåííûõ ñåêöèé ãðóïïû S, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ôîðìàöèè formS. Òîãäà

S 6∈ formX è S ÿâëÿåòñÿ ôîðìàöèîííî êðèòè÷åñêîé ãðóïïîé. Ïî ëåììå 3.3
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[50] ôîðìàöèÿ formS = f(ω′) îáëàäàåò ìàêñèìàëüíûìè ïîäôîðìàöèÿìè. Äî-

ïóñòèì, ÷òî M1 è M2 � ðàçëè÷íûå ìàêñèìàëüíûå ïîäôîðìàöèè èç f(ω′). Òîãäà

M1 ⊆ H è M2 ⊆ H. Ïîýòîìó f(ω′) = form(M1 ∪M2) ⊆ H, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, f(ω′) = formS îáëàäàåò åäèíñòâåííîé ìàêñèìàëüíîé ïîäôîð-

ìàöèåé è S ÿâëÿåòñÿ f -áàçèñíîé ãðóïïîé. Ââèäó òåîðåìû 1.1.6 è ñëåäñòâèÿ 1.1.4

ôîðìàöèÿ ωF (S, δ) = F ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ω-âååðíûõ ïîä-

ôîðìàöèé ñ íàïðàâëåíèåì δ. Äîïóñòèì, ÷òî F1 è F2 � ðàçëè÷íûå ìàêñèìàëü-

íûå ω-âååðíûå ïîäôîðìàöèè ñ íàïðàâëåíèåì δ èç F. Òîãäà F1 ⊆ H, F2 ⊆ H è

F = ωF ((F1 ∪ F2), δ) ⊆ H. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, F1 = F2 è S ÿâëÿåòñÿ

ωδ-áàçèñíîé ãðóïïîé. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàöèÿ F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 4).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.2.3. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤ δ3,

H � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ñïóò-

íèêîì h, F � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìèíèìàëüíûì ñïóòíèêîì

f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hδ-êðèòè÷åñêîé, òî F = PF (G, δ), ãäå G � òà-

êàÿ ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç

óñëîâèé:

1) G = P � δ-áàçèñíàÿ ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà p;

2) G = [P ]H � δ-áàçèñíàÿ ãðóïïà, ãäå P = CG(P ) � p-ãðóïïà, H � f -

áàçèñíàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì Q = Hh(p) è ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç

formH ñîäåðæèòñÿ â h(p);

3) P � íåàáåëåâà ãðóïïà, f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé äëÿ

íåêîòîðîãî p ∈ π(P ), ïðè÷åì åñëè Gδ(p) = 1, òî G � δ-áàçèñíàÿ ãðóïïà è

P = Gh(p).

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 3.2.1 ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò äëÿ ω-

ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé. Hωδ1-êðèòè÷åñêóþ ôîðìàöèþ áóäåì íàçûâàòü HωL-

êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé; ωδ1-áàçèñíóþ ãðóïïó � ωL-áàçèñíîé ãðóïïîé. Àíàëî-

ãè÷íî äëÿ âååðíûõ ôîðìàöèé ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå òåðìèíû: HL-êðèòè÷åñêàÿ

ôîðìàöèÿ; L-áàçèñíàÿ ãðóïïà.

Ñëåäñòâèå 3.2.4. Ïóñòü H � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ ñ ìàêñèìàëüíûì

âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì h, F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì ω-

ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ HωL-êðèòè÷åñêîé, òî F = ωLF (G),
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ãäå G � òàêàÿ ωL-áàçèñíàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

îäíî èç óñëîâèé:

1) G = P � ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà p ∈ ω;

2) G = [P ]H, ãäå P = CG(P ) � p-ãðóïïà, p ∈ ω, H � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà ñ

ìîíîëèòîì Q = Hh(p) è ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç formH ñîäåðæèòñÿ â

h(p);

3) P � íåàáåëåâà ãðóïïà, π(P ) ⊆ ω è äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π(P ) ôîðìàöèÿ

f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)-êðèòè÷åñêîé è P = Gh(p);

4) G � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà, π(P ) 6⊆ ω, P = Gh(ω′) è ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîð-

ìàöèÿ èç formG ñîäåðæèòñÿ â h(ω′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � HωL-êðèòè÷åñêàÿ ôîðìàöèÿ. Ïî òåîðåìå

3.2.1 F = ωLF (G), ãäå G � òàêàÿ ωL-áàçèñíàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH, ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé 1) � 4) òåîðåìû 3.2.1.

Ïóñòü ãðóïïà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 3) òåîðåìû 3.2.1. Òàê êàê Fp(G) =

1, òî G � ωL-áàçèñíàÿ ãðóïïà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ 3) äàííîãî ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 3.2.5. Ïóñòü H � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ ñ ìàêñèìàëüíûì

âíóòðåííèì ñïóòíèêîì h, F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì ñïóò-

íèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ HL-êðèòè÷åñêîé, òî F = LF (G), ãäå G

� òàêàÿ L-áàçèñíàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç

óñëîâèé:

1) G = P � ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà p;

2) G = [P ]H, ãäå P = CG(P ) � p-ãðóïïà, H � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà ñ ìî-

íîëèòîì Q = Hh(p) è ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç formH ñîäåðæèòñÿ â

h(p);

3) P � íåàáåëåâà ãðóïïà è äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π(P ) ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿ-

åòñÿ h(p)-êðèòè÷åñêîé è P = Gh(p).

Òåîðåìà 3.2.2. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤ δ3,

H � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ω-

ñïóòíèêîì h, F � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ. Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåò-

ñÿ Hωδ-êðèòè÷åñêîé, åñëè F = ωF (G, δ), ãäå G � òàêàÿ ωδ-áàçèñíàÿ ãðóïïà ñ

ìîíîëèòîì P = GH, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:
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1) G = P � ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà p ∈ ω;

2) G = [P ]H, ãäå P = CG(P ) � p-ãðóïïà, p ∈ ω, H � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà ñ

ìîíîëèòîì Q = Hh(p) è ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç formH ñîäåðæèòñÿ â

h(p);

3) P � íåàáåëåâà ãðóïïà, π(P ) ⊆ ω è äëÿ ëþáîãî p ∈ π(P ) ñïðàâåäëèâî

Gδ(p) = 1 è P = Gh(p);

4) G � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà, π(P ) ∩ ω = Ø, P = Gh(ω′) è ìàêñèìàëüíàÿ

ïîäôîðìàöèÿ èç formG ñîäåðæèòñÿ â h(ω′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F = ωF (G, δ), ãäå G � ωδ-áàçèñíàÿ ãðóïïà ñ

ìîíîëèòîì P = GH, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îäíîìó èç óñëîâèé 1) � 4), è f � ìèíè-

ìàëüíûé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F. Òîãäà G 6∈ H è ïîýòîìó F 6⊆ H. Ïîêàæåì, ÷òî

ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hωδ-êðèòè÷åñêîé.

Ïóñòü G � ãðóïïà òèïà 1). Ïðîâåðèì, ÷òî f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)-êðèòè÷åñêîé

ôîðìàöèåé. Òàê êàê G ∈ Np ⊆ δ(p)Np = δ(p), òî G = Gδ(p) è f(p) = (1). Åñëè

p ∈ π(H), òî ïî ëåììå 7(2) [8] G ∈ Nph(p) ⊆ H. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,

p 6∈ π(H) è â ñèëó ñòðîåíèÿ h ïîëó÷àåì h(p) = Ø. Ïî ñëåäñòâèþ 3.1.6 F ÿâëÿåòñÿ

Hωδ-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Ïóñòü G � ãðóïïà òèïà 2). Òàê êàê Gδ(p) = P , òî f(p) = form(G/P ) =

formH 6⊆ h(p). Ïîñêîëüêó åäèíñòâåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç

formH = f(p) ñîäåðæèòñÿ â h(p), òî ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)-êðèòè÷åñêîé.

Ïî ñëåäñòâèþ 3.1.6 ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hωδ-êðèòè÷åñêîé.

Ïóñòü G � ãðóïïà òèïà 3). Òîãäà Gδ(p) = 1 è P = Gh(p) äëÿ ëþáîãî

p ∈ π(P ) ∩ ω. Ñîãëàñíî ëåììå 3.2.2 åäèíñòâåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ω-âååðíàÿ

ïîäôîðìàöèÿ B ñ íàïðàâëåíèåì δ èç F îáëàäàåò òàêèì ω-ñïóòíèêîì b, ÷òî

b(p) = form(G/P ) è ïîýòîìó b(p) ⊆ h(p). Ïóñòü q ∈ (π(G) ∩ ω) \ π(P ). Òîãäà

P ∈ Eq′ è P ⊆ Gδ(q). Ñëåäîâàòåëüíî, b(q) = form((G/P )/(Gδ(p)/P )) ⊆ h(q). Åñ-

ëè q ∈ ω \ π(G), òî b(q) = Ø ⊆ h(q). Êðîìå òîãî, b(ω′) = form(G/Oω(G)) =

form((G/P )/(Oω(G)/P )) ⊆ H = h(ω′). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî b ≤ h. Òàêèì îáðàçîì,

B ⊆ H è ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hωδ-êðèòè÷åñêîé.

Ïóñòü G � ãðóïïà òèïà 4). Òîãäà f(ω′) = formG 6⊆ H = h(ω′). Òàê

êàê åäèíñòâåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç formG ñîäåðæèòñÿ â h(ω′),

òî f(ω′) ÿâëÿåòñÿ h(ω′)-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé. Ïî ñëåäñòâèþ 3.1.6 F � Hωδ-
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êðèòè÷åñêàÿ ôîðìàöèÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.2.6. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤ δ3,

H � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ñïóò-

íèêîì h, F � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ. Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hδ-

êðèòè÷åñêîé, åñëè F = PF (G, δ), ãäå G � òàêàÿ δ-áàçèñíàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì

P = GH, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:

1) G = P � ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà;

2) G = [P ]H, ãäå P = CG(P ) � p-ãðóïïà, H � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà ñ ìî-

íîëèòîì Q = Hh(p) è ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç formH ñîäåðæèòñÿ â

h(p);

3) P � íåàáåëåâà ãðóïïà è äëÿ ëþáîãî p ∈ π(P ) ñïðàâåäëèâî Gδ(p) = 1 è

P = Gh(p).

Ñëåäñòâèå 3.2.7. Ïóñòü H � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ ñ ìàêñèìàëü-

íûì âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì h. ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ HωL-

êðèòè÷åñêîé, åñëè F = ωLF (G), ãäå G � òàêàÿ ωL-áàçèñíàÿ ãðóïïà ñ ìîíî-

ëèòîì P = GH, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:

1) G = P � ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà p ∈ ω;

2) G = [P ]H, ãäå P = CG(P ) � p-ãðóïïà, p ∈ ω, H � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà ñ

ìîíîëèòîì Q = Hh(p) è ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç formH ñîäåðæèòñÿ â

h(p);

3) P � íåàáåëåâà ãðóïïà, π(P ) ⊆ ω, P = Gh(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ π(P );

4) G � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà, π(P ) ∩ ω = Ø, P = Gh(ω′) è ìàêñèìàëüíàÿ

ïîäôîðìàöèÿ èç formG ñîäåðæèòñÿ â h(ω′).

Ñëåäñòâèå 3.2.8. Ïóñòü H � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ ñ ìàêñèìàëüíûì

âíóòðåííèì ñïóòíèêîì h. Ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ HL-êðèòè÷åñêîé,

åñëè F = LF (G), ãäå G � òàêàÿ L-áàçèñíàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH, ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:

1) G = P � ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà p;

2) G = [P ]H, ãäå P = CG(P ) � p-ãðóïïà, H � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà ñ ìî-

íîëèòîì Q = Hh(p) è ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç formH ñîäåðæèòñÿ â

h(p);

3) P � íåàáåëåâà ãðóïïà è P = Gh(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ π(P ).
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Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé èç òåîðåì 3.2.1 è 3.2.2 ïîëó÷àþòñÿ ðåçóëüòàòû î

êðèòè÷åñêèå ω-âååðíûõ ôîðìàöèÿõ ñ br-íàïðàâëåíèåì δ ≤ δ3.

Ñëåäñòâèå 3.2.9. Ïóñòü δ � br-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤
δ3, H � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåí-

íèì ω-ñïóòíèêîì h. ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ F ñ íàïðàâëåíèåì δ ÿâëÿåòñÿ Hωδ-

êðèòè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F = ωF (G, δ), ãäå G � òàêàÿ ωδ-

áàçèñíàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:

1) G = P � ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà p ∈ ω;

2) G = [P ]H, ãäå P = CG(P ) � p-ãðóïïà, p ∈ ω, H � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà ñ

ìîíîëèòîì Q = Hh(p) è ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç formH ñîäåðæèòñÿ â

h(p);

3) G � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà, π(P ) 6⊆ ω, P = Gh(ω′) è ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîð-

ìàöèÿ èç formG ñîäåðæèòñÿ â h(ω′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü F � Hωδ-êðèòè÷åñêàÿ ôîðìà-

öèÿ. Òîãäà ïî òåîðåìå 3.2.1 F = ωF (G, δ), ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ

ìîíîëèòîì P = GH, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îäíîìó èç óñëîâèé 1) � 4) òåîðåìû 3.2.1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 3) òåîðåìû 3.2.1.

Ïóñòü p ∈ π(P ). Òîãäà P ∈ E(Zp)′. Òàê êàê δ ÿâëÿåòñÿ r-íàïðàâëåíèåì, òî

E(Zp)′δ(p) = δ(p) è ïî ëåììå 1(8) [8] G/Gδ(p)
∼= (G/P )/(G/P )δ(p) ∈ h(p).

Ïóñòü q ∈ (π(G) ∩ ω) \ π(P ). Òîãäà P ∈ E(Zq)′ è ââèäó ëåììû 1(8) [8] ñïðà-

âåäëèâî G/Gδ(q) ∈ h(q). Òàê êàê π(P ) ⊆ ω, òî P ⊆ Oω(G) è G/Oω(G) ∼=
(G/P )/(Oω(G)/P ) ∈ H = h(ω′). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1.2 G ∈ H. Ïîëó÷èëè

ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àé 3) òåîðåìû 3.2.1 äëÿ ãðóïïû G íåâîçìî-

æåí.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f � ìèíèìàëüíûé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F. Åñëè

ãðóïïà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1) èëè 2) òåîðåìû, òî ïî òåîðåìå 3.2.2 F �

Hωδ-êðèòè÷åñêàÿ ôîðìàöèÿ.

Ïóñòü ãðóïïà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 3) òåîðåìû. Òîãäà ôîðìàöèÿ

f(ω′) = formG ÿâëÿåòñÿ h(ω′)-êðèòè÷åñêîé è ïî ñëåäñòâèþ 1.3.12 F � Hωδ-

êðèòè÷åñêàÿ ôîðìàöèÿ. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Èç ñëåäñòâèÿ 3.2.9 âûòåêàþò ðåçóëüòàòû äëÿ ω-ñïåöèàëüíûõ è ω-

öåíòðàëüíûõ ôîðìàöèé.
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Ñëåäñòâèå 3.2.10. Ïóñòü δ � br-íàïðàâëåíèå âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤ δ3,

H � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ñïóò-

íèêîì h. Âååðíàÿ ôîðìàöèÿ F ñ íàïðàâëåíèåì δ ÿâëÿåòñÿ Hδ-êðèòè÷åñêîé òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F = PF (G, δ), ãäå G � òàêàÿ δ-áàçèñíàÿ ãðóïïà ñ

ìîíîëèòîì P = GH, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:

1) G = P � ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà p;

2) G = [P ]H, ãäå P = CG(P ) � p-ãðóïïà, H � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà ñ ìî-

íîëèòîì Q = Hh(p) è ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç formH ñîäåðæèòñÿ â

h(p).

Èç ñëåäñòâèÿ 3.2.10 âûòåêàþò ðåçóëüòàòû äëÿ ñïåöèàëüíûõ è öåíòðàëüíûõ

ôîðìàöèé.

Âñå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 3.2 ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [87], [116]. Îòìåòèì,

÷òî â ðàáîòàõ [107], [120], [121] èññëåäîâàëèñü ðàçëè÷íûå âèäû êðèòè÷åñêèõ ω-

âååðíûõ ôîðìàöèé.

� 3.3. Ñâîéñòâà τ -çàìêíóòûõ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. (ñì., íàïðèìåð, [15]). Ïóñòü τ � îòîáðàæåíèå, ñòà-

âÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ãðóïïå G íåêîòîðóþ íåïóñòóþ ñèñòåìó τ(G) åå

ïîäãðóïï. Ãîâîðÿò, ÷òî τ � ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, åñëè (τ(G))α = τ(Gα) äëÿ

ëþáîãî èçîìîðôèçìà α êàæäîé ãðóïïû G.

Îïðåäåëåíèå 3.3.2. (ñì., íàïðèìåð, [15]). Ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð τ íà-

çûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì èëè, èíà÷å, ïîäãðóïïîâûì ôóíêòîðîì Ñêèáû, åñëè âû-

ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) èç M ∈ τ(G) è N / G ñëåäóåò, ÷òî MN/N ∈ τ(G/N);

2) èç M/N ∈ τ(G/N) ñëåäóåò, ÷òî M ∈ τ(G).

Îïðåäåëåíèå 3.3.3. Ïóñòü δ � íåêîòîðàÿ PFR-ôóíêöèÿ. Ïîäãðóïïîâîé
ôóíêòîð τ íàçîâåì

δ-ðàäèêàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ãðóïïû G è ëþáîé N ∈ τ(G) ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî Gδ(p) ∩N = Nδ(p) äëÿ âñåõ p ∈ P;
ω-ðàäèêàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ãðóïïû G è ëþáîé N ∈ τ(G) ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî Oω(G) ∩N = Oω(N);



155

ωδ-ðàäèêàëüíûì, åñëè τ ÿâëÿåòñÿ ω-ðàäèêàëüíûì è δ-ðàäèêàëüíûì.

Çàìå÷àíèå 3.3.1. ωδ-ðàäèêàëüíûìè ïîäãðóïïîâûìè ôóíêòîðàìè, ãäå δ

� ïðîèçâîëüíàÿ PFR-ôóíêöèÿ, ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, íîðìàëüíûé ïîäãðóïïîâîé
ôóíêòîð Sn, ñóáíîðìàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð sn, ïîäãðóïïîâûå ôóíêòî-

ðû resF è radH, ãäå F è H � ôîðìàöèÿ è êëàññ Ôèòòèíãà ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 3.3.4. (ñì., íàïðèìåð, [39], 1.2.19). Ïóñòü τ � ïîäãðóïïîâîé

ôóíêòîð. Ôîðìàöèÿ F íàçûâàåòñÿ τ -çàìêíóòîé, åñëè èç G ∈ F ñëåäóåò, ÷òî

τ(G) ⊆ F.

Îïðåäåëåíèå 3.3.5. Ïóñòü τ � ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð. ω-ñïóòíèê (ñïóò-

íèê) f ω-âååðíîé (âååðíîé) ôîðìàöèè íàçîâåì τ -çàìêíóòûì, åñëè äëÿ ëþáîãî

p ∈ ω ∪ {ω′} ( äëÿ ëþáîãî p ∈ P ) ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ τ -çàìêíóòîé.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó τ -çàìêíóòîñòüþ

ω-âååðíîé ôîðìàöèè è τ -çàìêíóòîñòüþ åå ω-ñïóòíèêà.

Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü F � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ bp-íàïðàâëåíèåì δ,

δ ≤ δ3, τ � ðåãóëÿðíûé δ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð. Ôîðìàöèÿ F ÿâ-

ëÿåòñÿ τ -çàìêíóòîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F îáëàäàåò õîòÿ áû îäíèì

τ -çàìêíóòûì ω-ñïóòíèêîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü F � τ -çàìêíóòàÿ ôîðìàöèÿ.

Ïîñêîëüêó δ � òàêîå bp-íàïðàâëåíèå, ÷òî δ ≤ δ3, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 6 [8] ôîð-

ìàöèÿ F èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé âíóòðåííèé ω-ñïóòíèê h, ïðè÷åì

h(p) = Nph(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω è h(ω′) = F. Ïîýòîìó ôîðìàöèÿ h(ω′) ÿâëÿåò-

ñÿ τ -çàìêíóòîé. Ïîêàæåì, ÷òî h(p) � τ -çàìêíóòàÿ ôîðìàöèÿ äëÿ âñåõ p ∈ ω.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå p ∈ ω, ÷òî ôîðìàöèÿ h(p) íå ÿâëÿåòñÿ τ -

çàìêíóòîé. Ïóñòü G � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç h(p), îáëàäàþùàÿ òàêîé

ïîäãðóïïîé N , ÷òî N ∈ τ(G), N 6∈ h(p). Òîãäà G 6= 1. Åñëè G � íå ìîíîëèòè÷å-

ñêàÿ ãðóïïà, òî íàéäóòñÿ äâå ðàçëè÷íûå ìèíèìàëüíûå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû

R è M ãðóïïû G, ïðè÷åì ââèäó G ∈ h(p) èìååì G/R ∈ h(p) è G/M ∈ h(p).

Ïîñêîëüêó τ � ðåãóëÿðíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, òî NR/R ∈ τ(G/R). Òî-

ãäà ïî èíäóêöèè NR/R ∈ h(p) è, çíà÷èò, N/N ∩ R ∈ h(p). Àíàëîãè÷íî,

NM/M ∼= N/N ∩ M ∈ h(p). Ñëåäîâàòåëüíî, N/(N ∩ R ∩ M) ∼= N ∈ h(p).
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Ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ïóñòü M � ìîíîëèò ãðóï-

ïû G.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Op(G) 6= 1. Òîãäà M ⊆ Op(G). Êàê ïîêàçàíî âûøå,

N/N ∩ M ∈ h(p). Òàê êàê N ∩ M � p-ãðóïïà, òî N ∈ Nph(p) = h(p). Ïðî-

òèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, Op(G) = 1. Ñîãëàñíî ëåììå 18.8 [50] ñóùåñòâóåò

òî÷íûé íåïðèâîäèìûé Fp[G]-ìîäóëü K. Ïóñòü T = [K]G. Òîãäà ãðóïïà T ìî-

íîëèòè÷íà ñ ìîíîëèòîì K = CT (K). Ïîêàæåì, ÷òî Tδ(p) = K. Ïîñêîëüêó δ

ÿâëÿåòñÿ b-íàïðàâëåíèåì, òî K ∈ Np ⊆ δ(p) è K ⊆ Tδ(p). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Tδ(p) ⊆ Tδ3(p) ⊆ CT (K) = K. Ñëåäîâàòåëüíî, Tδ(p) = K. Èç T/K ∼= G ∈ h(p)

ïîëó÷àåì T ∈ Nph(p) = h(p) ⊆ F è ââèäó τ -çàìêíóòîñòè ôîðìàöèè F èìååì

τ(T ) ⊆ F.

Ïîêàæåì, ÷òî NK ∈ τ(T ). Òàê êàê T/K ∼= G, òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

α : G → T/K, ïðè ýòîì, Nα = NK/K. Ïîñêîëüêó τ � ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð

è N ∈ τ(G), òî NK/K = Nα ∈ (τ(G))α = τ(Gα) = τ(T/K). Òàê êàê τ � ðåãó-

ëÿðíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð è NK/K ∈ τ(T/K), òî NK ∈ τ(T ) è, çíà÷èò,

NK ∈ F. Ïîýòîìó NK/(NK)δ(p) ∈ h(p). Ïîñêîëüêó τ � δ-ðàäèêàëüíûé ïîä-

ãðóïïîâîé ôóíêòîð è NK ∈ τ(T ), òî (NK)δ(p) = Tδ(p) ∩NK = K ∩NK = K è

NK/(NK)δ(p) = NK/K ∼= N ∈ h(p). Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàöèÿ

h(p) ÿâëÿåòñÿ τ -çàìêíóòîé äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ∪ {ω′} è, çíà÷èò, h � τ -çàìêíóòûé

ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f � τ -çàìêíóòûé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F, G ∈ F è

N ∈ τ(G). Ïîêàæåì, ÷òîN ∈ F. Òàê êàêG/Gδ(p) ∈ f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω∩π(G),

òî èç NGδ(p)/Gδ(p) ∈ τ(G/Gδ(p)) è τ -çàìêíóòîñòè ôîðìàöèè f(p) ñëåäóåò, ÷òî

NGδ(p)/Gδ(p)
∼= N/(N ∩Gδ(p)) ∈ f(p). Òàê êàê ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð τ ÿâëÿåòñÿ

δ-ðàäèêàëüíûì, òî N/(N ∩ Gδ(p)) = N/Nδ(p) ∈ f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ∩ π(N).

Äàëåå, èç G/Oω(G) ∈ f(ω′), NOω(G)/Oω(G) ∈ τ(G/Oω(G)) è τ -çàìêíóòîñòè

ôîðìàöèè f(ω′) ñëåäóåò NOω(G)/Oω(G) ∼= N/(N ∩ Oω(G)) ∈ f(ω′). Òàê êàê

N∩Oω(G) ⊆ Oω(N), òîN/Oω(N) ∼= (N/N∩Oω(G))/(Oω(N)/N∩Oω(G)) ∈ f(ω′).

Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ 1.1.2 N ∈ F è, çíà÷èò, ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ

τ -çàìêíóòîé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.3.1. Ïóñòü F � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ bp-íàïðàâëåíèåì δ,

δ ≤ δ3, τ � ðåãóëÿðíûé δ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð. Ôîðìàöèÿ F
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ÿâëÿåòñÿ τ -çàìêíóòîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F îáëàäàåò õîòÿ áû îäíèì

τ -çàìêíóòûì ñïóòíèêîì.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.3.1 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 3.3.2. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè,

δ ≤ δ3, τ � ðåãóëÿðíûé δ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, F � τ -

çàìêíóòàÿ ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ. Òîãäà ìàêñèìàëüíûé âíóò-

ðåííèé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F ÿâëÿåòñÿ τ -çàìêíóòûì.

Ñëåäñòâèå 3.3.3. Ïóñòü F � ω-âååðíàÿ (âååðíàÿ) ôîðìàöèÿ ñ bp-

íàïðàâëåíèåì δ, δ ≤ δ3. Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíî íàñëåäñòâåííîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F îáëàäàåò õîòÿ áû îäíèì íîðìàëüíî íàñëåä-

ñòâåííûì ω-ñïóòíèêîì (ñïóòíèêîì).

Ñëåäñòâèå 3.3.4. ω-ëîêàëüíàÿ (ω-ñïåöèàëüíàÿ, ω-öåíòðàëüíàÿ) ôîðìà-

öèÿ F ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíî íàñëåäñòâåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F

îáëàäàåò õîòÿ áû îäíèì íîðìàëüíî íàñëåäñòâåííûì ω-ñïóòíèêîì.

Ñëåäñòâèå 3.3.5. Ëîêàëüíàÿ (ñïåöèàëüíàÿ, öåíòðàëüíàÿ) ôîðìàöèÿ F

ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíî íàñëåäñòâåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F îáëàäàåò

õîòÿ áû îäíèì íîðìàëüíî íàñëåäñòâåííûì ñïóòíèêîì.

Ïóñòü τωF (X, δ) ( τPF (X, δ) ) � τ -çàìêíóòàÿ ω-âååðíàÿ (âååðíàÿ) ôîðìà-

öèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ, ïîðîæäåííàÿ êëàññîì ãðóïï X; ωF τ(X, δ) ( PF τ(X, δ) )

� ω-âååðíàÿ (âååðíàÿ) ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ, îáëàäàþùàÿ õîòÿ áû îä-

íèì τ -çàìêíóòûì ω-ñïóòíèêîì (τ -çàìêíóòûì ñïóòíèêîì), ïîðîæäåííàÿ êëàñ-

ñîì ãðóïï X.

Èç òåîðåìû 3.3.1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 3.3.6. Ïóñòü X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ãðóïï, δ � bp-

íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé (âååðíîé) ôîðìàöèè, δ ≤ δ3, è τ � ðåãóëÿð-

íûé δ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð. Òîãäà τωF (X, δ) = ωF τ(X, δ)

( ñîîòâåòñòâåííî τF (X, δ) = PF τ(X, δ) ).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó

òåîðåìû 1.1.6.
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Ëåììà 3.3.1. Ïóñòü X � íåïóñòîé êëàññ ãðóïï, δ � òàêîå íàïðàâëåíèå

ω-âååðíîé ôîðìàöèè, ÷òî δ0 ≤ δ, τ � ðåãóëÿðíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð. Òîãäà

ôîðìàöèÿ F = ωF τ(X, δ) îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì τ -çàìêíóòûì

ω-ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî

f(ω′) = τform( G/Oω(G) | G ∈ X ),

f(p) = τform( G/Gδ(p) | G ∈ X ) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(X) è

f(p) = Ø, åñëè p ∈ ω \ π(X).

Ñëåäñòâèå 3.3.7. Ïóñòü δ � òàêîå íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé (âååðíîé) ôîð-

ìàöèè, ÷òî δ0 ≤ δ, τ � ðåãóëÿðíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, fi � ìèíèìàëüíûé

τ -çàìêíóòûé ω-ñïóòíèê (ñïóòíèê) ω-âååðíîé (âååðíîé) ôîðìàöèè Fi ñ íàïðàâ-

ëåíèåì δ, i = 1, 2. Òîãäà è òîëüêî òîãäà F1 ⊆ F2, êîãäà f1 ≤ f2.

Íà VIII Âñåñîþçíîì ñèìïîçèóìå ïî òåîðèè ãðóïï â 1982 ãîäó (ã. Ñóìû)

Ë.À. Øåìåòêîâûì áûëà ïîñòàâëåíà îáùàÿ ïðîáëåìà èçó÷åíèÿ ëîêàëüíûõ ôîð-

ìàöèé, îáëàäàþùèõ íåêîòîðûì îïðåäåëåííûì ñâîéñòâîì. Íà ýòîì íàïðàâëåíèè

âîçíèêëà çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ äëÿ ôîðìàöèè F ìèíèìàëüíûõ íå F-ãðóïï, ò.å. òà-

êèõ ãðóïï G 6∈ F, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G ïðèíàäëåæàò F (ñì.,

íàïðèìåð, [51]). Íàèáîëåå çíà÷èìûå ðåçóëüòàòû î ìèíèìàëüíûõ íå F-ãðóïïàõ

áûëè ïîëó÷åíû Â.Í. Ñåìåí÷óêîì (ñì., íàïðèìåð, [28], [29], [30]). Èññëåäîâàíè-

ÿìè â äàííîì íàïðàâëåíèè òàêæå çàíèìàëèñü À.Ä. Õîäàëåâè÷, À.Ô. Âàñèëüåâ,

À.Â. Ñèäîðîâ è äðóãèå (ñì., íàïðèìåð, [2], [31], [43]).

Êàê îòìå÷àåòñÿ â [2], [31], èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà äëÿ ãðóïïû

G 6∈ F íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ñèñòåìà åå ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï ñîäåðæèòñÿ â

F. Òàêîé ñëó÷àé ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ ïîíÿòèÿ τ -ìèíèìàëüíîé íå F-ãðóïïû,

ãäå τ � ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð (ñì., íàïðèìåð, [39], ãëàâà 2).

Îïðåäåëåíèå 3.3.6. ([39], ãëàâà 2). Ïóñòü F � êëàññ ãðóïï, τ � ïîäãðóï-

ïîâîé ôóíêòîð. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ τ -ìèíèìàëüíîé íå F-ãðóïïîé èëè Fτ -

êðèòè÷åñêîé ãðóïïîé, åñëè G 6∈ F, íî êàæäàÿ ñîáñòâåííàÿ τ -ïîäãðóïïà ãðóïïû

G ïðèíàäëåæèò êëàññó F.

Äëÿ τ -çàìêíóòîé ω-âååðíîé ôîðìàöèè F ðàññìîòðèì ñâîéñòâà τ -

ìèíèìàëüíûõ íå F-ãðóïï.

Òåîðåìà 3.3.2. Ïóñòü δ � p-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè, τ � ðå-

ãóëÿðíûé δ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, F � τ -çàìêíóòàÿ ω-âååðíàÿ
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ôîðìàöèÿ c íàïðàâëåíèåì δ è ω-ñïóòíèêîì f , G � ãðóïïà, p ∈ ω ∩ π(G),

G/Op(G) ∈ F è HGδ(p) 6= G äëÿ ëþáîé ñîáñòâåííîé τ -ïîäãðóïïû H ãðóïïû G.

Åñëè G/Gδ(p) � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå f(p)-ãðóïïà, òî G ÿâëÿåòñÿ τ -ìèíèìàëüíîé

íå F-ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G/Gδ(p) � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå f(p)-ãðóïïà. Òî-

ãäà G/Gδ(p) 6∈ f(p) è ïî îïðåäåëåíèþ ω-âååðíîé ôîðìàöèè G 6∈ F. Ïóñòü H �

ñîáñòâåííàÿ τ -ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ïîêàæåì, ÷òî H ∈ F.

Óñòàíîâèì, ÷òî H/Op(H) ∈ F. Ïîñêîëüêó H ∈ τ(G), òî ââèäó ðåãóëÿð-

íîñòè ïîäãðóïïîâîãî ôóíêòîðà τ ïîëó÷àåì, ÷òî HOp(G)/Op(G) ∈ τ(G/Op(G)).

Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû G/Op(G) ∈ F è F � τ -çàìêíóòàÿ ôîðìàöèÿ, òî

HOp(G)/Op(G) ∈ F è, çíà÷èò, H/H ∩ Op(G) ∈ F. Ïîñêîëüêó H ∩ Op(G) � íîð-

ìàëüíàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû H, òî H/Op(H) ∼= (H/H ∩ Op(G))/(Op(H)/H ∩
Op(G)) ∈ F. Òàêèì îáðàçîì, H/Op(H) ∈ F.

Ïîêàæåì, ÷òî H/Hδ(p) ∈ f(p). Èç H ∈ τ(G) è ðåãóëÿðíîñòè ïîäãðóïïîâî-

ãî ôóíêòîðà τ ïîëó÷àåì, ÷òî HGδ(p)/Gδ(p) ∈ τ(G/Gδ(p)). Åñëè HGδ(p)/Gδ(p) =

G/Gδ(p), òî HGδ(p) = G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ïîýòîìó HGδ(p)/Gδ(p) <

G/Gδ(p). Òàê êàê G/Gδ(p) � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå f(p)-ãðóïïà, òî HGδ(p)/Gδ(p)
∼=

H/H ∩ Gδ(p) ∈ f(p). Òîãäà â ñèëó δ-ðàäèêàëüíîñòè ïîäãðóïïîâîãî ôóíêòîðà τ

ñïðàâåäëèâî H/Hδ(p) ∈ f(p).

Ïîñêîëüêó íàïðàâëåíèå δ ôîðìàöèè F ÿâëÿåòñÿ p-íàïðàâëåíèåì, òî ïî

ëåììå 2(1) [8] ïîëó÷àåì, ÷òî H ∈ F. Ñëåäîâàòåëüíî, G � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå

F-ãðóïïà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.3.8. Ïóñòü δ � p-íàïðàâëåíèå âååðíîé ôîðìàöèè, τ � ðåãó-

ëÿðíûé δ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, F � τ -çàìêíóòàÿ âååðíàÿ ôîð-

ìàöèÿ c íàïðàâëåíèåì δ è ñïóòíèêîì f , G � ãðóïïà, p ∈ π(G), G/Op(G) ∈ F

è HGδ(p) 6= G äëÿ ëþáîé ñîáñòâåííîé τ -ïîäãðóïïû H ãðóïïû G. Åñëè G/Gδ(p)

� τ -ìèíèìàëüíàÿ íå f(p)-ãðóïïà, òî G � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå F-ãðóïïà.

Òåîðåìà 3.3.3. Ïóñòü δ � p-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè, τ � ðå-

ãóëÿðíûé ωδ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, F � τ -çàìêíóòàÿ ω-âååðíàÿ

ôîðìàöèÿ c íàïðàâëåíèåì δ è ìèíèìàëüíûì ω-ñïóòíèêîì f , ω ⊆ π(F). Åñ-

ëè G � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå F-ãðóïïà, òî ñïðàâåäëèâî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç

ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
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1) G/Oω(G) � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå f(ω′)-ãðóïïà;

2) G/Gδ(p) � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå f(p)-ãðóïïà äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ ω∩π(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå F-ãðóïïà. Åñëè

G/Oω(G) ∈ f(ω′) è G/Gδ(p) ∈ f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ∩ π(G), òî G ∈ F, ÷òî

íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, G/Oω(G) 6∈ f(ω′) èëè G/Gδ(p) 6∈ f(p) äëÿ íåêîòî-

ðîãî p ∈ ω ∩ π(G).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà G/Oω(G) 6∈ f(ω′). Ïóñòü H/Oω(G) � ñîáñòâåí-

íàÿ τ -ïîäãðóïïà ãðóïïû G/Oω(G). Óñòàíîâèì, ÷òî H/Oω(G) ∈ f(ω′). Òàê êàê

H/Oω(G) < G/Oω(G), òî H < G è ââèäó ðåãóëÿðíîñòè ïîäãðóïïîâîãî ôóíê-

òîðà τ ñïðàâåäëèâî H ∈ τ(G). Ïîñêîëüêó G � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå F-ãðóïïà,

òî H ∈ F è, çíà÷èò, H/Oω(H) ∈ f(ω′). Òàê êàê ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð τ ÿâ-

ëÿåòñÿ ω-ðàäèêàëüíûì, òî H ∩ Oω(G) = Oω(H). Ñëåäîâàòåëüíî, H/Oω(H) =

H/H ∩Oω(G) ∼= HOω(G)/Oω(G) = H/Oω(G) ∈ f(ω′). Òàêèì îáðàçîì, G/Oω(G)

� τ -ìèíèìàëüíàÿ íå f(ω′)-ãðóïïà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà G/Gδ(p) 6∈ f(p) äëÿ íåêîòîðîãî p ∈
ω ∩ π(G). Ïóñòü L/Gδ(p) ∈ τ(G/Gδ(p)) è L/Gδ(p) < G/Gδ(p). Ïîêàæåì, ÷òî

L/Gδ(p) ∈ f(p). Ââèäó ðåãóëÿðíîñòè ïîäãðóïïîâîãî ôóíêòîðà τ L ÿâëÿåòñÿ ñîá-

ñòâåííîé τ -ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Òàê êàê G � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå F-ãðóïïà, òî

L ∈ F è, çíà÷èò, L/Lδ(q) ∈ f(q) äëÿ ëþáîãî q ∈ ω ∩ π(L). Ïóñòü p ∈ π(L).

Òàê êàê ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð τ ÿâëÿåòñÿ δ-ðàäèêàëüíûì, òî L ∩Gδ(p) = Lδ(p)

è L/Lδ(p) = L/L ∩ Gδ(p)
∼= LGδ(p)/Gδ(p) = L/Gδ(p) ∈ f(p). Ïóñòü òåïåðü

p 6∈ π(L). Ïîñêîëüêó íàïðàâëåíèå δ ôîðìàöèè F ÿâëÿåòñÿ p-íàïðàâëåíèåì, òî

L ∈ Ep′ ⊆ Ep′δ(p) = δ(p) è, çíà÷èò, Lδ(p) = L. Òàê êàê f � ìèíèìàëüíûé ω-

ñïóòíèê ôîðìàöèè F è p ∈ ω ∩ π(F), òî ïî òåîðåìå 1.1.6 f(p) 6= Ø è ïîýòîìó

L/Gδ(p) = LGδ(p)/Gδ(p)
∼= L/L ∩ Gδ(p) = L/Lδ(p) ∼= 1 ∈ f(p). Òàêèì îáðàçîì, â

ýòîì ñëó÷àå G/Gδ(p) � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå f(p)-ãðóïïà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.3.9. Ïóñòü δ � p-íàïðàâëåíèå âååðíîé ôîðìàöèè, τ � ðåãó-

ëÿðíûé δ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, F � τ -çàìêíóòàÿ âååðíàÿ ôîð-

ìàöèÿ c íàïðàâëåíèåì δ è ìèíèìàëüíûì ñïóòíèêîì f , π(F) = P. Åñëè G �

τ -ìèíèìàëüíàÿ íå F-ãðóïïà, òî G/Gδ(p) � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå f(p)-ãðóïïà äëÿ

íåêîòîðîãî p ∈ π(G).

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 3.3 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [89],
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[94]. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ òåîðèè ïîäãðóïïîâûõ ôóíêòîðîâ ê èññëåäîâàíèþ τ -

çàìêíóòûõ ôîðìàöèé èçó÷àëîñü àâòîðîì â [93], [109], [114], [115].

� 3.4. Êðèòè÷åñêèå τ -çàìêíóòûå ω-âååðíûå ôîðìàöèè

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì τ -çàìêíóòûå ω-âååðíûå ôîðìàöèè ñ bp-

íàïðàâëåíèåì δ ≤ δ3. Öåíòðàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû

3.4.1 è 3.4.2, â êîòîðûõ äëÿ äàííîãî âèäà ôîðìàöèé ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà Ë.À.

Øåìåòêîâà [48] èçó÷åíèÿ Hθ-êðèòè÷åñêèõ ôîðìàöèé (Ïðîáëåìà (C)).

Ïóñòü H � íåêîòîðûé êëàññ ãðóïï, τ � ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð. Hτ -

êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé íàçûâàåòñÿ Hθ-êðèòè÷åñêàÿ ôîðìàöèÿ â ñëó÷àå, êî-

ãäà θ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ τ -çàìêíóòûõ ôîðìàöèé (ñì., íàïðèìåð, [39]). Hτωδ-

êðèòè÷åñêîé (Hτδ-êðèòè÷åñêîé) ôîðìàöèåé íàçîâåì Hθ-êðèòè÷åñêóþ ôîðìà-

öèþ â ñëó÷àå, êîãäà θ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ τ -çàìêíóòûõ ω-âååðíûõ (âååðíûõ)

ôîðìàöèé ñ íàïðàâëåíèåì δ.

Ðàññìîòðèì êðèòè÷åñêèå τ -çàìêíóòûå ω-âååðíûå ôîðìàöèè ñ bp-

íàïðàâëåíèåì δ ≤ δ3.

Òåîðåìà 3.4.1. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤
δ3, τ � ðåãóëÿðíûé δ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, H � τ -çàìêíóòàÿ

ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ω-

ñïóòíèêîì h, F � τ -çàìêíóòàÿ ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìè-

íèìàëüíûì τ -çàìêíóòûì ω-ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hτωδ-

êðèòè÷åñêîé, òî F = τωF (G, δ), ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì

P = GH, ïðè÷åì, åñëè π(P ) ⊆ ω, òî Φ(G) = 1 è ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)τ -

êðèòè÷åñêîé äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π(P ), à åñëè π(P ) 6⊆ ω, òî f(ω′) ÿâëÿåòñÿ

h(ω′)τ -êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � Hτωδ-êðèòè÷åñêàÿ ôîðìàöèÿ è G � ãðóïïà

íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç F \ H. Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ ìîíîëèòè÷åñêîé ãðóïïîé ñ

ìîíîëèòîì P = GH. Ïîñêîëüêó τωF (G, δ) ⊆ F è τωF (G, δ) 6⊆ H, òî ââèäó

Hτωδ-êðèòè÷íîñòè ôîðìàöèè F ïîëó÷àåì F = τωF (G, δ).

Òàê êàê δ � p-íàïðàâëåíèå, òî ñîãëàñíî ëåììå 3.3.1 f(ω′) =

τform(G/Oω(G)), f(p) = τform(G/Gδ(p)) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(G) è f(p) = Ø,
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åñëè p ∈ ω \ π(G). Ïîñêîëüêó δ ÿâëÿåòñÿ bp-íàïðàâëåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì

óñëîâèþ δ ≤ δ3, òî ïî òåîðåìå 6 [8] h(ω′) = H è äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ñïðàâåäëèâî

h(p) = Nph(p) = Nph1(p), ãäå h1 � ïðîèçâîëüíûé âíóòðåííèé ω-ñïóòíèê ôîð-

ìàöèè H. Êðîìå òîãî, ïî ñëåäñòâèþ 3.3.2 h ÿâëÿåòñÿ τ -çàìêíóòûì ω-ñïóòíèêîì

ôîðìàöèè H.

Ïóñòü π(P ) ⊆ ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(q) ⊆ h(q) äëÿ ëþáîãî q ∈ π(P ).

Òîãäà â ñèëó G ∈ F èìååì G/Gδ(q) ∈ f(q) ⊆ h(q) äëÿ âñåõ q ∈ π(P ). Êðîìå òîãî,

G/P = G/GH ∈ H. Äàëåå, èç π(P ) ⊆ ω ïîëó÷àåì P ⊆ Oω(G) è G/Oω(G) ∼=
(G/P )/(Oω(G)/P ) ∈ H = h(ω′). Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó ëåììû 2(3) [8] G ∈ H,

÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå p ∈ π(P ), ÷òî f(p) 6⊆ h(p). Ïîêàæåì,

÷òî ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)τ -êðèòè÷åñêîé.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà h(p) = Ø. Ïîêàæåì, ÷òî Zp 6∈ H. Ïóñòü h2 �

ìèíèìàëüíûé τ -çàìêíóòûé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè H. Åñëè p ∈ π(H), òî ïî ëåììå

3.3.1 h2(p) 6= Ø è ïîýòîìó h(p) = Nph2(p) 6= Ø. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,

p 6∈ π(H) è Zp 6∈ H. Òàê êàê p ∈ π(G) ∩ ω, òî f(p) 6= Ø. Ââèäó ëåììû 7(2) [8]

Zp ∈ Npf(p) ⊆ F. Òàêèì îáðàçîì, Zp ∈ F \ H è ïîýòîìó G = Zp. Îòìåòèì,

÷òî Φ(Zp) = 1. Ïîñêîëüêó δ ÿâëÿåòñÿ b-íàïðàâëåíèåì, òî Zp ∈ Np ⊆ δ(p). Òîãäà

f(p) = τform(Zp/(Zp)δ(p)) = (1). Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî ôîðìàöèÿ f(p)

ÿâëÿåòñÿ h(p)τ -êðèòè÷åñêîé.

Ïóñòü òåïåðü h(p) 6= Ø è M � ñîáñòâåííàÿ τ -çàìêíóòàÿ ïîäôîðìàöèÿ

èç f(p). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M 6⊆ h(p) è M � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿä-

êà èç M \ h(p). Òîãäà M ÿâëÿåòñÿ ìîíîëèòè÷åñêîé ãðóïïîé ñ ìîíîëèòîì

R = Mh(p). Åñëè R ⊆ Op(M), òî M ∈ Nph(p) = h(p), ÷òî íåâîçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, Op(M) = 1 è ïî ëåììå 18.8 [50] ñóùåñòâóåò òî÷íûé íåïðè-

âîäèìûé Fp[M ]-ìîäóëü K. Ïóñòü T = [K]M . Òîãäà ãðóïïà T ìîíîëèòè÷íà ñ

ìîíîëèòîì K = CT (K). Ðàññóæäàÿ êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1.1,

ïîëó÷èì, ÷òî Tδ(p) = K. Òàê êàê T/K ∼= M ∈ M, òî ââèäó ëåììû 7(2)

[8] ñïðàâåäëèâî T ∈ NpM ⊆ Npf(p) ⊆ F. Ïîýòîìó τωF (T, δ) ⊆ F. Åñëè

τωF (T, δ) = F, òî f(p) = τform(T/Tδ(p)) = τformM ⊆ M, ÷òî íåâîçìîæ-

íî. Ïîýòîìó τωF (T, δ) ⊂ F è ââèäó Hτωδ-êðèòè÷íîñòè ôîðìàöèè F èìååì

τωF (T, δ) ⊆ H. Òîãäà T ∈ H è M ∼= T/Tδ(p) ∈ h(p). Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâà-

òåëüíî, M ⊆ h(p) è ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)τ -êðèòè÷åñêîé.
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Ïîêàæåì, ÷òî Φ(G) = 1. Ïóñòü N � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç

f(p) \ h(p). Òîãäà ãðóïïà N ÿâëÿåòñÿ ìîíîëèòè÷åñêîé. Êàê è âûøå, íåòðóäíî

ïîêàçàòü, ÷òî Op(N) = 1. Èñïîëüçóÿ ëåììó 18.8 [50], ïîñòðîèì ãðóïïó B = [L]N ,

ãäå L � òî÷íûé íåïðèâîäèìûé Fp[N ]-ìîäóëü, ïðè÷åì B � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóï-

ïà, L = CB(L) è Bδ(p) = L. Êðîìå òîãî, B ∈ Npf(p) è ïîýòîìó ââèäó ëåììû 7(2)

[8] τωF (B, δ) ⊆ F. Åñëè τωF (B, δ) ⊂ F, òî B ∈ H è N ∼= B/L = B/Bδ(p) ∈ h(p),

÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, τωF (B, δ) = F è â êà÷åñòâå ãðóïïû G ìîæíî

âûáðàòü ãðóïïó B, ïðè÷åì Φ(B) = 1.

Ïóñòü π(P ) 6⊆ ω. Ïîêàæåì, ÷òî f(ω′) � h(ω′)τ -êðèòè÷åñêàÿ ôîðìàöèÿ. Òàê

êàê P 6⊆ Oω(G), òî Oω(G) = 1 è f(ω′) = τform(G/Oω(G)) = τformG 6⊆
H = h(ω′). Ïóñòü M � ñîáñòâåííàÿ τ -çàìêíóòàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç f(ω′) è

M1 = τωF (M, δ). Èç M ⊂ f(ω′) ⊆ F ïîëó÷àåì M1 ⊆ F. Åñëè M1 = F, òî

f(ω′) = τform( M/Oω(M) | M ∈M ) ⊆M, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó M. Ñëå-

äîâàòåëüíî, M1 ⊂ F è, çíà÷èò, M1 ⊆ H. Ïîýòîìó M ⊆ H = h(ω′) è ôîðìàöèÿ

f(ω′) ÿâëÿåòñÿ h(ω′)τ -êðèòè÷åñêîé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.4.1. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤ δ3, τ

� ðåãóëÿðíûé δ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, H � τ -çàìêíóòàÿ âååðíàÿ

ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ñïóòíèêîì h, F � τ -

çàìêíóòàÿ âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìèíèìàëüíûì τ -çàìêíóòûì

ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hτδ-êðèòè÷åñêîé, òî F = τPF (G, δ),

ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH, ïðè÷åì Φ(G) = 1 è

ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)τ -êðèòè÷åñêîé äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π(P ).

Èç òåîðåìû 3.4.1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò ðåçóëüòàòû äëÿ êðèòè÷å-

ñêèõ τ -çàìêíóòûõ ω-ëîêàëüíûõ, ω-ñïåöèàëüíûõ è ω-öåíòðàëüíûõ ôîðìàöèé,

â ÷àñòíîñòè, äëÿ êðèòè÷åñêèõ íîðìàëüíî íàñëåäñòâåííûõ ω-ëîêàëüíûõ, ω-

ñïåöèàëüíûõ è ω-öåíòðàëüíûõ ôîðìàöèé.

Hτωδ-êðèòè÷åñêóþ ôîðìàöèþ ïðè δ = δ1 ( δ = δ2, δ = δ3 ) áóäåì íàçû-

âàòü HτωL-êðèòè÷åñêîé (ñîîòâåòñòâåííî HτωS-êðèòè÷åñêîé, HτωZ-êðèòè÷åñêîé)

ôîðìàöèåé. Àíàëîãè÷íî äëÿ âååðíûõ ôîðìàöèé ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå òåðìèíû:

HτL-êðèòè÷åñêàÿ (ñîîòâåòñòâåííî HτS-êðèòè÷åñêàÿ, HτZ-êðèòè÷åñêàÿ) ôîðìà-

öèÿ. Òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: τωLF (X) ( τωSF (X),

τωZF (X) ) � τ -çàìêíóòàÿ ω-ëîêàëüíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî ω-ñïåöèàëüíàÿ, ω-
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öåíòðàëüíàÿ) ôîðìàöèÿ, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì ãðóïï X; τLF (X) ( τSF (X),

τZF (X) ) � τ -çàìêíóòàÿ ëîêàëüíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî ñïåöèàëüíàÿ, öåíòðàëü-

íàÿ) ôîðìàöèÿ, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì ãðóïï X.

Ñëåäñòâèå 3.4.2. Ïóñòü τ � ðåãóëÿðíûé δ1-ðàäèêàëüíûé (δ2-ðàäèêàëüíûé,

δ3-ðàäèêàëüíûé) ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, H � τ -çàìêíóòàÿ ω-ëîêàëüíàÿ

(ñîîòâåòñòâåííî ω-ñïåöèàëüíàÿ, ω-öåíòðàëüíàÿ) ôîðìàöèÿ ñ ìàêñèìàëüíûì

âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì h, F � τ -çàìêíóòàÿ ω-ëîêàëüíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî

ω-ñïåöèàëüíàÿ, ω-öåíòðàëüíàÿ) ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì τ -çàìêíóòûì ω-

ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ HτωL-êðèòè÷åñêîé (ñîîòâåòñòâåííî

HτωS-êðèòè÷åñêîé, HτωZ-êðèòè÷åñêîé), òî F = τωLF (G) (ñîîòâåòñòâåííî

F = τωSF (G), F = τωZF (G)), ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì

P = GH, ïðè÷åì, åñëè π(P ) ⊆ ω, òî Φ(G) = 1 è ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåò-

ñÿ h(p)τ -êðèòè÷åñêîé äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π(P ), à åñëè π(P ) 6⊆ ω, òî f(ω′)

ÿâëÿåòñÿ h(ω′)τ -êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Ñëåäñòâèå 3.4.3. Ïóñòü τ � ðåãóëÿðíûé δ1-ðàäèêàëüíûé (δ2-ðàäèêàëüíûé,

δ3-ðàäèêàëüíûé) ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, H � τ -çàìêíóòàÿ ëîêàëüíàÿ

(ñîîòâåòñòâåííî ñïåöèàëüíàÿ, öåíòðàëüíàÿ) ôîðìàöèÿ ñ ìàêñèìàëüíûì

âíóòðåííèì ñïóòíèêîì h, F � τ -çàìêíóòàÿ ëîêàëüíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî ñïå-

öèàëüíàÿ, öåíòðàëüíàÿ) ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì τ -çàìêíóòûì ñïóòíè-

êîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ HτL-êðèòè÷åñêîé (ñîîòâåòñòâåííî HτS-

êðèòè÷åñêîé, HτZ-êðèòè÷åñêîé), òî F = τLF (G) (ñîîòâåòñòâåííî F =

τSF (G), F = τZF (G)), ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH,

ïðè÷åì Φ(G) = 1 è ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)τ -êðèòè÷åñêîé äëÿ íåêîòîðî-

ãî p ∈ π(P ).

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 3.4.1 ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò äëÿ τ -

çàìêíóòûõ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé â ñëó÷àå, êîãäà τ = Sn � íîðìàëüíî íàñëåä-

ñòâåííûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð. Íàïîìíèì, ÷òî Sn-çàìêíóòàÿ ôîðìàöèÿ òàê-

æå íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíî íàñëåäñòâåííîé.

Ñëåäñòâèå 3.4.4. Ïóñòü δ � br-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤
δ3, H � íîðìàëüíî íàñëåäñòâåííàÿ ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ

è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì h, F � íîðìàëüíî íàñëåäñòâåí-

íàÿ ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìèíèìàëüíûì Sn-çàìêíóòûì
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ω-ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ HSnωδ-êðèòè÷åñêîé, òî F =

SnωF (G, δ), ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH òàêàÿ,

÷òî åñëè π(P ) ⊆ ω, òî Φ(G) = 1, π(P ) = {p} è ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ

h(p)Sn
-êðèòè÷åñêîé, à åñëè π(P ) 6⊆ ω, òî f(ω′) ÿâëÿåòñÿ h(ω′)Sn

-êðèòè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � HSnωδ-êðèòè÷åñêàÿ ôîðìàöèÿ. Ñîãëàñíî

òåîðåìå 3.4.1 F = SnωF (G, δ), ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì

P = GH, ïðè÷åì, åñëè π(P ) ⊆ ω, òî Φ(G) = 1 è ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)Sn
-

êðèòè÷åñêîé äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π(P ), à åñëè π(P ) 6⊆ ω, òî f(ω′) ÿâëÿåòñÿ

h(ω′)Sn
-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Ïîêàæåì, ÷òî π(P ) = {p}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |π(P )| > 1. Òîãäà P ∈ E(Zq)′

äëÿ ëþáîãî q ∈ π(P ). Òàê êàê δ � r-íàïðàâëåíèå, òî ïî ëåììå 1(8) [8] G/Gδ(q)
∼=

(G/P )/(Gδ(q)/P ) = (G/P )/(G/P )δ(q) ∈ h(q) äëÿ âñåõ q ∈ π(P ) = π(P ) ∩ ω.
Ïîñêîëüêó P ⊆ Oω(G), òîG/Oω(G) ∼= (G/P )/(Oω(G)/P ) ∈ H = h(ω′). Ñîãëàñíî

ëåììå 2(3) [8] G ∈ H. Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, |π(P )| = 1 è π(P ) = {p}.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 3.4.5. Ïóñòü δ � br-íàïðàâëåíèå âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤ δ3, H

� íîðìàëüíî íàñëåäñòâåííàÿ âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëü-

íûì âíóòðåííèì ñïóòíèêîì h, F � íîðìàëüíî íàñëåäñòâåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ íà-

ïðàâëåíèåì δ è ìèíèìàëüíûì Sn-çàìêíóòûì ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F

ÿâëÿåòñÿ HSnδ-êðèòè÷åñêîé, òî F = SnPF (G, δ), ãäå G � ãðóïïà íàèìåíüøåãî

ïîðÿäêà èç F \ H ñ ìîíîëèòîì P = GH òàêàÿ, ÷òî Φ(G) = 1, π(P ) = {p} è
ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)Sn

-êðèòè÷åñêîé.

Òåîðåìà 3.4.2. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤
δ3, τ � ðåãóëÿðíûé δ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, H � τ -çàìêíóòàÿ

ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ω-

ñïóòíèêîì h, F = τωF (G, δ) � ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì τ -çàìêíóòûì ω-

ñïóòíèêîì f , ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH, ïðè÷åì,

åñëè π(P )∩ω 6= Ø, òî Φ(G) = 1, π(P ) = {p} è ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)τ -

êðèòè÷åñêîé, à åñëè π(P ) ∩ ω = Ø, òî f(ω′) ÿâëÿåòñÿ h(ω′)τ -êðèòè÷åñêîé

ôîðìàöèåé. Òîãäà ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hτωδ-êðèòè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó P = GH, òî F 6⊆ H. ÏóñòüB � ñîáñòâåííàÿ

τ -çàìêíóòàÿ ω-âååðíàÿ ïîäôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ èç F è b � åå ìèíèìàëü-
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íûé τ -çàìêíóòûé ω-ñïóòíèê. Ïî ñëåäñòâèþ 3.3.7 b ≤ f . Ïîêàæåì, ÷òî b ≤ h.

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.3.2 h � τ -çàìêíóòûé ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè

H. Åñëè p ∈ ω \ π(G), òî b(p) ⊆ f(p) = Ø ⊆ h(p). Ïóñòü p ∈ ω ∩ π(G). Åñëè

p ∈ (π(G) ∩ ω) \ π(P ), òî P ∈ Ep′ ⊆ Ep′δ(p) = δ(p) è ââèäó ëåììû 1(8) [8] ñïðà-

âåäëèâî b(p) ⊆ f(p) = τform(G/Gδ(p)) = τform( (G/P )/(G/P )δ(p) ) ⊆ h(p).

Ïóñòü p ∈ π(P ) ∩ ω. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû π(P ) = {p}, òî P �

àáåëåâà p-ãðóïïà. Ðàññóæäàÿ êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1.2, ïîëó÷èì,

÷òî Gδ(p) = P . Åñëè b(p) = f(p), òî G/P = G/Gδ(p) ∈ f(p) = b(p) è ïî ëåììå

7(2) [8] G ∈ Npb(p) ⊆ B, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, b(p) ⊂ f(p) è â ñèëó

h(p)τ -êðèòè÷íîñòè ôîðìàöèè f(p) ïîëó÷àåì b(p) ⊆ h(p).

Ïîêàæåì, ÷òî b(ω′) ⊆ h(ω′). Åñëè π(P ) ∩ ω 6= Ø, òî ââèäó óñëî-

âèÿ òåîðåìû P ⊆ Oω(G) è b(ω′) ⊆ f(ω′) = τform(G/Oω(G)) =

τform( (G/P )/(Oω(G)/P ) ) ⊆ H = h(ω′). Ïóñòü π(P ) ∩ ω = Ø. Åñëè b(ω′) =

f(ω′), òî G ∈ τformG = τform(G/Oω(G)) = f(ω′) = b(ω′) ⊆ B, ÷òî íåâîçìîæ-

íî. Ñëåäîâàòåëüíî, b(ω′) ⊂ f(ω′) è ïîýòîìó ââèäó h(ω′)τ -êðèòè÷íîñòè ôîðìàöèè

f(ω′) ñïðàâåäëèâî b(ω′) ⊆ h(ω′). Òàêèì îáðàçîì, b ≤ h è B ⊆ H. Òåì ñàìûì

óñòàíîâëåíî, ÷òî ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hτωδ-êðèòè÷åñêîé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.4.6. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤ δ3,

τ � ðåãóëÿðíûé δ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, H � τ -çàìêíóòàÿ âå-

åðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ñïóòíèêîì

h, F = τPF (G, δ) � ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì τ -çàìêíóòûì ñïóòíèêîì f ,

ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH, ïðè÷åì Φ(G) = 1,

π(P ) = {p} è ôîðìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)τ -êðèòè÷åñêîé. Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ

Hτδ-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Èç òåîðåìû 3.4.2 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò ðåçóëüòàòû äëÿ êðèòè÷å-

ñêèõ τ -çàìêíóòûõ ω-ëîêàëüíûõ, ω-ñïåöèàëüíûõ è ω-öåíòðàëüíûõ ôîðìàöèé,

â ÷àñòíîñòè, äëÿ êðèòè÷åñêèõ íîðìàëüíî íàñëåäñòâåííûõ ω-ëîêàëüíûõ, ω-

ñïåöèàëüíûõ è ω-öåíòðàëüíûõ ôîðìàöèé.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 3.4 îïóáëèêîâàíû â [89].
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� 3.5. Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå â Ãëàâå 3

Â Ãëàâå 3 èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.

[4], ãë. 2, Ëåììà 4.13. Ôîðìàöèîííî êðèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ìîíîëèòè÷íà.

[4], ãë. 2, Ëåììà 4.14. Êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ôîðìàöèîííî êðè-

òè÷åñêîé.

[8], Ëåììà 1(8). Åñëè F � ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà, H � êëàññ ãðóïï, HF = F, G

� ãðóïïà, N / G è N ∈ H, òî (G/N)F = GF/N .

[8], Ëåììà 2. Ïóñòü F = ωF (f, δ) ñ p-íàïðàâëåíèåì δ. Òîãäà 1) åñëè p ∈ ω,
G/Op(G) ∈ F è G/Gδ(p) ∈ f(p), òî G ∈ F; 2) åñëè G/Oω′(G) ∈ F è G/Oω(G) ∈
f(ω′), òî G ∈ F; 3) åñëè G/M ∈ F, G/Gδ(p) ∈ f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω ∩ π(M) è

G/Oω(G) ∈ f(ω′), òî G ∈ F.

[8], Ëåììà 5. Ïóñòü F � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ ω-ñïóòíèêîì f è bp-

íàïðàâëåíèåì δ. Òîãäà: 1) Op(G/Gδ(p)) = 1 äëÿ ëþáîé ãðóïïû G; 2) F îáëà-

äàåò ω-ñïóòíèêîì g òàêèì, ÷òî g(q) = f(q) äëÿ âñåõ q ∈ {ω′} ∪ (ω \ {p}) è
g(p) = Npf(p).

[8], Ëåììà 7(2). Ïóñòü F = ωF (f, δ) ñ âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì f è íàïðàâ-

ëåíèåì δ òàêèì, ÷òî δ1 ≤ δ. Òîãäà Npf(p) ⊆ F äëÿ âñåõ p ∈ ω.
[8], Òåîðåìà 1. Ïóñòü M è H � ω-âååðíûå ôîðìàöèè ñ âíóòðåííèìè ω-

ñïóòíèêàìè m è h ñîîòâåòñòâåííî è ñ p-íàïðàâëåíèåì δ òàêèì, ÷òî δ ≤ δ1.

Òîãäà ôîðìàöèÿ F = M ◦H ÿâëÿåòñÿ ω-âååðíîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì δ è

âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî f(ω′) = F, f(p) = m(p) ◦ H äëÿ âñåõ

p ∈ ω ∩ π(M) è f(p) = h(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω \ π(M).

[8], Òåîðåìà 6. Ïóñòü F = ωF (f, δ) ñ âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì f è bp-

íàïðàâëåíèåì δ òàêèì, ÷òî δ1 ≤ δ ≤ δ3. Òîãäà F îáëàäàåò åäèíñòâåííûì

ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì h òàêèì, ÷òî h(ω′) = F, h(p) =

Nph(p) = Npf(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω.
[19], Òåîðåìà 53.44. Êîíå÷íàÿ ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷å-

ñêîé, åñëè èëè öåíòðàëèçàòîð ìîíîëèòà ñîäåðæèòñÿ â ìîíîëèòå, èëè åå ïîä-

ãðóïïà Ôðàòòèíè òðèâèàëüíà.

[19], Ñëåäñòâèå 51.34. Êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé.

[19], Ñëåäñòâèå 52.34. Êîíå÷íàÿ ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ íåàáåëåâûì ìîíî-

ëèòîì ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé.
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[39], Ëåììà 2.1.5. Ïóñòü A � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì R 6⊆
Φ(A). Òîãäà ôîðìàöèÿ F = τformA τ -íåïðèâîäèìà è â íåé èìååòñÿ åäèí-

ñòâåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ τ -çàìêíóòàÿ ïîäôîðìàöèÿ M = τform((A/R) ∪ X),

ãäå X � ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ τ -ïîäãðóïï ãðóïïû A.

[39], Ëåììà 3.1.9. Ïóñòü G = A oB = KB, ãäå K = Πb∈BA
b
1 � áàçà ñïëåòåíèÿ

G è A1 � ïåðâàÿ êîïèÿ A â K. Òîãäà: 1) åñëè L � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà ãðóïïû G, L1 � ïðîåêöèÿ ýòîé ïîäãðóïïû â A1 è L1 6⊆ Z(A1), òî

L = Πb∈B(L ∩ A1)
b; 2) åñëè R � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â A1 è

R 6∈ Z(A1), òî R1 = Πb∈BR
b � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G; 3)

SocG ⊆ Πb∈BM
b, ãäå M = SocA1; 4) åñëè L � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû

G, L ⊆ K è M � ïðîåêöèÿ ýòîé ïîäãðóïïû â A1, òî ñïëåòåíèå (A1/M) o B
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ôàêòîð-ãðóïïû G/L.

[50], Ëåììà 3.3. Ïóñòü F � îäíîïîðîæäåííàÿ ôîðìàöèÿ. Òîãäà âñÿêàÿ ñîá-

ñòâåííàÿ ïîäôîðìàöèÿ ôîðìàöèè F ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíîé

ïîäôîðìàöèè èç F.

[50], Ëåììà 18.2. Ïóñòü G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P . Òîãäà

åñëè P 6⊆ Φ(G), òî form(G/P ) � åäèíñòâåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ

ôîðìàöèè formG.

[50], Ëåììà 18.8. Åñëè â ãðóïïå G èìååòñÿ ëèøü îäíà ìèíèìàëüíàÿ íîð-

ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà è Op(G) = 1, òî ñóùåñòâóåò òî÷íûé íåïðèâîäèìûé Fp[G]-

ìîäóëü, ãäå Fp � ïîëå èç p ýëåìåíòîâ.

[79], Ëåììà 1(7). Åñëè F � ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà, EA′F = F, G � ãðóïïà, N /G

è N ∈ EA′, òî (G/N)F = GF/N .
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ÃËÀÂÀ 4

Ω-ÐÀÑÑËÎÅÍÍÛÅ ÔÎÐÌÀÖÈÈ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÃÐÓÏÏ È ÈÕ

ÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß

Äàííàÿ Ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ òåîðèè Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé

êîíå÷íûõ ãðóïï è åå ïðèìåíåíèþ ê èññëåäîâàíèþ ïîäôîðìàöèîííîãî ñòðîå-

íèÿ ôîðìàöèé. Ãëàâà ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ. Â ïàðàãðàôå 4.1 ðàçðàáîòà-

íû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äàííîé òåîðèè (ðåøåíèå Çàäà÷è (D2)). Â ïàðàãðàôå

4.2 èçó÷àþòñÿ ìàêñèìàëüíûå ïîäôîðìàöèè Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé. Â ïàðà-

ãðàôå 4.3 ïîëó÷åíû ñâîéñòâà τ -çàìêíóòûõ Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé, ãäå τ �

ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð. Â ïàðàãðàôå 4.4 äëÿ τ -çàìêíóòûõ Ω-ðàññëîåííûõ ôîð-

ìàöèé ñ br-íàïðàâëåíèåì ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà Ë.À. Øåìåòêîâà [48] èçó÷åíèÿ Hθ-

êðèòè÷åñêèõ ôîðìàöèé (Ïðîáëåìà (C)). Â ïàðàãðàôå 4.5 ñîäåðæàòñÿ èçâåñòíûå

ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå â Ãëàâå 4. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû Ãëàâû 4 îïóáëè-

êîâàíû â [83], [86], [91], [92]. Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [83] ïîëó÷åíû â íåðàçäå-

ëèìîì ñîàâòîðñòâå ñ Â.À. Âåäåðíèêîâûì. Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [86] ïîëó÷åíû

â íåðàçäåëèìîì ñîàâòîðñòâå ñ Ì.À. Êîðïà÷åâîé. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû

[91], â ÷àñòíîñòè, Òåîðåìû 4.4.1, 4.4.2 ïðèíàäëåæàò Ì.Ì. Ñîðîêèíîé.

� 4.1. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ðàçðàáîòàíû îñ-

íîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï.

Ïóñòü I � êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï; Ω � íåïóñòîé ïîäêëàññ

êëàññà I; Ω′ � äîïîëíåíèå ê Ω â I; { Ω′ } � îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå
èç îäíîãî ýëåìåíòà Ω′. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ Ω-ãðóïïîé, åñëè K(G) ⊆ Ω, ãäå

K(G) � êëàññ âñåõ ãðóïï, èçîìîðôíûõ êîìïîçèöèîííûì ôàêòîðàì ãðóïïû G.

×åðåç EΩ îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ Ω-ãðóïï; OΩ(G) = GEΩ
[7].

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Ôóíêöèþ f : Ω ∪ {Ω′} → { ôîðìàöèè ãðóïï },
ãäå f(Ω′) � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ, ïðèíèìàþùóþ îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà èçî-

ìîðôíûõ ãðóïïàõ èç Ω, íàçîâåì Ω-ôîðìàöèîííîé ôóíêöèåé èëè, êîðîòêî, ΩF -

ôóíêöèåé.
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Ôóíêöèþ g : I→ { ôîðìàöèè ãðóïï }, ïðèíèìàþùóþ îäèíàêîâûå çíà÷å-

íèÿ íà èçîìîðôíûõ ãðóïïàõ èç I, íàçîâåì ôîðìàöèîííîé ôóíêöèåé èëè, êîðîò-

êî, F -ôóíêöèåé.

Ôóíêöèþ ϕ : I → { íåïóñòûå ôîðìàöèè Ôèòòèíãà }, ïðèíèìàþùóþ
îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà èçîìîðôíûõ ãðóïïàõ èç I, íàçîâåì ôîðìàöèîííî-

ðàäèêàëüíîé ôóíêöèåé, èëè êîðîòêî, FR-ôóíêöèåé.

Ëåììà 4.1.1. Ïóñòü f � ΩF -ôóíêöèÿ, ϕ � FR-ôóíêöèÿ è

F = ( G ∈ E | G/OΩ(G) ∈ f(Ω′) è G/Gϕ(A) ∈ f(A) äëÿ âñåõ A ∈ Ω ∩K(G) ).

Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ íåïóñòîé ôîðìàöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó 1 ∈ f(Ω′) è K(1) = Ø, òî 1 ∈ F è ïî-

ýòîìó F 6= Ø. Ïóñòü G ∈ F è N / G. Òàê êàê OΩ(G)N/N ∼= OΩ(G)/(OΩ(G) ∩
N) ∈ EΩ, òî OΩ(G)N/N ⊆ OΩ(G/N) := R/N . Ïîýòîìó (G/N)/OΩ(G/N) ∼=
(G/OΩ(G))/(R/OΩ(G)) ∈ f(Ω′). Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω ∩K(G/N) ñïðà-

âåäëèâî Gϕ(A)N/N ∼= Gϕ(A)/(Gϕ(A) ∩ N) ∈ ϕ(A), òî Gϕ(A)N/N ⊆ (G/N)ϕ(A) :=

T/N è (G/N)/(G/N)ϕ(A)
∼= (G/Gϕ(A))/(T/Gϕ(A)) ∈ f(A) äëÿ âñåõ A ∈ Ω ∩

K(G/N). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ?? G/N ∈ F.

Ïóñòü G/Ni ∈ F, i = 1, 2, èD := N1∩N2. Ðàññóæäàÿ êàê è ïðè äîêàçàòåëü-

ñòâå ëåììû 1.1.1, ïîëó÷èì, ÷òî (G/D)/OΩ(G/D) ∈ f(Ω′) è (G/D)/(G/D)ϕ(A) ∈
f(A) äëÿ âñåõ A ∈ Ω∩K(G/D). Ýòî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4.1.1, îçíà÷àåò, ÷òî

G/D ∈ F. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ôîðìàöèåé. Ëåììà äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 4.1.2. Ïóñòü f � F -ôóíêöèÿ, ϕ � FR-ôóíêöèÿ è

F = ( G ∈ E | G/Gϕ(A) ∈ f(A) äëÿ âñåõ A ∈ K(G) ).

Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ íåïóñòîé ôîðìàöèåé.

Îïðåäåëåíèå 4.1.2. Ïóñòü f , g è ϕ � íåêîòîðûå ΩF -ôóíêöèÿ, F -ôóíêöèÿ

è FR-ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ôîðìàöèþ

F = ( G ∈ E | G/OΩ(G) ∈ f(Ω′) è G/Gϕ(A) ∈ f(A) äëÿ âñåõ A ∈ Ω ∩K(G) )

íàçîâåì Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèåé è îáîçíà÷èì ΩF (f, ϕ); ôóíêöèþ f áóäåì íà-

çûâàòü ΩF -ñïóòíèêîì (èëè, êîðîòêî, Ω-ñïóòíèêîì), à ôóíêöèþ ϕ � íàïðàâëå-

íèåì Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè F = ΩF (f, ϕ).



171

Ôîðìàöèþ F = ( G ∈ E |G/Gϕ(A) ∈ g(A) äëÿ âñåõ A ∈ K(G) ) íàçîâåì ðàñ-

ñëîåííîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è îáîçíà÷èì F (g, ϕ), à g áóäåì íàçûâàòü

F -ñïóòíèêîì (èëè, êîðîòêî, ñïóòíèêîì) ðàññëîåííîé ôîðìàöèè F = F (g, ϕ).

Ëåììà 4.1.3. Ïóñòü F � ôîðìàöèÿ, K(F) ∩ Ω = Ø. Òîãäà F = ΩF (f, ϕ),

ãäå f � ΩF -ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî f(Ω′) = F, f(A) = Ø äëÿ âñåõ A ∈ Ω, è ϕ �

ïðîèçâîëüíàÿ FR-ôóíêöèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åäèíè÷íàÿ ôîðìàöèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ

Ω-ðàññëîåííîé äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî êëàññà Ω ⊆ I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H := ΩF (f, ϕ), ãäå f è ϕ � ôóíêöèè èç çàêëþ-

÷åíèÿ ëåììû. Åñëè G ∈ F, òî G/OΩ(G) ∈ F = f(Ω′) è èç A ∈ Ω ∩ K(G) = Ø

ñëåäóåò, ÷òî G/Gϕ(A) ∈ f(A). Ïîýòîìó G ∈ H è F ⊆ H.

Äîïóñòèì, ÷òî F ⊂ H èH � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç H \ F. ÒîãäàH
� ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = HF. Òàê êàê H/OΩ(H) ∈ f(Ω′) = F,

òî P ⊆ OΩ(H). Ïóñòü K(P ) = (B). Òîãäà B ∈ K(H) ∩ Ω è èç H ∈ H èìååì

H/Hϕ(B) ∈ f(B) = Ø. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, F = H. Ëåììà

äîêàçàíà.

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: EA = E(A),

EA′ = E(A)′; OA(G) = GEA
, OA′(G) = GEA′ , OA′,A(G) = GEA′EA

, ãäå A ∈ I.

Îïðåäåëåíèå 4.1.3. Ôîðìàöèþ F = ΩF (f, ϕ) íàçîâåì Ω-ñâîáîäíîé èëè,

êîðîòêî, ΩFr-ôîðìàöèåé (îò àíãë. �free�), åñëè ϕ(A) = EA′ äëÿ ëþáîãî A ∈ I, è

áóäåì îáîçíà÷àòü F = ΩFr(f), ò.å. ΩFr(f) =

= ( G ∈ E | G/OΩ(G) ∈ f(Ω′) è G/OA′(G) ∈ f(A) äëÿ âñåõ A ∈ Ω ∩K(G) ).

Íàïðàâëåíèå Ω-ñâîáîäíîé ôîðìàöèè îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ0.

Ïóñòü f � F -ôóíêöèÿ. Ôîðìàöèþ

F = F (f, ϕ0) = ( G ∈ E | G/OA′(G) ∈ f(A) äëÿ âñåõ A ∈ K(G) )

íàçîâåì ñâîáîäíîé ôîðìàöèåé è îáîçíà÷èì F = Fr(f).

Òåîðåìà 4.1.1. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ íååäèíè÷íàÿ ôîðìàöèÿ è Ω = K(F).

Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ Ω-ñâîáîäíîé ôîðìàöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � òàêàÿ ΩF -ôóíêöèÿ, ÷òî f(Ω′) = F, f(A) =

form( G/OA′(G) |G ∈ F ) äëÿ âñåõ A ∈ Ω, è F1 = ΩFr(f). Ïîêàæåì, ÷òî F = F1.
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Åñëè H ∈ F, òî H/OΩ(H) ∈ F = f(Ω′) è H/OA′(H) ∈ ( G/OA′(G) | G ∈ F ) ⊆
f(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω∩K(H). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî H ∈ ΩFr(f) = F1 è ïîýòîìó

F ⊆ F1.

Äîïóñòèì, ÷òî F ⊂ F1 è T � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç F1 \ F. Òîãäà
T � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì M = TF. Òàê êàê T/OΩ(T ) ∈ f(Ω′) =

F, òîM ⊆ OΩ(T ). ÏóñòüK(M) = (A). Òîãäà A ∈ Ω è ïî îïðåäåëåíèþ ôîðìàöèè

F1 èìååì T/OA′(T ) ∈ f(A) ⊆ F. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî M ⊆ OA′(T ). Ïîëó÷èëè

ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó F = F1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 4.1.1. Èç òåîðåìû 4.1.1 è ëåììû 4.1.3 ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ

íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ Ω-ñâîáîäíîé äëÿ íåêîòîðîãî íåïóñòîãî êëàññà ïðî-

ñòûõ ãðóïï Ω.

Ëåììà 4.1.4. Ïóñòü F = ΩF (f, ϕ), ãäå ϕ � ïðîèçâîëüíàÿ FR-ôóíêöèÿ.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) F = ΩF (g, ϕ), ãäå g(A) = f(A) ∩ F äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω ∪ {Ω′};
2) F = ΩF (h, ϕ), ãäå h(Ω′) = F è h(A) = f(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü F1 = ΩF (g, ϕ), ãäå g � ΩF -ôóíêöèÿ èç ïóíê-

òà 1) ëåììû. Òàê êàê g(A) ⊆ f(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω ∪ {Ω′}, òî ïî îïðåäå-

ëåíèþ 4.1.2 F1 ⊆ F. Ïóñòü G ∈ F. Òîãäà G/OΩ(G) ∈ f(Ω′) ∩ F = g(Ω′) è

G/Gϕ(A) ∈ f(A) ∩ F = g(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω ∩K(G). Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ F1

è F ⊆ F1. Òàêèì îáðàçîì, F = F1.

2) Ïóñòü h � ΩF -ôóíêöèÿ èç ïóíêòà 2) ëåììû è H = ΩF (h, ϕ). Åñëè

G ∈ F, òî G/OΩ(G) ∈ F = h(Ω′) è äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω ∩ K(G) ñïðàâåäëèâî

G/Gϕ(A) ∈ f(A) = h(A). Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ H è F ⊆ H.

Äîïóñòèì, ÷òî F ⊂ H è H � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç H \ F. Òîãäà
ãðóïïàH ìîíîëèòè÷íà ñ ìîíîëèòîì P = HF. ÈçH/OΩ(H) ∈ h(Ω′) = F ñëåäóåò,

÷òî P ⊆ OΩ(H) è H/OΩ(H) ∼= (H/P )/OΩ(H/P ) ∈ f(Ω′). Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî

A ∈ Ω∩K(H) âûïîëíÿåòñÿ H/Hϕ(A) ∈ h(A) = f(A), òî H ∈ F, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, F = H. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 4.1.2. Ïóñòü A ∈ I. Ãëàâíûé ôàêòîð M/N ãðóïïû G íàçû-

âàåòñÿ ãëàâíûì A-ôàêòîðîì, åñëè K(M/N) = (A). ×åðåç FA(G) îáîçíà÷àåòñÿ

ïåðåñå÷åíèå öåíòðàëèçàòîðîâ âñåõ ãëàâíûõ A-ôàêòîðîâ ãðóïïû G; åñëè â G íåò

ãëàâíûõ A-ôàêòîðîâ, òî ïîëàãàþò FA(G) = G [36]. ×åðåç ScA îáîçíà÷àåòñÿ
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êëàññ âñåõ òåõ êîíå÷íûõ ãðóïï, ó êîòîðûõ êàæäûé ãëàâíûé A-ôàêòîð öåíòðà-

ëåí. Åñëè A � íåàáåëåâà ïðîñòàÿ ãðóïïà, òî ScA = EA′. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

êëàññ ScA ÿâëÿåòñÿ ôîðìàöèåé Ôèòòèíãà è ScA-ðàäèêàë ãðóïïû G ðàâåí FA(G)

(ñì. òåîðåìû 5 è 7 [5]).

Îïðåäåëåíèå 4.1.4. (ñì. [7], îïðåäåëåíèå 2). Ôîðìàöèÿ F = ΩF (f, ϕ)

íàçûâàåòñÿ Ω-êîìïîçèöèîííîé èëè, êîðîòêî, ΩC-ôîðìàöèåé, åñëè ϕ(A) = ScA

äëÿ ëþáîãî A ∈ I, è çàïèñûâàþò F = ΩCF (f) =

= ( G ∈ E | G/OΩ(G) ∈ f(Ω′) è G/FA(G) ∈ f(A) äëÿ âñåõ A ∈ Ω ∩K(G) ),

à f íàçûâàþò ΩC-ñïóòíèêîì ôîðìàöèè F. Íàïðàâëåíèå Ω-êîìïîçèöèîííîé

ôîðìàöèè îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ3.

Â ñëó÷àå, êîãäà f ÿâëÿåòñÿ F -ôóíêöèåé, ïîëó÷àþò îïðåäåëåíèå êîìïîçè-

öèîííîé ôîðìàöèè

F = CF (f) = ( G ∈ E | G/FA(G) ∈ f(A) äëÿ âñåõ A ∈ K(G) ).

Îïðåäåëåíèå 4.1.5. Ôîðìàöèþ F = ΩF (f, ϕ) íàçîâåì Ω-êàíîíè÷åñêîé

èëè, êîðîòêî, ΩK-ôîðìàöèåé, åñëè ϕ(A) = EA′ · EA äëÿ ëþáîãî A ∈ I, è áóäåì

îáîçíà÷àòü F = ΩKF (f), ò.å. ΩKF (f) =

( G ∈ E | G/OΩ(G) ∈ f(Ω′) è G/OA′,A(G) ∈ f(A) äëÿ âñåõ A ∈ Ω ∩K(G) ).

Íàïðàâëåíèå Ω-êàíîíè÷åñêîé ôîðìàöèè îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ′2.

Ïóñòü f � F -ôóíêöèÿ. Ôîðìàöèþ

F = F (f, ϕ′2) = ( G ∈ E | G/OA′,A(G) ∈ f(A) äëÿ âñåõ A ∈ K(G) )

íàçîâåì êàíîíè÷åñêîé ôîðìàöèåé è îáîçíà÷èì F = KF (f).

Ïðèìåð 4.1.1. Ïóñòü F = formA, ãäå A � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóï-

ïà. Òîãäà K(F) = (A). Ïóñòü Ω = (A). Ïîêàæåì, ÷òî F íå ÿâëÿåòñÿ Ω-

êàíîíè÷åñêîé ôîðìàöèåé. Ïóñòü F1 = ΩKF (f) = ( G ∈ E | G/OA(G) ∈ f(Ω′)

è G/OA′,A(G) ∈ f(A) äëÿ A ∈ Ω ∩ K(G) ). Åñëè f(A) = Ø, òî óñëîâèå

G/OA′,A(G) ∈ f(A) äëÿ A ∈ Ω ∩K(G) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ëèøü äëÿ A′-ãðóïï.

Ïîýòîìó F1 ⊆ EA′ è F1 6= F. Ïóñòü f(A) 6= Ø è H � ïðîèçâîëüíàÿ (A)-ãðóïïà.

Òîãäà H/OA(H) ∈ f(Ω′) è H/OA′,A(H) ∈ f(A). Ñëåäîâàòåëüíî, H ∈ F1. Òàê êàê

ñïëåòåíèå A oA ∈ F1 \ F, òî F 6= F1. Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèîííîé. Ïî-

ýòîìó êîìïîçèöèîííàÿ ôîðìàöèÿ F íå îáÿçàíà áûòü Ω-êàíîíè÷åñêîé. Çàìåòèì,
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÷òî lformA = Nπ(A)formA 6= F1. Ïîýòîìó è ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ L íå îáÿçàíà

áûòü Ω-êàíîíè÷åñêîé â ñëó÷àå Ω = K(L).

Â.À. Âåäåðíèêîâ â ðàáîòå [79] ââåë â ðàññìîòðåíèå åù¼ îäèí âàæíûé òèï

Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè, íàïðàâëåíèå êîòîðîé èíòåãðèðóåò â ñåáå êîìïîíåíòû

äâóõ íàïðàâëåíèé, à èìåííî, êîìïîçèöèîííîé è êàíîíè÷åñêîé ôîðìàöèé.

Îïðåäåëåíèå 4.1.6. ([79], îïðåäåëåíèå 3). Ôîðìàöèÿ F = ΩF (f, ϕ) íàçû-

âàåòñÿ Ω-áèêàíîíè÷åñêîé èëè, êîðîòêî, ΩB-ôîðìàöèåé, åñëè

ϕ(A) = EA′ äëÿ ëþáîé íåàáåëåâîé ãðóïïû A ∈ I è

ϕ(A) = EA′EA äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû A ∈ I,

è îáîçíà÷àåòñÿ F = ΩBF (f), ò.å. F = ΩBF (f) = ( G ∈ E | G/OΩ(G) ∈
f(Ω′), G/OA′(G) ∈ f(A) äëÿ âñåõ A ∈ (Ω \ A)∩K(G) è G/OA′,A(G) ∈ f(A) äëÿ

âñåõ A ∈ Ω∩A∩K(G) ). Íàïðàâëåíèå Ω-áèêàíîíè÷åñêîé ôîðìàöèè îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç ϕ2.

Ïóñòü f � F -ôóíêöèÿ. Ôîðìàöèÿ F = F (f, ϕ2) = ( G ∈ E | G/OA′(G) ∈
f(A) äëÿ âñåõ A ∈ K(G) \ A è G/OA′,A(G) ∈ f(A) äëÿ âñåõ A ∈ K(G) ∩ A )

íàçûâàåòñÿ áèêàíîíè÷åñêîé ôîðìàöèåé è îáîçíà÷àåòñÿ F = BF (f).

Òåîðåìà 4.1.2. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ íååäèíè÷íàÿ ôîðìàöèÿ è Ω = K(F).

Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Ω-ðàññëîåííîé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è Ω-ñïóòíèêîì f òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà F � ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è ñïóòíè-

êîì f1 òàêèì, ÷òî f1(A) = f(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω è f1(A) = Ø äëÿ âñåõ

A ∈ I \ Ω. Òàêèå Ω-ñïóòíèê f è ñïóòíèê f1 ôîðìàöèè F áóäåì íàçûâàòü

Ω-ðàâíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü F = ΩF (f, ϕ), f1 � F -ôóíêöèÿ

òàêàÿ, ÷òî f1(A) = f(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω, f1(A) = Ø äëÿ ëþáîãî A ∈ I \ Ω,

è F1 = F (f1, ϕ). Îòìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ 4.1.1 f(Ω′) 6= Ø. Ïîñêîëüêó

F 6= (1), òî Ω = K(F) 6= Ø. Åñëè G ∈ F, òî G ÿâëÿåòñÿ Ω-ãðóïïîé è, çíà÷èò,

G/Gϕ(A) ∈ f(A) = f1(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ K(G) ⊆ Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ F1 è

F ⊆ F1.

Äîïóñòèì, ÷òî F ⊂ F1 è T � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç F1 \ F.

Òîãäà ãðóïïà T ìîíîëèòè÷íà ñ ìîíîëèòîì M = TF. Â ñèëó ëåììû 4.1.4 ìîæåì

ñ÷èòàòü, ÷òî f(Ω′) = F. Ïóñòü K(M) = (B). Òàê êàê T ∈ F1, òî T/Tϕ(B) ∈
f1(B) è f1(B) 6= Ø. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ f1 èìååì B ∈ Ω è M ⊆ OΩ(T ). Ýòî
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îçíà÷àåò, ÷òî T/OΩ(T ) ∼= (T/M)/(OΩ(T )/M) ∈ F = f(Ω′). Ïîñêîëüêó T/Tϕ(A) ∈
f1(A) = f(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ K(T ) = Ω ∩ K(T ), òî T ∈ F, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, F = F1.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü F = F (g, ϕ), h � ΩF -ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî h(Ω′) = F,

h(A) = g(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω, è H = ΩF (h, ϕ). Åñëè G ∈ F, òî G/OΩ(G) ∈
F = h(Ω′) è äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω ∩ K(G) ñïðàâåäëèâî G/Gϕ(A) ∈ g(A) = h(A).

Ïîýòîìó G ∈ H è F ⊆ H.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F ⊂ H è H � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç H \ F.
Òîãäà H � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì M = HF. Òàê êàê H/OΩ(H) ∈
h(Ω′) = F, òî M ⊆ OΩ(H). Ïîñêîëüêó Ω = K(F), òî H/M ÿâëÿåòñÿ Ω-ãðóïïîé

è, çíà÷èò, H � Ω-ãðóïïà. Òàê êàê H ∈ H, òî H/Hϕ(A) ∈ h(A) äëÿ ëþáîãî A ∈
Ω ∩ K(H) = K(H) è ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè h ïîëó÷èì H/Hϕ(A) ∈ g(A)

äëÿ ëþáîãî A ∈ K(H). Ñëåäîâàòåëüíî, H ∈ F. Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì,

F = H. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.1.1. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ íååäèíè÷íàÿ ôîðìàöèÿ è

Ω = K(F). Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Ω-ñâîáîäíîé (Ω-êàíîíè÷åñêîé, Ω-

áèêàíîíè÷åñêîé, Ω-êîìïîçèöèîííîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F � ñâîáîäíàÿ

(ñîîòâåòñòâåííî êàíîíè÷åñêàÿ, áèêàíîíè÷åñêàÿ, êîìïîçèöèîííàÿ) ôîðìàöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.1.7. Íàïðàâëåíèå ϕ Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè íà-

çîâåì ïðàâèëüíûì èëè, êîðîòêî, r-íàïðàâëåíèåì (îò àíãë. �right�), åñëè

ϕ(A) = EA′ · ϕ(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ I.

Â.À. Âåäåðíèêîâ â ðàáîòå [79] ââåë â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå âàæíûå

âèäû íàïðàâëåíèé Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè.

Îïðåäåëåíèå 4.1.8. ([79], îïðåäåëåíèå 1). Íàïðàâëåíèå ϕ Ω-ðàññëîåííîé

ôîðìàöèè íàçûâàåòñÿ:

a-íàïðàâëåíèåì, åñëè A ∈ ϕ(A) äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû A ∈ I;

b-íàïðàâëåíèåì, åñëè ϕ(A)EA = ϕ(A) äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû A ∈ I;

bA-íàïðàâëåíèåì, ãäå A ∈ I, åñëè ϕ(A)EA = ϕ(A);

n-íàïðàâëåíèåì, åñëè A 6∈ ϕ(A) äëÿ ëþáîé íåàáåëåâîé ãðóïïû A ∈ I.

Ïóñòü {i1, i2, . . . , ik} � ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè

F. FR-ôóíêöèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ i1i2 . . . ik-íàïðàâëåíèåì Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè

F, åñëè ϕ ÿâëÿåòñÿ ij-íàïðàâëåíèåì ôîðìàöèè F äëÿ ëþáîãî j ∈ {1, 2, . . . , k}.
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Çàìå÷àíèå 4.1.3. Îòìåòèì, ÷òî âñÿêîå b-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé

ôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ a-íàïðàâëåíèåì è bA-íàïðàâëåíèåì äëÿ ëþáîãî A ∈ I∩A.

Çàìå÷àíèå 4.1.4. Íàïðàâëåíèå ϕ0 Ω-ñâîáîäíîé ôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ

nr-íàïðàâëåíèåì, íî íå ÿâëÿåòñÿ íè a-, íè b-íàïðàâëåíèåì; íàïðàâëåíèå

ϕ′2 Ω-êàíîíè÷åñêîé ôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ br-íàïðàâëåíèåì, íî íå ÿâëÿåòñÿ n-

íàïðàâëåíèåì; íàïðàâëåíèÿ ϕ2 è ϕ3 ñîîòâåòñòâåííî Ω-áèêàíîíè÷åñêîé è Ω-

êîìïîçèöèîííîé ôîðìàöèé ÿâëÿþòñÿ bnr-íàïðàâëåíèÿìè.

Òåîðåìà 4.1.3. Ïóñòü ϕ � r-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè. Åñëè

F � ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ, òî F ÿâëÿåòñÿ Ω-ðàññëîåííîé

ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî êëàññà Ω ⊆ I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ω � íåïóñòîé ïîäêëàññ êëàññà I, F = F (f, ϕ) �

ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ. Ðàññìîòðèì ΩF -ôóíêöèþ h òàêóþ,

÷òî h(Ω′) = F è h(A) = f(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω. Ïóñòü H = ΩF (h, ϕ). Ðàññóæäàÿ

êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.1.2, ïîëó÷èì, ÷òî F ⊆ H.

Äîïóñòèì, ÷òî H � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç H \ F. Òîãäà ãðóï-

ïà H ìîíîëèòè÷íà ñ ìîíîëèòîì M = HF. Ïóñòü K(M) = (B). Êàê è

ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.1.2, M ⊆ OΩ(H) è ïîýòîìó B ∈ Ω. Òîãäà

H/Hϕ(B) ∈ h(B) = f(B). Ïóñòü A ∈ K(H) \ (B) è (H/M)ϕ(A) := T/M . Òàê

êàê T/M ∈ ϕ(A) è M ∈ EA′, òî T ∈ EA′ ·ϕ(A) = ϕ(A). Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàâåí-

ñòâî (H/M)ϕ(A) = Hϕ(A)/M è, çíà÷èò, H/Hϕ(A)
∼= (H/M)/(H/M)ϕ(A) ∈ f(A).

Ñëåäîâàòåëüíî, H ∈ F, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó F = H. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.1.2. (Âåäåðíèêîâ, Êîïòþõ [7], òåîðåìà 1). Åñëè F � êîìïîçè-

öèîííàÿ ôîðìàöèÿ, òî F ÿâëÿåòñÿ Ω-êîìïîçèöèîííîé ôîðìàöèåé äëÿ ëþáîãî

íåïóñòîãî êëàññà Ω ⊆ I.

Ñëåäñòâèå 4.1.3. Åñëè F � ñâîáîäíàÿ (êàíîíè÷åñêàÿ, áèêàíîíè÷åñêàÿ)

ôîðìàöèÿ, òî F ÿâëÿåòñÿ Ω-ñâîáîäíîé (ñîîòâåòñòâåííî Ω-êàíîíè÷åñêîé, Ω-

áèêàíîíè÷åñêîé) ôîðìàöèåé äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî êëàññà Ω ⊆ I.

Òåîðåìà 4.1.4. Ïóñòü F ⊆ S. Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Ω-êàíîíè÷åñêîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ Ω-êîìïîçèöèîííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G ∈ F è A ∈ K(G). Òîãäà A ∈ A. Ïóñòü A ∼=
Zp. Ïîêàæåì, ÷òî FZp

(G) = O(Zp)′,Zp
(G). Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó G ∈ S, òî
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êàæäûé ãëàâíûé pd-ôàêòîð ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì Zp-ôàêòîðîì ãðóïïû

G è ïîýòîìó FZp
(G) = Fp(G). Òàê êàê Fp(G) ∈ Ep′Np, òî FZp

(G) ⊆ O(Zp)′,Zp
(G).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Fp(G) � íàèáîëüøàÿ íîðìàëüíàÿ p-íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà

ãðóïïû G. Ñëåäîâàòåëüíî, FZp
(G) = O(Zp)′,Zp

(G). Ïóñòü F = ΩKF (f) =

= (G ∈ E |G/OΩ(G) ∈ f(Ω′) è G/OA′,A(G) ∈ f(A) äëÿ âñåõ A ∈ Ω∩K(G)).

Ýòî, â ñèëó FA(G) = OA′,A(G) äëÿ âñåõ A ∈ K(G), ñïðàâåäëèâî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà F = ( G ∈ E | G/OΩ(G) ∈ f(Ω′) è G/FA(G) ∈ f(A) äëÿ âñåõ

A ∈ Ω ∩K(G) ) = ΩCF (f). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.1.4. Ïóñòü F ⊆ S. Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìàöèÿ. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ

4.1.3 ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Ω-êàíîíè÷åñêîé äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî êëàññà Ω ⊆ I.

Òîãäà ïî òåîðåìå 4.1.4 F � Ω-êîìïîçèöèîííàÿ ôîðìàöèÿ. Ïóñòü Ω = K(F). Ñî-

ãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.1.1 ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèîííîé. Òàê êàê â ðàçðå-

øèìîì ñëó÷àå ïîíÿòèÿ êîìïîçèöèîííîé è ëîêàëüíîé ôîðìàöèé ñîâïàäàþò, òî

ôîðìàöèÿ F ëîêàëüíà. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ïóñòü ψ1 è ψ2 � ïðîèçâîëüíûå ΩF -ôóíêöèè (F -ôóíêöèè, FR-ôóíêöèè).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ψ1 ≤ ψ2, åñëè ψ1(A) ⊆ ψ2(A) äëÿ âñåõ A ∈ Ω ∪ {Ω′}
(äëÿ âñåõ A ∈ I). Ïîýòîìó ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñÿêîå ìíîæåñòâî ΩF -ôóíêöèé

(F -ôóíêöèé, FR-ôóíêöèé) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì, è èìååò ñìûñë

ãîâîðèòü î åãî ìèíèìàëüíûõ è ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòàõ.

Îïðåäåëåíèå 4.1.9. ΩF -ôóíêöèþ (F -ôóíêöèþ) f íàçîâåì ìèíèìàëü-

íûì Ω-ñïóòíèêîì (ñïóòíèêîì) Ω-ðàññëîåííîé (ðàññëîåííîé) ôîðìàöèè F, åñëè

f ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà âñåõ Ω-ñïóòíèêîâ (ñïóòíèêîâ)

ôîðìàöèè F.

Ïóñòü { fi | i ∈ I } � ïðîèçâîëüíûé íàáîð ΩF -ôóíêöèé (F -ôóíêöèé). Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç ∩i∈Ifi òàêóþ ΩF -ôóíêöèþ (F -ôóíêöèþ) f , ÷òî f(A) = ∩i∈Ifi(A)

äëÿ âñåõ A ∈ Ω ∪ {Ω′} ( äëÿ âñåõ A ∈ I ).

Ëåììà 4.1.5. Ïóñòü ϕ � ïðîèçâîëüíàÿ FR-ôóíêöèÿ, Fi = ΩF (fi, ϕ)

( Fi = F (fi, ϕ) ), i ∈ I, F = ∩i∈IFi è f = ∩i∈Ifi. Òîãäà F = ΩF (f, ϕ)

( F = F (f, ϕ) ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè G ∈ F, òî G ∈ Fi è ïîýòîìó G/OΩ(G) ∈ fi(Ω′)
è äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω ∩ K(G) èìååì G/Gϕ(A) ∈ fi(A), i ∈ I. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî G/OΩ(G) ∈ ∩i∈Ifi(Ω′) = f(Ω′) è äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω ∩ K(G) ñïðàâåäëèâî

G/Gϕ(A) ∈ ∩i∈Ifi(A) = f(A). Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ ΩF (f, ϕ) è F ⊆ ΩF (f, ϕ).

Ïóñòü B ∈ ΩF (f, ϕ). Òîãäà B/OΩ(B) ∈ fi(Ω
′) è B/Bϕ(A) ∈ fi(A) äëÿ

ëþáîãî A ∈ Ω ∩K(B), i ∈ I. Ïîýòîìó B ∈ Fi, i ∈ I è, çíà÷èò, B ∈ ∩i∈IFi = F.

Òàêèì îáðàçîì, ΩF (f, ϕ) ⊆ F. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî F = ΩF (f, ϕ).

Äëÿ ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ëåì-

ìà äîêàçàíà.

Ïóñòü X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ãðóïï. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΩF (X, ϕ)

( F (X, ϕ) ) Ω-ðàññëîåííóþ (ðàññëîåííóþ) ôîðìàöèþ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ, ïî-

ðîæäåííóþ ìíîæåñòâîì X; ò.å. ΩF (X, ϕ) ( F (X, ϕ) ) � ïåðåñå÷åíèå âñåõ Ω-

ðàññëîåííûõ (ðàññëîåííûõ) ôîðìàöèé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ, ñîäåðæàùèõ X. Ïðè

ôèêñèðîâàííîì ϕ äëÿ ôîðìàöèé ΩF (X, ϕ) è F (X, ϕ) áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü

ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ΩFr(X) ( ΩKF (X), ΩBF (X), ΩCF (X) ) � Ω-ñâîáîäíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî Ω-

êàíîíè÷åñêàÿ, Ω-áèêàíîíè÷åñêàÿ, Ω-êîìïîçèöèîííàÿ) ôîðìàöèÿ, ïîðîæäåííàÿ

ìíîæåñòâîì ãðóïï X;

Fr(X) ( KF (X), BF (X), CF (X) ) � ñâîáîäíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî êàíîíè÷å-

ñêàÿ, áèêàíîíè÷åñêàÿ, êîìïîçèöèîííàÿ) ôîðìàöèÿ, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì

ãðóïï X.

Òåîðåìà 4.1.5. Ïóñòü X � íåïóñòîé êëàññ ãðóïï, F = ΩF (X, ϕ) � Ω-

ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ, ãäå ϕ0 ≤ ϕ. Òîãäà F îáëàäàåò åäèí-

ñòâåííûì ìèíèìàëüíûì Ω-ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî

f(Ω′) = form( G/OΩ(G) | G ∈ X ),

f(A) = form( G/Gϕ(A) | G ∈ X ) äëÿ âñåõ A ∈ Ω ∩K(X) è

f(A) = Ø, åñëè A ∈ Ω \ K(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êëàññ E ÿâëÿåòñÿ Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèåé ñ íà-

ïðàâëåíèåì ϕ è X ⊆ E. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìàöèÿ F = ΩF (X, ϕ) ñóùåñòâóåò.

Ïóñòü L � ìíîæåñòâî âñåõ Ω-ñïóòíèêîâ ôîðìàöèè F è f1 ïåðåñå÷åíèå âñåõ ýëå-

ìåíòîâ èç L. Ââèäó ëåììû 4.1.5 f1 ∈ L. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî h ∈ L ñïðàâåäëèâî

f1 ≤ h, òî f1 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì Ω-ñïóòíèêîì ôîðìàöèè F.
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Ïóñòü f � ΩF -ôóíêöèÿ èç çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû. Ïðîâåðèì, ÷òî f = f1.

Åñëè M ∈ X, òî M/OΩ(M) ∈ f(Ω′) è èç K(M) ⊆ K(X) èìååì M/Mϕ(A) ∈ f(A)

äëÿ âñåõ A ∈ Ω ∩ K(M). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî M ∈ ΩF (f, ϕ) è X ⊆ ΩF (f, ϕ).

Ñëåäîâàòåëüíî, F ⊆ ΩF (f, ϕ).

Ïîêàæåì, ÷òî f ≤ f1. Ïóñòü A ∈ Ω ∩K(X). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ãðóïïà

H ∈ F, ÷òî A ∈ Ω∩K(H) è, çíà÷èò,H/Hϕ(A) ∈ f1(A). Ïîýòîìó f1(A) 6= Ø. Ïóñòü

G ∈ X. Åñëè A ∈ Ω ∩K(G), òî G/Gϕ(A) ∈ f1(A). Åñëè A ∈ (Ω ∩K(X)) \ (Ω ∩
K(G)), òî G ∈ EA′ = ϕ0(A) ⊆ ϕ(A) è ïîýòîìó G/Gϕ(A)

∼= 1 ∈ f1(A). Òàêèì

îáðàçîì,

f(A) = form( G/Gϕ(A) | G ∈ X ) ⊆ f1(A).

Åñëè A ∈ Ω \ K(X), òî f(A) = Ø ⊆ f1(A). Êðîìå òîãî, èç X ⊆ F èìååì

f(Ω′) = form( G/OΩ(G) | G ∈ X ) ⊆ f1(Ω
′).

Ñëåäîâàòåëüíî, f ≤ f1 è ΩF (f, ϕ) ⊆ F. Òàêèì îáðàçîì, F = ΩF (f, ϕ) è f ∈ L.
Ïîñêîëüêó f1 � ìèíèìàëüíûé Ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F, òî èç f ≤ f1 ïîëó÷àåì,

÷òî f = f1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.1.5. Ïóñòü X � íåïóñòîé êëàññ ãðóïï, F = F (X, ϕ) � ðàñ-

ñëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ, ãäå ϕ0 ≤ ϕ. Òîãäà F îáëàäàåò åäèíñòâåí-

íûì ìèíèìàëüíûì ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî

f(A) = form( G/Gϕ(A) | G ∈ X ) äëÿ âñåõ A ∈ K(X) è

f(A) = Ø, åñëè A ∈ I \ K(X).

Ñëåäñòâèå 4.1.6. Ïóñòü fi � ìèíèìàëüíûé Ω-ñïóòíèê (ñïóòíèê) Ω-

ðàññëîåííîé (ðàññëîåííîé) ôîðìàöèè Fi ñ íàïðàâëåíèåì ϕ, ãäå ϕ0 ≤ ϕ, i = 1, 2.

Òîãäà è òîëüêî òîãäà F1 ⊆ F2, êîãäà f1 ≤ f2.

Ñëåäñòâèå 4.1.7. Ïóñòü X � íåïóñòîé êëàññ ãðóïï. Òîãäà Ω-ñâîáîäíàÿ

(Ω-êàíîíè÷åñêàÿ, Ω-áèêàíîíè÷åñêàÿ) ôîðìàöèÿ F = ΩFr(X) ( ñîîòâåòñòâåí-

íî F = ΩKF (X), F = ΩBF (X) ) îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì Ω-

ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî

f(Ω′) = form( G/OΩ(G) | G ∈ X ),

f(A) = Ø, åñëè A ∈ Ω \ K(X) è

f(A) = form( G/OA′(G) | G ∈ X ) äëÿ âñåõ A ∈ Ω ∩K(X)

(ñîîòâåòñòâåííî f(A) = form( G/OA′,A(G) | G ∈ X ) äëÿ âñåõ A ∈ Ω ∩K(X);
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f(A) = form( G/OA′,A(G) | G ∈ X ) äëÿ âñåõ A ∈ Ω ∩ A ∩K(X) è

f(A) = form( G/OA′(G) | G ∈ X ) äëÿ âñåõ A ∈ (Ω \ A) ∩K(X) ).

Ñëåäñòâèå 4.1.8. (Âåäåðíèêîâ, Êîïòþõ [7], ëåììà 5). Ïóñòü X � íåïó-

ñòîé êëàññ ãðóïï. Òîãäà Ω-êîìïîçèöèîííàÿ ôîðìàöèÿ F = ΩCF (X) îáëàäàåò

åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì Ω-ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî

f(Ω′) = form( G/OΩ(G) | G ∈ X ),

f(A) = form( G/FA(G) | G ∈ X ) äëÿ âñåõ A ∈ Ω ∩K(X ) è

f(A) = Ø, åñëè A ∈ Ω \ K(X).

Ñëåäñòâèå 4.1.9. Ïóñòü X � íåïóñòîé êëàññ ãðóïï. Òîãäà ñâîáîäíàÿ

(êàíîíè÷åñêàÿ, áèêàíîíè÷åñêàÿ) ôîðìàöèÿ F = Fr(X) ( ñîîòâåòñòâåííî F =

KF (X), F = BF (X) ) îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì ñïóòíèêîì f

òàêèì, ÷òî

f(A) = Ø, åñëè A ∈ I \ K(X) è

f(A) = form( G/OA′(G) | G ∈ X ) äëÿ âñåõ A ∈ K(X)

(ñîîòâåòñòâåííî f(A) = form( G/OA′,A(G) | G ∈ X ) äëÿ âñåõ A ∈ K(X);

f(A) = form( G/OA′,A(G) | G ∈ X ) äëÿ âñåõ A ∈ K(X) ∩ A è

f(A) = form( G/OA′(G) | G ∈ X ) äëÿ âñåõ A ∈ K(X) \ A ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ω = I. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.1.3 ôîðìàöèÿ F

ÿâëÿåòñÿ Ω-ñâîáîäíîé è, çíà÷èò, ïî ñëåäñòâèþ 4.1.7 F îáëàäàåò åäèíñòâåííûì

ìèíèìàëüíûì Ω-ñïóòíèêîì f1. Ïóñòü f � F -ôóíêöèÿ, îïèñàííàÿ â çàêëþ÷åíèè

ñëåäñòâèÿ. Òîãäà f(A) = f1(A) äëÿ âñåõ A ∈ I = Ω. Ïîêàæåì, ÷òî F = Fr(f).

Åñëè G ∈ F, òî äëÿ ëþáîãî A ∈ K(G) = Ω ∩ K(G) ñïðàâåäëèâî G/OA′(G) ∈
f1(A) = f(A). Ïîýòîìó G ∈ Fr(f) è F ⊆ Fr(f). Ïóñòü òåïåðü H ∈ Fr(f) è

A ∈ Ω ∩ K(H) = K(H). Òîãäà H/OA′(H) ∈ f(A) = f1(A). Êðîìå òîãî, èç

H ∈ EΩ ïîëó÷àåì H/OΩ(H) ∼= 1 ∈ f1(Ω
′). Òàêèì îáðàçîì, H ∈ F è Fr(f) ⊆ F.

Ñëåäîâàòåëüíî, F = Fr(f), ò.å. f � ñïóòíèê ôîðìàöèè F.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé ñïóòíèê h ôîðìàöèè F, ÷òî f(B) 6⊆
h(B) äëÿ íåêîòîðîãî B ∈ I. Ïóñòü h1 � òàêàÿ ΩF -ôóíêöèÿ, ÷òî h1(A) = h(A)

äëÿ âñåõ A ∈ Ω è h1(Ω
′) = f1(Ω

′). Ïîêàæåì, ÷òî F = ΩFr(h1). Åñëè G ∈ F, òî

G/OΩ(G) ∈ f1(Ω
′) = h1(Ω

′) è äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω ∩ K(G) = K(G) ñïðàâåäëèâî

G/OA′(G) ∈ h(A) = h1(A). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî G ∈ ΩFr(h1). Ïóñòü L ∈ ΩFr(h1)

è A ∈ K(L). Òîãäà èç K(L) = Ω ∩ K(L) ñëåäóåò, ÷òî L/OA′(L) ∈ h1(A) =



181

h(A). Ïîýòîìó L ∈ Fr(h) = F. Òàêèì îáðàçîì, F = ΩFr(h1). Ïîñêîëüêó f1 �

åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé Ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F, òî f1(A) ⊆ h1(A) äëÿ âñåõ

A ∈ Ω ∪ {Ω′}. Îäíàêî f1(B) = f(B) 6⊆ h(B) = h1(B). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî f � åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé ñïóòíèê ôîðìàöèè

F.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ äëÿ êàíîíè÷åñêèõ è áèêàíîíè÷åñêèõ ôîðìà-

öèé ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 4.1.10. (Ñêèáà, Øåìåòêîâ [36], òåîðåìà 1). Ïóñòü X � íåïó-

ñòîé êëàññ ãðóïï. Òîãäà êîìïîçèöèîííàÿ ôîðìàöèÿ F = CF (X) îáëàäàåò åäèí-

ñòâåííûì ìèíèìàëüíûì ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî

f(A) = form( G/FA(G) | G ∈ X ) äëÿ âñåõ A ∈ K(X) è

f(A) = Ø, åñëè A ∈ I \ K(X).

Èñïîëüçóÿ ñòðîåíèå ìèíèìàëüíîãî Ω-ñïóòíèêà, ïîëó÷èì íåêîòîðûå ñâîé-

ñòâà Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé. Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 4.1.6. Ïóñòü ϕ � r-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè. Åñëè

ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Ω-ðàññëîåííîé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ, òî F ÿâëÿåòñÿ (Zp)-

ðàññëîåííîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ äëÿ ëþáîãî Zp ∈ Ω ∩K(F).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F = ΩF (f, ϕ) � Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ

íàïðàâëåíèåì ϕ è Zp ∈ Ω ∩ K(F). Ïîêàæåì, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ (Zp)-ðàññëîåííîé

ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ. Ïóñòü fp � òàêàÿ (Zp)F -ôóíêöèÿ, ÷òî fp(Zp) =

f(Zp), fp((Zp)
′) = F, è F1 = (Zp)F (fp, ϕ). Ïîêàæåì, ÷òî F = F1. Ïóñòü G ∈ F.

Òîãäà G/OZp
(G) ∈ F = fp((Zp)

′). Åñëè Zp ∈ K(G), òî G/Gϕ(Zp) ∈ f(Zp) =

fp(Zp). Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ F1 è F ⊆ F1.

Äîïóñòèì, ÷òî H � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç F1 \ F. Òîãäà ãðóïïà
H ìîíîëèòè÷íà ñ ìîíîëèòîì P = HF. Ââèäó ëåììû 4.1.4 ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

f(Ω′) = F. Òîãäà H/OΩ(H) ∼= (H/Op(H))/(OΩ(H)/Op(H)) ∈ fp((Zp)
′) = F =

f(Ω′). Ïóñòü A ∈ Ω ∩ K(H). Åñëè A ∼= Zp, òî H/Hϕ(Zp) ∈ fp(Zp) = f(Zp).

Ïóñòü A 6∼= Zp. Èç H/Op(H) ∈ F ñëåäóåò, ÷òî P ⊆ Op(H) è P ∈ EA′. Ïóñòü

(H/P )ϕ(A) := T/P . Òîãäà T ∈ EA′ · ϕ(A) = ϕ(A) è ïîýòîìó T = Hϕ(A). Îòñþäà

ïîëó÷àåì H/Hϕ(A)
∼= (H/P )/(H/P )ϕ(A) ∈ f(A). Ñëåäîâàòåëüíî, H ∈ F, ÷òî

íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó F = F1. Ëåììà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 4.1.5. Ëåììà 4.1.6 íå äîïóñêàåò îáðàùåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

â ñèëó ïðèìåðà 4.1.1, ôîðìàöèÿ F = formA, ãäå A � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà,

íå ÿâëÿåòñÿ Ω-êàíîíè÷åñêîé ôîðìàöèåé äëÿ Ω = (A). Îäíàêî ïî ëåììå 4.1.3 F

ÿâëÿåòñÿ (Zp)-êàíîíè÷åñêîé äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, è â ÷àñòíîñòè, (Zp)-

êàíîíè÷åñêîé äëÿ ëþáîãî Zp ∈ Ω ∩K(F).

Òåîðåìà 4.1.6. Ïóñòü ϕ � nr-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè.

Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Ω-ðàññëîåííîé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà F ÿâëÿåòñÿ (Zp)-ðàññëîåííîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ äëÿ ëþáîãî

Zp ∈ Ω ∩K(F).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç ëåììû 4.1.6.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü F = (Zp)F (bp, ϕ) � (Zp)-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ

íàïðàâëåíèåì ϕ äëÿ ëþáîãî Zp ∈ Ω∩K(F). Â ñèëó ëåììû 4.1.4 è òåîðåìû 4.1.5

ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî bp((Zp)
′) = F è bp(Zp) = form( G/Gϕ(Zp) | G ∈ F ) äëÿ

ëþáîãî Zp ∈ Ω ∩ K(F). Ïóñòü b � òàêàÿ ΩF -ôóíêöèÿ, ÷òî b(Ω′) = F, b(Zp) =

bp(Zp) äëÿ ëþáîãî Zp ∈ Ω ∩K(F), b(Zp) = Ø äëÿ âñåõ Zp ∈ Ω \ K(F), b(A) = F

äëÿ âñåõ A ∈ Ω \ A, è B = ΩF (b, ϕ). Ïîêàæåì, ÷òî F = B. Ïóñòü G ∈ F.

Òîãäà G/OΩ(G) ∈ F = b(Ω′). Ïóñòü A ∈ Ω ∩K(G). Åñëè A ∼= Zp, òî G/Gϕ(Zp) ∈
bp(Zp) = b(Zp). Åñëè A 6∈ A, òî G/Gϕ(A) ∈ F = b(A). Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ B è

F ⊆ B.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B ∈ B \ F è B � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà ñ

òàêèì ñâîéñòâîì. Òîãäà ãðóïïà B ìîíîëèòè÷íà ñ ìîíîëèòîì R = BF. Ïóñòü

K(R) = (A). Ïîñêîëüêó B/OΩ(B) ∈ b(Ω′) = F, òî R ⊆ OΩ(B) è A ∈ Ω. Òàê

êàê B/Bϕ(A) ∈ b(A), òî b(A) 6= Ø. Ïóñòü A � íåàáåëåâà ãðóïïà. Òàê êàê ϕ �

n-íàïðàâëåíèå, òî A 6∈ ϕ(A) è Bϕ(A) = 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî B ∼= B/Bϕ(A) ∈
b(A) = F, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó A ∼= Zp. Òîãäà B/Bϕ(Zp) ∈ b(Zp) = bp(Zp).

Êðîìå òîãî, B/Op(B) ∼= (B/R)/(Op(B)/R) ∈ F = bp((Zp)
′). Òàêèì îáðàçîì,

B ∈ (Zp)F (bp, ϕ) = F. Ïðîòèâîðå÷èå. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî F = B. Òåî-

ðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.1.11. Ïóñòü ϕ � nr-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè

è Ω1 = Ω ∩ A ∩K(F). Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Ω-ðàññëîåííîé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ Ω1-ðàññëîåííîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâ-

ëåíèåì ϕ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 4.1.6 ôîðìàöèÿ F Ω-ðàññëîåííà ñ íàïðàâ-

ëåíèåì ϕ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ (A)-ðàññëîåííîé ôîðìàöèåé

ñ íàïðàâëåíèåì ϕ äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω ∩ A ∩ K(F) = Ω1 ∩ A ∩ K(F), íî ýòî,

ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1.6, âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìàöèÿ F

Ω1-ðàññëîåííà ñ íàïðàâëåíèåì ϕ. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 4.1.12. Ïóñòü Ω � íåïóñòîé êëàññ ïðîñòûõ ãðóïï. Ôîð-

ìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Ω-ñâîáîäíîé (Ω-áèêàíîíè÷åñêîé, Ω-êîìïîçèöèîííîé) òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ (Zp)-ñâîáîäíîé (ñîîòâåòñòâåííî (Zp)-

áèêàíîíè÷åñêîé, (Zp)-êîìïîçèöèîííîé) ôîðìàöèåé äëÿ ëþáîãî Zp ∈ Ω ∩K(F).

Â.À. Âåäåðíèêîâ â [79] ïîëó÷èë îïèñàíèå ñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî âíóò-

ðåííåãî Ω-ñïóòíèêà Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè. Íàïîìíèì, ÷òî Ω-ñïóòíèê f Ω-

ðàññëîåííîé ôîðìàöèè F íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì Ω-ñïóòíèêîì, åñëè f(A) ⊆ F

äëÿ âñåõ A ∈ {Ω′} ∪ Ω. Ñëåäóÿ [50], ââåäåì îïðåäåëåíèå ïîëóâíóòðåííåãî Ω-

ñïóòíèêà Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè.

Îïðåäåëåíèå 4.1.10. Ω-ñïóòíèê f Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè F íàçîâåì

ïîëóâíóòðåííèì Ω-ñïóòíèêîì, åñëè èç f(A) 6= E ñëåäóåò, ÷òî f(A) ⊆ F, äëÿ

âñåõ A ∈ {Ω′} ∪ Ω. Àíàëîãè÷íî, f � ïîëóâíóòðåííèé ñïóòíèê ðàññëîåííîé

ôîðìàöèè F, åñëè èç f(A) 6= E ñëåäóåò, ÷òî f(A) ⊆ F, äëÿ ëþáîé ãðóïïû A ∈ I.

Ìàêñèìàëüíûì ïîëóâíóòðåííèì Ω-ñïóòíèêîì (ñïóòíèêîì) Ω-ðàññëîåííîé

(ðàññëîåííîé) ôîðìàöèè F íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà âñåõ

ïîëóâíóòðåííèõ Ω-ñïóòíèêîâ (ñïóòíèêîâ) ôîðìàöèè F. Ðàññìîòðèì ñòðîåíèå

ìàêñèìàëüíîãî ïîëóâíóòðåííåãî Ω-ñïóòíèêà Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè ñ bAr-

íàïðàâëåíèåì, ãäå A � íåêîòîðàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà èç Ω.

Òåîðåìà 4.1.7. Ïóñòü F � Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ bAr-íàïðàâëåíèåì

ϕ, ãäå A ∈ Ω. Òîãäà F îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëüíûì ïîëóâíóòðåí-

íèì Ω-ñïóòíèêîì f , óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ: åñëè f(A) 6= E, òî f(A) =

EAh(A), ãäå h � ïðîèçâîëüíûé ïîëóâíóòðåííèé Ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 4.1.4 ìíîæåñòâî âñåõ ïîëóâíóòðåííèõ

Ω-ñïóòíèêîâ ôîðìàöèè F íåïóñòî. Ïóñòü h � ïðîèçâîëüíûé ïîëóâíóòðåííèé

Ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F. Òàê êàê ϕ � bA-íàïðàâëåíèå, òî ïî ëåììå 6(2) [79] ôîð-

ìàöèÿ F îáëàäàåò Ω-ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî f(A) = EAh(A) è f(B) = h(B),
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äëÿ âñåõ B ∈ {Ω′} ∪ (Ω \ (A)).

Ïîêàæåì, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ïîëóâíóòðåííèì Ω-ñïóòíèêîì ôîðìàöèè F. Äåé-

ñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî B ∈ {Ω′} ∪ (Ω\(A)) ëèáî f(B) = h(B) = E, ëèáî

f(B) = h(B) ⊆ F. Äàëåå, åñëè h(A) = E, òî f(A) = E. Ïóñòü h(A) 6= E. Ýòî,

ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4.1.10, îçíà÷àåò, ÷òî h(A) ⊆ F. Äîïóñòèì, f(A) 6⊆ F è G

� ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç f(A) \ F. Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ ìîíîëèòè÷åñêîé

ãðóïïîé ñ ìîíîëèòîì P = GF.

Ïîêàæåì, ÷òî G/OA(G) ∈ F. Åñëè OA(G) = 1, òî èç G ∈ f(A) = EAh(A)

ñëåäóåò, ÷òî G ∈ h(A), è ââèäó h(A) ⊆ F ïîëó÷àåì G ∈ F, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, OA(G) 6= 1. Òîãäà G/OA(G) ∼= (G/P )/(OA(G)/P ) ∈ F.

Ïîñêîëüêó G ∈ f(A), òî G/Gϕ(A) ∈ f(A) = EAh(A). Òàê êàê ñîãëàñíî

ëåììå 6(1) [79] OA(G/Gϕ(A)) = 1, òî G/Gϕ(A)
∼= (G/Gϕ(A))/OA(G/Gϕ(A)) ∈ h(A).

Òîãäà ïî ëåììå 2(1) [79] G ∈ ΩF (h, ϕ) = F, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî,

f(A) ⊆ F. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ïîëóâíóòðåííèì Ω-ñïóòíèêîì

ôîðìàöèè F. Èç ñòðîåíèÿ Ω-ñïóòíèêà f âûòåêàåò, ÷òî h ≤ f . Ïîýòîìó f �

åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé ïîëóâíóòðåííèé Ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.1.13. Ïóñòü F � ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ bAr-íàïðàâëåíèåì

ϕ, ãäå A ∈ I. Òîãäà F îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëüíûì ïîëóâíóòðåííèì

ñïóòíèêîì f , óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ: åñëè f(A) 6= E, òî f(A) = EAh(A),

ãäå h � ïðîèçâîëüíûé ïîëóâíóòðåííèé ñïóòíèê ôîðìàöèè F.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 4.1 îïóáëèêîâàíû â [83], [92].

� 4.2. Ìàêñèìàëüíûå ïîäôîðìàöèè Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé

Ïàðàãðàôû 4.2 � 4.4 ïîñâÿùåíû ïðèìåíåíèþ Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé ê

èçó÷åíèþ ïîäôîðìàöèîííîãî ñòðîåíèÿ ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï.

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûå ïîäôîðìàöèè Ω-

ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé, à èìåííî, óñòàíîâèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îäíîïî-

ðîæäåííàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ èìååò åäèíñòâåííóþ ìàêñèìàëüíóþ Ω-

ðàññëîåííóþ ïîäôîðìàöèþ.
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Òåîðåìà 4.2.1. Ïóñòü ϕ � br-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè òà-

êîå, ÷òî ϕ ≤ ϕ3, G = [P ]H � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P , ãäå

P = CG(P ) � p-ãðóïïà, Zp ∈ Ω, H � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà è M � ìàêñèìàëüíàÿ

ïîäôîðìàöèÿ èç formH. Òîãäà Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ F = ΩF (G,ϕ) îáëàäà-

åò åäèíñòâåííîé ìàêñèìàëüíîé Ω-ðàññëîåííîé ïîäôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì

ϕ è Ω-ñïóòíèêîì h, èìåþùèì ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:

h(Ω′) = form(G/OΩ(G)),

h(Zp) = M,

h(A) = form(G/Gϕ(A)) äëÿ âñåõ A ∈ (Ω ∩K(G)) \ (Zp),

h(A) = Ø, åñëè A ∈ Ω \ K(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ìèíèìàëüíûé Ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F,

H := ΩF (h, ϕ), ãäå h � ΩF -ôóíêöèÿ èç çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû. Ñîãëàñíî òåîðåìå

4.1.5 f(A) = h(A) äëÿ âñåõ A ∈ {Ω′} ∪ (Ω \ (Zp)) è f(Zp) = form(G/Gϕ(Zp)).

Ïîñêîëüêó ϕ � b-íàïðàâëåíèå, òî ϕ(Zp)Np = ϕ(Zp) è P ⊆ Gϕ(Zp). Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, èç òîãî, ÷òî ϕ ≤ ϕ3 è P = CG(P ), ïîëó÷àåì Gϕ(Zp) ⊆ FZp
(G) ⊆ P . Òàêèì

îáðàçîì, Gϕ(Zp) = P è f(Zp) = formH. Èç ñòðîåíèÿ Ω-ñïóòíèêà h ñëåäóåò, ÷òî

H ⊂ F.

Ïîêàæåì, ÷òî H � åäèíñòâåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ ïîäôîðìà-

öèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ èç F. ÏóñòüB � ñîáñòâåííàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ ïîäôîðìàöèÿ

ñ íàïðàâëåíèåì ϕ èç F, b � åå ìèíèìàëüíûé Ω-ñïóòíèê. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.1.6

b ≤ f . Òîãäà äëÿ âñåõ A ∈ {Ω′} ∪ (Ω \ (Zp)) ñïðàâåäëèâî b(A) ⊆ f(A) = h(A).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b(Zp) = f(Zp). Òîãäà G/Gϕ(Zp) ∈ b(Zp). Ââèäó ðàâåíñòâà

Gϕ(Zp) = P ïî ñëåäñòâèþ 3(1) [79] ñïðàâåäëèâî G ∈ Npb(Zp) ⊆ B, ÷òî íåâîçìîæ-

íî. Ïîýòîìó b(Zp) ⊂ f(Zp) = formH è ïî óñëîâèþ ëåììû b(Zp) ⊆M = h(Zp).

Òàêèì îáðàçîì, b ≤ h èB ⊆ H. Ñëåäîâàòåëüíî, H � åäèíñòâåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ

Ω-ðàññëîåííàÿ ïîäôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ èç F. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé èç òåîðåìû 4.2.1 ïîëó÷àåì ðåçóëüòàòû î ìàêñèìàëü-

íûõ ïîäôîðìàöèÿõ Ω-áèêàíîíè÷åñêèõ è Ω-êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé.

Ñëåäñòâèå 4.2.1. Ïóñòü G = [P ]H � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíî-

ëèòîì P , ãäå P = CG(P ) � p-ãðóïïà, Zp ∈ Ω, H � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà è M

� ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç formH. Òîãäà Ω-áèêàíîíè÷åñêàÿ ôîðìàöèÿ

F = ΩBF (G) îáëàäàåò åäèíñòâåííîé ìàêñèìàëüíîé Ω-áèêàíîíè÷åñêîé ïîä-
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ôîðìàöèåé ñ Ω-ñïóòíèêîì h, èìåþùèì ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:

h(Ω′) = form(G/OΩ(G)),

h(Zp) = M,

h(A) = form(G/OA′(G)) äëÿ âñåõ íåàáåëåâûõ A ∈ (Ω∩K(G))\(Zp),
h(A) = form(G/OA′,A(G)) äëÿ âñåõ àáåëåâûõ A ∈ (Ω∩K(G))\(Zp),
h(A) = Ø, åñëè A ∈ Ω \ K(G).

Ñëåäñòâèå 4.2.2. Ïóñòü G = [P ]H � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíî-

ëèòîì P , ãäå P = CG(P ) � p-ãðóïïà, Zp ∈ Ω, H � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà è M

� ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç formH. Òîãäà Ω-êîìïîçèöèîííàÿ ôîðìàöèÿ

F = ΩCF (G) îáëàäàåò åäèíñòâåííîé ìàêñèìàëüíîé Ω-êîìïîçèöèîííîé ïîä-

ôîðìàöèåé ñ Ω-ñïóòíèêîì h, èìåþùèì ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:

h(Ω′) = form(G/OΩ(G)),

h(Zp) = M,

h(A) = form(G/FA(G)) äëÿ âñåõ A ∈ (Ω ∩K(G)) \ (Zp),

h(A) = Ø, åñëè A ∈ Ω \ K(G).

Ñëåäñòâèå 4.2.3. Ïóñòü ϕ � br-íàïðàâëåíèå ðàññëîåííîé ôîðìàöèè òà-

êîå, ÷òî ϕ ≤ ϕ3, G = [P ]H � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P , ãäå

P = CG(P ) � p-ãðóïïà, H � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà è M � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìà-

öèÿ èç formH. Òîãäà ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ F = F (G,ϕ) îáëàäàåò åäèíñòâåí-

íîé ìàêñèìàëüíîé ðàññëîåííîé ïîäôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è ñïóòíèêîì

h, èìåþùèì ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:

h(Zp) = M,

h(A) = form(G/Gϕ(A)) äëÿ âñåõ A ∈ K(G) \ (Zp),

h(A) = Ø, åñëè A ∈ I \ K(G).

Ñëåäñòâèå 4.2.4. Ïóñòü G = [P ]H � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëè-

òîì P , ãäå P = CG(P ) � p-ãðóïïà, H � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà è M � ìàêñèìàëüíàÿ

ïîäôîðìàöèÿ èç formH. Òîãäà áèêàíîíè÷åñêàÿ ôîðìàöèÿ F = BF (G) îáëàäà-

åò åäèíñòâåííîé ìàêñèìàëüíîé áèêàíîíè÷åñêîé ïîäôîðìàöèåé ñî ñïóòíèêîì

h, èìåþùèì ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:

h(Zp) = M,

h(A) = form(G/OA′(G)) äëÿ âñåõ íåàáåëåâûõ A ∈ K(G)\(Zp),
h(A) = form(G/OA′,A(G)) äëÿ âñåõ àáåëåâûõ A ∈ K(G)\(Zp),
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h(A) = Ø, åñëè A ∈ I \ K(G).

Ñëåäñòâèå 4.2.5. Ïóñòü G = [P ]H � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëè-

òîì P , ãäå P = CG(P ) � p-ãðóïïà, H � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà è M � ìàêñèìàëüíàÿ

ïîäôîðìàöèÿ èç formH. Òîãäà êîìïîçèöèîííàÿ ôîðìàöèÿ F = CF (G) îáëàäà-

åò åäèíñòâåííîé ìàêñèìàëüíîé êîìïîçèöèîííîé ïîäôîðìàöèåé ñ ñïóòíèêîì

h, èìåþùèì ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:

h(Zp) = M,

h(A) = form(G/FA(G)) äëÿ âñåõ A ∈ K(G) \ (Zp),

h(A) = Ø, åñëè A ∈ I \ K(G).

Òåîðåìà 4.2.2. Ïóñòü ϕ � r-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè òà-

êîå, ÷òî ϕ ≤ ϕ3, G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ íåàáåëåâûì ìîíîëèòîì P ,

K(P ) ⊆ Ω. Òîãäà Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ F = ΩF (G,ϕ) îáëàäàåò åäèí-

ñòâåííîé ìàêñèìàëüíîé Ω-ðàññëîåííîé ïîäôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è Ω-

ñïóòíèêîì h, èìåþùèì ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:

h(Ω′) = form(G/OΩ(G)),

h(A) = form(G/P ), åñëè A ∈ K(P ),

h(A) = form(G/Gϕ(A)) äëÿ âñåõ A ∈ (Ω ∩K(G)) \ K(P ),

h(A) = Ø, åñëè A ∈ Ω \ K(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ìèíèìàëüíûé Ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F, H :=

ΩF (h, ϕ), ãäå h � ΩF -ôóíêöèÿ èç çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû. Ïîñêîëüêó ϕ ÿâëÿåòñÿ

r-íàïðàâëåíèåì, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1.5 f(A) = h(A) äëÿ âñåõ A ∈ {Ω′} ∪
(Ω \ K(P )). Ïóñòü A ∈ K(P ). Òàê êàê ϕ ≤ ϕ3, òî Gϕ(A) ⊆ Gϕ3(A) = OA′(G) è

ïîýòîìó P 6⊆ Gϕ(A). Ñëåäîâàòåëüíî, Gϕ(A) = 1 è f(A) = formG. Ïî ëåììå 18.2

[50] h(A) = form(G/P ) ⊂ f(A). Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî H ⊂ F.

Ïîêàæåì, ÷òî H � åäèíñòâåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ ïîäôîð-

ìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ èç F. Ïóñòü B � ñîáñòâåííàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ ïîä-

ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ èç F è b � åå ìèíèìàëüíûé Ω-ñïóòíèê. Ñîãëàñ-

íî ñëåäñòâèþ 4.1.6 b ≤ f . Òîãäà äëÿ âñåõ A ∈ {Ω′} ∪ (Ω \ K(P )) ñïðà-

âåäëèâî b(A) ⊆ f(A) = h(A). Ïóñòü A ∈ K(P ). Åñëè b(A) = f(A), òî

G ∈ formG = b(A) ⊆ B, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó b(A) ⊂ f(A) è ââèäó

ëåììû 18.2 [50] b(A) ⊆ form(G/P ) = h(A). Òàêèì îáðàçîì, b ≤ h è B ⊆ H.

Ñëåäîâàòåëüíî, H � åäèíñòâåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ ïîäôîðìàöèÿ ñ
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íàïðàâëåíèåì ϕ èç F. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé èç òåîðåìû 4.2.2 ïîëó÷àåì ðåçóëüòàòû î ìàêñèìàëü-

íûõ ïîäôîðìàöèÿõ Ω-áèêàíîíè÷åñêèõ è Ω-êîìïîçèöèîííûõ ôîðìàöèé.

Ñëåäñòâèå 4.2.6. Ïóñòü G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ íåàáåëåâûì ìî-

íîëèòîì P , K(P ) ⊆ Ω. Òîãäà Ω-áèêàíîíè÷ñêàÿ ôîðìàöèÿ F = ΩBF (G)

îáëàäàåò åäèíñòâåííîé ìàêñèìàëüíîé Ω-áèêàíîíè÷åñêîé ïîäôîðìàöèåé ñ Ω-

ñïóòíèêîì h, èìåþùèì ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:

h(Ω′) = form(G/OΩ(G)),

h(A) = form(G/P ), åñëè A ∈ K(P ),

h(A) = form(G/OA′(G)) äëÿ âñåõ íåàáåëåâûõ A ∈ (Ω∩K(G))\(Zp),
h(A) = form(G/OA′,A(G)) äëÿ âñåõ àáåëåâûõ A ∈ (Ω∩K(G))\(Zp),
h(A) = Ø, åñëè A ∈ Ω \ K(G).

Ñëåäñòâèå 4.2.7. Ïóñòü G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ íåàáåëåâûì ìî-

íîëèòîì P , K(P ) ⊆ Ω. Òîãäà Ω-êîìïîçèöèîííàÿ ôîðìàöèÿ F = ΩCF (G)

îáëàäàåò åäèíñòâåííîé ìàêñèìàëüíîé Ω-êîìïîçèöèîííîé ïîäôîðìàöèåé ñ Ω-

ñïóòíèêîì h, èìåþùèì ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:

h(Ω′) = form(G/OΩ(G)),

h(A) = form(G/P ), åñëè A ∈ K(P ),

h(A) = form(G/FA(G)) äëÿ âñåõ A ∈ (Ω ∩K(G)) \ K(P ),

h(A) = Ø, åñëè A ∈ Ω \ K(G).

Ñëåäñòâèå 4.2.8. Ïóñòü ϕ � r-íàïðàâëåíèå ðàññëîåííîé ôîðìàöèè òà-

êîå, ÷òî ϕ ≤ ϕ3, G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ íåàáåëåâûì ìîíîëèòîì P .

Òîãäà ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ F = F (G,ϕ) îáëàäàåò åäèíñòâåííîé ìàêñèìàëü-

íîé ðàññëîåííîé ïîäôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è ñïóòíèêîì h, èìåþùèì

ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:

h(A) = form(G/P ), åñëè A ∈ K(P ),

h(A) = form(G/Gϕ(A)) äëÿ âñåõ A ∈ K(G) \ K(P ),

h(A) = Ø, åñëè A ∈ I \ K(G).

Ñëåäñòâèå 4.2.9. Ïóñòü G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ íåàáåëåâûì ìî-

íîëèòîì P . Òîãäà áèêàíîíè÷ñêàÿ ôîðìàöèÿ F = BF (G) îáëàäàåò åäèíñòâåí-

íîé ìàêñèìàëüíîé áèêàíîíè÷åñêîé ïîäôîðìàöèåé ñî ñïóòíèêîì h, èìåþùèì
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ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:

h(A) = form(G/P ), åñëè A ∈ K(P ),

h(A) = form(G/OA′(G)) äëÿ âñåõ íåàáåëåâûõ A ∈ K(G)\K(P ),

h(A) = form(G/OA′,A(G)) äëÿ âñåõ àáåëåâûõ A ∈ K(G)\K(P ),

h(A) = Ø, åñëè A ∈ I\K(G).

Ñëåäñòâèå 4.2.10. Ïóñòü G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ íåàáåëåâûì ìî-

íîëèòîì P . Òîãäà êîìïîçèöèîííàÿ ôîðìàöèÿ F = CF (G) îáëàäàåò åäèíñòâåí-

íîé ìàêñèìàëüíîé êîìïîçèöèîííîé ïîäôîðìàöèåé ñî ñïóòíèêîì h, èìåþùèì

ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:

h(A) = form(G/P ), åñëè A ∈ K(P ),

h(A) = form(G/FA(G)) äëÿ âñåõ A ∈ K(G)\K(P ),

h(A) = Ø, åñëè A ∈ I \ K(G).

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 4.2 îïóáëèêîâàíû â [86].

� 4.3. Ñâîéñòâà τ -çàìêíóòûõ Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé

Îïðåäåëåíèå 4.3.1. Ïóñòü ϕ � íåêîòîðàÿ FR-ôóíêöèÿ. Ïîäãðóïïîâîé

ôóíêòîð τ íàçîâåì

ϕ-ðàäèêàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ãðóïïû G è ëþáîé N ∈ τ(G) ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî Gϕ(A) ∩N = Nϕ(A) äëÿ âñåõ A ∈ I;

Ω-ðàäèêàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ãðóïïû G è ëþáîé N ∈ τ(G) ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî OΩ(G) ∩N = OΩ(N);

Ωϕ-ðàäèêàëüíûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ Ω-ðàäèêàëüíûì è ϕ-ðàäèêàëüíûì;

çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ, åñëè äëÿ ëþáîé

ãðóïïû G è ëþáîé N ∈ τ(G) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå K(N) ⊆ K(G).

Çàìå÷àíèå 4.3.1. Ïðèìåðàìè Ωϕ-ðàäèêàëüíûõ ïîäãðóïïîâûõ ôóíêòî-

ðîâ, çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ, ÿâëÿþòñÿ íîðìàëü-

íûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð Sn, ñóáíîðìàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð sn.

Óñòàíîâèì âçàèìîñâÿçü ìåæäó τ -çàìêíóòîñòüþ Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè

è τ -çàìêíóòîñòüþ åå Ω-ñïóòíèêà.

Òåîðåìà 4.3.1. Ïóñòü F � Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ br-íàïðàâëåíèåì

ϕ, ϕ ≤ ϕ3, τ � ðåãóëÿðíûé Ωϕ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, çàìêíóòûé
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îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ. Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ τ -çàìêíóòîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F îáëàäàåò õîòÿ áû îäíèì τ -çàìêíóòûì Ω-

ñïóòíèêîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü F � τ -çàìêíóòàÿ ôîðìàöèÿ.

Ïîñêîëüêó ϕ � br-íàïðàâëåíèå è ϕ ≤ ϕ3, òî ïî ñëåäñòâèþ 5.8 [9] F èìååò åäèí-

ñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé âíóòðåííèé Ω-ñïóòíèê h, ïðè÷åì h(A) = F äëÿ âñåõ

A ∈ (Ω \ A) ∪ {Ω′} è h(Zp) = Npf(Zp) äëÿ âñåõ Zp ∈ Ω, ãäå f � ïðîèçâîëü-

íûé âíóòðåííèé Ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F. Ïîýòîìó ôîðìàöèÿ h(A) ÿâëÿåòñÿ τ -

çàìêíóòîé äëÿ ëþáîé ãðóïïû A ∈ (Ω \ A) ∪ {Ω′}.
Ïîêàæåì, ÷òî h(A) � τ -çàìêíóòàÿ ôîðìàöèÿ äëÿ âñåõ A ∈ Ω ∩ A. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ãðóïïà Zp ∈ Ω, ÷òî ôîðìàöèÿ h(Zp) íå ÿâëÿåòñÿ

τ -çàìêíóòîé. Ïóñòü G � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç h(Zp), îáëàäàþùàÿ

òàêîé ïîäãðóïïîé N , ÷òî N ∈ τ(G) è N 6∈ h(Zp). Òîãäà G 6= 1. Òàê êàê τ

� ðåãóëÿðíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, òî, ðàññóæäàÿ êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû 3.3.1, ïîëó÷èì, ÷òîG � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîìM , ïðè÷åì

NM/M ∼= N/N ∩M ∈ h(Zp).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Op(G) 6= 1. ÒîãäàM ⊆ Op(G), N ∩M � p-ãðóïïà è N ∈
Nph(Zp) = h(Zp). Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, Op(G) = 1. Ñîãëàñíî ëåììå

18.8 [50] ñóùåñòâóåò òî÷íûé íåïðèâîäèìûé Fp[G]-ìîäóëü K. Ïóñòü T = [K]G.

Òîãäà ãðóïïà T ìîíîëèòè÷íà ñ ìîíîëèòîì K = CT (K). Ïîñêîëüêó ϕ ÿâëÿåòñÿ

b-íàïðàâëåíèåì è ϕ ≤ ϕ3, òî K ⊆ Tϕ(Zp) ⊆ Tϕ3(Zp) = FZp
(T ) ⊆ CT (K) = K.

Ñëåäîâàòåëüíî, Tϕ(Zp) = K. Èç T/K ∼= G ∈ h(Zp) ïîëó÷àåì T ∈ Nph(Zp) =

h(Zp) ⊆ F è ââèäó τ -çàìêíóòîñòè ôîðìàöèè F èìååì τ(T ) ⊆ F.

Ïîêàæåì, ÷òî NK ∈ τ(T ). Òàê êàê T/K ∼= G, òî ñóùåñòâóåò èçîìîð-

ôèçì α : G → T/K. Ïîñêîëüêó τ � ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð è N ∈ τ(G),

òî NK/K = Nα ∈ (τ(G))α = τ(Gα) = τ(T/K). Òàê êàê τ � ðåãóëÿð-

íûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, òî NK ∈ τ(T ) è, çíà÷èò, NK ∈ F. Ïîýòîìó

NK/(NK)ϕ(Zp) ∈ h(Zp). Ïîñêîëüêó τ � ϕ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð,

òî (NK)ϕ(Zp) = Tϕ(Zp) ∩NK = K ∩NK = K è NK/(NK)ϕ(Zp) = NK/K ∼= N ∈
h(Zp). Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàöèÿ h(A) ÿâëÿåòñÿ τ -çàìêíóòîé äëÿ

âñåõ A ∈ Ω ∪ {Ω′} è ïîýòîìó h � τ -çàìêíóòûé Ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f � τ -çàìêíóòûé Ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè F, G ∈ F
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è N ∈ τ(G). Ïîêàæåì, ÷òî N ∈ F. Òàê êàê G ∈ F, òî G/Gϕ(A) ∈ f(A)

äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω ∩ K(G). Ïîñêîëüêó N ∈ τ(G) è τ � ïîäãðóïïîâîé ôóíê-

òîð, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ, òî K(N) ⊆ K(G)

è, çíà÷èò, G/Gϕ(A) ∈ f(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω ∩ K(N). Ïóñòü A ∈ Ω ∩
K(N). Èç N ∈ τ(G) ââèäó ðåãóëÿðíîñòè ïîäãðóïïîâîãî ôóíêòîðà τ ïîëó÷àåì

NGϕ(A)/Gϕ(A) ∈ τ(G/Gϕ(A)). Îòñþäà â ñèëó τ -çàìêíóòîñòè ôîðìàöèè f(A) ñëå-

äóåò, ÷òîNGϕ(A)/Gϕ(A)
∼= N/(N∩Gϕ(A)) ∈ f(A). Òàê êàê ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð

τ ÿâëÿåòñÿ ϕ-ðàäèêàëüíûì è N ∈ τ(G), òî N ∩Gϕ(A) = Nϕ(A) è N/(N ∩Gϕ(A)) =

N/Nϕ(A) ∈ f(A). Äàëåå, èç G/OΩ(G) ∈ f(Ω′), NOΩ(G)/OΩ(G) ∈ τ(G/OΩ(G)),

Ω-ðàäèêàëüíîñòè ïîäãðóïïîâîãî ôóíêòîðà τ è τ -çàìêíóòîñòè ôîðìàöèè f(Ω′)

èìååì N/OΩ(N) = N/(N ∩ OΩ(G)) ∼= NOΩ(G)/OΩ(G) ∈ f(Ω′). Òàêèì îáðà-

çîì, ïî îïðåäåëåíèþ 4.1.2 N ∈ F è, çíà÷èò, ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ τ -çàìêíóòîé.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.3.1. Ïóñòü F � ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ br-íàïðàâëåíèåì

ϕ, ϕ ≤ ϕ3, τ � ðåãóëÿðíûé ϕ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, çàìêíóòûé

îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ. Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ τ -çàìêíóòîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F îáëàäàåò õîòÿ áû îäíèì τ -çàìêíóòûì ñïóò-

íèêîì.

Ñëåäñòâèå 4.3.2. Ïóñòü F � τ -çàìêíóòàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ (ðàññëîåííàÿ)

ôîðìàöèÿ ñ br-íàïðàâëåíèåì ϕ, ϕ ≤ ϕ3, τ � ðåãóëÿðíûé Ωϕ-ðàäèêàëüíûé (ϕ-

ðàäèêàëüíûé) ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèîí-

íûõ ôàêòîðîâ. Òîãäà ìàêñèìàëüíûé âíóòðåííèé Ω-ñïóòíèê (ñïóòíèê) ôîðìà-

öèè F ÿâëÿåòñÿ τ -çàìêíóòûì.

×åðåç τΩF (X, ϕ) ( τF (X, ϕ) ) îáîçíà÷èì τ -çàìêíóòóþ Ω-ðàññëîåííóþ (ðàñ-

ñëîåííóþ) ôîðìàöèþ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ, ïîðîæäåííóþ ìíîæåñòâîì ãðóïï X; ÷å-

ðåç ΩF τ(X, ϕ) ( F τ(X, ϕ) ) � Ω-ðàññëîåííóþ (ðàññëîåííóþ) ôîðìàöèþ ñ íàïðàâ-

ëåíèåì ϕ, îáëàäàþùóþ õîòÿ áû îäíèì τ -çàìêíóòûì Ω-ñïóòíèêîì (ñïóòíèêîì),

ïîðîæäåííóþ ìíîæåñòâîì ãðóïï X.

Ñëåäñòâèå 4.3.3. Ïóñòü ϕ � br-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé (ðàññëîåííîé)

ôîðìàöèè, ϕ ≤ ϕ3, τ � ðåãóëÿðíûé Ωϕ-ðàäèêàëüíûé (ϕ-ðàäèêàëüíûé) ïîäãðóï-

ïîâîé ôóíêòîð, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ. Òîãäà

ΩτF (X, ϕ) = ΩF τ(X, ϕ) ( τF (X, ϕ) = F τ(X, ϕ) ).
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó

òåîðåìû 4.1.5.

Ëåììà 4.3.1. Ïóñòü X � íåïóñòîé êëàññ ãðóïï, ϕ � òàêîå íàïðàâëåíèå

Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè, ÷òî ϕ0 ≤ ϕ, τ � ðåãóëÿðíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíê-

òîð. Òîãäà ôîðìàöèÿ F = ΩF τ(X, ϕ) îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì

τ -çàìêíóòûì Ω-ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî

f(Ω′) = τform( G/OΩ(G) | G ∈ X ),

f(A) = τform( G/Gϕ(A) | G ∈ X ) äëÿ âñåõ A ∈ Ω ∩K(X) è

f(A) = Ø, åñëè A ∈ Ω \ K(X).

Ñëåäñòâèå 4.3.4. Ïóñòü τ � ðåãóëÿðíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, fi � ìè-

íèìàëüíûé τ -çàìêíóòûé Ω-ñïóòíèê (ñïóòíèê) Ω-ðàññëîåííîé (ðàññëîåííîé)

ôîðìàöèè Fi ñ íàïðàâëåíèåì ϕ, ãäå ϕ0 ≤ ϕ, i = 1, 2. Òîãäà è òîëüêî òîãäà

F1 ⊆ F2, êîãäà f1 ≤ f2.

Äëÿ τ -çàìêíóòîé Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè F ðàññìîòðèì ñâîéñòâà τ -

ìèíèìàëüíûõ íå F-ãðóïï.

Òåîðåìà 4.3.2. Ïóñòü ϕ � r-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè, τ �

ðåãóëÿðíûé ϕ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî

êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ, F � τ -çàìêíóòàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ c íà-

ïðàâëåíèåì ϕ è Ω-ñïóòíèêîì f , G � ãðóïïà, A ∈ Ω ∩ K(G), G/OA(G) ∈ F è

HGϕ(A) 6= G äëÿ ëþáîé ñîáñòâåííîé τ -ïîäãðóïïû H ãðóïïû G. Åñëè G/Gϕ(A) �

τ -ìèíèìàëüíàÿ íå f(A)-ãðóïïà, òî G ÿâëÿåòñÿ τ -ìèíèìàëüíîé íå F-ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G/Gϕ(A) � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå f(A)-ãðóïïà. Òî-

ãäà G/Gϕ(A) 6∈ f(A) è ïî îïðåäåëåíèþ Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè G 6∈ F. Ïóñòü

H � ñîáñòâåííàÿ τ -ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ïîêàæåì, ÷òî H ∈ F.

Óñòàíîâèì, ÷òî H/OA(H) ∈ F. Ïîñêîëüêó H ∈ τ(G), òî ââèäó ðåãóëÿðíî-

ñòè ïîäãðóïïîâîãî ôóíêòîðà τ ïîëó÷àåì, ÷òî HOA(G)/OA(G) ∈ τ(G/OA(G)).

Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû G/OA(G) ∈ F è F � τ -çàìêíóòàÿ ôîðìà-

öèÿ, òî HOA(G)/OA(G) ∈ F è, çíà÷èò, H/H ∩ OA(G) ∈ F. Ïîñêîëüêó ïîä-

ãðóïïîâîé ôóíêòîð τ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ, òî

H ∩ OA(G) � íîðìàëüíàÿ (A)-ïîäãðóïïà ãðóïïû H è H/OA(H) ∼= (H/H ∩
OA(G))/(OA(H)/H ∩OA(G)) ∈ F. Òàêèì îáðàçîì, H/OA(H) ∈ F.
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Ïîêàæåì, ÷òî H/Hϕ(A) ∈ f(A). Èç H ∈ τ(G) è ðåãóëÿðíîñòè ïîä-

ãðóïïîâîãî ôóíêòîðà τ ïîëó÷àåì, ÷òî HGϕ(A)/Gϕ(A) ∈ τ(G/Gϕ(A)). Åñëè

HGϕ(A)/Gϕ(A) = G/Gϕ(A), òî HGϕ(A) = G, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ïîýòîìó

HGϕ(A)/Gϕ(A) < G/Gϕ(A). Òàê êàê G/Gϕ(A) � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå f(A)-ãðóïïà, òî

HGϕ(A)/Gϕ(A)
∼= H/H ∩ Gϕ(A) ∈ f(A). Òîãäà â ñèëó ϕ-ðàäèêàëüíîñòè ïîäãðóï-

ïîâîãî ôóíêòîðà τ ñïðàâåäëèâî H/Hϕ(A) ∈ f(A).

Ïîñêîëüêó íàïðàâëåíèå ϕ ôîðìàöèè F ÿâëÿåòñÿ r-íàïðàâëåíèåì, òî ïî

ëåììå 2(1) [79] ïîëó÷àåì, ÷òî H ∈ F. Ñëåäîâàòåëüíî, G � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå

F-ãðóïïà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.3.5. Ïóñòü ϕ � r-íàïðàâëåíèå ðàññëîåííîé ôîðìàöèè, τ �

ðåãóëÿðíûé ϕ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, çàìêíóòûé îòíîñèòåëü-

íî êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ, F � τ -çàìêíóòàÿ ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ c r-

íàïðàâëåíèåì ϕ è ñïóòíèêîì f , G � ãðóïïà, A ∈ K(G), G/OA(G) ∈ F è

HGϕ(A) 6= G äëÿ ëþáîé ñîáñòâåííîé τ -ïîäãðóïïû H ãðóïïû G. Åñëè G/Gϕ(A) �

τ -ìèíèìàëüíàÿ íå f(A)-ãðóïïà, òî G � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå F-ãðóïïà.

Òåîðåìà 4.3.3. Ïóñòü ϕ � r-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè, τ

� ðåãóëÿðíûé Ωϕ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, F � τ -çàìêíóòàÿ Ω-

ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ c íàïðàâëåíèåì ϕ è ìèíèìàëüíûì Ω-ñïóòíèêîì f ,

Ω ⊆ K(F). Åñëè G � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå F-ãðóïïà, òî ñïðàâåäëèâî ïî êðàé-

íåé ìåðå îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1) G/OΩ(G) � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå f(Ω′)-ãðóïïà;

2) G/Gϕ(A) � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå f(A)-ãðóïïà äëÿ íåêîòîðîãî A ∈ Ω ∩
K(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå F-ãðóïïà. Åñëè

G/OΩ(G) ∈ f(Ω′) è G/Gϕ(A) ∈ f(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω ∩ K(G), òî G ∈ F,

÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, G/OΩ(G) 6∈ f(Ω′) èëè G/Gϕ(A) 6∈ f(A) äëÿ

íåêîòîðîãî A ∈ Ω ∩K(G).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà G/OΩ(G) 6∈ f(Ω′). Ïóñòü H/OΩ(G) � ñîá-

ñòâåííàÿ τ -ïîäãðóïïà ãðóïïû G/OΩ(G). Óñòàíîâèì, ÷òî H/OΩ(G) ∈ f(Ω′).

Òàê êàê H/OΩ(G) < G/OΩ(G), òî H < G è ââèäó ðåãóëÿðíîñòè ïîäãðóï-

ïîâîãî ôóíêòîðà τ ñïðàâåäëèâî H ∈ τ(G). Ïîñêîëüêó G � τ -ìèíèìàëüíàÿ

íå F-ãðóïïà, òî H ∈ F è, çíà÷èò, H/OΩ(H) ∈ f(Ω′). Òàê êàê ïîäãðóïïîâîé



194

ôóíêòîð τ ÿâëÿåòñÿ Ω-ðàäèêàëüíûì, òî H ∩ OΩ(G) = OΩ(H). Ñëåäîâàòåëü-

íî, H/OΩ(H) = H/H ∩ OΩ(G) ∼= HOΩ(G)/OΩ(G) = H/OΩ(G) ∈ f(Ω′). Òàêèì

îáðàçîì, G/OΩ(G) � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå f(Ω′)-ãðóïïà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà G/Gϕ(A) 6∈ f(A) äëÿ íåêîòîðîãî A ∈
Ω ∩ K(G). Ïóñòü L/Gϕ(A) ∈ τ(G/Gϕ(A)) è L/Gϕ(A) < G/Gϕ(A). Ïîêàæåì, ÷òî

L/Gϕ(A) ∈ f(A). Ââèäó ðåãóëÿðíîñòè ïîäãðóïïîâîãî ôóíêòîðà τ L ÿâëÿåòñÿ

ñîáñòâåííîé τ -ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Òàê êàê G � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå F-ãðóïïà,

òî L ∈ F è, çíà÷èò, L/Lϕ(B) ∈ f(B) äëÿ ëþáîãî B ∈ Ω∩K(L). Ïóñòü A ∈ K(L).

Òàê êàê ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð τ ÿâëÿåòñÿ ϕ-ðàäèêàëüíûì, òî L∩Gϕ(A) = Lϕ(A)

è L/Lϕ(A) = L/L ∩ Gϕ(A)
∼= LGϕ(A)/Gϕ(A) = L/Gϕ(A) ∈ f(A). Ïóñòü òåïåðü

A 6∈ K(L). Ïîñêîëüêó íàïðàâëåíèå ϕ ôîðìàöèè F ÿâëÿåòñÿ r-íàïðàâëåíèåì, òî

L ∈ EA′ ⊆ EA′ϕ(A) = ϕ(A) è, çíà÷èò, Lϕ(A) = L. Òàê êàê f � ìèíèìàëüíûé Ω-

ñïóòíèê ôîðìàöèè F è A ∈ Ω ∩K(F), òî ïî òåîðåìå 4.1.5 f(A) 6= Ø è ïîýòîìó

L/Gϕ(A) = LGϕ(A)/Gϕ(A)
∼= L/L ∩ Gϕ(A) = L/Lϕ(A)

∼= 1 ∈ f(A). Òàêèì îáðàçîì,

â ýòîì ñëó÷àå G/Gϕ(A) � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå f(A)-ãðóïïà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.3.6. Ïóñòü ϕ � r-íàïðàâëåíèå ðàññëîåííîé ôîðìàöèè, τ �

ðåãóëÿðíûé ϕ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, F � τ -çàìêíóòàÿ ðàññëîåí-

íàÿ ôîðìàöèÿ c íàïðàâëåíèåì ϕ è ìèíèìàëüíûì ñïóòíèêîì f , K(F) = I.

Åñëè G � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå F-ãðóïïà, òî G/Gϕ(A) � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå f(A)-

ãðóïïà äëÿ íåêîòîðîãî A ∈ K(G).

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 4.3 îïóáëèêîâàíû â [91], [125]. Îñíîâ-

íûå ðåçóëüòàòû äàííûõ ðàáîò ïðèíàäëåæàò Ì.Ì. Ñîðîêèíîé.

� 4.4. Êðèòè÷åñêèå τ -çàìêíóòûå Ω-ðàññëîåííûå ôîðìàöèè

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì τ -çàìêíóòûå Ω-ðàññëîåííûå ôîðìàöèè ñ

br-íàïðàâëåíèåì ϕ ≤ ϕ3. Öåíòðàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû

4.4.1 è 4.4.2, â êîòîðûõ äëÿ äàííîãî âèäà ôîðìàöèé ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà Ë.À.

Øåìåòêîâà [48] èçó÷åíèÿ Hθ-êðèòè÷åñêèõ ôîðìàöèé (Ïðîáëåìà (C)).

Ïóñòü H � íåêîòîðûé êëàññ ãðóïï, τ � ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð. Hθ-

êðèòè÷åñêóþ ôîðìàöèþ íàçîâåì HτΩϕ-êðèòè÷åñêîé (Hτϕ-êðèòè÷åñêîé) ôîðìà-

öèåé, åñëè θ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ τ -çàìêíóòûõ Ω-ðàññëîåííûõ (ðàññëîåííûõ)
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ôîðìàöèé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ.

Îïðåäåëåíèå 4.4.1. Ïóñòü τ � ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, ϕ � íàïðàâëåíèå

Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè. Ôîðìàöèîííî êðèòè÷åñêóþ ãðóïïó G íàçîâåì τΩϕ-

áàçèñíîé (τϕ-áàçèñíîé) ãðóïïîé, åñëè ôîðìàöèÿ τΩF (G,ϕ) ( τF (G,ϕ) ) ñîäåð-

æèò åäèíñòâåííóþ ìàêñèìàëüíóþ τ -çàìêíóòóþ Ω-ðàññëîåííóþ (ðàññëîåííóþ)

ïîäôîðìàöèþ c íàïðàâëåíèåì ϕ.

Ðàññìîòðèì êðèòè÷åñêèå τ -çàìêíóòûå Ω-ðàññëîåííûå ôîðìàöèè ñ br-

íàïðàâëåíèåì ϕ ≤ ϕ3.

Òåîðåìà 4.4.1. Ïóñòü ϕ � br-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè, ϕ ≤
ϕ3, τ � ðåãóëÿðíûé Ωϕ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, çàìêíóòûé îò-

íîñèòåëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ, H � τ -çàìêíóòàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ ôîð-

ìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì Ω-ñïóòíèêîì h, F �

τ -çàìêíóòàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è ìèíèìàëüíûì τ -

çàìêíóòûì Ω-ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ HτΩϕ-êðèòè÷åñêîé,

òî F = τΩF (G,ϕ), ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ τ -ìèíèìàëüíàÿ íå H-ãðóïïà ñ

ìîíîëèòîì P = GH, ïðè÷åì åñëè K(P ) ⊆ Ω, òî ôîðìàöèÿ f(A) ÿâëÿåò-

ñÿ h(A)τ -êðèòè÷åñêîé äëÿ A ∈ K(P ), à åñëè K(P ) 6⊆ Ω, òî f(Ω′) ÿâëÿåòñÿ

h(Ω′)τ -êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � HτΩϕ-êðèòè÷åñêàÿ ôîðìàöèÿ è G � ãðóïïà

íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç F \ H. Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ ìîíîëèòè÷åñêîé ãðóïïîé ñ

ìîíîëèòîì P = GH. Ïîñêîëüêó τΩF (G,ϕ) ⊆ F è τΩF (G,ϕ) 6⊆ H, òî â ñèëó

HτΩϕ-êðèòè÷íîñòè ôîðìàöèè F ïîëó÷àåì τΩF (G,ϕ) = F.

Ïîêàæåì, ÷òî G � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå H-ãðóïïà. Ïóñòü H ∈ τ(G) è H 6= G.

Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî H ∈ H. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê H ∈ τ(G), òî ââèäó

τ -çàìêíóòîñòè ôîðìàöèè F èìååì H ∈ F. Òîãäà â ñèëó |H| < |G| ñïðàâåäëèâî
H ∈ H. Ñëåäîâàòåëüíî, G ÿâëÿåòñÿ τ -ìèíèìàëüíîé íå H-ãðóïïîé.

Ñîãëàñíî ëåììå 4.3.1 f(Ω′) = τform(G/OΩ(G)), f(A) = τform(G/Gϕ(A))

äëÿ âñåõ A ∈ Ω ∩ K(G) è f(A) = Ø, åñëè A ∈ Ω \ K(G). Ïî ñëåäñòâèþ 5.8

[9] h(Ω′) = H, h(A) = H äëÿ âñåõ A ∈ Ω \ A è h(Zp) = Nph1(Zp) äëÿ ëþáîãî

Zp ∈ Ω, ãäå h1 � ïðîèçâîëüíûé âíóòðåííèé Ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè H. Êðîìå òîãî,

ïî ñëåäñòâèþ 4.3.2 h � τ -çàìêíóòûé Ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè H.
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Ïóñòü K(P ) ⊆ Ω è A ∈ K(P ). Ïîêàæåì, ÷òî f(A) � h(A)τ -êðèòè÷åñêàÿ

ôîðìàöèÿ. Ïóñòü A � íåàáåëåâà ãðóïïà. Òàê êàê ϕ(A) ⊆ ϕ3(A) = ScA = EA′, òî

P 6⊆ Gϕ(A) è, çíà÷èò, Gϕ(A) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, f(A) = τformG, h(A) = H è

ââèäó G 6∈ H ïîëó÷àåì f(A) 6⊆ h(A). Ïîñêîëüêó A � íåàáåëåâà ãðóïïà, òî P 6⊆
Φ(G). Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 2.1.5 [39] M = τform( (G/P )∪X ) � åäèíñòâåííàÿ

ìàêñèìàëüíàÿ τ -çàìêíóòàÿ ïîäôîðìàöèÿ ôîðìàöèè τformG = f(A), ãäå X �

ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ τ -ïîäãðóïï ãðóïïû G. Òàê êàê GH = P , òî G/P ∈
H. Ïîñêîëüêó G � τ -ìèíèìàëüíàÿ íå H-ãðóïïà, òî X ⊆ H. Òàêèì îáðàçîì, M ⊆
H = h(A) è ïîýòîìó ôîðìàöèÿ f(A) ÿâëÿåòñÿ h(A)τ -êðèòè÷åñêîé.

Ïóñòü A ∼= Zp. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà h(Zp) = Ø. Ââèäó ëåììû 4.3.1

Zp 6∈ K(H) è ïîýòîìó Zp 6∈ H. Òàê êàê Zp ∈ Ω, òî ïî ñëåäñòâèþ 3(1) [79] èìååì

Zp ∈ Npf(Zp) ⊆ F. Òàêèì îáðàçîì, Zp ∈ F \ H è â ñèëó âûáîðà ãðóïïû G ñïðà-

âåäëèâî G = Zp. Òàê êàê ϕ � b-íàïðàâëåíèå, òî Zp ∈ ϕ(Zp)Np = ϕ(Zp). Òîãäà

f(Zp) = τform(G/G) = τform(1) = (1). Ïîýòîìó ôîðìàöèÿ f(Zp) ÿâëÿåòñÿ

h(Zp)τ -êðèòè÷åñêîé.

Ïóñòü òåïåðü h(Zp) 6= Ø. Åñëè f(Zp) ⊆ h(Zp), òî G/Gϕ(Zp) ∈ h(Zp). Òàê

êàê G/OZp
(G) ∼= (G/P )/(OZp

(G)/P ) ∈ H, òî ââèäó ëåììû 2(1) [79] ïîëó÷àåì,

÷òî G ∈ H. Ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó f(Zp) 6⊆ h(Zp).

Ïóñòü M � ñîáñòâåííàÿ τ -çàìêíóòàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç f(Zp). Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî M 6⊆ h(Zp) è M � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà èç M \ h(Zp). Òî-

ãäà M ÿâëÿåòñÿ ìîíîëèòè÷åñêîé ãðóïïîé ñ ìîíîëèòîì R = Mh(Zp). Äîïóñòèì,

÷òî R ⊆ Op(M). Òîãäà M ∈ Nph(Zp) = h(Zp), ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëü-

íî, Op(M) = 1 è ïî ëåììå 18.8 [50] ñóùåñòâóåò òî÷íûé íåïðèâîäèìûé Fp[M ]-

ìîäóëü K. Ðàññìîòðèì ãðóïïó T = [K]M . Ãðóïïà T ÿâëÿåòñÿ ìîíîëèòè÷åñêîé

ñ ìîíîëèòîì K = CT (K). Ïîñêîëüêó ϕ � b-íàïðàâëåíèå, òî ϕ(Zp) = ϕ(Zp)Np

è, çíà÷èò, K ⊆ Tϕ(Zp) ⊆ Tϕ3(Zp) = FZp
(T ) ⊆ CT (K) = K. Òåì ñàìûì óñòà-

íîâëåíî, ÷òî K = Tϕ(Zp). Òàê êàê T/K ∼= M ∈ M, òî ââèäó ñëåäñòâèÿ 3(1)

[79] T ∈ NpM ⊆ Npf(Zp) ⊆ F è τΩF (T, ϕ) ⊆ F. Åñëè τΩF (T, ϕ) = F, òî

f(Zp) = τform(T/Tϕ(Zp)) = τformM ⊆ M, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðà-

çîì, τΩF (T, ϕ) ⊂ F è, çíà÷èò, τΩF (T, ϕ) ⊆ H. Òîãäà M ∼= T/Tϕ(Zp) ∈ h(Zp).

Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, M ⊆ h(Zp) è ôîðìàöèÿ f(Zp) ÿâëÿåòñÿ h(Zp)τ -

êðèòè÷åñêîé.
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Ïóñòü K(P ) 6⊆ Ω. Ïîêàæåì, ÷òî f(Ω′) ÿâëÿåòñÿ h(Ω′)τ -êðèòè÷åñêîé ôîð-

ìàöèåé. Ïîñêîëüêó K(P ) 6⊆ Ω, òî f(Ω′) = τformG 6⊆ H = h(Ω′). Ïóñòü M

� ñîáñòâåííàÿ τ -çàìêíóòàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç f(Ω′) è M1 = τΩF (M, ϕ). Òîãäà

M1 ⊆ F. Åñëè M1 = F, òî f(Ω′) = τform( L/OΩ(L) | L ∈ M ) ⊆ M ⊂ f(Ω′),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ôîðìàöèè M. Ñëåäîâàòåëüíî, M1 ⊂ F è ïîýòîìó

M1 ⊆ H. Òîãäà M ⊆ H = h(Ω′). Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî ôîðìàöèÿ f(Ω′)

ÿâëÿåòñÿ h(Ω′)τ -êðèòè÷åñêîé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.4.1. Ïóñòü ϕ � br-íàïðàâëåíèå ðàññëîåííîé ôîðìàöèè, ϕ ≤
ϕ3, τ � ðåãóëÿðíûé ϕ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, çàìêíóòûé îòíîñè-

òåëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ, H � τ -çàìêíóòàÿ ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ

íàïðàâëåíèåì ϕ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ñïóòíèêîì h, F � τ -çàìêíóòàÿ

ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è ìèíèìàëüíûì τ -çàìêíóòûì ñïóò-

íèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hτϕ-êðèòè÷åñêîé, òî F = τF (G,ϕ), ãäå G

� ìîíîëèòè÷åñêàÿ τ -ìèíèìàëüíàÿ íå H-ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH, ïðè÷åì

ôîðìàöèÿ f(A) ÿâëÿåòñÿ h(A)τ -êðèòè÷åñêîé äëÿ A ∈ K(P ).

Â ñëó÷àå, êîãäà ϕ = ϕ2 ( ϕ = ϕ3 ), HτΩϕ-êðèòè÷åñêóþ ôîðìàöèþ áóäåì

íàçûâàòü HτΩB-êðèòè÷åñêîé (HτΩC-êðèòè÷åñêîé); Hτϕ-êðèòè÷åñêóþ ôîðìàöèþ

� HτB-êðèòè÷åñêîé (HτC-êðèòè÷åñêîé). Ôîðìàöèþ τΩF (X, ϕ2) ( τΩF (X, ϕ3) )

áóäåì îáîçíà÷àòü τΩBF (X) ( τΩCF (X) ); ôîðìàöèþ τF (X, ϕ2) ( τF (X, ϕ3) )

áóäåì îáîçíà÷àòü τBF (X) ( τCF (X) ).

Ñëåäñòâèå 4.4.2. Ïóñòü τ � ðåãóëÿðíûé Ωϕ2-ðàäèêàëüíûé (Ωϕ3-

ðàäèêàëüíûé) ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèîí-

íûõ ôàêòîðîâ, H � τ -çàìêíóòàÿ Ω-áèêàíîíè÷åñêàÿ (Ω-êîìïîçèöèîííàÿ) ôîð-

ìàöèÿ ñ ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì Ω-ñïóòíèêîì h, F � τ -çàìêíóòàÿ Ω-

áèêàíîíè÷åñêàÿ (Ω-êîìïîçèöèîííàÿ) ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì τ -çàìêíóòûì

Ω-ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ HτΩB-êðèòè÷åñêîé (HτΩC-

êðèòè÷åñêîé), òî F = τΩBF (G) ( F = τΩCF (G) ), ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ

τ -ìèíèìàëüíàÿ íå H-ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH, ïðè÷åì åñëè K(P ) ⊆ Ω, òî

ôîðìàöèÿ f(A) ÿâëÿåòñÿ h(A)τ -êðèòè÷åñêîé äëÿ A ∈ K(P ), à åñëè K(P ) 6⊆ Ω,

òî f(Ω′) ÿâëÿåòñÿ h(Ω′)τ -êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Ñëåäñòâèå 4.4.3. Ïóñòü τ � ðåãóëÿðíûé ϕ2-ðàäèêàëüíûé (ϕ3-

ðàäèêàëüíûé) ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöè-
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îííûõ ôàêòîðîâ, H � τ -çàìêíóòàÿ áèêàíîíè÷åñêàÿ (êîìïîçèöèîííàÿ) ôîðìà-

öèÿ ñ ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ñïóòíèêîì h, F � τ -çàìêíóòàÿ áèêàíî-

íè÷åñêàÿ (êîìïîçèöèîííàÿ) ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì τ -çàìêíóòûì ñïóò-

íèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ HτB-êðèòè÷åñêîé (HτC-êðèòè÷åñêîé),

òî F = τBF (G) ( F = τCF (G) ), ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ τ -ìèíèìàëüíàÿ

íå H-ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH, ïðè÷åì ôîðìàöèÿ f(A) ÿâëÿåòñÿ h(A)τ -

êðèòè÷åñêîé äëÿ A ∈ K(P ).

Òåîðåìà 4.4.2. Ïóñòü ϕ � br-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè,

ϕ ≤ ϕ3, τ � ðåãóëÿðíûé Ωϕ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, çàìêíóòûé

îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ, H � τ -çàìêíóòàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ

ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì Ω-ñïóòíèêîì h,

F = τΩF (G,ϕ) � τ -çàìêíóòàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì τ -

çàìêíóòûì Ω-ñïóòíèêîì f , ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì

P = GH, ïðè÷åì åñëè K(P ) ⊆ Ω, òî Φ(G) = 1 è ôîðìàöèÿ f(A) ÿâëÿåò-

ñÿ h(A)τ -êðèòè÷åñêîé äëÿ A ∈ K(P ), à åñëè K(P ) 6⊆ Ω, òî f(Ω′) ÿâëÿåòñÿ

h(Ω′)τ -êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé. Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ HτΩϕ-êðèòè÷åñêîé ôîðìà-

öèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó G ∈ F \ H, òî F 6⊆ H. Ñîãëàñíî ëåììå 4.3.1

f(Ω′) = τform(G/OΩ(G)), f(A) = τform(G/Gϕ(A)) äëÿ âñåõ A ∈ Ω ∩ K(G)

è f(A) = Ø, åñëè A ∈ Ω \ K(G). Ïî ñëåäñòâèþ 5.8 [9] h(A) = H äëÿ âñåõ

A ∈ {Ω′}∪ (Ω \ A) è äëÿ ëþáîãî Zp ∈ Ω ñïðàâåäëèâî h(Zp) = Nph1(Zp), ãäå h1 �

ïðîèçâîëüíûé âíóòðåííèé Ω-ñïóòíèê ôîðìàöèè H. Îòìåòèì, ÷òî ïî ñëåäñòâèþ

4.3.2 Ω-ñïóòíèê h ôîðìàöèè H ÿâëÿåòñÿ τ -çàìêíóòûì.

Ïóñòü B � ñîáñòâåííàÿ τ -çàìêíóòàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ ïîäôîðìàöèÿ ñ íà-

ïðàâëåíèåì ϕ èç F è b � åå ìèíèìàëüíûé τ -çàìêíóòûé Ω-ñïóòíèê. Ñîãëàñ-

íî ñëåäñòâèþ 4.3.4 b ≤ f . Ïîêàæåì, ÷òî b ≤ h. Åñëè A ∈ Ω \ K(G), òî

b(A) = f(A) = Ø ⊆ h(A).

Ïóñòü A ∈ Ω ∩K(G). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà A 6∈ K(P ). Òàê êàê ϕ �

r-íàïðàâëåíèå, òî ïî ëåììå 1(7) [79] Gϕ(A)/P = (G/P )ϕ(A). Òîãäà b(A) ⊆ f(A) =

τform(G/Gϕ(A)) = τform((G/P )/(G/P )ϕ(A)) ⊆ h(A).

Ïóñòü A ∈ K(P ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b(A) = f(A). Åñëè A � íåàáåëåâà

ãðóïïà, òî A 6∈ ϕ(A) è ïîýòîìó Gϕ(A) = 1. Òîãäà G ∼= G/Gϕ(A) ∈ f(A) =



199

b(A) ⊆ B, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, A ∼= Zp. Ïîñêîëüêó Φ(G) = 1,

òî G = [P ]L. Ðàññóæäàÿ êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1.2, ïîëó÷èì,

÷òî Gϕ(Zp) = P è G/P = G/Gϕ(Zp) ∈ f(Zp) = b(Zp). Ïî ñëåäñòâèþ 3(1) [79]

G ∈ Npb(Zp) ⊆ B. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, b(Zp) ⊂ f(Zp) è ââèäó h(Zp)τ -

êðèòè÷íîñòè ôîðìàöèè f(Zp) èìååì b(Zp) ⊆ h(Zp). Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî

b(A) ⊆ h(A) äëÿ âñåõ A ∈ Ω.

Ïîêàæåì, ÷òî b(Ω′) ⊆ h(Ω′). Åñëè K(P ) ⊆ Ω, òî b(Ω′) ⊆ f(Ω′) =

τform(G/OΩ(G)) = τform((G/P )/(OΩ(G)/P )) ⊆ H = h(Ω′). Ïóñòü K(P ) 6⊆ Ω.

Åñëè b(Ω′) = f(Ω′), òî G ∈ formG = τform(G/OΩ(G)) = f(Ω′) = b(Ω′) ⊆ B,

÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, b(Ω′) ⊂ f(Ω′) è ïîýòîìó b(Ω′) ⊆ h(Ω′). Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî b ≤ h è B ⊆ H. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåò-

ñÿ HτΩϕ-êðèòè÷åñêîé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.4.4. Ïóñòü ϕ � br-íàïðàâëåíèå ðàññëîåííîé ôîðìàöèè, ϕ ≤
ϕ3, τ � ðåãóëÿðíûé ϕ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, çàìêíóòûé îòíî-

ñèòåëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ, H � τ -çàìêíóòàÿ ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ

ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ñïóòíèêîì h, F = τF (G,ϕ)

� τ -çàìêíóòàÿ ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì τ -çàìêíóòûì ñïóòíè-

êîì f , ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH 6⊆ Φ(G), ïðè÷åì

ôîðìàöèÿ f(A) ÿâëÿåòñÿ h(A)τ -êðèòè÷åñêîé äëÿ A ∈ K(P ). Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ

Hτϕ-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Ñëåäñòâèå 4.4.5. Ïóñòü τ � ðåãóëÿðíûé Ωϕ2-ðàäèêàëüíûé (Ωϕ3-

ðàäèêàëüíûé) ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöè-

îííûõ ôàêòîðîâ, H � τ -çàìêíóòàÿ Ω-áèêàíîíè÷åñêàÿ (Ω-êîìïîçèöèîííàÿ)

ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì Ω-ñïóòíèêîì h,

F = τΩBF (G) ( F = τΩCF (G) ) � τ -çàìêíóòàÿ Ω-áèêàíîíè÷åñêàÿ (Ω-

êîìïîçèöèîííàÿ) ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì τ -çàìêíóòûì Ω-ñïóòíèêîì f , ãäå

G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH, ïðè÷åì åñëè K(P ) ⊆ Ω,

òî Φ(G) = 1 è ôîðìàöèÿ f(A) ÿâëÿåòñÿ h(A)τ -êðèòè÷åñêîé äëÿ A ∈ K(P ),

à åñëè K(P ) 6⊆ Ω, òî f(Ω′) ÿâëÿåòñÿ h(Ω′)τ -êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé. Òîãäà F

ÿâëÿåòñÿ HτΩB-êðèòè÷åñêîé (HτΩC-êðèòè÷åñêîé) ôîðìàöèåé.

Ñëåäñòâèå 4.4.6. Ïóñòü τ � ðåãóëÿðíûé ϕ2-ðàäèêàëüíûé (ϕ3-

ðàäèêàëüíûé) ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèîí-



200

íûõ ôàêòîðîâ, H � τ -çàìêíóòàÿ áèêàíîíè÷åñêàÿ (êîìïîçèöèîííàÿ) ôîðìàöèÿ

ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ñïóòíèêîì h, F = τBF (G)

( F = τCF (G) ) � τ -çàìêíóòàÿ áèêàíîíè÷åñêàÿ (êîìïîçèöèîííàÿ) ôîðìàöèÿ

ñ ìèíèìàëüíûì τ -çàìêíóòûì ñïóòíèêîì f , ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà

ñ ìîíîëèòîì P = GH 6⊆ Φ(G) è ôîðìàöèÿ f(A) ÿâëÿåòñÿ h(A)τ -êðèòè÷åñêîé

äëÿ A ∈ K(P ). Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ HτB-êðèòè÷åñêîé (HτC-êðèòè÷åñêîé) ôîðìà-

öèåé.

Çàìå÷àíèå 4.4.1. Ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð Sn ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì è Ωϕ-

ðàäèêàëüíûì äëÿ ëþáîé FR-ôóíêöèè ϕ, à òàêæå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî êîì-

ïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ. Ïîýòîìó èç òåîðåì 4.4.1 è 4.4.2 âûòåêàþò ðåçóëüòàòû

äëÿ íîðìàëüíî íàñëåäñòâåííûõ Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé ñ br-íàïðàâëåíèåì ϕ,

óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ ϕ ≤ ϕ3, â ÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàòû äëÿ íîðìàëüíî

íàñëåäñòâåííûõ Ω-áèêàíîíè÷åñêèõ (áèêàíîíè÷åñêèõ) è íîðìàëüíî íàñëåäñòâåí-

íûõ Ω-êîìïîçèöèîííûõ (êîìïîçèöèîííûõ) ôîðìàöèé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 4.4 îïóáëèêîâàíû â [91].

Ïåðâûìè ðàáîòàìè àâòîðà î êðèòè÷åñêèõ Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèÿõ ÿâ-

ëÿþòñÿ ðàáîòû [85], [102], îïóáëèêîâàííûå ñîâìåñòíî ñ Í.Â. Ñèëåíîê. Ïîçäíåå â

ñåðèè ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [86], [90]) àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Ì.À. Êîðïà÷åâîé èñ-

ñëåäîâàëèñü êðèòè÷åñêèå Ω-ðàññëîåííûå ôîðìàöèè êîíå÷íûõ ãðóïï ðàçëè÷íûõ

íàïðàâëåíèé, à òàêæå êðèòè÷åñêèå Ω-ðàññëîåííûå ôîðìàöèè ìóëüòèîïåðàòîð-

íûõ T -ãðóïï. Èññëåäîâàíèþ τ -çàìêíóòûõ Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé ïîñâÿùåíû

ðàáîòû [109], [114].

� 4.5. Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå â Ãëàâå 4

Â Ãëàâå 4 èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.

[4], ãë. 2, Ëåììà 4.13. Ôîðìàöèîííî êðèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ìîíîëèòè÷íà.

[4], ãë. 2, Ëåììà 4.14. Êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ôîðìàöèîííî êðè-

òè÷åñêîé.

[8], Ëåììà 1(8). Åñëè F � ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà, H � êëàññ ãðóïï, HF = F, G

� ãðóïïà, N / G è N ∈ H, òî (G/N)F = GF/N .

[9], Ñëåäñòâèå 5.8. Ïóñòü F � Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ br-íàïðàâëåíèåì
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ϕ ≤ ϕ3. Òîãäà F îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì Ω-

ñïóòíèêîì h òàêèì, ÷òî h(A) = F äëÿ ëþáîãî A ∈ {Ω′} ∪ (Ω \ A) è

h(A) = EAform( G/Gϕ(A) | G ∈ F ) äëÿ âñåõ A ∈ Ω ∩ A.

[19], Òåîðåìà 53.44. Êîíå÷íàÿ ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷å-

ñêîé, åñëè èëè öåíòðàëèçàòîð ìîíîëèòà ñîäåðæèòñÿ â ìîíîëèòå, èëè åå ïîä-

ãðóïïà Ôðàòòèíè òðèâèàëüíà.

[19], Ñëåäñòâèå 51.34. Êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé.

[19], Ñëåäñòâèå 52.34. Êîíå÷íàÿ ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ íåàáåëåâûì ìîíî-

ëèòîì ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé.

[39], Ëåììà 2.1.5. Ïóñòü A � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì R 6⊆
Φ(A). Òîãäà ôîðìàöèÿ F = τformA τ -íåïðèâîäèìà è â íåé èìååòñÿ åäèí-

ñòâåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ τ -çàìêíóòàÿ ïîäôîðìàöèÿ M = τform((A/R) ∪ X),

ãäå X � ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ τ -ïîäãðóïï ãðóïïû A.

[39], Ëåììà 3.1.9. Ïóñòü G = A oB = KB, ãäå K = Πb∈BA
b
1 � áàçà ñïëåòåíèÿ

G è A1 � ïåðâàÿ êîïèÿ A â K. Òîãäà: 1) åñëè L � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà ãðóïïû G, L1 � ïðîåêöèÿ ýòîé ïîäãðóïïû â A1 è L1 6⊆ Z(A1), òî

L = Πb∈B(L ∩ A1)
b; 2) åñëè R � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â A1 è

R 6∈ Z(A1), òî R1 = Πb∈BR
b � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G; 3)

SocG ⊆ Πb∈BM
b, ãäå M = SocA1; 4) åñëè L � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû

G, L ⊆ K è M � ïðîåêöèÿ ýòîé ïîäãðóïïû â A1, òî ñïëåòåíèå (A1/M) o B
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ôàêòîð-ãðóïïû G/L.

[50], Ëåììà 3.3. Ïóñòü F � îäíîïîðîæäåííàÿ ôîðìàöèÿ. Òîãäà âñÿêàÿ ñîá-

ñòâåííàÿ ïîäôîðìàöèÿ ôîðìàöèè F ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíîé

ïîäôîðìàöèè èç F.

[50], Ëåììà 18.2. Ïóñòü G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P . Òîãäà

åñëè P 6⊆ Φ(G), òî form(G/P ) � åäèíñòâåííàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ

ôîðìàöèè formG.

[50], Ëåììà 18.8. Åñëè â ãðóïïå G èìååòñÿ ëèøü îäíà ìèíèìàëüíàÿ íîð-

ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà è Op(G) = 1, òî ñóùåñòâóåò òî÷íûé íåïðèâîäèìûé Fp[G]-

ìîäóëü, ãäå Fp � ïîëå èç p ýëåìåíòîâ.

[79], Ëåììà 1(7). Åñëè F � ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà, EA′F = F, G � ãðóïïà, N /G

è N ∈ EA′, òî (G/N)F = GF/N .
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[79], Ëåììà 2. Ïóñòü F = ΩF (f, ϕ) ñ r-íàïðàâëåíèåì ϕ. Òîãäà 1) åñëè A ∈ Ω,

G/OA(G) ∈ F è G/Gϕ(A) ∈ f(A), òî G ∈ F; 2) åñëè G/OΩ′(G) ∈ F è G/OΩ(G) ∈
f(Ω′), òî G ∈ F.

[79], Ëåììà 6. Ïóñòü F � Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ Ω-ñïóòíèêîì f è bA-

íàïðàâëåíèåì ϕ. Òîãäà: 1) OA(G/Gϕ(A)) = 1 äëÿ ëþáîé ãðóïïû G; 2) F èìååò

Ω-ñïóòíèê g òàêîé, ÷òî g(B) = f(B) äëÿ âñåõ B ∈ {Ω′} ∪ (Ω \ (A)) è

g(A) = EAf(A).

[79], Ëåììà 7(1). Ïóñòü f � âíóòðåííèé Ω ñïóòíèê Ω-êàíîíè÷åñêîé ôîðìà-

öèè F. Òîãäà EAf(A) ⊆ F äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω.

[79], Òåîðåìà 2. Ïóñòü f � âíóòðåííèé Ω-ñïóòíèê Ω-êàíîíè÷åñêîé ôîðìà-

öèè F. Òîãäà F èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé âíóòðåííèé Ω-ñïóòíèê h

òàêîé, ÷òî h(Ω′) = F è h(A) = EAh(A) = EAf(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω.

[79], Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü F � Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ âíóòðåííèì Ω-

ñïóòíèêîì f è br-íàïðàâëåíèåì ϕ. Òîãäà: 1) Npf(Zp) ⊆ F äëÿ âñåõ p òàêèõ,

÷òî Zp ∈ Ω; 2) F èìååò âíóòðåííèé Ω-ñïóòíèê g òàêîé, ÷òî g(A) = f(A)

äëÿ âñåõ A ∈ {Ω′} ∪ (Ω \ A) è g(Zp) = Npf(Zp) äëÿ âñåõ p òàêèõ, ÷òî Zp ∈ Ω.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Âûâîäû. Â äèññåðòàöèè ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Ïîëó÷åíî (ñîâìåñòíî ñ Â.À. Âåäåðíèêîâûì) ðåøåíèå ïðîáëåìû Âèëàíäòà

[81] î äîïîëíÿåìîñòè â êîíå÷íîé ãðóïïå F-êîðàäèêàëà áåç óñëîâèÿ àáåëåâî-

ñòè åãî ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï äëÿ ω-ëîêàëüíîé (ëîêàëüíîé) ôîðìàöèè Ôèò-

òèíãà F (ðåøåíèå Ïðîáëåìû (A)).

2. Ïîëó÷åíî ðåøåíèå ïðîáëåìû Äåðêà è Õîóêñà [60] î ðàñøèðåíèè óíèâåðñóìà,

â êîòîðîì ðàáîòàåò òåîðèÿ ïðîåêòîðîâ, çà ïðåäåëû êëàññà âñåõ êîíå÷íûõ

ðàçðåøèìûõ ãðóïï (ðåøåíèå Ïðîáëåìû (B)).

3. Ðåøåíà ïðîáëåìà Ë.À. Øåìåòêîâà [48] èçó÷åíèÿ Hθ-êðèòè÷åñêèõ ôîðìà-

öèé äëÿ n-êðàòíî ω-âååðíûõ, τ -çàìêíóòûõ ω-âååðíûõ, τ -çàìêíóòûõ Ω-

ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé (ðåøåíèå Ïðîáëåìû (C)).

4. Ðàçðàáîòàíû (ñîâìåñòíî ñ Â.À. Âåäåðíèêîâûì) òåîðèè ω-âååðíûõ è Ω-

ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï (ðåøåíèå Çàäà÷è (D)).

5. Ïîñòðîåíà òåîðèÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîâ, ãäå F � ïðîèçâîëüíàÿ ω-ëîêàëüíàÿ

ôîðìàöèÿ (ðåøåíèå Çàäà÷è (E)).

ß âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü è èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîå-

ìó ó÷èòåëþ � äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Âèêòîðó Àëåê-

ñàíäðîâè÷ó Âåäåðíèêîâó, îêàçàâøåìó áîëüøîå âëèÿíèå íà ôîðìèðîâàíèå ìîèõ

íàó÷íûõ èíòåðåñîâ. Çàäà÷è, ïîñòàâëåííûå ïåðåäî ìíîé Âèêòîðîì Àëåêñàíäðî-

âè÷åì, ïîñëóæèëè òîë÷êîì äëÿ ìíîãèõ èññëåäîâàíèé è âïîñëåäñòâèè ïðèâåëè

ê íàïèñàíèþ äàííîé ðàáîòû. ß ãëóáîêî ïðèçíàòåëüíà Âèêòîðó Àëåêñàíäðîâè-

÷ó çà öåííûå èäåè, ðåàëèçîâàííûå çäåñü. Íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò ÿ âñåãäà

÷óâñòâîâàëà ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ è åãî íåèç-

ìåííîå âíèìàíèå ê ìîåé ðàáîòå.
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Ïåðå÷åíü óñëîâíûõ îáîçíà÷åíèé è îïðåäåëåíèé

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ãðóïïû.

H ≤ G � H ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

H < G � H ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

H / G � H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

H · / G � H ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G.

H / / G � H ÿâëÿåòñÿ ñóáíîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

H < · G � H ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

|G| � ïîðÿäîê ãðóïïû G.

H := K � ðàâåíñòâî H = K âåðíî ïî îïðåäåëåíèþ.

G = [H]K � ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ïîä-

ãðóïï H è K, ãäå H / G.

CoreG(H) � ÿäðî ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G.

CompG(H) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ äîïîëíåíèé ê ïîäãðóïïå H â G, ãäå

H / G.

A oB � ðåãóëÿðíîå ñïëåòåíèå ãðóïïû A ñ ãðóïïîé B.

1 � åäèíè÷íàÿ ãðóïïà.

Φ(G) � ïîäãðóïïà Ôðàòòèíè ãðóïïû G.

F (G) � ïîäãðóïïà Ôèòòèíãà ãðóïïû G.

CG(H/K) � öåíòðàëèçàòîð ôàêòîðà H/K â G.

P � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

π � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà P.
π(G) � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ïîðÿäêà ãðóïïû G.

π(X) = ∪G∈Xπ(G).

Zp � ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà p.

K(G) � êëàññ âñåõ ãðóïï, èçîìîðôíûõ êîìïîçèöèîííûì ôàêòîðàì ãðóï-

ïû G.

K(X) = ∪G∈XK(G).

Ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà � ãðóïïà, èìåþùàÿ åäèíñòâåííóþ ìèíèìàëü-

íóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó (ìîíîëèò).

Öîêîëü ãðóïïû G � ïðîèçâåäåíèå âñåõ ìèíèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîä-

ãðóïï ãðóïïû G, îáîçíà÷àåòñÿ Soc(G).
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Äîáàâëåíèå ê íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå K ãðóïïû G � ïîäãðóïïà H ãðóïïû

G òàêàÿ, ÷òî HK = G, íî H1K 6= G äëÿ ëþáîé ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïû H1 èç

H.

π-ãðóïïà (πd-ãðóïïà, π′-ãðóïïà) � ãðóïïà G, òàêàÿ, ÷òî π(G) ⊆ π (ñîîò-

âåòñòâåííî π(G) ∩ π 6= Ø, π(G) ∩ π = Ø).

Gπ � π-õîëëîâà ïîäãðóïïà (èíà÷å, Sπ-ïîäãðóïïà) ãðóïïû G.

π-çàìêíóòàÿ ãðóïïà � ãðóïïà, îáëàäàþùàÿ íîðìàëüíîé π-õîëëîâîé ïîä-

ãðóïïîé.

Ðàçëîæèìàÿ (π-ðàçëîæèìàÿ) ãðóïïà � ãðóïïà G, ïðåäñòàâèìàÿ â âè-

äå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ G = A × B ñâîèõ ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïï A è B (π-

ïîäãðóïïû A è π′-ïîäãðóïïû B).

π-äîïîëíåíèå ê ïîäãðóïïå K â ãðóïïå G � ïîäãðóïïà H ãðóïïû G òàêàÿ,

÷òî HK = G è |H ∩K| íå äåëèòñÿ íà ÷èñëà èç π.
Êëàññ ãðóïï � ñîâîêóïíîñòü ãðóïï, ñîäåðæàùàÿ ñ êàæäîé ñâîåé ãðóïïîé

G è âñå ãðóïïû, èçîìîðôíûå G.

X-ãðóïïà � ãðóïïà, ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó ãðóïï X.

(X) � êëàññ ãðóïï, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì ãðóïï X, ò.å. ïåðåñå÷åíèå

âñåõ êëàññîâ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ X.

(G) � êëàññ ãðóïï, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì ãðóïï X = {G}, â ÷àñòíî-
ñòè, (1) � êëàññ âñåõ åäèíè÷íûõ ãðóïï.

E � êëàññ âñåõ ãðóïï.

A � êëàññ âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï.

N � êëàññ âñåõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï.

Fπ � êëàññ âñåõ π-ãðóïï, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó F.

Np � êëàññ âñåõ p-ãðóïï, ãäå p ∈ P.
S � êëàññ âñåõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï.

Scp � êëàññ âñåõ ãðóïï, ó êîòîðûõ êàæäûé ãëàâíûé p-ôàêòîð öåíòðàëåí,

ãäå p ∈ P.
ω � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà P.
ω′ � äîïîëíåíèå ê ïîäìíîæåñòâó ω âî ìíîæåñòâå P.
{ω′} � îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà ω′.

Eω � êëàññ âñåõ ω-ãðóïï.
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Ep′ � êëàññ âñåõ p′-ãðóïï, ãäå p ∈ P.
I � êëàññ âñåõ ïðîñòûõ ãðóïï.

Ω � íåïóñòîé ïîäêëàññ êëàññà I.

EΩ � êëàññ âñåõ Ω-ãðóïï, ò.å. òàêèõ ãðóïï G, ÷òî K(G) ⊆ Ω.

EA = E(A), ãäå A ∈ I.

A′ = I \(A), ãäå A ∈ I.

Ãëàâíûé A-ôàêòîð � ãëàâíûé ôàêòîð M/N ãðóïïû G òàêîé, ÷òî

K(M/N) = (A).

ScA � êëàññ âñåõ ãðóïï, ó êîòîðûõ êàæäûé ãëàâíûéA-ôàêòîð öåíòðàëåí.

Ãîìîìîðô � êëàññ ãðóïï F, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ: èç G ∈ F è N /G

ñëåäóåò, ÷òî G/N ∈ F.

Íàñëåäñòâåííûé (íîðìàëüíî íàñëåäñòâåííûé) êëàññ ãðóïï � êëàññ ãðóïï

F, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ: èç G ∈ F è N ≤ G ( ñîîòâåòñòâåííî N / G )

ñëåäóåò, ÷òî N ∈ F.

Ôîðìàöèÿ � ãîìîìîðô F, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ: èç G/N1 ∈ F è

G/N2 ∈ F ñëåäóåò, ÷òî G/N1 ∩N2 ∈ F.

form X � ôîðìàöèÿ, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì ãðóïï X, ò.å. ïåðåñå÷åíèå

âñåõ ôîðìàöèé, ñîäåðæàùèõ X.

form G = form {G}.
Êëàññ Ôèòòèíãà � íîðìàëüíî íàñëåäñòâåííûé êëàññ ãðóïï F, óäîâëå-

òâîðÿþùèé óñëîâèþ: èç G = N1N2, Ni ∈ F è Ni / G, i = 1, 2, ñëåäóåò, ÷òî

G ∈ F.

Ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà � ôîðìàöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ êëàññîì Ôèòòèíãà.

GF � F-êîðàäèêàë ãðóïïû G, ò.å. íàèìåíüøàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

ãðóïïû G, ôàêòîð-ãðóïïà ïî êîòîðîé ïðèíàäëåæèò F, ãäå F � íåïóñòàÿ ôîðìà-

öèÿ.

F-êîðàäèêàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G � íîðìàëüíàÿ ïîä-

ãðóïïà K ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî G/K ∈ F è èç G/N ∈ F, ãäå N ≤ K, ñëåäóåò,

÷òî N = K, ãäå F � íåïóñòîé êëàññ ãðóïï.

GF � F-ðàäèêàë ãðóïïû G, ò.å. íàèáîëüøàÿ íîðìàëüíàÿ F-ïîäãðóïïà

ãðóïïû G, ãäå F � íåïóñòîé êëàññ Ôèòòèíãà.

Oω(G) � Eω-ðàäèêàë ãðóïïû G.
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Op(G) � Np-ðàäèêàë ãðóïïû G.

OΩ(G) � EΩ-ðàäèêàë ãðóïïû G.

OA(G) � EA-ðàäèêàë ãðóïïû G.

OA′,A(G) � EA′EA-ðàäèêàë ãðóïïû G.

Fp(G) � Ep′Np-ðàäèêàë ãðóïïû G.

Fcp(G) � Scp-ðàäèêàë ãðóïïû G.

FA(G) � ScA-ðàäèêàë ãðóïïû G.

FH = ( G ∈ E | ñóùåñòâóåò N / G òàêàÿ, ÷òî N ∈ F è G/N ∈ H ) �

ãàùþöîâî ïðîèçâåäåíèå êëàññîâ ãðóïï F è H.

F ◦ H = ( G ∈ E | GH ∈ F ) � ôîðìàöèîííîå ïðîèçâåäåíèå F è H, ãäå F

� êëàññ ãðóïï, H � ôîðìàöèÿ.

Íàñûùåííûé â X êëàññ � êëàññ ãðóïï F, ñîäåðæàùèéñÿ â êëàññå ãðóïï

X, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ: äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ∈ X è ëþáîé N / G òàêîé,

÷òî N ≤ Φ(G), èç G/N ∈ F ñëåäóåò, ÷òî G ∈ F.

Íàñûùåííûé êëàññ � êëàññ ãðóïï, íàñûùåííûé â E.

ω-íàñûùåííûé â X êëàññ � êëàññ ãðóïï F, ñîäåðæàùèéñÿ â êëàññå ãðóïï

X, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ: äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ∈ X è ëþáîé N / G òàêîé,

÷òî N ≤ Φ(G) ∩Oω(G), èç G/N ∈ F ñëåäóåò, ÷òî G ∈ F.

ω-íàñûùåííûé êëàññ � êëàññ ãðóïï, ω-íàñûùåííûé â E.

Ïðèìèòèâíî çàìêíóòûé â X êëàññ (èíà÷å, P -çàìêíóòûé â X êëàññ) �

êëàññ ãðóïï F, ñîäåðæàùèéñÿ â êëàññå ãðóïï X, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû

G ∈ X ñïðàâåäëèâî: èç G/CoreG(M) ∈ F äëÿ ëþáîé M < · G ñëåäóåò, ÷òî

G ∈ F.

Ïðèìèòèâíî çàìêíóòûé êëàññ (èíà÷å, P -çàìêíóòûé êëàññ) � êëàññ

ãðóïï, ïðèìèòèâíî çàìêíóòûé â E.

Êëàññ Øóíêà � ïðèìèòèâíî çàìêíóòûé ãîìîìîðô (èíà÷å, P -ãîìîìîðô).

ω-ïðèìèòèâíî çàìêíóòûé â X êëàññ (èíà÷å, ωP -çàìêíóòûé â X êëàññ)

� êëàññ ãðóïï F, ñîäåðæàùèéñÿ â êëàññå ãðóïï X, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû

G ∈ X ñïðàâåäëèâî: èç G/CoreG(M) ∩ Oω(G) ∈ F äëÿ ëþáîé M < · G ñëåäóåò,

÷òî G ∈ F.

ω-ïðèìèòèâíî çàìêíóòûé êëàññ (èíà÷å, ωP -çàìêíóòûé êëàññ) � êëàññ

ãðóïï, ω-ïðèìèòèâíî çàìêíóòûé â E.
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ωP -ãîìîìîðô â X � ω-ïðèìèòèâíî çàìêíóòûé â X ãîìîìîðô.

ωP -ãîìîìîðô � ωP -ãîìîìîðô â E.

F-íîðìàëüíàÿ (F-àáíîðìàëüíàÿ) ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G �

ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà M ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî GF ⊆ M ( ñîîòâåòñòâåííî

MGF = G ), ãäå F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ.

F-ñóáíîðìàëüíàÿ (F-àáíîðìàëüíàÿ) ìàêñèìàëüíàÿ öåïü � ìàêñèìàëüíàÿ

(G − H)-öåïü H = Hm < Hm−1 < . . . < H1 < H0 = G, åñëè äëÿ ëþáîãî i ≥ 1

ïîäãðóïïà Hi F-íîðìàëüíà (ñîîòâåòñòâåííî F-àáíîðìàëüíà) â Hi−1.

F-ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G � ïîäãðóïïà H ãðóïïû G, äëÿ

êîòîðîé ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà F-ñóáíîðìàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ (G−H)-öåïü.

F-àáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G � ïîäãðóïïà H ãðóïïû G, äëÿ

êîòîðîé ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ (G−H)-öåïü ÿâëÿåòñÿ F-àáíîðìàëüíîé.

F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G � ïîäãðóïïà H ãðóïïû G òàêàÿ,

÷òî H ∈ F è èç H ≤ U ≤ G è U ∈ F ñëåäóåò, ÷òî U = H, ãäå F � íåïóñòîé êëàññ

ãðóïï.

F-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

R ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî R ≤ GF è R/R ∩ Φ(G) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ôàêòîðîì

ãðóïïû G, ãäå F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ.

Fω-ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

R ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî R ≤ GF è R/R ∩ Φ(G) ∩ Oω(G) ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì

ôàêòîðîì ãðóïïû G, ãäå F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ.

F-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïàM ãðóï-

ïû G òàêàÿ, ÷òî G = MR äëÿ íåêîòîðîé F-ïðåäåëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû

R èç G, ãäå F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ.

Fω-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà M

ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî G = MR äëÿ íåêîòîðîé Fω-ïðåäåëüíîé íîðìàëüíîé ïîä-

ãðóïïû R èç G, ãäå F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ.

F-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G � F-ïîäãðóïïà H ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò öåïü ïîäãðóïï ãðóïïû G âèäà H = Ht ⊂ Ht−1 ⊂ . . . ⊂ H1 ⊂ H0 = G,

ãäå t ≥ 0, òàêàÿ, ÷òî Hi � F-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå Hi−1 äëÿ ëþáîãî

i ∈ {1, 2, . . . , t}, ãäå F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ.

ωF-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G � ïîäãðóïïà H ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî
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H/Φ(H) ∩ Oω′(H) ∈ F è ñóùåñòâóåò öåïü ïîäãðóïï ãðóïïû G âèäà H = Ht ⊂
Ht−1 ⊂ · · · ⊂ H1 ⊂ H0 = G, ãäå t ≥ 0, òàêàÿ, ÷òî Hi � F-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà

â ãðóïïå Hi−1 äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, 2, . . . , t}, ãäå F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ.

Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G � F-ïîäãðóïïà H ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî ñó-

ùåñòâóåò öåïü ïîäãðóïï ãðóïïû G âèäà H = Ht ⊂ Ht−1 ⊂ . . . ⊂ H1 ⊂ H0 = G,

ãäå t ≥ 0, òàêàÿ, ÷òî Hi � Fω-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå Hi−1 äëÿ ëþáîãî

i ∈ {1, 2, . . . , t}, ãäå F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ.

F-ïðîåêòîð ãðóïïû G � ïîäãðóïïà H ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî äëÿ

ëþáîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû N ãðóïïû G ïîäãðóïïà HN/N ÿâëÿåòñÿ F-

ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â ôàêòîð-ãðóïïå G/N , ãäå F � íåïóñòîé êëàññ ãðóïï.

Fω-ïðîåêòîð ãðóïïû G � ïîäãðóïïà H ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî äëÿ

ëþáîé íîðìàëüíîé ω-ïîäãðóïïû N ãðóïïû G ïîäãðóïïà HN/N ÿâëÿåòñÿ F-

ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé â ôàêòîð-ãðóïïå G/N , ãäå F � íåïóñòîé êëàññ ãðóïï.

ProjFω(G) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ Fω-ïðîåêòîðîâ ãðóïïû G.

F-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G � ïîäãðóïïà H ãðóïïû G òàêàÿ,

÷òî H ∈ F è èç òîãî, ÷òî H ≤ U ≤ G, V � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû U è

U/V ∈ F ñëåäóåò, ÷òî U = HV , ãäå F � êëàññ ãðóïï.

Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G � ïîäãðóïïà H ãðóïïû G òàêàÿ,

÷òî H ∈ F è èç òîãî, ÷òî H ≤ U ≤ G, V � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû U

è U/V ∈ F ñëåäóåò, ÷òî U = HV , ãäå F � êëàññ ãðóïï.

CovFω(G) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ Fω-ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï ãðóïïû G.

Ïðèìèòèâíàÿ ãðóïïà � ãðóïïà G, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà M (ïðèìèòèâàòîð) òàêàÿ, ÷òî CoreG(M) = 1.

ω-ïðèìèòèâíàÿ ãðóïïà � ãðóïïà G òàêàÿ, ÷òî â G ñóùåñòâóåò ìàêñè-

ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà M (ω-ïðèìèòèâàòîð) òàêàÿ, ÷òî CoreG(M) ∩Oω(G) = 1.

ωF -ôóíêöèÿ � ôóíêöèÿ f : ω ∪ {ω′} −→ { ôîðìàöèè ãðóïï }, ãäå
f(ω′) 6= Ø.

PF -ôóíêöèÿ � ôóíêöèÿ g : P −→ { ôîðìàöèè ãðóïï }.
PFR-ôóíêöèÿ � δ : P −→ { íåïóñòûå ôîðìàöèè Ôèòòèíãà }.
fp-öåíòðàëüíûé ( fp-ýêñöåíòðàëüíûé ) ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G

� ãëàâíûé pd-ôàêòîð A/B ãðóïïû G òàêîé, ÷òî G/CG(A/B) ∈ f(p)

( G/CG(A/B) 6∈ f(p) ), ãäå f � ωF -ôóíêöèÿ, p ∈ ω.
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fω-öåíòðàëüíûé ( fω-ýêñöåíòðàëüíûé ) ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G �

ãëàâíûé ωd-ôàêòîð A/B ãðóïïû G òàêîé, ÷òî G/CG(A/B) ∈ f(p) äëÿ ëþáîãî

ïðîñòîãî ÷èñëà p ∈ ω ∩ π(A/B) ( G/CG(A/B) 6∈ f(p) äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî

÷èñëà p ∈ ω ∩ π(A/B) ), ãäå f � ωF -ôóíêöèÿ.

ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ ω-ñïóòíèêîì f è íàïðàâëåíèåì δ � ôîðìàöèÿ

ωF (f, δ) = ( G ∈ E | G/Oω(G) ∈ f(ω′) è G/Gδ(p) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(G) ),

ãäå f è δ � ωF -ôóíêöèÿ è PFR-ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâåííî.
Âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñî ñïóòíèêîì f è íàïðàâëåíèåì δ � ôîðìàöèÿ

PF (f, δ) = ( G ∈ E | G/Gδ(p) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ π(G) ), ãäå f è δ � PF -
ôóíêöèÿ è PFR-ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

a-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé (âååðíîé) ôîðìàöèè � PFR-ôóíêöèÿ δ, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: Zq ∈ δ(q) äëÿ ëþáîãî q ∈ P.

b-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé (âååðíîé) ôîðìàöèè � PFR-ôóíêöèÿ δ, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: δ(q)Nq = δ(q) äëÿ ëþáîãî q ∈ P.

bp-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé (âååðíîé) ôîðìàöèè, ãäå p ∈ P, � PFR-
ôóíêöèÿ δ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: δ(p)Np = δ(p).

p-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé (âååðíîé) ôîðìàöèè � PFR-ôóíêöèÿ δ, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: Eq′δ(q) = δ(q) äëÿ ëþáîãî q ∈ P.

r-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé (âååðíîé) ôîðìàöèè � PFR-ôóíêöèÿ δ, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: E(Zq)′δ(q) = δ(q) äëÿ ëþáîãî q ∈ P.

s-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé (âååðíîé) ôîðìàöèè � PFR-ôóíêöèÿ δ, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà δ(q) q-ðàçðåøèìà äëÿ ëþáîãî q ∈ P.

i1i2...in-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé (âååðíîé) ôîðìàöèè F � PFR-ôóíêöèÿ
δ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ij-íàïðàâëåíèåì ôîðìàöèè F äëÿ ëþáîãî j ∈ { 1, ..., n }.

ω-ïîëíàÿ (ïîëíàÿ) ôîðìàöèÿ � ω-âååðíàÿ (âååðíàÿ) ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâ-

ëåíèåì δ0, ãäå δ0(p) = Ep′ äëÿ âñåõ p ∈ P; îáîçíà÷àåòñÿ ωAF (f) ( ñîîòâåòñòâåííî

AF (f) ).

ω-ëîêàëüíàÿ (ëîêàëüíàÿ) ôîðìàöèÿ � ω-âååðíàÿ (âååðíàÿ) ôîðìàöèÿ

ñ íàïðàâëåíèåì δ1, ãäå δ1(p) = Ep′Np äëÿ âñåõ p ∈ P; îáîçíà÷àåòñÿ ωLF (f)

( ñîîòâåòñòâåííî LF (f) ).

ω-ñïåöèàëüíàÿ (ñïåöèàëüíàÿ) ôîðìàöèÿ � ω-âååðíàÿ (âååðíàÿ) ôîðìà-

öèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ2, ãäå δ2(p) = E(Zp)′Np äëÿ âñåõ p ∈ P; îáîçíà÷àåòñÿ ωSF (f)
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( ñîîòâåòñòâåííî SF (f) ).

ω-öåíòðàëüíàÿ (öåíòðàëüíàÿ) ôîðìàöèÿ � ω-âååðíàÿ (âååðíàÿ) ôîð-

ìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ3, ãäå δ3(p) = Scp äëÿ âñåõ p ∈ P; îáîçíà÷àåòñÿ ωZF (f)

( ñîîòâåòñòâåííî ZF (f) ).

ωF (X, δ) ( PF (X, δ) ) � ω-âååðíàÿ (âååðíàÿ) ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ,

ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì ãðóïï X.

ωAF (X) ( ωLF (X), ωSF (X), ωZF (X) ) � ω-ïîëíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî

ω-ëîêàëüíàÿ, ω-ñïåöèàëüíàÿ, ω-öåíòðàëüíàÿ) ôîðìàöèÿ, ïîðîæäåííàÿ ìíîæå-

ñòâîì ãðóïï X.

AF (X) ( LF (X), SF (X), ZF (X) ) � ïîëíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî ëîêàëüíàÿ,

ñïåöèàëüíàÿ, öåíòðàëüíàÿ) ôîðìàöèÿ, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì ãðóïï X.

n-êðàòíî ω-âååðíàÿ (n-êðàòíî âååðíàÿ) ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ �

ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ F, îáëàäàþùàÿ õîòÿ áû îäíèì ωδ(n−1)-ñïóòíèêîì ( δ(n−1)-

ñïóòíèêîì), òî åñòü òàêèì ω-ñïóòíèêîì (ñïóòíèêîì), âñå íåïóñòûå çíà÷åíèÿ

êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ (n−1)-êðàòíî ω-âååðíûìè ( (n−1)-êðàòíî âååðíûìè ) ôîð-

ìàöèÿìè ñ íàïðàâëåíèåì δ, ãäå δ � PFR-ôóíêöèÿ, n ∈ N. Ïðè ýòîì, âñÿêóþ

íåïóñòóþ ôîðìàöèþ ñ÷èòàþò 0-êðàòíî ω-âååðíîé (0-êðàòíî âååðíîé) ñ íàïðàâ-

ëåíèåì δ.

ωFn(X, δ) ( PFn(X, δ) ) � n-êðàòíî ω-âååðíàÿ (n-êðàòíî âååðíàÿ) ôîðìà-

öèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì ãðóïï X.

ΩF -ôóíêöèÿ � ôóíêöèÿ f : Ω ∪ {Ω′} −→ { ôîðìàöèè ãðóïï }, ãäå
f(Ω′) 6= Ø.

F -ôóíêöèÿ � ôóíêöèÿ g : I −→ { ôîðìàöèè ãðóïï }.
FR-ôóíêöèÿ � δ : I −→ { íåïóñòûå ôîðìàöèè Ôèòòèíãà }.
Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ Ω-ñïóòíèêîì f è íàïðàâëåíèåì ϕ � ôîð-

ìàöèÿ ΩF (f, ϕ) = ( G ∈ E | G/OΩ(G) ∈ f(Ω′) è G/Gϕ(A) ∈ f(A) äëÿ âñåõ

A ∈ Ω ∩K(G) ), ãäå f è ϕ � ΩF -ôóíêöèÿ è FR-ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñî ñïóòíèêîì f è íàïðàâëåíèåì ϕ � ôîðìàöèÿ

F (f, ϕ) = ( G ∈ E | G/Gϕ(A) ∈ f(A) äëÿ âñåõ A ∈ K(G) ), ãäå f è ϕ � F -ôóíêöèÿ

è FR-ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

a-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé (ðàññëîåííîé) ôîðìàöèè � FR-ôóíêöèÿ ϕ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: A ∈ ϕ(A) äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû A ∈ I.
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b-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé (ðàññëîåííîé) ôîðìàöèè � FR-ôóíêöèÿ ϕ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: ϕ(A) = ϕ(A)EA äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû A ∈ I.

bA-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé (ðàññëîåííîé) ôîðìàöèè, ãäå A ∈ I, �

FR-ôóíêöèÿ ϕ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: ϕ(A) = ϕ(A)EA.

r-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé (ðàññëîåííîé) ôîðìàöèè � FR-ôóíêöèÿ

ϕ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: ϕ(A) = EA′ϕ(A) äëÿ ëþáîé ãðóïïû A ∈ I.

n-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé (ðàññëîåííîé) ôîðìàöèè � FR-ôóíêöèÿ

ϕ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: A 6∈ ϕ(A) äëÿ ëþáîé íåàáåëåâîé ãðóïïû A ∈ I.

i1i2...in-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé (ðàññëîåííîé) ôîðìàöèè F � FR-

ôóíêöèÿ ϕ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ij-íàïðàâëåíèåì ôîðìàöèè F äëÿ ëþáîãî j ∈
{ 1, ..., n }.

Ω-ñâîáîäíàÿ (ñâîáîäíàÿ) ôîðìàöèÿ � Ω-ðàññëîåííàÿ (ðàññëîåííàÿ) ôîð-

ìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ0, ãäå ϕ0(A) = EA′ äëÿ âñåõ A ∈ I; îáîçíà÷àåòñÿ ΩFr(f)

( ñîîòâåòñòâåííî Fr(f) ).

Ω-êàíîíè÷åñêàÿ (êàíîíè÷åñêàÿ) ôîðìàöèÿ � Ω-ðàññëîåííàÿ (ðàññëîåí-

íàÿ) ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ′2, ãäå ϕ
′
2(A) = EA′EA äëÿ âñåõ A ∈ I; îáîçíà-

÷àåòñÿ ΩKF (f) ( ñîîòâåòñòâåííî KF (f) ).

Ω-áèêàíîíè÷åñêàÿ (áèêàíîíè÷åñêàÿ) ôîðìàöèÿ � Ω-ðàññëîåííàÿ (ðàñ-

ñëîåííàÿ) ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ2, ãäå ϕ2(A) = EA′EA äëÿ âñåõ A ∈ I ∩A
è ϕ2(A) = EA′ äëÿ âñåõ A ∈ I \ A; îáîçíà÷àåòñÿ ΩBF (f) ( ñîîòâåòñòâåííî

BF (f) ).

Ω-êîìïîçèöèîííàÿ (êîìïîçèöèîííàÿ) ôîðìàöèÿ � Ω-ðàññëîåííàÿ (ðàñ-

ñëîåííàÿ) ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ3, ãäå ϕ3(A) = ScA äëÿ âñåõ A ∈ I;

îáîçíà÷àåòñÿ ΩCF (f) ( ñîîòâåòñòâåííî CF (f) ).

ΩF (X, ϕ) ( F (X, ϕ) ) � Ω-ðàññëîåííàÿ (ðàññëîåííàÿ) ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâ-

ëåíèåì ϕ, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì ãðóïï X.

ΩFr(X) ( ΩKF (X), ΩBF (X), ΩCF (X) ) � Ω-ñâîáîäíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî

Ω-êàíîíè÷åñêàÿ, Ω-áèêàíîíè÷åñêàÿ, Ω-êîìïîçèöèîííàÿ) ôîðìàöèÿ, ïîðîæäåí-

íàÿ ìíîæåñòâîì ãðóïï X.

Fr(X) ( KF (X), BF (X), CF (X) ) � ñâîáîäíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî êàíîíè-

÷åñêàÿ, áèêàíîíè÷åñêàÿ, êîìïîçèöèîííàÿ) ôîðìàöèÿ, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì

ãðóïï X.
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Ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð � îòîáðàæåíèå τ , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæ-

äîé ãðóïïå G íåêîòîðóþ íåïóñòóþ ñèñòåìó τ(G) åå ïîäãðóïï, óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèþ: (τ(G))α = τ(Gα) äëÿ ëþáîãî èçîìîðôèçìà α êàæäîé ãðóïïû G.

τ -ïîäãðóïïà ãðóïïû G � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ïðèíàäëåæàùàÿ τ(G), ãäå

τ � ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð.

τ -ìèíèìàëüíàÿ íå F-ãðóïïà � ãðóïïà G, íå ïðèíàäëåæàùàÿ F, âñÿêàÿ

ñîáñòâåííàÿ τ -ïîäãðóïïà êîòîðîé êëàññó F ïðèíàäëåæèò, ãäå τ � ïîäãðóïïîâîé

ôóíêòîð.

Ðåãóëÿðíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð � ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð τ , óäîâëå-

òâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

1) èç M ∈ τ(G) è N / G ñëåäóåò, ÷òî MN/N ∈ τ(G/N);

2) èç M/N ∈ τ(G/N) ñëåäóåò, ÷òî M ∈ τ(G).

ω-ðàäèêàëüíûé ( Ω-ðàäèêàëüíûé ) ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð � ïîäãðóïïî-

âîé ôóíêòîð τ òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû G è ëþáîé N ∈ τ(G) ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî Oω(G) ∩N = Oω(N) ( OΩ(G) ∩N = OΩ(N) ).

δ-ðàäèêàëüíûé ( ϕ-ðàäèêàëüíûé ) ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð � ïîäãðóïïîâîé

ôóíêòîð τ òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû G è ëþáîé N ∈ τ(G) ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî Gδ(p)∩N = Nδ(p) äëÿ âñåõ p ∈ P ( Gϕ(A)∩N = Nϕ(A) äëÿ âñåõ A ∈ I ),

ãäå δ ( ñîîòâåòñòâåííî ϕ ) � PFR-ôóíêöèÿ ( FR-ôóíêöèÿ ).
ωδ-ðàäèêàëüíûé ( Ωϕ-ðàäèêàëüíûé ) ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð � ïîäãðóïïî-

âîé ôóíêòîð τ , ÿâëÿþùèéñÿ ω-ðàäèêàëüíûì è δ-ðàäèêàëüíûì (Ω-ðàäèêàëüíûì

è ϕ-ðàäèêàëüíûì).

Ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôàê-

òîðîâ, � ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð τ òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû G è ëþáîé

N ∈ τ(G) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå K(N) ⊆ K(G).

Ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð Sn ( sn ) � ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, ñòàâÿùèé â

ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ãðóïïå G ñîâîêóïíîñòü Sn(G) ( sn(G) ) âñåõ íîðìàëüíûõ

(ñóáíîðìàëüíûõ) ïîäãðóïï ãðóïïû G.

Ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð resF ( radF ) � ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, ñòàâÿ-

ùèé â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ãðóïïå G ìíîæåñòâî resF(G) = {GF} ( radF(G) =

{GF} ), ãäå F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ (íåïóñòîé êëàññ Ôèòòèíãà).

τ -çàìêíóòàÿ ôîðìàöèÿ � ôîðìàöèÿ F, ñîäåðæàùàÿ âìåñòå ñ êàæäîé
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ãðóïïîé G è âñå åå τ -ïîäãðóïïû, ãäå τ � ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð.

τform X � τ -çàìêíóòàÿ ôîðìàöèÿ, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì ãðóïï X,

ò.å. ïåðåñå÷åíèå âñåõ τ -çàìêíóòûõ ôîðìàöèé, ñîäåðæàùèõ X.

τform G = τform {G}.
τωF (X, δ) ( τPF (X, δ) ) � τ -çàìêíóòàÿ ω-âååðíàÿ (âååðíàÿ) ôîðìàöèÿ ñ

íàïðàâëåíèåì δ, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì ãðóïï X.

τωAF (X) ( τωLF (X), τωSF (X), τωZF (X) ) � τ -çàìêíóòàÿ ω-ïîëíàÿ (ñî-

îòâåòñòâåííî ω-ëîêàëüíàÿ, ω-ñïåöèàëüíàÿ, ω-öåíòðàëüíàÿ) ôîðìàöèÿ, ïîðîæ-

äåííàÿ ìíîæåñòâîì ãðóïï X.

τAF (X) ( τLF (X), τSF (X), τZF (X) ) � τ -çàìêíóòàÿ ïîëíàÿ (ñîîòâåò-

ñòâåííî ëîêàëüíàÿ, ñïåöèàëüíàÿ, öåíòðàëüíàÿ) ôîðìàöèÿ, ïîðîæäåííàÿ ìíîæå-

ñòâîì ãðóïï X.

τΩF (X, ϕ) ( τF (X, ϕ) ) � τ -çàìêíóòàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ (ðàññëîåííàÿ) ôîð-

ìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì ãðóïï X.

τΩFr(X) ( τΩKF (X), τΩBF (X), τΩCF (X) ) � τ -çàìêíóòàÿ Ω-ñâîáîäíàÿ

(ñîîòâåòñòâåííî Ω-êàíîíè÷åñêàÿ, Ω-áèêàíîíè÷åñêàÿ, Ω-êîìïîçèöèîííàÿ) ôîð-

ìàöèÿ, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì ãðóïï X.

τFr(X) ( τKF (X), τBF (X), τCF (X) ) � τ -çàìêíóòàÿ ñâîáîäíàÿ (ñîîò-

âåòñòâåííî êàíîíè÷åñêàÿ, áèêàíîíè÷åñêàÿ, êîìïîçèöèîííàÿ) ôîðìàöèÿ, ïîðîæ-

äåííàÿ ìíîæåñòâîì ãðóïï X.

θ-ôîðìàöèÿ ( θ-ïîäôîðìàöèÿ ) � ôîðìàöèÿ (ïîäôîðìàöèÿ), ïðèíàäëå-

æàùàÿ θ, ãäå θ � íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ôîðìàöèé.

Ìàêñèìàëüíàÿ θ-ïîäôîðìàöèÿ ôîðìàöèè F � òàêàÿ ñîáñòâåííàÿ θ-

ïîäôîðìàöèÿ M ôîðìàöèè F, ÷òî äëÿ ëþáîé θ-ôîðìàöèè B, óäîâëåòâîðÿþùåé

âêëþ÷åíèþ M ⊆ B ⊂ F, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî M = B.

Êðèòè÷åñêàÿ ãðóïïà � êîíå÷íàÿ ãðóïïà G, íå ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîãîîá-

ðàçèþ, ïîðîæäåííîìó ñîáñòâåííûìè ñåêöèÿìè ãðóïïû G.

Ôîðìàöèîííî êðèòè÷åñêàÿ ãðóïïà � êîíå÷íàÿ ãðóïïà G, íå ïðèíàäëåæà-

ùàÿ ôîðìàöèè, ïîðîæäåííîé òåìè ñîáñòâåííûìè ñåêöèÿìè ãðóïïû G, êîòîðûå

ïðèíàäëåæàò formG.

f -áàçèñíàÿ ãðóïïà � ôîðìàöèîííî êðèòè÷åñêàÿ ãðóïïà G, äëÿ êîòîðîé

ôîðìàöèÿ formG ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ìàêñèìàëüíóþ ïîäôîðìàöèþ.
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τ -áàçèñíàÿ ãðóïïà � ôîðìàöèîííî êðèòè÷åñêàÿ ãðóïïà G, äëÿ êîòîðîé

ôîðìàöèÿ τformG ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ìàêñèìàëüíóþ τ -çàìêíóòóþ ïîä-

ôîðìàöèþ.

ωδ-áàçèñíàÿ (δ-áàçèñíàÿ) ãðóïïà � ôîðìàöèîííî êðèòè÷åñêàÿ ãðóïïà G,

äëÿ êîòîðîé ôîðìàöèÿ ωF (G, δ) ( PF (G, δ) ) ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ìàêñè-

ìàëüíóþ ω-âååðíóþ (âååðíóþ) ïîäôîðìàöèþ c íàïðàâëåíèåì δ.

τωδ-áàçèñíàÿ (τδ-áàçèñíàÿ) ãðóïïà � ôîðìàöèîííî êðèòè÷åñêàÿ ãðóïïà

G, äëÿ êîòîðîé ôîðìàöèÿ τωF (G, δ) ( τPF (G, δ) ) ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ìàê-

ñèìàëüíóþ τ -çàìêíóòóþ ω-âååðíóþ (âååðíóþ) ïîäôîðìàöèþ c íàïðàâëåíèåì δ.

Hθ-êðèòè÷åñêàÿ ôîðìàöèÿ � θ-ôîðìàöèÿ F òàêàÿ, ÷òî F 6⊆ H, íî âñå

ñîáñòâåííûå θ-ïîäôîðìàöèè èç F â H ñîäåðæàòñÿ, ãäå H � êëàññ ãðóïï, θ �

ñîâîêóïíîñòü ôîðìàöèé.

H-êðèòè÷åñêàÿ ôîðìàöèÿ � Hθ-êðèòè÷åñêàÿ ôîðìàöèÿ â ñëó÷àå, êîãäà

θ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôîðìàöèé.

Hωδn-êðèòè÷åñêàÿ ( Hδn-êðèòè÷åñêàÿ ) ôîðìàöèÿ � Hθ-êðèòè÷åñêàÿ ôîð-

ìàöèÿ â ñëó÷àå, êîãäà θ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ n-êðàòíî ω-âååðíûõ (n-êðàòíî âå-

åðíûõ) ôîðìàöèé ñ íàïðàâëåíèåì δ, ãäå n ∈ N.
Hτωδn-êðèòè÷åñêàÿ ( Hτδn-êðèòè÷åñêàÿ ) ôîðìàöèÿ � Hθ-êðèòè÷åñêàÿ

ôîðìàöèÿ â ñëó÷àå, êîãäà θ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ τ -çàìêíóòûõ n-êðàòíî ω-

âååðíûõ (n-êðàòíî âååðíûõ) ôîðìàöèé ñ íàïðàâëåíèåì δ, ãäå n ∈ N.
HΩϕn

-êðèòè÷åñêàÿ ( Hϕn
-êðèòè÷åñêàÿ ) ôîðìàöèÿ � Hθ-êðèòè÷åñêàÿ

ôîðìàöèÿ â ñëó÷àå, êîãäà θ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ n-êðàòíî Ω-ðàññëîåííûõ (n-

êðàòíî ðàññëîåííûõ) ôîðìàöèé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ, ãäå n ∈ N.
HτΩϕn

-êðèòè÷åñêàÿ ( Hτϕn
-êðèòè÷åñêàÿ ) ôîðìàöèÿ � Hθ-êðèòè÷åñêàÿ

ôîðìàöèÿ â ñëó÷àå, êîãäà θ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ τ -çàìêíóòûõ n-êðàòíî Ω-

ðàññëîåííûõ (n-êðàòíî ðàññëîåííûõ) ôîðìàöèé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ, ãäå n ∈ N.
Hωδ-êðèòè÷åñêàÿ ( Hδ-êðèòè÷åñêàÿ, Hτωδ-êðèòè÷åñêàÿ, Hτδ-êðèòè÷åñêàÿ,

HΩϕ-êðèòè÷åñêàÿ, Hϕ-êðèòè÷åñêàÿ, HτΩϕ-êðèòè÷åñêàÿ, Hτϕ-êðèòè÷åñêàÿ)

ôîðìàöèÿ � Hωδn-êðèòè÷åñêàÿ ( ñîîòâåòñòâåííî Hδn-êðèòè÷åñêàÿ, Hτωδn-

êðèòè÷åñêàÿ, Hτδn-êðèòè÷åñêàÿ, HΩϕn
-êðèòè÷åñêàÿ, Hϕn

-êðèòè÷åñêàÿ, HτΩϕn
-

êðèòè÷åñêàÿ, Hτϕn
-êðèòè÷åñêàÿ ) ôîðìàöèÿ ïðè n = 1.
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