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Введение

Исследование функций при дискретном изменении аргумента велось из-
давна, но в отдельную математическую дисциплину исчисление конечных
разностей выделилось только в 18 веке. В этом исчислении оперируют
приращениями функций, которые соответствуют конечным приращениям
аргумента, и роль дифференциалов играют конечные разности функции.
Вычисление конечных разностей аналогично дифференцированию, а инте-
грированию здесь соответствует суммирование разностей, роль дифферен-
циальных уравнений играют конечно-разностные уравнения.

Начала исчисления конечных разностей содержатся в трудах П. Ферма,
И. Барроу, Г. Лейбница. Развивалась конечно-разностная теория парал-
лельно с основными разделами математического анализа. В 18 веке теория
конечных разностей приобрела характер самостоятельной математической
дисциплины, изложение начал которой принадлежит Б. Тейлору (1717 г.),
но подлинным основателем следует все же считать Д. Стирлинга (1730 г.).
Первое систематическое исследование по теории конечных разностей было
написано Л. Эйлером в 1755 году, в нем впервые использовалось обозначе-
ние ∆ для разностного оператора.

Сумму степеней последовательных натуральных чисел вычислил еще
Я. Бернулли [25], его исследования дали толчок к возникновению целого
ряда разделов комбинаторного анализа. В своей работе „Искусство пред-
положений“, изданной в 1713 году, Я. Бернулли привел общее выражение
для нахождения этой суммы. Кроме того, он вывел рекуррентное правило,
позволяющее вычислять числа Бернулли.

Леонард Эйлер применил числа Бернулли в теории конечных разно-
стей и исследовал их свойства. Некоторые из этих результатов он изложил
в своем сочинении „Дифференциальное исчисление“, вышедшем в свет в
1755 г. В „Дифференциальном исчислении“ им предложено шесть способов
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нахождения чисел Бернулли.
Числа Бернулли являются значениями в нуле многочленов Бернулли,

которые для натуральных значений аргумента рассматривал Бернулли, а
для произвольных изучал Эйлер, использовавший в 1738 году для этого
производящую функцию.

Также полиномы Бернулли изучал J.L. Raabe (1801-1859) [44], который
нашел для них две важные формулы и ввел термин многочлены Бернул-
ли (J.L. Raabe, 1851). Полиномы Бернулли и Эйлера позднее изучались
Nörlund [41].

Числа и многочлены Бернулли хорошо изучены, они нашли широкое
применение в различных областях теоретической и прикладной математи-
ки.( [1], [7], [19]) Числа Бернулли используются в комбинаторном [36], [16],
[45], [2], [4], [5], [12], [50] и численном анализе [33]. Gould [35] заметил,
что для многих сумм, содержащих биномиальные коэффициенты, исполь-
зование чисел Бернулли дает существенное улучшение формул. Различным
обобщениям чисел и многочленов Бернулли посвящено большое количество
работ [30], [29], [31], [37], [46], [48] из различных областей математи-
ки. В частности, Temme [47] вводит обощенные многочлены Бернулли, у
которых степени комплекснозначные.

Одной из основных задач в исчислении конечных разностей является
задача суммирования. В общем случае задачу суммирования функций од-
ного аргумента решает известная формула Эйлера – Маклорена, позволяю-
щая выражать дискретные суммы значений функции через производные и
интеграл от этой функции. Эйлер получил свою формулу при вычислении
медленно сходящегося ряда, а Маклорен использовал ее для вычисления
интегралов. Их вывод формул был не строгим, первое серьезное исследо-
вание остаточного члена предпринял Пуассон (1823), а первое строгое до-
казательство формулы дал Якоби (1834)( [34]). В частности, многие асимп-
тотические разложения функций получаются именно через эту формулу.
Известны различные методы доказательства этой формулы: средствами
вещественного анализа, опирающегося на свойства многочленов Бернулли,
и средствами комплексного анализа (Пуассон). В диссертационной работе
рассматривается подход Эйлера, при котором задача суммирования сво-
дится к решению разностного уравнения и использованию дифференци-
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ального оператора бесконечного порядка.
В последнее время всплеск интереса к задачам суммирования связан

с разработкой символьных алгоритмов суммировния рациональных функ-
ций в статьях Абрамова С.А [22] и Полякова С.П [42], которые исполь-
зовали для этих задач название „неопределенное суммирование“. Отметим,
что в некоторых случаях для суммирования рациональной функции вме-
сто простейшего разностного уравнения целесообразно использовать урав-
нение более общего вида.

Проблема суммирования функций нескольких дискретных аргументов
менее исследована. Можно отметить работу [43], в которой доказанная
теорема Римана – Роха может быть интерпретирована как многомерное
обобщение формулы Эйлера – Маклорена для квазиполиномов. Функцию
нескольких дискретных аргументов представляется естественым суммиро-
вать по целым точкам рациональных многогранников. Например, в работах
[27], [28], [24] в связи с задачей о числе целых точек в выпуклом многогран-
нике рассматривалась задача неопределенного суммирования многочленов
нескольких переменных, и получены аналоги формулы Эйлера – Маклоре-
на для дискретной первообразной таких многочленов.

Цель диссертационной работы — исследовать задачу неопределен-
ного суммирования функций нескольких дискретных аргументов. В част-
ности, определить многомерные аналоги чисел Бернулли и многочленов
Бернулли и доказать их свойства, получить многомерный аналог формулы
Бернулли для суммы мономов по целым точкам рационального параллело-
топа. Кроме того, для функций нескольких аргументов определить понятие
дискретной первообразной и получить соответствующий аналог формулы
Ньютона – Лейбница для решения задачи неопределенного суммирования.
Далее, найти многомерный аналог формулы Эйлера – Маклорена для отыс-
кания дискретной первообразной и формулу для суммы значений функции
в целых точках рационального параллелотопа с переменной вершиной.

Основные результаты работы:
1. Определены многомерные аналоги чисел Бернулли и многочленов

Бернулли, найдено представление многочленов Бернулли через оператор
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Тодда, приведены многомерные варианты основного свойства многочленов
Бернулли и формул умножения, сложения, дополнения и дифференцирова-
ния. Получен многомерный аналог формулы Бернулли для суммы мономов
по целым точкам рационального параллелотопа.

2. Введено понятие дискретной первообразной для функций нескольких
переменных и получен дискретный аналог формулы Ньютона-Лейбница
для решения задачи неопределенного суммирования функций нескольких
аргументов.

3. Найдена формула Эйлера – Маклорена для нахождения дискретной
первообразной и формула для суммы значений функции в целых точкам
рационального параллелотопа с переменной вершиной, а также аналогич-
ные формулы в задаче суммирования функции по целым точкам симплек-
са.

Все основные результаты диссертации являются новыми и представля-
ют научный интерес.

Методы исследования. В работе использованы методы комплексно-
го анализа, теории многомерных разностных уравнений и производящих
функций, а также теории дифференциальных операторов бесконечного по-
рядка.

Практическая и теоретическая ценность.
Результаты представляют теоретический интерес и могут быть приме-

нены в теории многомерных разностных уравнений и производящих функ-
ций, в комбинаторном перечислительном анализе.

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладыва-
лись и обсуждались на

1) Красноярском городском семинаре по комплексному анализу и ал-
гебраической геометрии (Сибирский федеральный университет, 2014–2017
гг.);

2) The 21st International Conference on Difference Equations and Applications
(Poland, Bia lystok, 19–25 July 2015);

3) International Workshop on Multidimensional Complex Analysis and
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Differential Equations (Krasnoyarsk, 20–23 October 2014);
4) международной научной конференции студентов, аспирантов и моло-

дых ученых «Молодёжь и наука: проспект Свободный-2015», посвященной
70-летию Великой Победы (Красноярск, 15–25 апреля 2015 г.);

5) международной конференции по алгебраической геометрии, ком-
плексному анализу и компьютерной алгебре (Коряжма, 3–9 августа 2016
г.);

6) Barcelona Аnalysis Сonference 2016 (Spain, Barcelona, 5–9 September
2016);

7) VI Российско-Армянском совещании по математическому анализу,
математической физике и аналитической механике (Ростов-на-Дону, 11–16
сентября 2016 г.);

8) международной научной конференции студентов, аспирантов и моло-
дых ученых «Молодёжь и наука: проспект Свободный-2016», посвященной
Году образования и Содружества Независимых Государств (Красноярск,
15–25 апреля 2016 г.);

9) The 23rd International Conference on Difference Equations and Applications
(Romania, Timisoara, 24–28 July 2017).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 4
статьях ([51], [52], [53], [54]), 2 материалах конференций ([56], [57]) и 4
тезисах ([55], [58], [59], [60]). Все статьи опубликованы ведущих рецензи-
руемых изданиях, входящих в Перечень периодических научных изданий,
рекомендованных ВАК Министерством образования и науки Российской
Федерации.

Структура и объем работы.
Диссертация состоит из введения, двух глав основного содержания, за-

ключения. Список цитированной литературы состоит из 60 наименований,
а список работ автора по теме диссертации — из 10 наименований. Вся дис-
сертация состоит из 80 страниц.

В первой главе диссертационной работы рассматривается некоторое
обобщение чисел и многочленов Бернулли на случай нескольких перемен-
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ных, а именно, определяются числа Бернулли, ассоциированные с рацио-
нальным конусом, и соответствующие им многочлены Бернулли. Получено
представление многочленов Бернулли через оператор Тодда, доказаны ос-
новное свойство многочленов Бернулли и формулы умножения, сложения,
дополнения и дифференцирования. Найдена формула для суммы мономов
по целым точкам рационального параллелотопа.

Приведем наиболее важные сведения о классических числах и много-
членах Бернулли.

Числа Бернулли bµ — это коэффициенты разложения функции
T (ξ) = ξ

eξ−1
в степенной ряд:

T (ξ) =
∑
µ≥0

bµ
ξµ

µ!
.

Многочлены Бернулли можно определить следующим образом:

Bµ (x) =

µ∑
k=0

Ck
µbµ−kx

k,

где Ck
µ = µ!

k!(µ−k)! , а bµ = Bµ (0) - числа Бернулли.
При выводе формулы суммирования Эйлер использовал соотношение

вида D
eD−1 =

∑
µ≥0

bµ
Dµ

µ! , где D — оператор дифференцирования. Правую

часть этого соотношения сейчас называют оператором Тодда и обозначают
Td (D). Он устанавливает связь между решением разностного уравнения

f (x+ 1)− f (x) = ϕ (x)

и дифференциального

Df (x) = Td (D)ϕ (x) .

Многочлены Бернулли можно представить как действие оператора Тод-
да на моном xµ:

Bµ (x) =
D

eD − 1
xµ.

Основное свойство многочленов Бернулли состоит в том, что они удо-
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влетворяют разностному уравнению

Bµ (x+ 1)−Bµ (x) = µxµ−1 ≡ (xµ)′ , (0.1)

и поэтому многочлены Бернулли играют в исчислении конечных разностей
ту же роль, что и степенные функции в дифференциальном исчислении.

Из равенства 0.1 сразу получается формула Бернулли для суммы сте-
пеней последовательных натуральных чисел:

x∑
t=0

tµ =
1

µ+ 1
[Bµ+1 (x+ 1)−Bµ+1 (0)] , (0.2)

а интегрируя 0.1 по отрезку [0, x] можно получить другое выражения для
искомой суммы

x∑
t=0

tµ =

x+1∫
0

Bµ (t) dt, (0.3)

в которой она выражается через интеграл от многочлена Бернулли.

Для многочленов Бернулли справедливы следующие свойства.
Формула сложения аргументов

Bµ (x+ y) =

µ∑
k=0

Ck
µBk (x) yµ−k; (0.4)

формула дифференцирования

B′µ (x) = µBµ−1 (x) ; (0.5)

формула дополнения

Bµ (x) = (−1)µBµ (1− x) ; (0.6)

формула умножения аргумента

Bµ (mx) = mµ−1

µ−1∑
k=0

Bµ

(
x+

k

m

)
. (0.7)
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Для определения чисел и многочленов Бернулли от нескольких пере-
менных и формулировки аналогов свойств 0.4–0.7 нам потребуются следу-
ющие обозначения.

Пусть a1, . . . , an — линейно независимые векторы с целочисленными
координатами aj =

(
aj1, . . . , a

j
n

)
, aji ∈ Z, где Z — целые числа.

Рациональным конусом, построенным на векторах a1, . . . , an, назовем
множество K = {y ∈ Rn : y = λ1a

1 + · · ·+ λna
n, λj ∈ R+, j = 1, . . . , n}.

Отметим, что такой конус является симплициальным, т. е. каждый его
элемент выражается через образующие единственным образом. Кроме то-
го, симплициальный конус также является выступающим, т. е. не содер-
жит прямых.

Между точками u, v ∈ Rn определим отношение частичного порядка >
K

следующим образом:
u>
K
v ⇔ u ∈ v +K,

где v + K — сдвиг конуса K на вектор v. Кроме того, будем писать u�
K

v,

если u ∈ K\{v + K}, т. е. если отношение u>
K
v не выполняется. Любой

элемент y ∈ K ∩ Zn можно представить в виде линейной комбинации ба-
зисных векторов y = λ1a

1 + · · · + λna
n, λ1 ≥ 0, ..., λn ≥ 0. В матричной

форме это представление запишется в виде y = Aλ, где y и λ — вектора-
столбцы, A — матрица, определитель которой ∆ 6= 0, а столбцы состоят из
координат векторов aj

A =

 a1
1 . . . an1
.. .. ..

a1
n . . . ann

 .

Конус, построенный на таких векторах a1, ..., an, что определитель мат-
рицы A, столбцами которой являются координаты этих векторов, равен 1,
называется унимодулярным конусом.

В параграфе 1.1 определяются числа Бернулли и многочлены Бернул-
ли, ассоциированные с рациональным конусом. Для функций нескольких

переменных строится оператор Тодда TdA (∂) =
n∏
j=1

〈aj ,∂〉
e〈aj,∂〉−1

, ассоциирован-

ный с конусомK, и доказывается, что многочлены Бернулли есть результат
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действия оператора Тодда на мономы.
Коэффициенты bAµ ряда

T (ξ) =
n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
e〈aj ,ξ〉 − 1

=
∑
µ≥0

bAµ
µ!
ξµ,

где µ = (µ1, ..., µn), µ! = µ1!...µn!, ξµ = ξ1
µ1...ξn

µn, а µ ≥ 0 означает,
что µj ≥ 0, j = 1, ..., n, назовем числами Бернулли, ассоциированными с
конусом К.

Для µ = (µ1, ..., µn) многочленом Бернулли нескольких переменных на-
зовем многочлен вида

BA
µ (x) =

∑
0≤k≤µ

µ!

(µ− k)!k!
bAµ−kx

k,

где k = (k1, ..., kn), x = (x1, ..., xn), µ−k = (µ1 − k1, ..., µn − kn) , bAk — числа
Бернулли.

Теорема 1. Если TdA (∂) — оператор Тодда, а BA
µ (x) — многочлены

Бернулли, ассоциированные с рациональным конусом, то справедливо ра-
венство

TdA (∂)xµ = BA
µ (x) .

В параграфе 1.2 строится полиномиальный разностный оператор,
действующий на функциях f : K → C, вида Q (δ) =

∏n
j=1

(
δa

j − 1
)
,

где δ = (δ1, ...δn) , δj — оператор сдвига, δjf (x) = f (x1, ..., xj + 1, ..., xn),
δa

j

= δ
aj1
1 ...δ

ajn
n . Кроме того вводятся операторы дифференцирования по

направлению векторов aj: Dj =
〈
aj, ∂

〉
=

n∑
k=1

ajk∂k где ∂j — операторы

дифференцирования по j-ой переменной, ∂ = (∂1, ..., ∂n), ∂µ = ∂µ1

1 ...∂
µn
n

j = 1, ..., n, D = D1...Dn, и методами теории производящих функций (см.,
например, [7], [17]) доказывается многомерный аналог основного свойства,
состоящего в том, что многочлены Бернулли удовлетворяют разностному
уравнению.
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Теорема 2. Многочлены Бернулли BA
µ (x), ассоциированные с рациональ-

ным конусом K, удовлетворяют разностному уравнению вида

Q (δ)BA
µ (x) = Dxµ.

В параграфе 1.3 вычислен интеграл от многочленов Бернулли по па-
раллелотопу и для суммы значений мономов в целых точках рациональ-
ного параллелотопа найден многомерный аналог формулы Бернулли 0.3,
в котором сумма выражается через интеграл от многочлена Бернулли по
параллелотопу с „переменной“ вершиной.

Теорема 3. Пусть конус K — унимодулярный, и точка x лежит на под-
решетке Λ решетки Zn с базисом a1, ..., an. Для суммы значений мономов
tµ в целых точках рационального параллелотопа

ΠK (x) = {t ∈ Rn : 06
K
t6
K
x}

справедлива формула:

∑
t∈ΠK(x)∩Zn

tµ =

∫
ΠK(x+a)

BA
µ (τ) dτ ,

где a = a1 + ...+ an — вершина фундаментального параллелотопа.

В параграфе 1.4 доказаны свойства сложения, умножения, дополне-
ния и дифференцирования для многочленов Бернулли, ассоциированных с
рациональным конусом.

Теорема 4. Справедливы следующие многомерные аналоги свойств (0.4)
– (0.7) многочленов Бернулли:
1) Формула сложения аргументов

BA
µ (x+ y) =

∑
0≤k≤µ

µ!

k! (µ− k)!
BA
k (x) yµ−k;

2) Формула дифференцирования

DBA
µ (x) =

∑
0≤k≤µ,‖k‖=n

µ!

k! (µ− k)!
BA
µ−k (x)

Mk

k!
,

12



где ‖k‖ = k1 + ...+ kn, Mk — коэффициенты однородного многочлена:

n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
=
∑
‖k‖=n

Mk
ξk

k!
;

3) Формула дополнения

BA
µ (x) = (−1)‖µ‖BA

µ (a− x) ,

где a = a1 + ...+ an, ‖µ‖ = µ1 + ...+ µn;
4) Формула умножения аргумента

BA
µ (mx) = mµ−I

∑
0≤k≤µ−I

BA
µ

(
x+

1

m
Ak

)
,

где I = (1, ..., 1), 1
m =

(
1
m1
, ..., 1

mn

)
— вектор-строка, k =

 k1

..

kn

 —

вектор-столбец.

Вторая глава посвящена cуммированию функций нескольких дис-
кретных аргументов. Прежде чем формулировать постановку задачи, при-
ведем некоторые сведения о классической задаче суммирования функций
одной переменной.

Задача суммирования функций одного аргумента состоит в отыскании
для заданой функции ϕ (t) суммы ее значений в целых точках отрезка [0, x]:

S (x) =
x∑
t=0

ϕ (t). (0.8)

По аналогии с задачей интегрирования функций сумму в правой ча-
сти равенства 0.8 можно назвать суммой с переменным „верхним пределом
суммирования“, а задачу отыскания суммы S (x) — задачей неопределенно-
го суммирования (см., например, [22], [42]). Cумму 0.8 можно найти, зная
решение f (x) разностного уравнения

f (x+ 1)− f (x) = ϕ (x) , (0.9)
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т.к. в этом случае S (x) = f (x+ 1)−f (0) , т.е. выражается через значения
f в концах отрезка [0, x+ 1].

Функцию f (x) называют дискретной первообразной функции ϕ (x), а
формулу S (x) = f (x+ 1)−f (0) — дискретным аналогом формулы Нью-
тона – Лейбница.

Эйлер нашел формулу, в которой производная решения f (x) разностно-
го уравнения 0.9 выражается через производные от функции ϕ (t) и числа
Бернулли

f
′
(x) =

∞∑
µ=0

bµ
µ!
ϕ(µ) (x). (0.10)

После интегрирования равенства 0.10 по промежутку от 0 до x+1 получим
формулу, которая решает задачу суммирования:

x∑
t=0

ϕ (t) =

x+1∫
0

ϕ (t) dt+
∞∑
µ=1

bµ
µ!

[
ϕ(µ−1) (x+ 1)− ϕ(µ−1) (0)

]
. (0.11)

Независимо от Эйлера эту формулу нашел и Маклорен (1742). Их вывод
формулу был не строгим, первое серьезное исследование остаточного члена
предпринял Пуассон (1823), а первое строгое доказательство формулы дал
Якоби (1834) ( [34]). Среди современных работ, посвященных формулам
суммирования, отметим работы [19] и [20], в которых рассматриваются
дикретные аналоги формул суммирования Эйлера и Пуассона.

В диссертационной работе рассматривается задача отыскания суммы
значений функций нескольких переменных ϕ (t) по всем целым точкам
t = (t1, ..., tn), принадлежащим рациональному параллелотопу с „перемен-
ной“ вершиной x.

Возьмем произвольное x ∈ K ∩ Zn и рассмотрим рациональный парал-
лелотоп ΠK (x) = {t ∈ Rn : 06

K
t6
K
x}, построенный на образующих раци-

онального конуса. Рациональность означает, что вершины параллелотопа
имеют целые координаты. Для заданной функции ϕ (t) = ϕ (t1, ..., tn) за-
дача состоит в отыскании суммы ее значений по всем целочисленнынам
точкам параллелотопа ΠK (x) :

S (x) =
∑

t∈ΠK(x)∩Zn
ϕ (t). (0.12)
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По аналогии со случаем одного переменного такую задачу также назовем
задачей неопределенного суммирования.

В параграфе 2.1 для случая унимодулярного рационального конуса
реализован подход Эйлера к задаче суммирования, основанный на понятии
дискретной первообразной функции. А именно, используя методы теории
многомерных разностных уравнений, вводится понятие дискретной перво-
образной, и доказывается дискретный аналог формулы Ньютона – Лейб-
ница.

Дискретной первообразной функции ϕ (y) , y ∈ K ∩Zn называется вся-
кое решение разностного уравнения Q (δ) f (y) = ϕ (y) , y ∈ K ∩ Zn, где
Q (δ) =

∏n
j=1

(
δa

j − 1
)
.

Для любой точки y ∈ K обозначим πjy ее проекцию вдоль
вектора aj, т.е. для y = λ1a

1 + ... + λna
n, где λ1 ≥ 0, ..., λn ≥ 0,

положим

πjy = λ1a
1 + ...+ λj−1a

j−1 + λj+1a
j+1 + ...+ λna

n.

Пусть V — множество всех 2n упорядоченных наборов

J = (j1, ..., jk) ⊂ {1, ..., n} ,

включая и пустое множество. Если обозначить

πJ = πj1 ◦ ... ◦ πjk,

то множество вершин параллелотопа ΠK (x) можно записать в виде vert (x) =

{πJx, J ∈ V } . Отметим, что π�x = x.

Теорема 5. Пусть K унимодулярный рациональный конус, тогда для лю-
бой дискретной первообразной f (x) функции ϕ (x) справедлив следующий
дискретный аналог формулы Ньютона-Лейбница:∑

t∈ΠK(x)∩Zn
ϕ (t) =

∑
J∈ν

(−1)#Jf (πJ (x+ a)),

где #J означает число элементов множества J.
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В параграфе 2.2 получен многомерный аналог формулы Эйлера – Ма-
клорена для задачи суммирования целых функций экспоненциального типа
по целым точкам рациональных параллелотопов. Получена формула для
суммы значений функции в целых точках рационального параллелотопа,
построенного на образующих унимодулярного конуса. С помощью мето-
дов теории дифференциальных операторов бесконечного порядка постро-
ен необходимый для многомерного аналога формулы Эйлера – Маклорена
оператор Тодда и обоснована сходимость функционального ряда, который
участвует в этой формуле.

Пусть Cn — n-мерное комплексное пространство, z = (z1, ..., zn) ∈ Cn,
|z| = |z1|+ ...+ |zn|.

Для фиксированного R > 0 и произвольного r < R обозначим через
ExpR (Cn) пространство целых функций экспоненциального типа ϕ (z) та-
ких, что для некоторого M > 0 и любого r < R справедливо равенство

|∂αϕ (z)| ≤Mr|α|er|z|

для всех мультииндексов α = (α1, ..., αn) и z ∈ Cn. Здесь ∂α = ∂α1
1 ...∂αnn .

В следующей теореме приведен многомерный аналог формулы Эйлера
– Маклорена для дискретной первообразной функции ϕ (z).

Теорема 6. Пусть ϕ (z) ∈ ExpR (Cn), тогда всякое решение f (z) диффе-
ренциального уравнения

Df (z) = TdA (∂)ϕ (z) , (0.13)

является дискретной первообразной для функции ϕ (z) .

После интегрирования равенства 0.13 по параллелотопу ΠK (x+ a) с
„переменной“ вершиной x + a, где a = a1 + ... + an получим формулу для
суммы значений функций в целых точках рационального параллелотопа.

Теорема 7. Справедлива следующая формула

∑
t∈ΠK(x)∩Zn

ϕ (t) =

∫
ΠK(x+a)

∞∑
|µ|=0

bAµ
µ!
∂µϕ (t) dt. (0.14)
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В параграфе 2.3 в отличии от 2.2 рассматривается случай, когда уни-
модулярность конуса не требуется. Доказан дискретный вариант формулы
Ньютона – Лейбница для задачи суммирования функций по целым точкам
рационального параллелотопа, и для функций экспоненциального типа по-
лучен многомерный аналог формулы Эйлера – Маклорена для дискретной
первообразной. Кроме того, решена задача суммирования функций по це-
лым точкам рационального параллелотопа.

Для заданных векторов a1, ..., an обозначим

Πa =

{
t ∈ Rn : 06

K
t<
K
a

}
,

где a = a1 + ...+ an. Параллелотоп Πa назовем фундаментальным.
Нам потребуется следующее преобразование векторов

v = ξ1a
1 + ...+ ξna

n,

заданных в базисе a1, ..., an координатами (ξ1, ..., ξn):

χa (v) =
∑
k

χ (ξk) a
k,

где

χ (ξ) =

1, ξ = 0;

0, ξ 6= 0.

Теорема 8. Пусть точка x ∈ Λ и f (t) — дискретная первообразная
функции ϕ (t), тогда справедлив следующий дискретный аналог формулы
Ньютона – Лейбница:

S (x) :=
∑

t∈ΠK(x)∩Zn
ϕ (t) =

∑
v∈Πa∩Zn

∑
J∈V

(−1)#Jf (v + πJ (x+ χa (v))),

где #J означает число элементов множества J.

После интегрирования равенства 0.13 по параллелотопу

Πv
K (x) =

{
t ∈ Rn : v6

K
t6
K
v + x+ χa (v)

}
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получим следующую формулу для суммы (0.12) .
Теорема 10. Справедлива формула вида

S (x) =
∑

v∈Πa∩Zn

∫
Πv
K

TdA (∂)ϕ (t) dt.

В параграфе 2.4 методы теории дифференциальных операторов бес-
конечного порядка использованы для определения дискретной первообраз-
ной и обобщения формулы Эйлера – Маклорена на случай суммирования
по симплексу, т.е к задаче отыскания суммы вида

S (x) =
∑
‖t‖6x

ϕ (t),

где t = (t1, ..., tn), ‖t‖ = t1 + ...+ tn, и суммирование ведется по целым точ-
кам n-мерного симплекса {t ∈ Rn+ : ‖t‖ 6 x}. Этот случай оказался слож-
нее случая суммирования по параллелотопу и решить задачу удалось толь-
ко для функций вида ϕ (t) = ψ (‖t‖), где ψ (τ) — функция одного перемен-
ного, для которой сумма имеет вид

S (x) =
∑
‖t‖6x

ϕ (x− ‖t‖). (0.15)

В качестве дискретной первообразной рассматривается решение f (x)

разностного уравнения

(δ − 1)n f (x) = ψ (x) ,

а аналогом оператора Тодда является оператор

A

(
d

dx

)
=

dn

dxn(
e
d
dx − 1

)n .
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Теорема 12. Если ϕ (z) ∈ Exp2π (C) , то для суммы (0.15) справедлива
формула

S (x) =
n−1∑
µ=0

bµ (n)

µ!
Pn−µϕ (x+ n) +

∞∑
µ=0

bµ+n (n)

(µ+ n)!
Dµϕ (x+ n), (0.16)

где bµ (n) =
∑
‖k‖=µ

‖k‖!
k! b

∗
k, k = (k1, ..., kn) , k! = k1!...kn!, b∗k = bk1 · ... · bkn,

а bkj — классические числа Бернулли, D — оператор дифференцирования
d
dx, и Pn−µ — первообразная порядка n− µ.
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Глава 1

Многочлены Бернулли от
нескольких переменных, их
свойства

Приведем некоторые сведения о числах и многочленах Бернулли от одной
переменной.

Числа Бернулли bµ — это коэффициенты разложения функции
T (ξ) = ξ

eξ−1
в ряд Тейлора в точке ξ = 0:

T (ξ) =
∑
µ≥0

bµ
ξµ

µ!
.

Числа Бернулли были впервые использованы Я. Бернулли (1654-1705)
[25] в связи с задачей суммирования степеней последовательных натураль-
ных чисел: 1µ + 2µ + ...+ xµ.

Многочлены Бернулли можно определить следующим образом

Bµ (x) =

µ∑
k=0

Ck
µbµ−kx

k, Ck
µ =

µ!

k! (µ− k)!
,

где bµ = Bµ (0) — числа Бернулли. Для натурального x многочлены Bµ (x)

рассматривал Я. Бернулли (1713), а для произвольного x эти многочлены
впервые изучал Эйлер [32], который в 1738 году использовал для этого
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производящую функцию:

ξ

eξ − 1
exξ =

∑
µ≥0

Bµ (x)
ξµ

µ!
.

Также полиномы Бернулли изучал J. L. Raabe (1801-1859) [44], который
нашел для них две важные формулы и ввел термин многочлены Бернул-
ли (J. L. Raabe, 1851). Полиномы Бернулли и Эйлера позднее изучались
Nörlund [41].

Числа Бернулли широко используются в комбинаторном [36], [16],
[45] и численном анализе [33]. Gould [35] заметил, что для многих сумм,
содержащих биномиальные коэффициенты, использование чисел Бернулли
дает существенное улучшение формул. Различным обобщениям чисел и
многочленов Бернулли посвящено большое количество работ [30], [29],
[31], [37], [46], [48] из различных областей математики. В частности,
Temme [47] вводит обощенные многочлены Бернулли, у которых степени
комплекнозначные.

В 1880 Appell (1855-1930) [23] охарактеризовал последовательности
многочленов Bµ (x) свойством DBµ (x) = µBµ−1 (x). Многочлены, удовле-
творяющие этому свойству, называют многочленами Аппеля. Для много-
членов Бернулли эту формулу можно назвать формулой дифференциро-
вания.

Эйлер впервые определил дифференциальный оператор бесконечного
порядка D

eD−1 =
∑
µ≥0

bµ
Dµ

µ! , где D — оператор дифференцирования, этот

оператор сейчас называют оператором Тодда и обозначают Td (D). Этот
оператор устанавливает связь между решением разностного уравнения
f (x+ 1)−f (x) = ϕ (x) и дифференциального Df (x) = Td (D)ϕ (x). Мно-
гочлены Бернулли можно представить как действие оператора Тодда на
моном xµ:

Bµ (x) =
D

eD − 1
xµ.

Основное свойство многочленов Бернулли состоит в том, что они удо-
влетворяют разностному уравнению

Bµ (x+ 1)−Bµ (x) = µxµ−1 ≡ (xµ)′ , (1.17)
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и поэтому многочлены Бернулли играют в исчислении конечных разностей
ту же роль, что и степенные функции в дифференциальном исчислении.

Из соотношения 1.17 сразу получается формула Бернулли для суммы
степеней последовательных натуральных чисел:

x∑
t=0

tµ =
1

µ+ 1
[Bµ+1 (x+ 1)−Bµ+1 (0)] . (1.18)

Интегрируя 1.17 по отрезку [0, x] можно получить другое выражения для
искомой суммы:

x∑
t=0

tµ =

x+1∫
0

Bµ (t) dt, (1.19)

в которой она выражается через интеграл от многочлена Бернулли.
Числа и многочлены Бернулли хорошо изучены, нашли широкое при-

менение в различных областях теоретической и прикладной математи-
ки.( [1], [7])

Суммированию функций нескольких переменных по целым точкам ра-
циональных многогранников посвящены работы [27], [28], [24], [51], [52],
в которых получены различные варианты формулы Эйлера-Маклорена. В
[27], [28], [24] решается задача суммирования многочлена нескольких пе-
ременных, но не определяются понятие многочлена Бернулли и аналогов
формул 1.18, 1.19 в этих работах нет.

Для многочленов Бернулли справедливы следующие свойства.
Формула сложения аргументов

Bµ (x+ y) =

µ∑
k=0

Ck
µBk (x) yµ−k; (1.20)

формула дифференцирования

B′µ (x) = µBµ−1 (x) ; (1.21)

формула дополнения

Bµ (x) = (−1)µBµ (1− x) ; (1.22)
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формула умножения аргумента

Bµ (mx) = mµ−1

µ−1∑
k=0

Bµ

(
x+

k

m

)
. (1.23)

В первой главе диссертационной работы рассматривается некоторое
обобщение чисел Бернулли и многочленов Бернулли на случай нескольких
переменных, а именно, определяются числа Бернулли, ассоциированные с
рациональным конусом, и соответствующие им многочлены Бернулли, до-
казывается, что многочлены Бернулли есть результат действия оператора
Тодда на мономы, и доказано основное свойство многочленов Бернулли,
получены формулы сложения, умножения, дополнения и дифференциро-
вания. Вычислен интеграл от многочленов Бернулли по рациональному
параллелотопу и найдена сумма мономов в целых точках рационального
параллелотопа

В параграфе 1.1 вводятся определения чисел Бернулли и многочле-
нов Бернулли, ассоциированных с рациональным конусом. Для функций

нескольких переменных строится оператор Тодда TdA (∂) =
n∏
j=1

〈aj ,∂〉
e〈aj,∂〉−1

, ас-

социированный с конусом K, и доказывается, что многочлены Бернулли
есть результат действия оператора Тодда на мономы.

В параграфе 1.2 строится полиномиальный разностный оператор ви-
да, действующий на функциях, определенных в рациональном конусе, и
операторы дифференцирования по направлению векторов, и методами тео-
рии производящих функций (см. [7], [17]) доказывается многомерный ана-
лог основного свойства, состоящего в том, что многочлены Бернулли удо-
влетворяют разностному уравнению.

В параграфе 1.3 вычислен интеграл от многочленов Бернулли по ра-
циональному параллелотопу, и для суммы значений мономов в целых точ-
ках рационального параллелотопа найден многомерный аналог формулы
Бернулли 1.19, в которой сумма выражается через интеграл от многочлена
Бернулли по параллелотопу с „переменной“ вершиной.

В параграфе 1.4 доказаны свойства сложения, умножения, дополне-
ния и дифференцирования для многочленов Бернулли, ассоциированных с
рациональным конусом.
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1.1 Оператор Тодда, числа Бернулли и много-
члены Бернулли, ассоциированные с ра-
циональным конусом

В данном параграфе вводятся определения чисел и многочленов Бернул-
ли, ассоциированных с рациональным конусом. Для функций нескольких
переменных строится оператор Тодда, ассоциированный с конусомK, и до-
казывается, что многочлены Бернулли есть результат действия оператора
Тодда на мономы.

Многомерный аналог, введенного Эйлером оператора бесконечного по-
рядка D

eD−1 , называется оператором Тодда (см., например, [39]). Оператор
Тодда [43] помог установить замечательную связь между объемами и ко-
личеством целых точек в выпуклых многогранниках. Эта формула тесно
связана с теоремой Хирцебруха-Римана-Роха для гладких проективных то-
рических многообразий. Отметим также работы [27], [28], [49], [24] в ко-
торых рассматривается оператор вида D1

ea1D1−1
... Dn

eanDn−1 , где aj — некоторые
константы.

Определим теперь числа, многочлены Бернулли и оператор Тодда, ассо-
циированные с рациональным конусомK. Пусть a1, . . . , an линейно незави-
симые векторы с целочисленными координатами aj =

(
aj1, . . . , a

j
n

)
, aji ∈ Z,

где Z - целые числа. Рациональным конусом, построенным на векторах
a1, . . . , an, назовем множество K = {y ∈ Rn : y = λ1a

1 + · · · + λna
n, λj ∈

R+, j = 1, . . . , n}.
Отметим, что такой конус является симплициальным, т. е. каждый его

элемент выражается через образующие единственным образом. Кроме то-
го, симплициальный конус также является выступающим, т. е. не содер-
жит прямых.

Между точками u, v ∈ Rn определим отношение частичного порядка >
K

следующим образом:
u>
K
v ⇔ u ∈ v +K,

где v + K — сдвиг конуса K на вектор v. Кроме того, будем писать u�
K

v,

если u ∈ K\{v+K}, т. е. если отношение u>
K
v не выполняется. Обозначим

Zn = Z× ...×Z, и отметим, что любой элемент y ∈ K ∩Zn можно предста-
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вить в виде линейной комбинации базисных векторов y = λ1a
1 + · · ·+λna

n,
λ1 ≥ 0, ..., λn ≥ 0. В матричной форме это представление запишется в виде
y = Aλ, где y и λ — вектора-столбцы, A — матрица, определитель которой
∆ 6= 0, а столбцы состоят из координат векторов aj

A =

 a1
1 . . . an1
.. .. ..

a1
n . . . ann

 .

Для j = 1, ..., n рассмотрим гиперплоскости

Lj,k =
{
ξ :
〈
aj, ξ

〉
= 2kπi

}
,

где i — мнимая единица, j = 1, ..., n, k = 0,±1,±2..., и отметим, что для
мероморфной функции

T (ξ) =
n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
e〈aj ,ξ〉 − 1

,

где
〈
aj, ξ

〉
=

n∑
k=1

ajkξk, ξ = (ξ1, ..., ξn), гиперплоскости Lj,0, j = 1, ..., n, явля-

ются "устранимыми"особыми множествами, поэтому функция T (ξ) голо-
морфна в некоторой окрестности начала координат, точнее для

R = 2π/max
j

∥∥aj∥∥
она голоморфна в полицилиндре

UR = {ξ : |ξj| < R, j = 1, ..., n} ,

а гиперплоскости Lj,k для k = 0,±1,±2... не пересекаются с полицилин-
дром UR. Следовательно, функция T (ξ) разлагается в этом полицилиндре
в ряд

T (ξ) =
∑
µ≥0

bAµ
µ!
ξµ, (1.24)

где µ = (µ1, ..., µn), µ! = µ1!...µn!, ξµ = ξ1
µ1...ξn

µn, а µ ≥ 0 означает, что
µj ≥ 0, j = 1, ..., n.
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Коэффициенты bAµ ряда (1.24) назовем числами Бернулли, ассоцииро-
ванными с рациональным конусом К.

Для µ = (µ1, ..., µn) ∈ Zn+ многочленами Бернулли, ассоциированными
с рациональным конусом K, назовем многочлены вида

BA
µ (x) =

∑
0≤k≤µ

µ!

(µ− k)!k!
bAµ−kx

k,

где k = (k1, ..., kn), x = (x1, ..., xn), µ−k = (µ1 − k1, ..., µn − kn) , bAk — числа
Бернулли.

Для n = 1 и a = 1 определенные нами числа и многочлены Бернулли
совпадают с классическими.

Пример. Для конуса K, порожденного векторами a1 = (1, 0) и
a2 = (1, 1), несколько первых чисел Бернулли равны: b00 = 1,
b10 = −1, b01 = −1

2 , b11 = 5
12 , а для µ = (1, 1) многочлен Бернулли

имеет вид BA
11 (x1, x2) = x1x2 − 1

2x1 − x2 + 5
12 .

Отображением Тодда назовем мероморфную функцию TdA : Cn → C,
определяемую равенством TdA (ξ) =

n∏
j=1

〈aj ,ξ〉
e〈aj,ξ〉−1

. Она раскладывается в ряд

TdA (ξ) =
∑
µ≥0

bAµ
µ! ξ

µ, и оператором Тодда является результат подстановки

оператора дифференцирования ∂ = (∂1, ..., ∂n) вместо переменных ξ в это
разложение:

TdA (∂) =
∑
µ≥0

bAµ
µ!
∂µ,

где µ ≥ 0 означает, что µj ≥ 0, j = 1, ..., n.

Напомним, что Dj =
〈
aj, ∂

〉
— операторы дифференцирования по на-

правлению вектора aj, j = 1, ..., n и D = D1...Dn.

Замечание. В определении чисел, многочленов Бернулли и оператора
Тодда рациональность конуса вообще говоря не требуется, т.е координата-
ми векторов aj могут быть любые вещественные числа. Однако в задаче
суммирования условие рациональности конуса представляется естествен-
ным.
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Во второй главе диссертационной работы будут описаны пространства
функций, на которых оператор Тодда действует корректно, в данном па-
раграфе нам достаточно следующего определения. ([43])

Будем говорить, что функция h допускает оператор Тодда, если ряд
Td (∂)h абсолютно сходится в области определения h равномерно на ком-
пактных подмножествах. Очевидно, что полиномы допускают оператор
Тодда, а для мономов xµ = xµ1

1 ...x
µn
n справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Если TdA (∂) — оператор Тодда, а BA
µ (x) — многочлены

Бернулли, ассоциированные с рациональным конусом, то справедливо ра-
венство

TdA (∂)xµ = BA
µ (x)

Доказательство. Отметим сначала справедливость равенства

∂αxµ

α!
=

µ!

α! (µ− α)!
xµ−α.

Действительно,
∂αxµ

α!
=

=
µ1 (µ1 − 1) ... (µ1 − α1 + 1)

α1!
...
µn (µn − 1) ... (µn − αn + 1)

αn!
xµ1−α1...xµn−αn =

=
µ!

α! (µ− α)!
xµ−α.

Далее, из определения оператора Тодда и с учетом предыдущего равен-
ства получаем

Td (∂)xµ =
n∏
j=1

〈
aj, ∂

〉
e〈aj ,∂〉 − 1

xµ =
∑
α≥0

bAα
α!
∂αxµ =

=
∑

0≤α≤µ
bAα

µ!

α! (µ− α)!
xµ−α =

∑
0≤k≤µ

bAµ−k
µ!

k! (µ− k)!
xk = BA

µ (x) .

�
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1.2 Основное свойство многочленов Бернулли

В данном параграфе построим разностный оператор, действующий на
функциях, определенных на подрешетке целочисленной решетки, порож-
денной векторами a1, ..., an. Этот оператор позволяет перенести основное
свойство классических многочленов Бернулли на случай нескольких пере-
менных.

Для того, чтобы сформулировать многомерный вариант основного свой-
ства 1.17 многочленов Бернулли нам потребуются некоторые понятия и
обозначения из теории многомерных разностных уравнений. (см., напри-
мер, [11], [14], [38] )

На комплекснозначных функциях f (y) целочисленных аргументов
y = (y1, ..., yn) определим оператор δj сдвига по j-ой переменной
δjf (y) = f (y1, ..., yj−1, yj + 1, yj+1, ..., yn) и обозначим P (δ) =

∑
ω∈Ω

cωδ
ω —

полиномиальный разностный оператор с постоянными коэффициентами
cω, ω = (ω1, ..., ωn) ∈ K ∩ Zn, δω = δω1

1 ...δ
ωn
n . Здесь Ω — конечное мно-

жество точек из K ∩ Zn. Разностное уравнение относительно неизвестной
функции f (y) записывается следующим образом:

P (δ) f (y) = ϕ (y) , y ∈ K ∩ Zn.

Полиномиальные разностные операторы P1 (δ), P2 (δ) с постоянными
коэффициентами перестановочны, т.е P1 (δ)P2 (δ) = P2 (δ)P1 (δ).

Далее нам потребуется полиномиальный разностный оператор, кото-
рый удобно записать в виде Q (δ) =

∏n
j=1

(
δa

j − 1
)
, где δ = (δ1, ...δn) ,

δa
j

= δ
aj1
1 ...δ

ajn
n . Кроме того, рассмотрим операторы дифференцирования по

направлению векторов aj

Dj =
〈
aj, ∂

〉
=

n∑
k=1

ajk∂k,

где ∂j — операторы дифференцирования по j-ой переменной, ∂ = (∂1, ..., ∂n),
∂µ = ∂µ1

1 ...∂
µn
n j = 1, ..., n. Обозначим D = D1...Dn.

Теорема 2. Многочлены Бернулли, ассоциированные с рациональным ко-

28



нусом K, удовлетворяют разностному уравнению

Q (δ)BA
µ (x) = Dxµ. (1.25)

Для n = 1 и a = 1 уравнение 1.25 совпадает с 1.17.
Для доказательства теоремы 2 воспользуемся методами теории произ-

водящих функций.
Производящим рядом (функцией) кратной последовательности f (µ) ,

µ ∈ Zn+ будем называть степенной ряд вида F (ξ) =
∑
µ≥0

f (µ) ξ
µ

µ! .

Производящую функцию для последовательности многочленов Бернул-
ли BA

µ (x) обозначим F (x; ξ), т.е.

F (x; ξ) :=
∑
µ≥0

BA
µ (x)

ξµ

µ!
. (1.26)

Покажем, что как и для n = 1 многочлены Бернулли являются коэффи-
циентами разложения в степенной ряд некоторой мероморфной функции.

Лемма 1. Производящий ряд (функция) 1.26 для многочленов Бернулли
сходится для любого x и его сумма равна

F (x; ξ) = T (ξ) e〈x,ξ〉 ≡
n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
e〈aj ,ξ〉 − 1

e〈x,ξ〉, (1.27)

где 〈x, ξ〉 = x1ξ1 + ...+ xnξn.

Доказательство. Функция
n∏
j=1

〈aj ,ξ〉
e〈aj,ξ〉−1

голоморфна и раскладывается в ряд∑
k≥0

bAµ
ξk

k! в некотором полицилиндре UR с центром в точке ξ = 0, а функция

e〈x,ξ〉 для любого x раскладывается в ряд вида

e〈x,ξ〉 =
∑
k≥0

xkξk

k!
.

Перемножим эти ряды

T (ξ) e〈x,ξ〉 =
∑

µ≥0,k≥0

bAµx
k ξ

µ+k

µ!k!
,
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и после перегруппировки полученного ряда с учетом определения много-
членов Бернулли найдем

T (ξ) e〈x,ξ〉 =
∑
µ≥0

 ∑
0≤k≤µ

µ!

(µ− k)!k!
bAµ−kx

k

 ξµ

µ!
=
∑
µ≥0

BA
µ (x)

ξµ

µ!
= F (x; ξ) .

В следующей лемме показано, как разностный оператор Q (δ) и диф-
ференциальный D действуют по переменной x на производящую функцию
F (x; ξ) многочленов Бернулли.

Лемма 2. Для производящей функции 1.27 многочленов Бернулли спра-
ведливы следующие равенства

Q (δ)F (x; ξ) =
n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
e〈x,ξ〉,

Q (δ)F (x; ξ) = De〈x,ξ〉,

где операторы Q (δ) и D действуют по переменной x.

Доказательство. Так как(
δa

j − 1
)
e〈x,ξ〉 =

(
e〈a

j ,ξ〉 − 1
)
e〈x,ξ〉

и

Q (δ) =
n∏
j=1

(
δa

j − 1
)
,

то

Q (δ) e〈x,ξ〉 =
n∏
j=1

(
δa

j − 1
)
e〈x,ξ〉 =

n∏
j=1

(
e〈a

j ,ξ〉 − 1
)
e〈x,ξ〉.

Тогда

Q (δ)F (x; ξ) =
n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
e〈aj ,ξ〉 − 1

Q (δ) e〈x,ξ〉 =
n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
e〈x,ξ〉,

и так как
Dje

〈x,ξ〉 =
〈
aj, ξ

〉
e〈x,ξ〉,
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то

De〈x,ξ〉 =
n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
e〈x,ξ〉.

Доказательство теоремы 2. По лемме 1 производящая функция (ряд)
F (x; t) :=

∑
µ≥0

BA
µ (x) ξ

µ

µ! для многочлена Бернулли сходится. Применяя раз-

ностный оператор Q (δ) по переменной x, получим

Q (δ)F (x; t) =
∑
µ≥0

Q (δ)BA
µ (x)

ξµ

µ!
.

Согласно лемме 2 имеем Q (δ)F (x; t) = De〈x,ξ〉, а значит

De〈x,ξ〉 =
∑
µ≥0

Q (δ)BA
µ (x)

ξµ

µ!
.

Разлагая функцию e〈x,ξ〉 в ряд, получим тождество

D
∑
µ≥0

xµξµ

µ!
=
∑
µ≥0

Q (δ)BA
µ (x)

ξµ

µ!
,

из которого после приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ξ
следует утверждение теоремы. �

1.3 Аналог формулы Бернулли для суммы
значений мономов в целых точках раци-
онального параллелотопа

Сформулируем общую задачу суммирования функций по целым точкам
рационального конуса. Возьмем произвольное x ∈ K ∩ Zn и рассмотрим
рациональный параллелотоп ΠK (x) = {t ∈ Rn : 06

K
t6
K
x}, построенный на

образующих конуса K. Рациональность означает, что вершины параллело-
топа имеют целые координаты. Для заданной функции ϕ (t) = ϕ (t1, ..., tn)

задача состоит в отыскании суммы ее значений по всем целочисленны-
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нам точкам параллелотопа ΠK (x) с „переменной“ вершиной x:

S (x) =
∑

t∈ΠK(x)∩Zn
ϕ (t). (1.28)

В данной параграфе нас интересует случай, когда ϕ (t) = tµ. Введем
необходимые определения и обозначения.

Для любой точки x ∈ K обозначим πjx ее проекцию вдоль
вектора aj, т.е. если x = λ1a

1 + ... + λna
n, λ1 ≥ 0, ..., λn ≥ 0, то

πjx = λ1a
1 + ...+ λj−1a

j−1 + λj+1a
j+1 + ...+ λna

n.
Пусть ν — множество всех 2n наборов J = (j1, ..., jk) ⊂ {1, ..., n}, вклю-

чая и пустое множество. Если обозначить πJ = πj1 ◦ ... ◦ πjk, то множество
вершин параллелотопа можно записать в виде V (x) = {πJx, J ∈ ν} . От-
метим, что π�x = x.

Обозначим Λ =
{
y ∈ Zn : y = λ1a

1 + ...+ λna
n, λi ∈ Z, i = 1, ..., n

}
под-

решетка решетки Zn с базисом a1, ..., an. Обозначим Πa — фундаменталь-

ный параллелотоп Πa =

{
t ∈ Rn : 06

K
t<
K
a

}
, где a = a1+...+an. Отметим,

что множество точек с целыми координатами, лежащих в фундаменталь-
ном паралелотопе Πa конечно и равно d (Λ) — индексу подрешетки Λ в
решетке Zn, кроме того, d (Λ) = ∆. (см., например, [6])

Конус, построенный на таких векторах a1, ..., an, что определитель мат-
рицы A, столбцами которой являются координаты этих векторов, равен 1,
называется унимодулярным конусом.

Для унимодулярного конусаK и функции f (x), которая является реше-
нием разностного уравнения Q (δ) f (x) = ϕ (x), в параграфе 2.1 доказано
(теорема 5), что для суммы 1.28 справедлива формула∑

t∈ΠK(x)∩Zn
ϕ (t) =

∑
J∈ν

(−1)#Jf (πJ (x+ a)), x ∈ K ∩ Zn, (1.29)

где #J означает число элементов множества J , a = a1 + ...+ an.
Формула 1.29 означает, что искомая сумма 1.28 выражается через зна-

чения решения f (x) разностного уравнения в вершинах V (x+ a) парал-
лелотопа ΠK (x+ a).

В частности, в силу теоремы 2 многочлен Бернулли BA
µ (x) удовлетво-
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ряет разностному уравнению Q (δ)BA
µ (x) = Dxµ, поэтому по формуле 1.29

для ϕ (x) = Dxµ получим выражение для суммы значений „производной“
Dtµ монома tµ в целых точках рационального параллелотопа∑

t∈ΠK(x)∩Zn
Dtµ =

∑
J∈ν

(−1)#JBA
µ (πJ (x+ a)).

Эту формулу можно рассматривать как многомерный аналог формулы
Бернулли 1.18.

Для отыскания суммы 1.28 в случае, когда ϕ (t) = tµ, нужно „проинте-
грировать“ последнюю формулу, а именно, справедлива следующая теоре-
ма.

Теорема 3. Пусть K — унимодулярный конус, точка x лежит на под-
решетке Λ решетки Zn с базисом a1, ..., an. Для суммы значений мономов
tµ в целых точках рационального параллелотопа ΠK (x) справедлива фор-
мула: ∑

t∈ΠK(x)∩Zn
tµ =

∫
ΠK(x+a)

BA
µ (τ) dτ . (1.30)

Отметим, что при n = 1 и a = 1 из 1.30 получаем формулу Бернулли
1.19.

Обозначим ΠK (x;x+ a) = {t ∈ Rn : x6
K
t6
K
x + a} — сдвиг фундамен-

тального параллелотопа Πa на вектор x.
Для доказательства теоремы 3 нам потребуется следующая лемма, при-

чем унимодулярность конуса в ней не предполагается.

Лемма 3. Пусть x ∈ Λ, ∆ = detA, BA
µ (τ) — многочлены Бернулли, тогда

для любого J ∈ ν справедливо равенство∫
ΠK(πJ t;πJ t+a)

BA
µ (τ) dτ = ∆ (πJt)

µ , µ ≥ 0,

и, в частности, для J = �

1

∆

∫
ΠK(t;t+a)

BA
µ (τ) dτ = tµ. (1.31)
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Доказательство. Воспользуемяс доказанным в лемме 1 равенством спра-
ведливым для любых τ

∑
µ≥0

BA
µ (τ)

ξµ

µ!
=

n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
e〈aj ,ξ〉 − 1

e〈τ,ξ〉. (1.32)

Для J ∈ ν проинтегрируем 1.32 по параллелотопу ΠK (πJt; πJt+ a), полу-
чим

∑
µ≥0

∫
ΠK(πJ t;πJ t+a)

BA
µ (τ) dτ

ξµ

µ!
=

n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
e〈aj ,ξ〉 − 1

∫
ΠK(πJ t;πJ t+a)

e〈τ,ξ〉dτ . (1.33)

Непосредственно проверяется, что

∫
ΠK(πJ t;πJ t+a)

e〈τ,ξ〉dτ = ∆
n∏
j=1

e〈a
j ,ξ〉 − 1

〈aj, ξ〉
e〈πJ t,ξ〉, (1.34)

поэтому после разложения функции e〈πJ t,ξ〉 в ряд по переменной ξ и под-
становки полученного для интеграла выражения 1.34 в 1.33, получим

∑
µ≥0

∫
ΠK(πJ t;πJ t+a)

BA
µ (τ) dτ

ξµ

µ!
= ∆

∑
µ≥0

(πJt)
µ ξ

µ

µ!
.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ξ, убедимся в спра-
ведливости утверждения леммы 3.

Формула 1.31 означает, что интеграл от многочлена Бернулли BA
µ (t)

по сдвигам ΠK (t; t+ a) фундаментального параллелотопа Πa выражается
через значение монома в вершине t параллелотопа ΠK (t).

Доказательство теоремы 3. Т.к. для унимодулярного конуса опре-
делитель ∆ = 1, то просуммировав равенство 1.31 по целым точкам
t ∈ ΠK (x) ∩ Zn, получим

∑
t∈ΠK(x)∩Zn

tµ =
∑

t∈ΠK(x)∩Zn

∫
ΠK(t;t+a)

BA
µ (τ) dτ .
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Так как ΠK (x+ a) =
⋃

t∈ΠK(x)∩Zn
ΠK (t, t+ a), то из свойства аддитивности

интеграла следует утверждение теоремы. �

Пример. Для унимодулярного конуса K, порожденного векторами
a1 = (1, 0) и a2 = (1, 1), параллелограм ΠK (x) для x = (x1, x2) ∈ K

можно задать неравенствами 0 ≤ t1 − t2 ≤ x1 − x2, 0 ≤ t2 ≤ x2, а сумма
значений монома tµ1

1 t
µ2

2 по его целым точкам (для µ1 = µ2 = 1) согласно
формуле 1.30 после вычисления интеграла равна

S (x1, x2) =
∑

0≤t1−t2≤x1−x2,0≤t2≤x2

t1t2 =
5

12
(x1 − x2 + 1) (x2 + 1)−

−1

4
(x1 − x2 + 1)2 (x2 + 1)− 3

4
(x1 − x2 + 1) (x2 + 1)2+

+
1

3
(x1 − x2 + 1) (x2 + 1)3 +

1

4
(x1 − x2 + 1)2(x2 + 1)2.

Раскрывая скобки получим, что искомая сумма равна

S (x1, x2) =

=
1

12

(
3x1x

2
2 − 2x1x

3
2 + 3x2

1x
2
2 − 2x3

2 − x4
2 + 5x1x2 + 3x2

1x2 + 2x2 + x2
2

)
.

1.4 Формулы сложения, умножения, дополне-
ния и дифференцирования для многочле-
нов Бернулли от нескольких переменных

Для формулировки аналога свойства дифференцирования для многочле-
нов Бернулли BA

µ (x) нам потребуются операторы дифференцирования по
направлениям векторов aj, по которым построен конус K:

Dj =
〈
aj, ∂

〉
=

n∑
k=1

ajk∂k,

где ∂j — операторы дифференцирования по j-ой переменной, ∂ = (∂1, ..., ∂n),
∂µ = ∂µ1

1 ...∂
µn
n j = 1, ..., n. Кроме того, обозначим D = D1...Dn.

Теорема 4. Справедливы следующие многомерные аналоги свойств
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(1.20) – (1.23) многочленов Бернулли:
1) Формула сложения аргументов

BA
µ (x+ y) =

∑
0≤k≤µ

µ!

k! (µ− k)!
BA
k (x) yµ−k;

2) Формула дифференцирования

DBA
µ (x) =

∑
0≤k≤µ,‖k‖=n

µ!

k! (µ− k)!
BA
µ−k (x)

Mk

k!
,

где Mk — коэффициенты однородного многочлена:

n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
=
∑
‖k‖=n

Mk
ξk

k!
;

3) Формула дополнения

BA
µ (x) = (−1)‖µ‖BA

µ (a− x) ,

где a = a1 + ...+ an, ‖µ‖ = µ1 + ...+ µn;
4) Формула умножения аргумента

BA
µ (mx) = mµ−I

∑
0≤k≤µ−I

BA
µ

(
x+

1

m
Ak

)
,

где I = (1, ..., 1), 1
m =

(
1
m1
, ..., 1

mn

)
— вектор-строка, k =

 k1

..

kn

 —

вектор-столбец.

Доказательство. Для доказательства теоремы удобнее использовать
определение многочленов Бернулли с помощью производящих функций
(см. лемму 1, параграф 1.2):

n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
e〈aj ,ξ〉 − 1

e〈x,ξ〉 =
∑
µ≥0

BA
µ (x)

ξµ

µ!
,

где 〈x, ξ〉 = x1ξ1 + ...+ xnξn.

36



1)Докажем формулу сложения аргументов. Воспользуемся определени-
ем многочленов Бернулли через производящую функцию:

∑
µ≥0

BA
µ (x+ y)

ξµ

µ!
=

n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
e〈aj ,ξ〉 − 1

e〈x+y,ξ〉 =
n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
e〈aj ,ξ〉 − 1

e〈x,ξ〉e〈y,ξ〉 =

=
∑
k≥0

BA
k (x)

ξk

k!

∑
α≥0

yα
ξα

α!
.

После перемножения степенных рядов и приведения подобных получим

∑
µ≥0

BA
µ (x+ y)

ξµ

µ!
=
∑
µ≥0

 ∑
k+α=µ

µ!

k!α!
BA
k (x) yα

 ξµ

µ!
=

=
∑
µ≥0

 ∑
0≤k≤µ

µ!

k! (µ− k)!
BA
k (x) yµ−k

 ξµ

µ!
.

Осталось приравнять коэффициенты при одинаковых степенях ξ.
2) Доказательство формулы дифференцирования. Применим оператор диф-
ференцирования D к обеим частям равенства

∑
µ≥0

BA
µ (x)

ξµ

µ!
=

n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
e〈aj ,ξ〉 − 1

e〈x,ξ〉,

и, учитывая (см. лемму 2, параграф 1.2), что De〈x,ξ〉 = e〈x,ξ〉
n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
,

получим

∑
µ≥0

DBA
µ (x)

ξµ

µ!
=

n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
e〈aj ,ξ〉 − 1

e〈x,ξ〉
n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
.

Обозначим Mk — коэффициенты однородного многочлена
n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
при

степенях ξk

k! :
n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
=
∑
‖k‖=n

Mk
ξk

k!
,
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тогда

∑
µ≥0

DBA
µ (x)

ξµ

µ!
=
∑
α≥0

BA
α (x)

ξα

α!

∑
‖k‖=n

Mk
ξk

k!
.

Перемножив степенные ряды, имеем

∑
µ≥0

DBA
µ (x)

ξµ

µ!
=
∑
µ≥0

 ∑
α+k=µ,‖k‖=n

µ!

k!α!
BA
α (x)Mk

 ξµ

µ!
.

После замены индексов и приравнивания коэффициентов при одинаковых
степенях ξ получим искомое свойство.
3)Доказательство формулы дополнения.

∑
µ≥0

(−1)‖µ‖BA
µ (a− x)

ξµ

µ!
=
∑
µ≥0

BA
µ (a− x)

(−ξ)µ

µ!
=

n∏
j=1

〈
aj,−ξ

〉
e〈aj ,−ξ〉 − 1

e〈a−x,−ξ〉 =

=
n∏
j=1

−
〈
aj, ξ

〉
1

e〈aj,ξ〉
− 1

e〈a−x,−ξ〉 =
n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
1− 1

e〈aj,ξ〉
e〈a−x,−ξ〉 =

=
n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
e〈aj,ξ〉

e〈aj,ξ〉
− 1

e〈aj,ξ〉

e〈a−x,−ξ〉 =
n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
e〈aj ,ξ〉 − 1

e〈a
j ,ξ〉e−〈a,ξ〉e〈x,ξ〉.

Учитывая, что e−〈a,ξ〉 =
n∏
j=1

e〈a
j ,ξ〉, получим

∑
µ≥0

(−1)‖µ‖BA
µ (a− x)

ξµ

µ!
=

n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
e〈aj ,ξ〉 − 1

e〈a
j ,ξ〉e−〈a

j ,ξ〉e〈x,ξ〉 =
∑
µ≥0

BA
µ (x)

ξµ

µ!
.

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях ξ и получим форму-
лу дополнения.
4)Доказательство формулы умножения. По определения многочленов Бер-
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нулли имеем

∑
µ≥0

BA
µ (mx)

ξµ

µ!
=

n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
e〈aj ,ξ〉 − 1

e〈mx,ξ〉. (1.35)

Воспользуемся формулой геометрической прогрессии со знаменателем e〈a
j ,ξ〉

и получим равенство

1

e〈aj ,ξ〉 − 1
=

1 + e〈a
j ,ξ〉 + ...+ e〈(mj−1)aj ,ξ〉

e〈mjaj ,ξ〉 − 1
,

подстановка которого в правую часть (1.35) после некоторых преобразова-
ний дает

∑
µ≥0

BA
µ (mx)

ξµ

µ!
=

n∏
j=1

1 + e〈a
j ,ξ〉 + ...+ e〈(mj−1)aj ,ξ〉

e〈mjaj ,ξ〉 − 1

〈
mja

j, ξ
〉
mj
−1e〈mx,ξ〉 =

= m−I
n∏
j=1

〈
aj,mjξ

〉
e〈a

j ,mjξ〉 − 1
e〈x,mξ〉

n∏
j=1

(
1 + e〈a

j ,ξ〉 + ...+ e〈(mj−1)aj ,ξ〉
)
.

Т.к.

n∏
j=1

(
1 + e〈a

j ,ξ〉 + ...+ e〈(mj−1)aj ,ξ〉
)

=
∑

0≤k≤m−I

e〈k1a
1+...+kna

n,ξ〉,

то

∑
µ≥0

BA
µ (mx)

ξµ

µ!
= m−I

n∏
j=1

〈
aj,mjξ

〉
e〈a

j ,mjξ〉 − 1
e〈x,mξ〉

∑
0≤k≤m−I

e〈k1a
1+...+kna

n,ξ〉 =

=
∑

0≤k≤m−I

m−I
n∏
j=1

〈
aj,mjξ

〉
e〈a

j ,mjξ〉 − 1
e〈mx+k1a

1+...+kna
n,ξ〉.

Учитывая, что k1a
1 + ...+ kna

n = Ak, где A =

 a1
1 . . . an1
.. .. ..

a1
n . . . ann

 и обозначе-
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ния k =

 k1

..

kn

, 1
m =

(
1
m1
, ..., 1

mn

)
, получим

∑
µ≥0

BA
µ (mx)

ξµ

µ!
=

∑
0≤k≤m−I

m−I
n∏
j=1

〈
aj,mjξ

〉
e〈a

j ,mjξ〉 − 1
e〈x+ 1

mAk,mξ〉 =

= m−I
∑

0≤k≤m−I

∑
µ≥0

BA
µ

(
x+

1

m
Ak

)
mµξ

µ

µ!
=

=
∑
µ≥0

(
mµ−I

∑
0≤k≤m−I

BA
µ

(
x+

1

m
Ak

))
ξµ

µ!
.

Приравнивая коэффициенты ряда при одинаковых степенях ξ, докажем
нужное нам утверждение �
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Глава 2

Многомерный аналог
формулы Эйлера –
Маклорена

Суммирование функций дискретного аргумента относится к числу класси-
ческих задач исчисления конечных разностей. Задача суммирования функ-
ций состоит в отыскании для заданой функции ϕ (t) суммы ее значений в
целых неотрицательных точках отрезка [0, x]:

S (x) =
x∑
t=0

ϕ (t). (2.36)

По аналогии с теорией интегрирования функций сумму в правой ча-
сти равенства 2.36 можно назвать суммой с переменным „верхним преде-
лом суммирования“, а задачу отыскания суммы S (x) — задачей неопре-
деленного суммирования (см., например, [22], [42]). Для ϕ (t) = tm задачу
суммирования решил Якоб Бернулли, и эти исследования дали толчок к
возникновению целого ряда разделов комбинаторного анализа, связанных
с такими понятиями как числа и многочлены Бернулли ( [1]). Cумму 2.36
можно найти, зная решение f (x) разностного уравнения

f (x+ 1)− f (x) = ϕ (x) , (2.37)

т.к. в этом случае S (x) = f (x+ 1)−f (0) , т.е. выражается через значения
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f в концах отрезка [0, x+ 1].

Функцию f (x) называют дискретной первообразной функции ϕ (x), а
формулу S (x) = f (x+ 1)−f (0) — дискретным аналогом формулы Нью-
тона – Лейбница.

Эйлер нашел формулу (опубликовано в 1738), в которой производная
решения f (x) разностного уравнения 2.37 выражается через производные
от функции ϕ (t) :

f
′
(x) =

∞∑
µ=0

Bµ

µ!
ϕ(µ) (x), (2.38)

где Bµ — числа Бернулли. После интегрирования равенства 2.38 по про-
межутку от 0 до x+ 1 получим формулу, которая решает задачу суммиро-
вания:

x∑
t=0

ϕ (t) =

x+1∫
0

ϕ (t) dt+
∞∑
µ=1

Bµ

µ!

[
ϕ(µ−1) (x+ 1)− ϕ(µ−1) (0)

]
. (2.39)

Независимо от Эйлера эту формулу нашел и Маклорен (1742). Их вывод
формулу был не строгим, первое серьезное исследование остаточного члена
предпринял Пуассон (1823), а первое строгое доказательство формулы дал
Якоби (1834) ( [34]). Среди современных работ, посвященных формулам
суммирования, отметим работы [19] и [20], в которых рассматриваются
дикретные аналоги формул суммирования Эйлера и Пуассона.

В последнее время всплеск интереса к задачам суммирования связан
с разработкой символьных алгоритмов суммировния рациональных функ-
ций в статьях Абрамова С.А [22] и Полякова С.П [42], который использо-
вал для этих задач название „неопределенное суммирование“. В некоторых
случаях для суммирования рациональной функции ϕ (x) вместо простей-
шего разностного уравнения (2.37) целесообразно использовать уравнение
более общего вида.

Функцию нескольких дискретных аргументов представляется естествен-
ным суммировать по целым точкам рациональных многогранников. Из-
вестны аналоги формулы Эйлера – Маклорена в задаче суммирования мно-
гочлена по произвольному рациональному многограннику [27], [28], [24].

В диссертационной работе рассматривается задача отыскания суммы
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значений функций нескольких переменных ϕ (t) по всем целым точкам
t = (t1, ..., tn), принадлежащим рациональному параллелотопу с „пере-
менной“ вершиной x. Приведем необходимые обозначения и определения.
Пусть a1, . . . , an — линейно независимые векторы с целочисленными коор-
динатами aj =

(
aj1, . . . , a

j
n

)
, aji ∈ Z.

Рациональным конусом, порожденным векторами a1, . . . , an назовем
множество K = {y ∈ Rn : y = λ1a

1 + · · ·+ λna
n, λj ∈ R+, j = 1, . . . , n}.

Отметим, что такой конус является симплициальным, т. е. каждый его
элемент выражается через образующие единственным образом. Кроме то-
го, симплициальный конус также является выступающим, т. е. не содер-
жит прямых.

Между точками u, v ∈ Rn определим отношение частичного порядка >
K

следующим образом:
u>
K
v ⇔ u ∈ v +K,

где v + K — сдвиг конуса K на вектор v. Кроме того, будем писать u�
K

v,

если u ∈ K\{v + K}, т. е. если отношение u>
K
v не выполняется. Любой

элемент y ∈ K ∩ Zn можно представить в виде линейной комбинации ба-
зисных векторов y = λ1a

1 + · · · + λna
n, λ1 ≥ 0, ..., λn ≥ 0. В матричной

форме это представление запишется в виде y = Aλ, где y и λ — вектора-
столбцы, A — матрица, определитель которой ∆ 6= 0, а столбцы состоят из
координат векторов aj

A =

 a1
1 . . . an1
.. .. ..

a1
n . . . ann

 .

Конус, построенный на таких векторах a1, ..., an, что определитель мат-
рицы A, столбцами которой являются координаты этих векторов, равен 1,
называется унимодулярным конусом.

Возьмем произвольное x ∈ K ∩ Zn и рассмотрим рациональный парал-
лелотоп ΠK (x) = {t ∈ Rn : 06

K
t6
K
x}, построенный на образующих унимо-

дулярного конуса. Рациональность означает, что вершины параллелотопа
имеют целые координаты. Для заданной функции ϕ (t) = ϕ (t1, ..., tn) за-
дача состоит в отыскании суммы ее значений по всем целочисленнынам
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точкам параллелотопа ΠK (x) :

S (x) =
∑

t∈ΠK(x)∩Zn
ϕ (t). (2.40)

По аналогии со случаем одного переменного такую задачу также называют
задачей неопределенного суммирования.

В параграфе 2.1 для случая унимодулярного рационального конуса
реализован подход Эйлера к задаче суммирования, основанный на понятии
дискретной первообразной функции. А именно, используя методы теории
многомерных разностных уравнений, вводится понятие дискретной перво-
образной, и доказывается дискретный аналог формулы Ньютона – Лейб-
ница.

В параграфе 2.2 получен многомерный аналог формулы Эйлера –
Маклорена для задачи суммирования целых функций экспоненциального
типа по целым точкам рациональных параллелотопов. Получена формула
для суммы значений функций в целых точках рационального параллелото-
па, построенного на образующих унимодулярного конуса. Методы теории
дифференциальных операторов бесконечного порядка позволяют постро-
ить необходимый для многомерного аналога формулы Эйлера – Маклорена
оператор Тодда и обосновать сходимость функционального ряда, который
участвует в этой формуле.

В параграфе 2.3 в отличии от 2.2 рассматривается случай, когда уни-
модулярность конуса не требуется. Доказан дискретный вариант формулы
Ньютона-Лейбница для задачи суммирования функций по целым точкам
рационального параллелотопа, и для функций экспоненциального типа по-
лучен многомерный аналог формулы Эйлера – Маклорена для дискретной
первообразной. Кроме того, решена задача суммирования функций по це-
лым точкам рационального параллелотопа.

В параграфе 2.4 методы теории дифференциальных операторов бес-
конечного порядка использованы для определения дискретной первообраз-
ной и обобщения формулы Эйлера – Маклорена на случай суммирования
по симплексу.
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2.1 Дискретный аналог формулы Ньютона –
Лейбница в задаче суммирования функ-
ций нескольких переменных по рациональ-
ному унимодулярному параллелотопу

В параграфе 2.1 для случая унимодулярного рационального конуса ре-
ализован подход Эйлера к задаче суммирования, основанный на понятии
дискретной первообразной функции. А именно, используя методы теории
многомерных разностных уравнений, вводится понятие дискретной перво-
образной, и доказывается дискретный аналог формулы Ньютона – Лейб-
ница.

Нам потребуются некоторые обозначения и определения из теории
многомерных разностных уравнений. Рациональным конусом, построен-
ным на векторах a1, . . . , an, назовем множество K = {y ∈ Rn : y =

λ1a
1 + · · · + λna

n, λj ∈ R+, j = 1, . . . , n}. На комплекснозначных функ-
циях f (x) целочисленных аргументов x = (x1, ..., xn) определим оператор
δj сдвига по j-ой переменной δjf (x) = f (x1, ..., xj−1, xj + 1, xj+1, ..., xn) и
обозначим P (δ) =

∑
ω∈Ω

cωδ
ω — полиномиальный разностный оператор с по-

стоянными коэффициентами cω, ω = (ω1, ..., ωn) ∈ K ∩ Zn, δω = δω1
1 ...δ

ωn
n .

Здесь Ω — конечное множество точек из K ∩Zn. Разностное уравнение от-
носительно неизвестной функции f (x) записывается следующим образом:

P (δ) f (x) = ϕ (x) , x ∈ K ∩ Zn.

Отметим, что уравнения такого вида в случае, когда K = Zn+, т.е. конус
порожден единичными векторами ej, j = 1, ..., n, исследовались в рабо-
тах [26], [8], а случай произвольного рационального конуса рассматривался
в [10], [13], [14], [15], [40].

Для реализации подхода Эйлера к задаче суммирования функции ϕ (t)

нескольких переменных нужно определить многомерный аналог понятия
ее дискретной первообразной. Пусть Q (δ) =

∏n
j=1

(
δa

j − 1
)
и рассмотрим
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разностное уравнение относительно неизвестной функции f (x) вида:

Q (δ) f (x) = ϕ (x) , x ∈ K ∩ Zn.

Дискретной первообразной функции ϕ (x) , x ∈ K ∩Zn называется вся-
кое решение этого разностного уравнения.

Для любой точки x ∈ K обозначим πjx ее проекцию вдоль
вектора aj, т.е. если x = λ1a

1 + ... + λna
n, λ1 ≥ 0, ..., λn ≥ 0, то

πjx = λ1a
1 + ...+ λj−1a

j−1 + λj+1a
j+1 + ...+ λna

n.
Пусть V — множество всех 2n упорядоченных наборов

J = (j1, ..., jk) ⊂ {1, ..., n} ,

включая и пустое множество. Если обозначить πJ = πj1 ◦ ...◦πjk, то множе-
ство вершин параллелотопа можно записать в виде vert (x) = {πJx, J ∈ V } .
Отметим, что π�x = x.

Возьмем произвольное x ∈ K ∩ Zn и рассмотрим рациональный парал-
лелотоп ΠK (x) = {t ∈ Rn : 06

K
t6
K
x}, построенный на образующих унимо-

дулярного конуса. Рациональность означает, что вершины параллелотопа
имеют целые координаты. Обозначим Πa — фундаментальный параллело-

топ Πa =

{
t ∈ Rn : 06

K
t<
K
a

}
, где a = a1 + ...+ an.

В следующей теореме утверждается, что для всякой функции ϕ (x) дис-
кретная первообразная существует и для суммы 2.40 справедлив дискрет-
ный аналог формулы Ньютона – Лейбница.

Теорема 5. Пусть K — унимодулярный рациональный конус, тогда для
любой дискретной первообразной f (x) функции ϕ (x) справедлива следую-
щая формула ∑

t∈ΠK(x)∩Zn
ϕ (t) =

∑
J∈V

(−1)#Jf (πJ (x+ a)),

где #J означает число элементов множества J.

Если предположить, что дискретная первообразная имеет частные про-
изводные нужных порядков, то искомую сумму S (x) можно выразить и
через интеграл по параллелотопу.
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Предложение 1. Пусть Dj =
〈
aj, ∂

〉
— производные по направлению

векторов aj, тогда для любой дискретной первообразной f (x) функции
ϕ (x) справедлива формула∫

ΠK(x+a)

Df (t) dt =
∑
J∈V

(−1)#Jf (πJ (x+ a)),

где D = D1...Dn, а dt = dt1...dtn.

Теорему 5 и предложение 1 докажем сначала для случая, когда конус
K = Zn+, т.е. aj — единичные векторы. В этом случае суммирование идет
по n-мерному параллелепипеду

ΠK (x) = Π (x) = {t ∈ Rn+ : 0 ≤ tj ≤ xj, j = 1, ..., n}

и сумму 2.40 можно записать одним из следующих способов:

S (x) =

x1∑
t1=0

...

xn∑
tn=0

ϕ (t1, ..., tn) =
∑

06 t6x

ϕ (t), (2.41)

а разностный оператор, участвующий в определении дискретной первооб-
разной, имеет вид Q (δ) =

∏n
j=1 (δj − 1) .

Следующее предложение объясняет почему в определении дискретной
первообразной участвует разностный оператор Q (δ).

Предложение 2. Для всякой функции ϕ (x+ I) сумма 2.41 является
дискретной первообразной, т.е. Q (δ)S (x) = ϕ (x+ I) , где I = (1, ..., 1) .

Доказательство. Последовательно действуя операторами δj − 1,

j = 1, ..., n, на сумму 2.41, получим на первом шаге

(δ1 − 1)S (x) = S
(
x+ e1

)
− S (x) =

x2∑
t2=0

...
xn∑
tn=0

ϕ (x1 + 1, t2, ..., tn) .

На втором шаге

(δ1 − 1) (δ2 − 1)S (x) = (δ2 − 1)

x2∑
t2=0

...

xn∑
t0=1

ϕ (x1 + 1, t2, ..., tn) =

=

x3∑
t3=0

...

xn∑
t0=1

ϕ (x1 + 1, x2 + 1, t3..., tn) .
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Продолжая вычисление, на последнем шаге получим
n∏
j=1

(δj − 1)S (x) = ϕ (x+ I) , x ∈ Zn+.

Предложение 3. Для любой дискретной первообразной f (x) функции
ϕ (x) справедлив следующий дискретный аналог формулы Ньютона – Лейб-
ница: ∑

06 t6x

ϕ (t) =
∑
J∈V

(−1)#J f (πJ (x+ I)),

где I = (1, ..., 1) .

Доказательство. Учитывая, что
xj∑
tj=0

(δj − 1)f (t) = (δj − πj) f (t) |tj=xj , по-

лучим
∑

06 t6x
ϕ (t) =

∏n
j=1 (δj − πj) f (x).

Раскрывая скобки в произведении
n∏
j=1

(δj − πj) с учетом определения πJ

и тем, что πj и δk перестановочны для j 6= k, получим

n∏
j=1

(δj − πj) =
∑
J∈ν

(−1)#J πJδJ =
∑
J∈ν

(−1)#J πJδ.

Здесь J = {1, ..., n} \J, δ = δ1...δn.

Таким образом, сумма

∑
06 t6x

ϕ (t) =
n∏
j=1

(δj − πj)f (x) = =
∑
J∈V

(−1)#J f (πJ (x+ I))

выражается через значение функции f (x) в вершинах параллелепипеда
Π (x+ I) = {t : 0 ≤ tj ≤ xj + 1, j = 1, ..., n} .

Нам потребуется формула, выражающая искомую сумму через инте-
грал по параллелепипеду.

Предложение 4. Для любой дискретной первообразной f (x) функции
ϕ (x) справедлива формула∫

Π(x+I)

∂f (t) dt =
∑

06 t6x

ϕ (t) ,
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где I = (1, ..., 1) , ∂ = ∂1...∂n, dt = dt1...dtn, а интегрирование ведется по
n-мерному параллелепипеду Π (x+ I) = {t : 0 ≤ tj ≤ xj + 1, j = 1, ..., n} .

Доказательство. Отметим прежде всего для j = 1, 2, ..., n справедливость
равенств

xj+1∫
0

∂jf (t) dtj =
(
δ
xj+1
j − 1

)
πjf (t) ,

используя которые, результат повторного интегрирования можно записать
в виде∫
Π(x+I)

∂f (t) dt =
n∏
j=1

(
δ
xj+1
j − 1

)
π1 ◦ ... ◦ πnf (t) =

n∏
j=1

(
δ
xj+1
j − 1

)
f (0) =

=
∑
J∈V

(−1)#J f (πJ (x+ I)),

а из предложения 3 следует равенство∫
Π(x+I)

∂f (t) dt =
∑

06 t6x

ϕ (t) .

Отметим, что сумма 2.40 является дискретной первообразной функции
ϕ (x+ a), т.е. Q (δ)S (x) = ϕ (x+ a), x ∈ ΠK (x) ∩ Zn и a = a1 + ...+ an.

Действительно, после замены переменных t = Aλ, λ ∈ Zn+ сумма S (x) ,

где x = Aτ преобразуется следующим образом S (Aτ) =
∑

0≤λ≤τ
ϕ (Aλ), а

разностный оператор примет вид

Q (δ) =
n∏
j=1

(
δa

j − 1
)

=
n∏
j=1

(sj − 1) = Q̃ (s) .

Поэтому с учетом предложения 2 получим Q̃ (s) S̃ (τ) = ϕ̃ (λ+ I) . После
возвращения к переменным x получим Q (δ)S (x) = ϕ (x+ a) .

Перейдем теперь к доказательству теоремы 5. Установим связь между
разностными уравнениями в рациональных конусах и более изученными
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уравнениями в положительном октанте Zn+. Существенным является тре-
бование, состоящее в том, что мы рассматриваем унимодулярные конусы
т.е. конусы, построенные на таких векторах a1, ..., an, что определитель мат-
рицы A, столбцами которой являются координаты этих векторов, равен 1.
Это означает, что определяемое матрицей A отображение t = Aλ являет-
ся взаимно однозначным отображением между Zn+ и K ∩ Zn. Если sj —
операторы сдвига, действующие на функции f (Aλ) переменных λj, то они
связаны с операторами δj, действующим на на функции f (t) переменных
tj, следующим образом

sjf (Aλ) = f
(
A
(
λ+ ej

))
= f

(
Aλ+ Aej

)
=

= f
(
Aλ+ aj

)
= f

(
t+ aj

)
= δa

j

f (t) ,

т.е.
sjf (Aλ) = δa

j

f (t) , j = 1, ..., n. (2.42)

Таким образом,в силу формулы 2.42 всякий разностный оператор
Q (δ) =

∑
ω∈Ω

cωδ
ω, Ω ⊂ K ∩ Zn действует на функциях f (t) , t ∈ K ∩ Zn,

так же как и оператор Q̃ (s) =
∑
ω̃∈Zn+

cAω̃s
ω̃, где ω = Aω̃ на функциях f̃ (λ) ,

λ ∈ Zn+, а для определения дискретной первообразной получаем уравнение

Q̃ (s) f̃ (λ) = ϕ̃ (λ) , λ ∈ Zn+.

Доказательство теоремы 5. После замены переменных t = Aλ и
x = Aτ, а также используя 2.42 получим, что f (Aλ) является решени-
ем разностного уравнения Q̃ (s) f (Aλ) = ϕ (Aλ) . В силу предложе-
ния 3 для суммы S (Aτ) =

∑
0≤λ≤τ

ϕ (Aλ) справедлива формула

S (Aτ) =
∑
J∈V

(−1)#Jf (πJ (A (λ+ I))), которая после возвращения к пере-

менным x примет вид S (x) =
∑
J∈V

(−1)#Jf (πJ (x+ a)). �

Доказательство предложения 1. Cделаем замену переменных t = Aλ,

λ ∈ Π (τ + I) = {λ : 0 ≤ λj ≤ τj + 1, j = 1, ..., n} , x = Aτ. При этой замене
Djf (t) = ∂jf (Aλ) , j = 1, ..., n, и с учетом унимодулярности конуса K
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получим ∫
ΠK(x+a)

Df (t) dt =

∫
Π(τ+I)

∂1...∂nf (Aλ1, ..., Aλn) dλ1...dλn.

С учетом Предложения 4 последний интеграл равен∑
J∈V

(−1)#Jf (πJ (A (λ+ I))) =
∑
J∈V

(−1)#Jf (πJ (x+ a)),

а из теоремы 5 следует, что∫
ΠK(x+a)

Df (t) dt =
∑

t∈ΠK(x)∩Zn
ϕ (t).

�

2.2 Формула Эйлера – Маклорена в случае
суммирования по унимодулярному раци-
ональному параллелотопу

В параграфе 2.2 получен многомерный аналог формулы Эйлера – Ма-
клорена для задачи суммирования целых функций экспоненциального типа
по целым точкам рациональных параллелотопов. Получена формула для
суммы значений функции в целых точках рационального параллелотопа,
построенного на образующих унимодулярного конуса. С помощью мето-
дов теории дифференциальных операторов бесконечного порядка постро-
ен необходимый для многомерного аналога формулы Эйлера – Маклорена
оператор Тодда и обоснована сходимость функционального ряда, который
участвует в этой формуле.

В данном параграфе построим необходимые для многомерного аналога
формул Эйлера – Маклорена 2.38 и 2.39 пространство функций и диффе-
ренциальный оператор бесконечного порядка, действующий на этом про-
странстве, и докажем формулу 0.14, которая и решает задачу неопреде-
ленного суммирования. Воспользуемся обозначениями и определениями из
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[3].
Обозначим через Cn — n-мерное комплексное пространство,

z = (z1, ..., zn) — точки этого пространства. Пусть Exp (Cn) пространство
целых функций ϕ (z) экспоненциального типа, т.е целых функций, удовле-
творяющих неравенству

|ϕ (z)| ≤M er|z|,

где M > 0, r ≥ 0 — некоторые числа (для каждой функции свои), и
|z| = |z1|+ ...+ |zn| .

Далее для фиксированного R > 0 и произвольного r < R обозначим че-
рез ExpR (Cn) пространство целых функций экспоненциального типа ϕ (z)

таких, что для некоторого M > 0 и любого r < R справедливо равенство

|∂αϕ (z)| ≤Mr|α|er|z|

для всех мультииндексов α = (α1, ..., αn) и z ∈ Cn. Здесь ∂α = ∂α1
1 ...∂αnn .

Пусть F (ξ) — голоморфная в полицилиндре

UR = = {ξ ∈ Cn : |ξj| < R, j = 1, ..., n}

функция, и дано ее разложение в степенной ряд F (ξ) =
∞∑
|α|=0

cαξ
α. Сопо-

ставим функции F (ξ) дифференциальный оператор бесконечного порядка
F (∂) ,формально заменяя аргументы ξ = (ξ1, ..., ξn) символами операторов
дифференцирования ∂ = (∂1, ..., ∂n) . Функцию F (ξ) называют символом
оператора F (∂) .

Действие оператора F (∂) на функцию ϕ (z) определяется формулой

F (∂)ϕ (z) =
∞∑
|α|=0

cα∂
αϕ (z).

ОбозначимH (UR) — пространство функций голоморфных в UR, и пусть
F (ξ) ∈ H (UR) . Как известно ( [3], теорема 5.1), для любой функции
ϕ (z) ∈ ExpR (Cn) функция F (∂)ϕ (z) определена и также принадлежит
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пространству ExpR (Cn) . Более того, отображение

F (∂) : ExpR (Cn)→ ExpR (Cn)

непрерывно, а совокупность операторов бесконечного порядка {F (∂)} об-
разует алгебру ( [3], теорема 5.2), которую будем обозначать ℵ. В частности,
если наряду с F (ξ) функция F−1 (ξ) = 1

F (ξ) аналитична в UR, то оператор
F−1 (∂) является обратным к F (∂) .

Определим теперь нужные дифференциальные операторы бесконечно-
го порядка. Прежде всего, покажем, что полиномиальный разностный опе-
ратор P (δ) =

∑
|ω|≤m

cωδ
ω, где δω = δω1

1 ...δ
ωn
n , действует на пространствеH (C)

целых функций так же, как и некоторый дифференциальный оператор бес-
конечного порядка, который строится по характеристическому многочлену
P (ξ).

Рассмотрим целую функцию P
(
eξ
)

= P
(
eξ1, ..., eξn

)
=

∑
|ω|≤m

cωe
〈ω,ξ〉, и

сопоставим ей дифференциальный оператор бесконечного порядка P
(
e∂
)
,

действующий на пространстве функций Exp (Cn) , где eξ =
(
eξ1, ..., eξn

)
,

〈ω, ξ〉 = ω1ξ1 + ...+ ωnξn.

Предложение 5. На пространстве Exp (Cn) справедливо равенство

P (δ)ϕ (z) = P
(
e∂
)
ϕ (z) .

Доказательство. Используя формулу Тейлора, для любой функции
ϕ (z) ∈ Exp (Cn) получим

P (δ)ϕ (z) =
∑
|ω|≤m

cωϕ (z + ω) =
∑
|ω|≤m

cω

∞∑
|k|=0

1

k!
∂kϕ (z)ωk =

=
∑
|ω|≤m

cω

∞∑
|k|=0

1

k!
(ω∂)kϕ (z),

где (ω∂)k = (ω1∂1)
k1...(ωn∂n)

kn.
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С другой стороны,

P
(
e∂
)
ϕ (z) =

∑
|ω|≤m

cω
(
e∂
)ω
ϕ (z) =

∑
|ω|≤m

cωe
ω∂ϕ (z) =

=
∑
|ω|≤m

cω

∞∑
|k|=0

1

k!
(ω∂)kϕ (z) .

Таким образом, P (δ)ϕ (z) = P
(
e∂
)
ϕ (z) для любой ϕ (z) ∈ Exp (Cn) .

Для разностного оператора Q (δ) =
∏n

j=1

(
δa

j − 1
)
, участвующего в

определении дискретной первообразной, утверждение предложения 5 озна-
чает, что Q

(
e∂
)

=
∏n

j=1

(
e〈a

j ,∂〉 − 1
)
. Отметим, что символ этого опера-

тора является целой функцией Q
(
eaξ
)
, где aξ =

(〈
a1, ξ

〉
, ..., 〈an, ξ〉

)
, и

множество ее нулей состоит из объединения счетного числа комплексных
гиперплоскостей вида

Lj,k =
{
ξ :
〈
aj, ξ

〉
= 2kπi

}
,

где i — мнимая единица, j = 1, ..., n, k = 0,±1,±2...

Для мероморфной функции

T (ξ) =

n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
n∏
j=1

(
e〈aj ,ξ〉 − 1

) (2.43)

гиперплоскости Lj,0, j = 1, ..., n являются „устранимыми“ особыми мно-
жествами, поэтому T (ξ) голоморфна в некоторой окрестности начала ко-
ординат. Найдем максимальное R такое, что функция 2.43 голоморфна в
полицилиндре UR = {ξ : |ξj| < R, j = 1, ..., n} , т.е. гиперплоскости Lj,k для
k = 0,±1,±2... не пересекаются с полицилиндром UR.

Обозначим
∥∥aj∥∥ = |aj1| + ... + |ajn| и возьмем R = 2π

maxj‖aj‖ . Тогда для
ξ ∈ UR, j = 1, ..., n справедливы неравенства∣∣〈aj, ξ〉∣∣ ≤ ∣∣∣aj1∣∣∣ |ξ1|+ ...+

∣∣ajn∣∣ |ξn| < R
∥∥aj∥∥ ≤ 2π,

54



из которых и следует, что Lj,k ∩ UR = � для k = 0,±1,±2...

Таким образом функция 2.43 голоморфна в полицилиндре UR, где
R = 2π

maxj‖aj‖ , и, следовательно, разлагается в этом полицилиндре в ряд

T (ξ) =
∞∑
|µ|=0

bAµ
µ!
ξµ. (2.44)

Напомним (см. параграф 1.1), что коэффициенты bAµ ряда 2.44 называ-
ются числами Бернулли, ассоциированными с рациональным конусом K.

Соответствующий 2.44 дифференциальный оператор бесконечного по-
рядка

TdA (∂) =
∞∑
|µ|=0

bAµ
µ!
∂µ (2.45)

— это оператор Тодда.
Поскольку для голоморфных в полицилиндре UR функций T (ξ) и

Q
(
eξ
)
справедливы соотношения T (ξ) =

n∏
j=1
〈aj ,ξ〉
Q(eξ)

и Q
(
eξ
)

=
n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
1

T (ξ) ,

то в алгебре ℵ справедливо равенство

Q
(
e∂
)

= D
1

TdA (∂)
.

Напомним, что Dj =
〈
aj, ∂

〉
— операторы дифференцирования по на-

правлению вектора aj, j = 1, ..., n, и обозначим D = D1 ◦ ... ◦Dn.

Теорема 6. Пусть ϕ (z) ∈ ExpR (Cn) и TdA (∂) — оператор Тодда, тогда
всякое решение f (z) дифференциального уравнения

Df (z) = TdA (∂)ϕ (z) , (2.46)

является дискретной первообразной для функции ϕ (z) .

Доказательство. Т.к. ϕ (z) ∈ ExpR (Cn) и TdA (∂) ∈ ℵ, то и

Td (∂)ϕ (z) ∈ ExpR (Cn) .

Поэтому уравнение 2.46 всегда имеет решение, также принадлежащее
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ExpR (Cn) . Это следует, например, из того, что после замены z = θA с
учетом унимодулярности матрицы A оно примет вид ∂1...∂nf̃ (θ) = g̃ (θ) .

Покажем, что всякое решение f (z) дифференциального уравнения 2.46
является обобщенной дискретной первообразной, т.е. решением разност-
ного уравнения Q (δ) f (z) = ϕ (z). Действительно, функцию 2.43 можно
преобразовать следующим образом

T (ξ) =

n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
n∏
j=1

(
e〈aj ,ξ〉 − 1

) =

n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
n∏
j=1

∞∑
µj=0

〈aj ,ξ〉µj
µj !

=
1

n∏
j=1

∞∑
µj=1

〈aj ,ξ〉µj−1
µj !

.

Поэтому функция 1
T (ξ) =

n∏
j=1

∞∑
µj=1

〈aj ,ξ〉µj−1
µj !

является целой функцией, а опе-

ратор 1
TdA(∂) — обратным к оператору TdA (∂) .

Действуя оператором 1
TdA(∂) на обе части диффференциального

уравнения 2.46, получим D 1
TdA(∂)f (z) = TdA (∂) 1

TdA(∂)ϕ (z) . Учиты-
вая, что D 1

TdA(∂) = Q
(
e∂
)

и предложение 5, окончательно имеем
Q (δ) f (z) = ϕ (z).

Теорема 7. После интегрирования равенства 2.46 по параллелотопу
ΠK (x+ a) с „переменной“ вершиной x + a, где a = a1 + ... + an получим
аналог формулы 2.39:

∑
t∈ΠK(x)∩Zn

ϕ (t) =

∫
ΠK(x+a)

∞∑
|µ|=0

bAµ
µ!
∂µϕ (t) dt.

Доказательство. Доказательство получается интегрированием дифферен-
циального уравнения 2.46 по параллелотопу ΠK (x+ a) , т.к.∫
ΠK(x+a)

Df (t) dt = S (x) согласно предложению 1.

2.3 Суммирование по рациональному парал-
лелотопу в общем случае

В параграфе 2.3 в отличии от 2.2 рассматривается случай, когда уни-
модулярность конуса не требуется. Доказан дискретный вариант формулы
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Ньютона – Лейбница для задачи суммирования функций по целым точкам
рационального параллелотопа, и для функций экспоненциального типа по-
лучен многомерный аналог формулы Эйлера – Маклорена для дискретной
первообразной. Кроме того, решена задача суммирования функций по це-
лым точкам рационального параллелотопа.

Для реализации подхода Эйлера к задаче суммирования функции ϕ (y)

нескольких переменных нужно определить понятие ее дискретной перво-
образной. Напомним (см. параграф 2.1) это определение.

Дискретной первообразной функции ϕ (y) , y ∈ K ∩Zn называется вся-
кое решение разностного уравнения Q (δ) f (y) = ϕ (y) , y ∈ K ∩ Zn, где
Q (δ) =

∏n
j=1

(
δa

j − 1
)
.

Обозначим Λ =
{
y ∈ Zn : y = λ1a

1 + ...+ λna
n, λi ∈ Z, i = 1, ..., n

}
под-

решетка решетки Zn с базисом a1, ..., an. Обозначим Πa — фундаменталь-

ный параллелотоп Πa =

{
t ∈ Rn : 06

K
t<
K
a

}
, где a = a1+...+an. Пусть {v}

— множество точек с целыми координатами, лежащих в параллелотопе Πa,

и 0 ≤ ξj < 1, j = 1, ..., n — координаты этих точек в базисе a1, ..., an:

v = ξ1a
1 + ...+ ξna

n.

Для любой точки y ∈ K обозначим πjy ее проекцию вдоль
вектора aj, т.е. если y = λ1a

1 + ... + λna
n, где λ1 ≥ 0, ..., λn ≥ 0, то

πjy = λ1a
1 + ...+ λj−1a

j−1 + λj+1a
j+1 + ...+ λna

n.
Пусть V — множество всех 2n наборов J = (j1, ..., jk) ⊂ {1, ..., n},

включая и пустое множество. Если обозначить πJ = πj1 ◦ ... ◦ πjk,
то множество вершин параллелотопа ΠK (x) можно записать в виде
vert (x) = {πJx, J ∈ V } . Отметим, что π�x = x.

Нам потребуется следующее преобразование векторов

v = ξ1a
1 + ...+ ξna

n,

заданных в базисе a1, ..., an координатами (ξ1, ..., ξn):

χa (v) =
∑
k

χ (ξk) a
k,
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где

χ (ξ) =

1, ξ = 0;

0, ξ 6= 0.

Для заданной точки x ∈ Λ сумму Sv (x) =
∑

t∈ΠK(x)∩(v+Λ)

ϕ (t) можно

теперь записать в виде

Sv (x) =
∑

v6
K
t6
K
v+x−a+χa(v)

ϕ (t),

при этом суммирование ведется по точкам t ∈ v + Λ.

Теорема 8. Пусть точка x ∈ Λ, и f (t) — дискретная первообразная
функции ϕ (t), тогда справедлив следующий дискретный аналог формулы
Ньютона – Лейбница:

S (x) :=
∑

t∈ΠK(x)∩Zn
ϕ (t) =

∑
v∈Πa∩Zn

∑
J∈V

(−1)#Jf (v + πJ (x+ χa (v))),

где #J означает число элементов множества J.

Отметим некоторые существенные моменты доказательства теоремы 8.
Если K = Rn+, и aj — единичные векторы, то

Π (x) := ΠRn+ (x) = {t ∈ Rn+ : 0 ≤ tj ≤ xj, j = 1, ..., n}

— параллелепипед, а сумма имеет вид

S (x) =

x1∑
t1=0

...

xn∑
tn=0

ϕ (t1, ..., tn) =
∑

06 t6x

ϕ (t). (2.47)

Аналогом уравнения (δ − 1) f (y) = ϕ (y) для определения дискретной
первообразной является уравнение

∏n
j=1 (δj − 1) f (y) = ϕ (y) , y ∈ Zn+. В

предложениях 2, 3, 4 для задачи суммирования 2.47 по параллелепипеду
доказано существование дискретной первообразной и найден дискретный
аналог формулы Ньютона – Лейбница.

В общем случае рационального конуса K замена y = Aλ переводит
параллелепипед Π (τ) = {λ ∈ Rn+ : 0 ≤ λj ≤ τj, j = 1, ..., n} в параллелотоп
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ΠK (x), где x = Aτ . Однако возникают трудности при замене переменных
в разностном уравнении Q (δ) f (y) = ϕ (y). Они связаны с тем, что про-
образом целых точек y рационального конуса K могут оказаться и точки
λ ∈ Π (τ), координаты которых не являются целыми числами.

В то же время эта замена взаимнооднозначно переводит Zn на подре-
шетку Λ =

{
y ∈ Zn : y = λ1a

1 + ...+ λna
n, λi ∈ Z, i = 1, ..., n

}
решетки Zn

с базисом a1, ..., an.

Пусть Πa —фундаментальный параллелотоп Πa =

{
t ∈ Rn : 06

K
t<
K
a

}
,

где a = a1 + ...+an. Пусть {v} — множество точек с целыми координатами,
лежащих в параллелотопе Πa, и 0 ≤ ξj < 1, j = 1, ..., n — координаты этих
точек в базисе a1, ..., an:

v = ξ1a
1 + ...+ ξna

n.

Их число конечно и равно d (Λ) = det
∥∥∥aji∥∥∥ — индексу подрешетки Λ в

решетке Zn (см. [6]). Очевидно, что Zn =
⋃

v∈Πa∩Zn
(v + Λ), поэтому искомую

сумму 2.40 можно представить в виде

S (x) =
∑

v∈Πa∩Zn
Sv (x),

где
Sv (x) =

∑
t∈ΠK(x)∩(v+Λ)

ϕ (t) .

В сумме Sv (x) функция ϕ (t) суммируется по точкам t параллело-
топа ΠK (x), лежащим на сдвиге подрешетки Λ на вектор v ∈ Πa. Отоб-
ражение t = v+Aλ множества Zn на множество (v + Λ)∩Zn взаимноод-
нозначно, что и позволяет осуществить замену переменных в уравнении
Q (δ) f (y) = ϕ (y).

Для случая, когда конус K = Zn+, т.е. aj — единичные векторы, и
суммирование идет по n-мерному параллелепипеду

ΠK (x) = Π (x) = {t ∈ Rn+ : 0 ≤ tj ≤ xj, j = 1, ..., n} ,

утверждение теоремы было доказано в предложениях 2, 3, 4 (параграф
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2.1).
Перейдем к доказательству теоремы 8.
Доказательство. Пусть v — точка с целочисленными координатами,

принадлежащая фундаментальному параллелотопу Πa. Определяемое мат-
рицей A отображение t = v+Aλ является взаимно однозначным отображе-
нием между Zn+ и K ∩ (v + Λ) . Если sj — операторы сдвига, действующие
на функции f (v + Aλ) переменных λ, то они связаны с операторами δj,

действующим на на функции f (t) переменных t, следующим образом:

sjf (v + Aλ) = f
(
v + A

(
λ+ ej

))
= f

(
v + Aλ+ Aej

)
=

= f
(
v + Aλ+ aj

)
= f

(
t+ aj

)
= δa

j

f (t) ,

т.е.
sjf (v + Aλ) = δa

j

f (t) , j = 1, ..., n. (2.48)

Таким образом,в силу формулы 2.48 всякий разностный оператор

Q (δ) =
n∏
j=1

(
δa

j − 1
)

действует на функцию f (t) , t ∈ (v + Λ) ∩ K, так

же, как и оператор Q̃ (s) =
n∏
j=1

(sj − 1) на функцию fv (λ) = f (v + Aλ) ,

λ ∈ Zn+, а вместо уравнения Q (δ) f (t) = ϕ (t) для отыскания обобщенной
дискретной первообразной функции ϕv (λ) = ϕ (v + Aλ) , получаем урав-
нение

Q̃ (s) fv (λ) = ϕv (λ) , λ ∈ Zn+.

После замены переменных t = v + Aλ, λ ∈ Zn+, x = Aτ сумма
Sv (x) =

∑
v6
K
t6
K
v+x−a+χa(v)

ϕ (t), где суммирование ведется по t ∈ v+Λ примет

следующий вид ∑
0≤λ≤τ−e+χe(ξ)

ϕv (λ) := σv (τ − e− χe (ξ)) ,

где e = e1 + ...+ en, ej - единичные вектора.
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В силу предложения 3 справедлива формула

σv (τ − I − χe (ξ)) =
∑
J∈V

(−1)#Jf (ξ + πJ (τ + χe (ξ))),

которая после возвращения к переменным x примет вид

Sv (x) =
∑
J∈V

(−1)#Jf (v + πJ (x+ χa (v)))

и утверждение теоремы доказано. �

Теорема 9. Пусть ϕ (z) ∈ ExpR (Cn), тогда всякое решение f (z) диффе-
ренциального уравнения

Df (z) = TdA (∂)ϕ (z) (2.49)

принадлежит ExpR (Cn) и является дискретной первообразной для функ-
ции ϕ (z) .

Доказательство. Т.к. ϕ (z) ∈ ExpR (Cn) и TdA (∂) ∈ ℵ, то и

TdA (∂)ϕ (z) ∈ ExpR (Cn) .

Поэтому уравнение 2.49 всегда имеет решение, также принадлежащее
ExpR (Cn) .

Покажем, что всякое решение f (z) дифференциального уравнения 2.49
является дискретной первообразной функции ϕ (z), т.е. решением разност-
ного уравнения Q (δ) f (z) = ϕ (z). Действительно, функцию T (ξ) для
ξ ∈ UR можно преобразовать следующим образом

T (ξ) =

n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
n∏
j=1

(
e〈aj ,ξ〉 − 1

) =

n∏
j=1

〈
aj, ξ

〉
n∏
j=1

∞∑
µj=0

〈aj ,ξ〉µj
µj !

=
1

n∏
j=1

∞∑
µj=1

〈aj ,ξ〉µj−1
µj !

.

Поскольку
1

T (ξ)
=

n∏
j=1

∞∑
µj=1

〈
aj, ξ

〉µj−1

µj!
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является целой функцией, то оператор 1/TdA (∂) будет обратным к опера-
тору TdA (∂) .

Действуя оператором 1/TdA (∂) на обе части диффференциального
уравнения 2.49, получим

D
1

TdA (∂)
f (z) = TdA (∂)

1

TdA (∂)
ϕ (z) .

Учитывая, что

D
1

TdA (∂)
= Q

(
e∂
)

и предложение 4, окончательно имеем Q (δ) f (z) = ϕ (z).

Теорема 10. После интегрирования равенства 2.49 по параллелотопу

Πv
K (x) =

{
t ∈ Rn : v6

K
t6
K
v + x+ χa (v)

}
получим формулу

S (x) :=
∑

v∈Πa∩Zn
Sv (x) =

∑
v∈Πa∩Zn

∫
Πv
K

TdA (∂)ϕ (t) dt.

Доказательство. Проинтегрируем 2.49 по параллелотопу Πv
K (x), получим∫

Πv
K(x)

Df (z) =
∫

Πv
K(x)

TdA (∂)ϕ (z) и в интеграле для левой части равенства

сделаем замену переменных t = v + Aλ, где

λ ∈ Π (ξ + τ + χe (ξ)) =
{
λ : 0 ≤ λj ≤ ξj + χej (ξj) + τj, j = 1, ..., n

}
,

x = Aτ. Так как при этой замене Djf (t) = ∂jf (v + Aλ) , j = 1, ..., n, то∫
v6
K
t6
K
v+x+χa(v)

Df (t) dt =

∫
Π(ξ+τ+χe(ξ))

∂f (ξ + Aλ) d (Aλ).

С учетом Предложения 3 и теоремы 8 последний интеграл равен∑
J∈V

(−1)#Jf (v + πJ (x+ χa (v))) = Sv (x) .
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Таким образом,

S (x) :=
∑

v∈Πa∩Zn
Sv (x) =

∑
v∈Πa∩Zn

∫
Πv
K

TdA (∂)ϕ (t) dt.

Пример. В качестве примера применения формулы Эйлера-Маклорена
найдем сумму конечной геометрической прогресси по целым точкам про-
извольного рационального параллелотопа ΠK (x):

S (x) =
∑

t∈ΠK(x)∩Zn
qt,

где qt = qt11 ...q
tn
n .

Обозначим ln q = (ln q1, ..., ln qn) и lnµ q = lnµ1 q1... ln
µn qn Действуя опе-

ратором TdA (∂) на qt и с учетом теоремы 9, получим соотношение

Df (t) =

n∏
j=1

〈
aj, ln q

〉
n∏
j=1

(
qaj − 1

)qt.
Проинтегрируем последнее равенство по параллелотопам Πv

K (x) и про-
суммируем по v ∈ Πa ∩ Zn. С учетом следствия найдем

S (x) =

n∏
j=1

〈
aj, ln q

〉
n∏
j=1

(
qaj − 1

) ∑
v∈Πa∩Zn

∫
Πv
K

qt dt.

Обозначим xj = π1 ◦ ...[j]... ◦ πnx, где [j] означает, что πj пропущено (xj –
проекция x на вектор aj). Вычисляя интеграл в правой части последнего
равенства, получим

S (x) =

∑
v∈Πa∩Zn

qv
∏n

j=1

(
qx

j+χaj (v) − 1
)

n∏
j=1

(
qaj − 1

) . (2.50)
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Формула для суммы бесконечной геометрической прогрессии
∑
t∈K

qt

получается из формулы 2.50, если
∣∣∣qaj∣∣∣ < 1, j = 1, ..., n. Тогда при

xa
j

= τja
j → ∞ имеем qx

j → 0 и
∑
t∈K

qt =
∑

v∈Πa∩Zn
qv

n∏
j=1

(1−qaj)
. Эта форму-

ла получена в [17] (лемма 4.6.7, следствие 4.6.8) другим методом.

2.4 О суммировании по целым точкам рацио-
нального симплекса

В параграфе 2.4 методы теории дифференциальных операторов беско-
нечного порядка использованы для нахождения решений разностных урав-
нений и обобщения формулы Эйлера – Маклорена на случай кратного
суммирования по симплексу, а именно к задаче отыскания суммы вида∑
‖t‖≤x

ϕ (t), где ϕ (t) = ϕ (t1, ..., tn) — заданная функция и ‖t‖ = t1 + ... + tn

, tj - целые неотрицательные числа. Такое суммирование иногда называ-
ют суммированием "по симплексам"или "по треугольникам". Рассмотрим
случай, когда ϕ — функция одного переменного, тогда эту сумму можно
записать в виде

S (x) =
∑
‖t‖≤x

ϕ (x− ‖t‖). (2.51)

Подобные суммы возникают, например, в некоторых задачах перечис-
лительного комбинаторного анализа и называется суммами с линейными
ограничениями на индексы суммирования [4], [8], [9].

В случае, когда ϕ (x) — функция одного переменного, после несложных
преобразований сумму (2.51) можно записать следующим образом

S (x) =
x∑
k=0

Ck
k+n−1ϕ (x− k), (2.52)

где Ck
k+n−1 = (k+n−1)!

k!(n−1)! - число целых неотрицательных решений t = (t1, ..., tn)

уравнения
t1 + ...+ tn = k.

В правой части (2.52) стоит однократная сумма, однако в отли-
чии от классического случая приходится суммировать по k функцию
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Ck
k+n−1ϕ (x− k), зависящую от параметра x. Это аналогично задаче вычис-

ления интеграла зависящего от параметра с переменным верхним пределом
интегрирования. Например, для n = 2 эта сумма выглядит следующим об-
разом

S (x) =
x∑
k=0

(k + 1)ϕ (x− k) =
x∑
t=0

(x− t+ 1)ϕ (t).

В предложении 7 показано, что для определения дискретной первооб-
разной нужно использовать разностное уравнение (δ − 1)n f (x) = ϕ (x).

Аналог оператора Тодда в данном случае определяется формулой 2.54,
и в теореме 11 приводится обобщение формулы Эйлера – Маклорена для
дискретной первообразной, а в теореме 12 доказана формула для суммы
(2.52).

Обозначим через Cd комплексное пространство размерности d, а его
точки через z = (z1, ..., zd) . Пусть Exp

(
Cd
)
пространство целых функ-

ций ϕ (z) экспоненциального типа, т.е целых функций, удовлетворяющих
неравенству

|ϕ (z)| ≤M er|z|,

где M > 0, r ≥ 0 - некоторые числа (для каждой функции свои), и
|z| = |z1|+ ...+ |zd| .

Обозначим D = (D1, ...Dd) , где Dj = ∂
∂zj

и Dα = Dα1
1 ...D

αd
d для мульти-

индекса α = (α1, ..., αd) .

Пусть R > 0 фиксированное число и r < R произвольно. Обозначим че-
рез ExpR

(
Cd
)
пространство целых функций экспоненциального типа ϕ (z)

таких, что для некоторого M > 0 и любого r < R

|Dαϕ (z)| ≤Mr|α|er|z|

для всех мультииндексов α и всех z ∈ Cd.
Пусть A (ξ) аналитическая в полицилиндре

UR =
{
ξ ∈ Cd : |ξj| < R, j = 1, ..., d

}
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функция, и дано ее разложение в степенной ряд A (ξ) =
∞∑
|α|=0

aαξ
α. Сопо-

ставим функции A (ξ) дифференциальный оператор бесконечного порядка
A (D) , формально заменяя аргумент ξ = (ξ1, ..., ξn) символом дифферен-
цирования D = (D1, ...Dd) . Функцию A (ξ) будем называть символом опе-
ратора A (D) .

Действие оператора A (D) на функцию ϕ (z) определяется формулой

A (D)ϕ (z) =
∞∑
|α|=0

aαD
αϕ (z).

Обозначим H (UR) пространство функций голоморфных в UR, и пусть
A (ξ) ∈ H (UR) . Как известно ([3], теорема 5.1), для любой функции
ϕ (z) ∈ ExpR

(
Cd
)
функция A (D)ϕ (z) определена и также принадлежит

пространству ExpR
(
Cd
)
. Более того, отображение

A (D) : ExpR
(
Cd
)
→ ExpR

(
Cd
)

непрерывно, а совокупность дифференциальных операторов бесконечного
порядка {A (D)} образует алгебру. ([3], теорема 5.2). В частности, если
наряду с A (ξ) функция 1/A (ξ) аналитична в UR, то оператор 1/A (D)

обратный к A (D) .

Прежде всего, покажем, что полиномиальный разностный оператор
Q (δ) =

∑
|α|≤m

aαδ
α, где δα = δα1

1 ...δ
αd
d , действует так же, как и некоторый

дифференциальный оператор бесконечного порядка.
Рассмотрим целую функцию Q

(
eξ
)

= Q
(
eξ1, ..., eξd

)
перемен-

ных ξ = (ξ1, ..., ξd) ∈ Cd, тогда дифференциальный оператор бесконечно-
го порядка Q

(
eD
)

= Q
(
eD1, ..., eDd

)
определен на пространстве функций

Exp
(
Cd
)
.

Предложение 6. На пространстве Exp
(
Cd
)

справедливо равенство
Q (δ) = Q

(
eD
)
.

Доказательство. Для любой функции ϕ (z) экспоненциального типа име-
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ем

Q (δ)ϕ (z) =
∑
|α|≤m

aαδ
αϕ (z) =

∑
|α|≤m

aαϕ (z + α) ,

и разлагая ϕ (z + α) по степеням α, получим

Q (δ)ϕ (z) =
∑
|α|≤m

aα

∞∑
|k|=0

ϕ(k) (z)

k!
αk =

∑
|α|≤m

aα

∞∑
|k|=0

(αD)k

k!
ϕ (z).

С другой стороны, Q
(
eξ
)

=
∑
|α|≤m

aα
(
eξ
)α

=
∑
|α|≤m

aαe
αξ =

∑
|α|≤m

aα
∞∑
|k|=0

(αξ)
k

k! .

Поэтому, Q
(
eD
)
ϕ (z) =

∑
|α|≤m

aα
∞∑
|k|=0

(αD)
k

k! ϕ (z).

Таким образом, Q (δ)ϕ (z) = Q
(
eD
)
ϕ (z) для любой ϕ (z) ∈ Exp

(
Cd
)
.

Определим теперь нужные нам дифференциальные операторы беско-
нечного порядка. Пусть z = 1 корень кратности m характеристического
многочлена P (z) разностного уравнения

P (δ) f (x) = ϕ (x) . (2.53)

Кратность m может принимать значения то 0 до p. Построим диффе-
ренциальный оператор бесконечного порядка, связанный с этим многочле-
ном. Обозначим R - расстояние от ξ = 0 до другого ближайшего нуля
функции P

(
eξ
)

= 0. Рассмотрим функцию

A (ξ) =
ξm

P (eξ)
=

∞∑
µ=0

bµ (m)

µ!
ξµ, (2.54)

где m - кратность корня ξ = 0.
Числа bµ (m) назовем обобщенными числами Бернулли.
Функция 2.54 голоморфна в круге UR =

{
ξ ∈ C1 : |ξ| < R

}
, поэтому

дифференциальный оператор A (D) определен на пространстве ExpR (C) .

Обозначим алгебру операторов, определенных на ExpR (C) , через ℵ.
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Очевидно, что в алгебре ℵ справедливо следующее равенство

P
(
eD
)
A (D) = Dm. (2.55)

Действительно, операторы P
(
eD
)
и A (D) принадлежат алгебре ℵ, и

так как для их символов P
(
eξ
)
и A (ξ) в круге UR справедливо равенство

P
(
eξ
)
A (ξ) = ξm, то для любой ϕ (z) ∈ ExpR (C) справедливо равенство

P
(
eD
)
A (D)ϕ (z) = Dmϕ (z) .

Теорема 11. Пусть ϕ (z) ∈ ExpR (C) , и z = 1 — корень кратности
m характеристического многочлена. Функция f (z) ∈ ExpR (C) является
решением разностного уравнения (2.53) тогда и только тогда, когда f (z)

является решением дифференциального уравнения

Dmf (z) = A (D)ϕ (z) , (2.56)

где A (D) =
∞∑
µ=0

bµ(m)
µ! Dµ, а bµ (m) — обобщенные числа Бернулли.

Доказательство. Необходимость. Пусть функция ϕ (z) ∈ ExpR (C) и
f (z) ∈ ExpR (C) — решение уравнения (2.53). По предложению 6 имеем
P (δ) = P

(
eD
)
. Тогда из (2.53) получим P

(
eD
)
f (z) = ϕ (z) . Далее по-

сле умножения на A (D) имеем P
(
eD
)
A (D) f (z) = A (D)ϕ (z) . Учитывая

равенство (2.55) Dmf (z) = A (D)ϕ (z) , т.е f удовлетворяет соотношению
(2.56).

Достаточность. Сначала докажем, что, если функция u (z) ∈ ExpR (C),
то любая его первообразная также принадлежит ExpR (C) . Дей-
ствительно, если предположить, что u (z) ∈ ExpR (C) , а ее пер-
вообразная ũ (z) /∈ ExpR (C) , то для любых M > 0 и r < R суще-
ствуют α0 и точка z0 ∈ C, такие, что |Dα0ũ (z0)| > Mr|α0|er|z0|, тогда∣∣Dα0−1u (z0)

∣∣ > Mr|α0|er|z0|, и
∣∣Dα0−1u (z0)

∣∣ > Mr r|α0−1|er|z0|. Это означает,
что u (z) не принадлежит ExpR (C) .

Теперь докажем, что, если f (z) — решение дифференциального урав-
нения (2.56), то f (z) — решение разностного уравнения (2.53). Так как
Dmf (z) = A (D)ϕ (z) и согласно равенству (2.55) Dm = P

(
eD
)
A (D) ,

то P
(
eD
)
A (D) f (z) = A (D)ϕ (z) . Применим к обеим частям последне-

го равенства оператор A−1 (D) , получим P
(
eD
)
f (z) = ϕ (z) , а с учетом
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предложения 1

P (δ) f (z) = ϕ (z) .

Таким образом, если ϕ (z) ∈ ExpR (C) , то решение f (z) разностного
уравнения (2.53) также лежит в этом классе.

Последовательно интегрируя (2.56), получим в качестве следствия из
теоремы 1 формулу для решения разностного уравнения (2.53):

Следствие из теоремы 11. В условиях теоремы 11 функция
f (z) ∈ ExpR (C) является решением (2.53) тогда и только тогда, ко-
гда

f (z) =
m−1∑
µ=0

bµ (m)

µ!
Pm−µϕ (z) +

∞∑
µ=0

bµ+m (m)

(µ+m)!
Dµϕ (z),

где Pn−µϕ (z) — первообразная порядка n − µ функции ϕ (z) , а bµ (m) —
обобщенные числа Бернулли.

Пример. В качестве примера применения теоремы 11 решим уравне-
ние (2.53) в случае, когда ϕ (z) = qz, q > 0. Так как qz = ez ln q, то
ϕ (z) ∈ ExpR (C) при q < eR. Пусть m - кратность корня z = 1 характери-

стического многочлена P (z) , тогда по теореме 11 Dmf (z) =
∞∑
µ=0

bµ(m)
µ! Dµqz.

Преобразуем это равенство следующим образом

Dmf (z) =
∞∑
µ=0

bµ (m)

µ!
(ln q)µqz = qz

∞∑
µ=0

bµ (m)

µ!
(ln q)µ =

qz(ln q)m

P (eln q)
=
qz lnm q

P (q)
,

и, нтегрируя его, для m ≥ 1 получим формулу для решения уравнения
P (δ) f (z) = qz

f (z) =
qz

P (q)
+ C1z

m−1 + ...+ Cm−1z + Cm, (∗∗)

где Cj- произвольные константы.
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Теорема 12. Если ϕ (z) ∈ Exp2π (C) , то для суммы (2.52) справедлива
формула

S (x) =
n−1∑
µ=0

bµ (n)

µ!
Pn−µϕ (x+ n) +

∞∑
µ=0

bµ+n (n)

(µ+ n)!
Dµϕ (x+ n), (2.57)

где bµ (n) =
∑
‖k‖=µ

‖k‖!
k! b

∗
k, k = (k1, ..., kn) , k! = k1!...kn!, b∗k = bk1 · ... · bkn, а

bkj — классические числа Бернулли, и Pn−µ — первообразная порядка n−µ.

Для доказательства нам потребуется следующее предложение.

Предложение 7. Функция S (x), определяемая формулой (2.52) удовле-
творяет разностному уравнению

(δ − 1)nS (x) = ϕ (x+ n) . (2.58)

Доказательство. Непосредственно проверяется, что для t = 1, 2, ..., n− 1

справедлива формула

(δ − 1)tS (x) =
x+t∑
k=0

Ck
n+k−t−1ϕ (x+ t− k). Возьмем t = n− 1, тогда

(δ − 1)n−1S (x) =
x+n−1∑
k=0

Ck
kϕ (x+ n− 1− k) = ϕ (0)+ϕ (1)+...+ϕ (x+ n− 1) .

(2.59)
Применяя к (2.59) оператор δ, получим

δ (δ − 1)n−1S (x) =
x+n∑
k=0

Ck
kϕ (x+ n− k) = (2.60)

= ϕ (0) + ϕ (1) + ...+ ϕ (x+ n− 1) + ϕ (x+ n) . (2.61)

Если из равенства (2.59) вычесть равенство (2.60), то получим

(δ − 1)nS (x) = δ (δ − 1)n−1S (x)− (δ − 1)n−1S (x) = ϕ (x+ n)

Доказательство теоремы 12. Согласно предложению 7, сумма (2.52)
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удовлетворяет разностному уравнению (2.58), характеристический много-
член которого равен P (z) = (z − 1)n . Для функции P

(
eξ
)

=
(
eξ − 1

)n точ-
ка ξ = 0 - корень кратности n , а расстояние от этого корня до другого бли-
жайшего равно R = 2π. Не трудно проверить, что функция A (ξ) = ξn

(eξ−1)
n

является аналитической в точке ξ = 0, а ряд A (ξ) =
∞∑
µ=0

bµ(n)
µ! ξ

µ сходится в

круге U2π = {ξ ∈ C : |ξ| < 2π} .
Соответствующий функции A (ξ) дифференциальный оператор беско-

нечного порядка определен на функциях из пространства Exp2π (C) , по-
этому из теоремы 11 получим, что для ϕ (z) ∈ Exp2π (C) всякое решение
S (z) уравнения (2.52) из Exp2π (C) удовлетворяет уравнению

DnS (z) =
∞∑
µ=0

bµ (n)

µ!
Dµϕ (z + n).

Если обозначим P1u (z) =
z∫
z0

u (τ) dτ — первообразную функции u (z) ,

то получим на вещественной оси следующую формулу для искомой суммы

S (x) = Pn

∞∑
µ=0

bµ (n)

µ!
Dµϕ (x+ n) =

=
n−1∑
µ=0

bµ (n)

µ!
Pn−µϕ (x+ n) +

∞∑
µ=0

bµ+n (n)

(µ+ n)!
Dµϕ (x+ n), (2.62)

где Pn−µϕ (x+ n) — первообразная порядка n− µ функции ϕ (x+ n) .

Обобщенные числа Бернулли bµ (n) можно выразить через классические
bµ. Как известно, числа Бернулли – это разложение в степенной ряд функ-

ции ξ
eξ−1

=
∞∑
µ=0

bµ
µ!ξ

µ. После возведения равенства в n-ую степень, получим

bµ (n) =
∑
‖k‖=µ

‖k‖!
k! b

∗
k, где k = (k1, ..., kn) , k! = k1!...kn!, b

∗
k = bk1 · ... · bkn. От-

метим, что для n = 1 формула (2.62) - это формула Эйлера – Маклорена.
�

Пример. Для суммы геометрической прогрессии S (x) =
x∑
k=0

qk по пред-

ложению 7 эта задача сводится к решению уравнения (δ − 1)S (x) = qx+1,
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S (0) = 1. В данном случае P (z) = z− 1 и R = 2π, а q < e2π. Воспользуем-
ся формулой (∗∗) , получим S (x) = qx+1

q−1 +C. Используя условие S (0) = 1,

найдем константу C и получим известную формулу S (x) = qx+1−1
q−1 .

Пример. Менее тривиальным является задача отыскания суммы (2.52)

для ϕ (x) = qx при n = 2, S (x) =
x∑
k=0

(k + 1) qx−k. По предложению 7

необходимо решить уравнение (δ − 1)2S (x) = qx+2, удовлетворяющее на-
чальным данным S (0) = 1, S (1) = q + 2.

В данном случае P (z) = (z − 1)2 и R = 2π, а q < e2π. Воспользуемся
формулой (∗∗), получим S (x) = qx+2

(q−1)
2 + C1z + C2. Константы найдем,

используя начальные данные, тогда

S (x) =
qx+2

(q − 1)2 −
1

q − 1
x+

1− 2q

(q − 1)2 .
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Заключение

Основные результаты диссертационной работы следющие:
1.Определены многомерные аналоги чисел Бернулли и многочленов

Бернулли, найдено представление многочленов Бернулли через оператор
Тодда, приведены многомерные варианты основного свойства многочленов
Бернулли и формул умножения, сложения, дополнения и дифференцирова-
ния. Получен многомерный аналог формулы Бернулли для суммы мономов
по целым точкам рационального параллелотопа.

2. Введено понятие дискретной первообразной для функций нескольких
переменных и получен дискретный аналог формулы Ньютона – Лейбница
для решения задачи неопределенного суммирования функций нескольких
аргументов.

3. Найдена формула Эйлера – Маклорена для нахождения дискретной
первообразной и формула для суммы значений функции в целых точкам
рационального параллелотопа с переменной вершиной, а также аналогич-
ные формулы в задаче суммирования функции по целым точкам симплек-
са.
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