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Ââåäåíèå

Ñòðóêòóðà áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû â çíà÷èòåëüíîé ñòåïå-

íè çàâèñèò îò íàëè÷èÿ â íåé ìíîæåñòâ êîíå÷íûõ ãðóïï ñ çàäàííîé ñòðóê-

òóðîé è ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè âëîæåíèÿ ýòèõ ãðóïï â èñõîäíóþ ãðóïïó.

Îäíèì èç ïîíÿòèé, ïîçâîëÿþùèõ ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü óïîìÿíóòûå

âûøå ñîîáðàæåíèÿ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñòðóêòóðû èññëåäóåìîé ãðóïïû, ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîíÿòèå íàñûùåííîñòè. Ïî îïðåäåëåíèþ, ãðóïïà G íàñûùåíà ãðóï-

ïàìè èç ìíîæåñòâà ãðóïï X, åñëè ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà K èç G ñîäåð-

æèòñÿ â ïîäãðóïïå ãðóïïû G, èçîìîðôíîé íåêîòîðîé ãðóïïå èç X [23,27].

Íàïðèìåð, ïðîñòûå ãðóïïû ëèåâà òèïà íàä ëîêàëüíî êîíå÷íûìè ïî-

ëÿìè ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû êàê ëîêàëüíî êîíå÷íûå ãðóïïû, íà-

ñûùåííûå ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òèïà

îãðàíè÷åííîãî ëèåâà ðàíãà [2].

Èç ðåçóëüòàòîâ È.Ã. Ëûñåíêà [13] è Ñ.Â. Èâàíîâà [37] ñëåäóåò, ÷òî

áåðíñàéäîâû ãðóïïû B(m, n) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷åòíûõ n íå ëî-

êàëüíî êîíå÷íû è íàñûùåíû ïðÿìûìè ïðîèçâåäåíèÿìè êîíå÷íûõ ãðóïï

äèýäðà. Äàëåå, À.Ê. Øëåïêèí è À.Ã. Ðóáàøêèí [24] ïîêàçàëè, ÷òî ïåðèî-

äè÷åñêàÿ ãðóïïà Øóíêîâà, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè äèýäðà, ëîêàëüíî êîíå÷-

íà, è ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà îãðàíè÷åííîãî ïåðèîäà, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè

äèýäðà, êîíå÷íà. Áîëåå òîãî, Á. Àìáåðã è Ë. Êàçàðèí [31] äîêàçàëè, ÷òî ïå-

ðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè äèýäðà, ëîêàëüíî êîíå÷íà. Â

ðàáîòàõ [4,5] äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîñòü ãðóïï, íàñûùåííûõ ãðóïïàìè
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èç ìíîæåñòâ M = {L2(2
m) × In|m, n ∈ N, m ≥ 2}, ãäå In � ýëåìåíòàðíàÿ

àáåëåâà 2-ãðóïïà ïîðÿäêà 2n, è R = {L2(2
m) × V }, ãäå V � öèêëè÷åñêàÿ

ãðóïïà áåç èíâîëþöèé. Â ðàáîòàõ [17, 18] äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîñòü

ãðóïï, íàñûùåííûõ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâ R = {L2(5) × In|n = 1, 2, ...},

ãäå In = Z2 × Z2 × · · · × Z2︸ ︷︷ ︸
n ðàç

, R = {L2(2
n) × 〈tm〉|n = 1, 2, ...,m = 1, 2, ...},

ãäå (|L2(2
n)|, |tm|) = 1, è R = {L2(5)×〈v〉}, ãäå |v| = 2k, k = 1, 2, ... . Òàêèì

îáðàçîì, àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ïîñòàâëåííàÿ â [11, ïðîáëåìà 3] çàäà÷à èçó-

÷åíèÿ ãðóïï, íàñûùåííûõ ïðÿìûìè ïðîèçâåäåíèÿìè ðàçëè÷íûõ

êîíå÷íûõ ãðóïï.

Ïðèìåðû ïåðèîäè÷åñêèõ íå ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ãðóïï, íàñûùåííûõ

êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì êîíå÷íûõ ãðóïï (äàæå îäíîé ãðóïïîé ïðîñòîãî ïî-

ðÿäêà p), õîðîøî èçâåñòíû � ýòî B(m, p) ïðè m ≥ 2 è p ≥ 665 [1]. Îä-

íàêî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà X ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà êîíå÷íûõ ïðî-

ñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï, àíàëîãè÷íûå ïðèìåðû íå ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ãðóïï

íåèçâåñòíû.

Â Êîóðîâñêîé òåòðàäè [15] À.Ê. Øëåïêèíûì ïîñòàâëåí âîïðîñ 18.113:

Ïóñòü M � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï. Âåð-

íî ëè, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç M,

èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïï ìíîæåñòâà M? Îñîáåííî èíòåðåñåí

ñëó÷àé, êîãäà M îäíîýëåìåíòíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ

ãðóïï, â êîòîðûõ öåíòðàëèçàòîð ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû ñîäåðæèò íåòðè-

âèàëüíûé ýëåìåíò íå÷åòíîãî ïîðÿäêà. Êàê ïîêàçàëè À.Ñ. Êîíäðàòüåâ è

Â.Ä. Ìàçóðîâ [10], ìíîæåñòâî F ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç ãðóïï G ñëåäóþùèõ

äâóõ òèïîâ:
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1. G ' Lδ
k(q), ãäå δ = ±, q íå÷åòíî, k = 2t1 + ... + 2ts, 0 ≤ t1 < ... < ts,

s ≥ 2, è C = C1× ...×Cs−1, ãäå Ci � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà (q− δ1)2′

ïðè 1 ≤ i ≤ s− 2 è ïîðÿäêà (q − δ1)2′/(q − δ1, k)2′ ïðè i = s− 1.

2. G ' Eδ
6(q), ãäå q íå÷åòíî, è C � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà

(q − δ1)2′/(3, q − δ1).

Çäåñü L+
k (q) è L−

k (q) îçíà÷àåò, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîñòûå ãðóïïû Lk(q)

è Uk(q), à E+
6 (q) è E−

6 (q) � ãðóïïû E6(q) è
2E6(q).

Â [26] äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G

íàñûùåíà ãðóïïàìè èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëå-

âûõ ãðóïï R, èìåþùåãî ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ F. Òîãäà G êîíå÷íà è èçî-

ìîðôíà íåêîòîðîé ãðóïïå ìíîæåñòâà R. Ýòî óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

N, ñîñòîÿùèì èç êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï, òî â áîëüøèíñòâå

ñëó÷àåâ G êîíå÷íà è èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïï íàñûùàþùåãî ìíîæåñòâà

N.

Â [16, 21, 38] ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ñòðîåíèÿ

ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïû ãðóïïû G, íàñûùåííîé {GL2(p
n)|n = 1, 2, ...},

ãäå p � ôèêñèðîâàííîå ïðîñòîå ÷èñëî, à òàêæå äîêàçàíî, ÷òî

ëîêàëüíî-êîíå÷íàÿ ãðóïïà, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà

{GL2(p
n)|n = 1, 2, ...}, ëîêàëüíî êîíå÷íà è èçîìîðôíà GL2(P ) äëÿ

ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ P õàðàêòåðèñòèêè p.

Òàêèì îáðàçîì, àêòóàëüíûì ñòàíîâèòñÿ îáîáùåíèå óêàçàííûõ ðå-

çóëüòàòîâ íà ñëó÷àé, êîãäà ãðóïïà íàñûùåíà ìíîæåñòâîì ãðóïï, ñîñòîÿ-

ùèì èç ðàçëè÷íîãî ðîäà ðàñøèðåíèé ãðóïï L2(p
n) è SL2(p

n), â ÷àñòíîñòè,

ìíîæåñòâîì {GL2(p
n)|n = 1, 2, ...}.

Êàê èçâåñòíî, ñòðóêòóðà öåíòðàëèçàòîðà èíâîëþöèè ïðè èçó÷åíèè

êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï èìååò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ñòðîå-

íèÿ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ñêëàäû-
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âàåòñÿ è ïðè èçó÷åíèè áåñêîíå÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï, íàñûùåííûõ êî-

íå÷íûìè ïðîñòûìè íåàáåëåâûìè ãðóïïàìè. Èçâåñòíî, ÷òî öåíòðàëèçàòîð

èíâîëþöèè â L3(q) èçîìîðôåí GL2(q). Ïîýòîìó äëÿ èçó÷åíèÿ ãðóïï, íàñû-

ùåííûõ L3(q), íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü ñòðóêòóðó öåíòðàëèçàòîðà èíâîëþ-

öèè, êîòîðûé, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, íàñûùåí GL2(q). Îòñþäà âûòåêàåò

àêòóàëüíîñòü åùå îäíîãî âîïðîñà, ïîñòàâëåííîãî â [11, ïðîáëåìà 6]: êàê

óñòðîåíà ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè GLn(q)?

Â [20] äîêàçàíî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, íàñûùåííàÿ ìíîæåñòâîì,

ñîñòîÿùèì èç ãðóïï L2(p
n) (ñîîòâåòñòâåííî SL2(p

n)), ãäå p è n íå ôèê-

ñèðóþòñÿ, èçîìîðôíà L2(Q) (ñîîòâåòñòâåííî SL2(Q)), ãäå Q � ëîêàëüíî

êîíå÷íîå ïîëå.

Öåëåñîîáðàçíî áûëî áû ïîïûòàòüñÿ ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå ðåçóëü-

òàòû äëÿ åñòåñòâåííûõ ðàñøèðåíèé óêàçàííûõ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè, äëÿ

GL2(p
n), òî åñòü ïîäòâåðäèòü ñëåäóþùåå åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå.

Ãèïîòåçà. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç

ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèì èç ãðóïï GL2(p
n), ãäå p, n íå ôèêñèðóþòñÿ. Òîãäà

G ' GL2(Q) äëÿ íåêîòîðîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà ãèïîòåçà â êëàññå ïåðèî-

äè÷åñêèõ ãðóïï íåâåðíà. Ðàññìîòðèì ãðóïïó G = L2(2
n)×B(m, p), ãäå

m > 2, a p � ïðîñòîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî áîëüøåå 665. Òàê êàê n �

ôèêñèðîâàííîå GL2(2
n) = L2(2

n) × Z(GL2(2
n)), òî íàñûùàþùåå ìíîæå-

ñòâî M = {GL2(2
n)} ãðóïïû G ñîñòîèò èç îäíîé ãðóïïû. Èç ðåçóëüòàòà

Íîâèêîâà-Àäÿíà [27] âûòåêàåò, ÷òî B(m, p) äëÿ óêàçàííûõ m, p íå ÿâëÿ-

åòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò çàäà÷à âûäåëåíèÿ â êëàññå ïåðèîäè÷åñêèõ

ãðóïï ïîäêëàññîâ ãðóïï, â êîòîðûõ äàííàÿ ãèïîòåçà èìååò ìåñòî. Îäíèì èç

òàêèõ êëàññîâ, â êîòîðîì ýòà ãèïîòåçà ìîæåò îêàçàòüñÿ âåðíîé, ÿâëÿåòñÿ

êëàññ ãðóïï Øóíêîâà.
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Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà äàëüíåéøåìó èññëåäîâàíèþ

ãðóïï, íàñûùåííûõ ðàçëè÷íûìè êîíå÷íûìè ãðóïïàìè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

1. Ïóñòü H � êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ãðóïï, â êàæäîé

èç êîòîðûõ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ñîäåðæèò ñâîé öåíòðàëèçàòîð.

Äîêàçàíî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç H,

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó H (òåîðåìà 1).

2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ

ãðóïï, B � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï, ó êîòîðûõ â

öåíòðàëèçàòîðå ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû åñòü ýëåìåíòû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà

l, è ïîëîæèì D = A\B. Ïóñòü {L1, L2, ..., Ln} � ôèêñèðîâàííûé êîíå÷íûé

íàáîð ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà D, è ïóñòü ãðóïïà L = L1 × ...× Li × ...× Ln �

ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï Li (i = 1, n).

Äîêàçàíî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïîé L, èçî-

ìîðôíà L (òåîðåìà 2).

3. Ïóñòü L3 = {L3(q), U3(q)|q íå÷åòíî}, S � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷-

íûõ ïðîñòûõ ãðóïï S, îáëàäàþùèõ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî íå÷åòíûå ïîðÿä-

êè ýëåìåíòîâ öåíòðàëèçàòîðà ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû èç S íå ïðåâîñõî-

äÿò ÷èñëî 3, E � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ 2-ãðóïï è

M = {L× E|L ∈ S ∪ L3, E ∈ E}.

Äîêàçàíî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç êî-

íå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà M, ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M (òåîðåìà 3).

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ãëàâ. Â ïåðâîé ãëàâå ñîáðàíû âñïî-

ìîãàòåëüíûå ôàêòû, èñïîëüçóåìûå â äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ ðåçóëüòà-

òîâ. Íåêîòîðûå èç íèõ áûëè ïîëó÷åíû â ïðîöåññå ðàáîòû è ïðèâåäåíû ñ

äîêàçàòåëüñòâàìè.

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ãðóïïû, íàñûùåííûå ïðÿ-

ìûìè ïðîèçâåäåíèÿìè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï.
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Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü H � êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ãðóïï,

â êàæäîé èç êîòîðûõ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ñîäåðæèò ñâîé öåíòðàëèçàòîð.

Åñëè G � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç H, òî G ∈ H.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ

ãðóïï, B � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï, ó êîòîðûõ â

öåíòðàëèçàòîðå ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû åñòü ýëåìåíòû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà

l, è ïîëîæèì D = A\B. Ïóñòü {L1, L2, ..., Ln} � ôèêñèðîâàííûé êîíå÷íûé

íàáîð ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà D, è ïóñòü ãðóïïà L = L1 × ...× Li × ...× Ln �

ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï Li (i = 1, n).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G íàñûùåíà ãðóïïîé L.

Òîãäà G ' L.

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ãðóïïû, íàñûùåííûå êîíå÷-

íûì ìíîæåñòâîì ãðóïï, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíè-

åì äâóõ ãðóïï, îäíà èç íèõ � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà, à äðóãàÿ

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó êîíå÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ 2-ãðóïï.

Ïóñòü L3 = {L3(q), U3(q)|q íå÷åòíî}, S � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷-

íûõ ïðîñòûõ ãðóïï S, îáëàäàþùèõ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî íå÷åòíûå ïîðÿä-

êè ýëåìåíòîâ öåíòðàëèçàòîðà ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû èç S íå ïðåâîñõî-

äÿò ÷èñëî 3, E � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ 2-ãðóïï è

M = {L× E|L ∈ S ∪ L3, E ∈ E}.

Ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 3. Åñëè G � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, íàñûùåííàÿ êîíå÷íûì

ìíîæåñòâîì ãðóïï èç M, òî G ∈ M.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû Øóíêîâà, íàñû-

ùåííûå ïîëíûìè ëèíåéíûìè ãðóïïàìè ðàçìåðíîñòè äâà íàä êîíå÷íûìè

ïîëÿìè. Óñòàíîâëåíà ñòðóêòóðà 2-ãðóïï, íàñûùåííûõ ôèêñèðîâàííûì íà-

áîðîì êîíå÷íûõ 2-ãðóïï.

8



Íàïîìíèì, ÷òî ïîä ãðóïïîé Øóíêîâà (ñîïðÿæåííî áèïðèìèòèâíî

êîíå÷íîé ãðóïïîé [28]) ïîíèìàåòñÿ ãðóïïà, â êîòîðîé ëþáàÿ ïàðà ñîïðÿ-

æåííûõ ýëåìåíòîâ ïðîñòîãî ïîðÿäêà ïîðîæäàåò êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó è ýòî

ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ôàêòîð-ãðóïïå ïî êîíå÷íîé ïîäãðóï-

ïå.

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

Ïóñòü p � ôèêñèðîâàííîå ïðîñòîå ÷èñëî, =p = {GL2(p
n)|n ∈ N}.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü G � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà Øóíêîâà, íàñûùåííàÿ

ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà =p, è K � ïîäãðóïïà èç G, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå èç

=p. Òîãäà Z(K) ⊂ Z(G) è Z(G) � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Ïóñòü p � ôèêñèðîâàííîå ïðîñòîå ÷èñëî, Ip = {PGL2(p
n)|n ∈ N}.

Òåîðåìà 5. Ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïûØóíêîâà, íàñûùåííûå ãðóïïàìè

èç ìíîæåñòâà Ip, èçîìîðôíû PGL2(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷-

íîãî ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè p.

Òåîðåìà 6. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà Øóíêîâà, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè

èç ìíîæåñòâà {GL2(p
n)|n ∈ N}, èçîìîðôíà GL2(Q), ãäå Q � ëîêàëüíî

êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p.

Òåîðåìû 1, 2 ïîëó÷åíû â íåðàçäåëüíîì ñîàâòîðñòâå ñ À.À. Øëåïêè-

íûì è îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [39,41]. Òåîðåìà 3 ïîëó÷åíà àâòîðîì ëè÷íî

è îïóáëèêîâàíà â ðàáîòàõ [40, 46]. Òåîðåìû 4, 5 ïîëó÷åíû â íåðàçäåëüíîì

ñîàâòîðñòâå ñ À.À. Øëåïêèíûì. Òåîðåìà 4 îïóáëèêîâàíà â ðàáîòå [45]. Òåî-

ðåìà 5 îïóáëèêîâàíà â ðàáîòå [47]. Òåîðåìà 6 ïîëó÷åíà àâòîðîì ëè÷íî.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ

Ä.Â. Ëûòêèíîé çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîìîùü â ðàáîòå è ïîñòîÿííîå âíè-

ìàíèå. Îòäåëüíàÿ áëàãîäàðíîñòü À.Ê. Øë¼ïêèíó çà öåííûå ñîâåòû è ïî-

ëåçíûå çàìå÷àíèÿ ïðè îáñóæäåíèè ðàáîòû, çà äîáðîæåëàòåëüíîñòü è âíè-

ìàòåëüíîå îòíîøåíèå.
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Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà XLIX Ìåæ-

äóíàðîäíîé íàó÷íîé ñòóäåí÷åñêîé êîíôåðåíöèè �Ñòóäåíò è íàó÷íî-

òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ� (Íîâîñèáèðñê, 2011 ã.), íà 43-é Âñåðîññèéñêîé ìî-

ëîäåæíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè (Åêàòåðèíáóðã, 2012 ã.), íà Ìåæäóíàðîäíîé

êîíôåðåíöèè �Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ� (Íîâîñèáèðñê, 2013 ã.), íà Ìåæäóíà-

ðîäíîé êîíôåðåíöèè �Àëãåáðà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà: òåîðèÿ è ïðèëî-

æåíèÿ� (Êàçàíü, 2014 ã.). Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îáñóæäàëèñü íà Êðàñ-

íîÿðñêîì ãîðîäñêîì àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå (ÑÔÓ) è íà ñåìèíàðå �Ìà-

òåìàòè÷åñêèå ñèñòåìû� (ÊðàñÃÀÓ).
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Ãëàâà 1

Îïðåäåëåíèÿ, èçâåñòíûå ôàêòû è

âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Â äàííîé ãëàâå ñîáðàíû èçâåñòíûå ñâåäåíèÿ, îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòà-

òû, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì. Íåêîòîðûå ïðåäëîæåíèÿ ãëàâû äëÿ ïîë-

íîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåäåíû ñ äîêàçàòåëüñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ãðóïïà G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà X,

åñëè ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà K èç G ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðóïïå ãðóïïû

G, èçîìîðôíîé íåêîòîðîé ãðóïïå èç X [27].

Îïðåäåëåíèå 2. X(K) � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû G,

ñîäåðæàùèõ ïîäãðóïïó K ⊆ G è èçîìîðôíûõ ãðóïïàì èç ìíîæåñòâà

X [11].

Îïðåäåëåíèå 3. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Øóíêîâà, åñëè äëÿ

ëþáîé êîíå÷íîé ïîäãðóïïû H èç G â ôàêòîð-ãðóïïå NG(H)/H ëþáûå äâà

ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòà ïðîñòîãî ïîðÿäêà ïîðîæäàþò êîíå÷íóþ ãðóïïó

[28].

Ïðåäëîæåíèå 1 (Â.Ï. Øóíêîâ). Â áåñêîíå÷íîé 2-ãðóïïå G � ëþ-

áàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà, îòëè÷íàÿ îò ñâîåãî íîðìàëèçàòîðà. Â ÷àñòíî-

ñòè, G ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ëîêàëüíî êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà áåñêîíå÷íîé 2-

ãðóïïû G. Èíäóêöèåé ïî | K | ïîêàæåì, ÷òî NG(K) 6= K. Ýòî î÷åâèäíî,

åñëè | K |= 1. Ïóñòü | K |> 1 è t � èíâîëþöèÿ èç öåíòðà K. Åñëè CG(t) �

êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 3 G ëîêàëüíî êîíå÷íà è óòâåð-

æäåíèå âûòåêàåò èç ñïðàâåäëèâîñòè íîðìàëèçàòîðíîãî óñëîâèÿ â êîíå÷-

íûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïïàõ. Åñëè æå CG(t) � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî, íå

íàðóøàÿ îáùíîñòü, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî CG(t) = G, ò. å. 〈t〉 E G. Ïî ïðåä-

ïîëîæåíèþ èíäóêöèè NG(K) 6= K, ãäå G = G/〈t〉, K = K/〈t〉, ïîýòîìó

NG(K) 6= K. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ðàñøèðåíèå ëîêàëüíî êîíå÷íîé ãðóïïû ïðè ïî-

ìîùè ëîêàëüíî êîíå÷íîé ãðóïïû åñòü ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà [8,9,12].

Ïðåäëîæåíèå 3 (Â.Ï. Øóíêîâ). Ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, ñîäåð-

æàùàÿ èíâîëþöèþ ñ êîíå÷íûì öåíòðàëèçàòîðîì, ëîêàëüíî êîíå÷íà [29].

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè â ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïå T íåêîòîðàÿ ñèëîâ-

ñêàÿ 2-ïîäãðóïïà êîíå÷íà, òî âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû èç T êîíå÷íû è

ñîïðÿæåíû [14].

Àâòîìîðôèçì a ïîðÿäêà n ãðóïïû X íàçûâàåòñÿ ðàñùåïëÿþùèì,

åñëè xxa...xan−1

= 1, äëÿ ëþáîãî x ∈ X.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü a � ðàñùåïëÿþùèé àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà

3 ãðóïïû X. Òîãäà ãðóïïà X íèëüïîòåíòíà [6].

Ïðåäëîæåíèå 6. Ãðóïïà ïåðèîäà n ≤ 4 íèëüïîòåíòíà [19, 36.

S�atze III, 6.5, 6.6].

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü T � êîíå÷íàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ïå-

ðèîäè÷åñêîé ãðóïïû G è X, Y � T � èíâàðèàíòíûå ïîäìíîæåñòâà èç T ,

ñîïðÿæåííûå â G. Òîãäà X è Y ñîïðÿæåíû â NG(T ). Â ÷àñòíîñòè, åñëè
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x, y � ýëåìåíòû èç Z(T ), ñîïðÿæåííûå â G, òî x, y ñîïðÿæåíû â NG(T ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ïðåäëîæåíèÿ X �T è Xg �T . Ñëåäî-

âàòåëüíî, X �T g−1

è X � 〈T, T g−1〉 ≤ NG(X). Ïî ïðåäëîæåíèþ 4 T = T g−1h

äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ NG(X). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî g−1h = t ∈ NG(T ).

Ïîñ÷èòàåì: X t−1

= Xh−1g = Xg. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

À.Ñ. Êîíäðàòüåâ îáðàòèë âíèìàíèå àâòîðà íà ñëåäóþùèé ôàêò, âû-

òåêàþùèé èç êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü T � íåàáåëåâà ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà êî-

íå÷íîé ïðîñòîé ãðóïïû. Òîãäà ëèáî Z(T ) � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ëèáî

Z(T ) ≤ [T, T ] [7].

Ïðåäëîæåíèå 9. Ïóñòü G = (A×B)h〈w〉 � êîíå÷íàÿ ñïëåòåííàÿ

2-ãðóïïà, ò. å. A = 〈a〉, B = 〈b〉, aw = b, a2k

= b2k

= w2 = 1. Òîãäà:

1. Öåíòð G � Z(G) = 〈ab〉 = 〈z〉, ãäå z = ab.

2. G = (Z×A)h 〈w〉 = (Z×B)h 〈w〉, zw = z, aw = b = aba−1 = za−1.

3. G = (Z ×B), zw = z, bw = a = abb−1 = zb−1.

4. Ïóñòü x ∈ (A×B)\Z è |x| = 2m. Òîãäà |xw| = 2m+1, (xw)2 ∈ Z, â

÷àñòíîñòè, åñëè x = a, òî (aw)2 = ab = z è åñëè x = b, òî (bw)2 = ab = z.

5. (aw)(bw) = azb−1 = ab−1z.

6. (ab−1)w = awbw−1

= ba−1 è R = 〈ab−1〉h 〈w〉 � ãðóïïà äèýäðà.

7. Ïóñòü d = a2m−lbl, òîãäà dw = b2m−lal, (l, |2k|) = 1,

ddw = a2m−lblb2m−lal = a2m

b2m

= z2m

, dw = d−1a2m

b2m

= d−1z2m

, |d| = 2k.

8. Åñëè m = k, òî 〈d〉 = 〈ab−1〉 è 〈d〉 h 〈w〉 = 〈ab−1〉 h 〈w〉 = R �

ãðóïïà äèýäðà.

9. Åñëè m = k − 1, òî a2m

� èíâîëþöèÿ èç A, b2m

� èíâîëþöèÿ èç

B, a2m

b2m

= z1 � èíâîëþöèÿ èç D ∩ Z = 〈z1〉 è ddw = z1, èëè dw = d−1z1.

Òîãäà D = 〈d〉h 〈w〉 � ïîëóäèýäðàëüíàÿ ãðóïïà.

10. N(〈bw〉) = 〈bw〉h 〈zb〉, zb � èíâîëþöèÿ èç 〈b〉.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ è [22].

Ïðåäëîæåíèå 10. Ïóñòü L = GL2(q), ãäå q = 2n. Òîãäà:

1. R = {( 1 α
0 1 ) , α ∈ GF (q)} � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû L.

2. NL(R) = R h (Z × T ), ãäå Z = 〈( α 0
0 α )〉 � öåíòð ãðóïïû

L, T = 〈( α 0
0 1 )〉, |T | = q − 1.

3. R � àáåëåâà ãðóïïà ïåðèîäà 2 è R ⊂ SL2(2
n).

4. CL(R) = (R× Z).

5. NL(Z × T ) = (Z × T ) h (ω), ãäå ω = ( 0 1
1 0 ).

6. Âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû L ñîïðÿæåíû è ïåðåñåêàþòñÿ

òðèâèàëüíî.

7. Ïóñòü M = 〈a〉 × 〈b〉, ãäå |a| = |b| = k > 2, ïîäãðóïïà L. Òîãäà k

äåëèò q−1 è äëÿ íåêîòîðîãî g = L, M g ⊂ (Z×T ) è NL(M g) = NL(Z×T ).

8. L = L2(2
n)× Z.

9. PGL2(2
n) = L/Z(L) = L2(2

n).

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñâîéñòâ ìîæíî íàéòè â [33].

Ïðåäëîæåíèå 11. Ïóñòü L = GL2(q), q = pn è p � íå÷åòíî. Òîãäà:

1. R = {( 1 α
0 1 ) , α ∈ GF (q)} � ñèëîâñêàÿ p�ïîäãðóïïà ãðóïïû L.

2. NL(R) = R h (Z × T ), ãäå Z = 〈( α 0
0 α )〉 � öåíòð ãðóïïû

L, T = 〈( α 0
0 1 )〉, |α| = q − 1.

3. R � àáåëåâà ãðóïïà ïåðèîäà p è R ⊂ SL2(p
n).

4. CL(R) = (R× Z).

5. Âñå ñèëîâñêèå p�ïîäãðóïïû ãðóïïû L ñîïðÿæåíû è ïåðåñåêàþòñÿ

òðèâèàëüíî.

6. NL(Z × T ) = (Z × T ) h 〈ω〉, ãäå ω = ( 0 1
1 0 ).

7. Ïóñòü M = 〈a〉 × 〈b〉, ãäå |a| = |b| = k > 2, ïîäãðóïïà L. Òîãäà k

äåëèò q−1 è äëÿ íåêîòîðîãî g = L, M g ⊂ (Z×T ) è NL(M g) = NL(Z×T ).

8. L = SL2(p
n) · T , ãäå T = 〈( α 0

0 1 )〉 è α ∈ GF (pk).
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9. L = (SL2(q) · Z) · 〈υ〉, ãäå υ = ( h 0
0 1 ) ( 0 1

1 0 ) , υ2 = ( h 0
0 h ) ∈ Z, ãäå h �

ýëåìåíò ïîëÿ GF (pn), èç êîòîðîãî íå èçâëåêàåòñÿ êîðåíü êâàäðàòíûé.

10. Åñëè 4|(q − 1), òî L = (SL2(q) · Z) · 〈a〉, ãäå a = ( 0 1
h 0 ) è h �

ýëåìåíò ïîëÿ GF (q), èç êîòîðîãî íå èçâëåêàåòñÿ êâàäðàòíûé êîðåíü.

11. Åñëè 4|(q − 1), òî w = ( 0 1
1 0 ) ∈ SL2(q) · Z(GL2(q)).

12. Åñëè 4 - (q − 1), òî w = ( 0 1
1 0 ) /∈ SL2(q)Z(GL2(q)).

13. Åñëè q ≡ 1(mod 4), 2s − 2 ÷àñòü ÷èñëà q − 1, ξ � ïðèìè-

òèâíûé êîðåíü ñòåïåíè 2s èç 1 â GF (q), òî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà S

ãðóïïû L èìååò ïîðÿäîê 2s+1 è ÿâëÿåòñÿ ñïëåòåíèåì ãðóïï Z2s è Z2,

S = 〈
(

ξ 0
0 1

)
,
( 1 0

0 ξ

)
, ( 0 1

1 0 )〉.

14. Åñëè q ≡ −1(mod 4), 2s � 2-÷àñòü ÷èñëà q + 1, ξ � ïðèìèòèâíûé

êîðåíü ñòåïåíè 2s+1 èç 1 â GF (q2), òî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà S ãðóïïû L

ÿâëÿåòñÿ ïîëóäèýäðàëüíîé ãðóïïîé ïîðÿäêà 2s+2 è S = 〈
(

ξ 0
0 ξ+ξq

)
, ( 0 1

−1 0 )〉.

15. Ïóñòü G = PGL2(q) è 4 - (q − 1). Òîãäà CG(w) = {D × w}, ãäå

D � ãðóïïà äèýäðà ïîðÿäêà (q − 1), D = A h 〈t〉, A = (a) � öèêëè÷åñêàÿ

ãðóïïà ïîðÿäêà (q−1)
2 , t � èíâîëþöèÿ, at = a−1 äëÿ ëþáîãî a ∈ A.

16. Åñëè 4|(q − 1), òî PGL2(q) = L2(q) h 〈a〉, ãäå |a| = 2.

17. Åñëè 4 - (q − 1), òî PGL2(q) = L2(q) h 〈w〉, ãäå w = wZ(GL2(q))

[21].

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòîâ 1 � 8 ìîæíî íàéòè â [33].

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 9. Ïóñòü
√

h ñóùåñòâóåò â GF (pn). Òîãäà

L = Z · SL2(p
n) · ( h 0

0 1 ) ( 0 1
1 0 ) =

= SL2(p
n) · Z ·

(√
h
−1

0
0

√
h

)
( h 0

0 1 ) ( 0 1
1 0 ) =

= SL2(p
n) · Z

(√
h
√

h 0
0 1

) (√
h
−1

0
0

√
h

)
( 0 1

1 0 ) =

= SL2(p
n) · Z

(√
h 0

0
√

h

)
( 0 1

1 0 ) = SL2(p
n) · Z.

Ïóíêò äîêàçàí.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 10. Ïîêàæåì, ÷òî a /∈ SL2(q)Z. Ïðåäïî-

ëîæèì îáðàòíîå: a ∈ SL2(q)Z. Òîãäà a = sz, ãäå s ∈ SL2(q), à z ∈ Z. Ïî-

ñ÷èòàåì îïðåäåëèòåëè ìàòðèö: −h = |a| = |sz| = |s||z| = 1 · |z| = |z| = α2,

ãäå z = ( α 0
0 α ). Òàêèì îáðàçîì, −h = α2. Ïîñêîëüêó 4|(q − 1), òî

√
−1 �

ýëåìåíò ïîëÿ GF (q). Ñëåäîâàòåëüíî, h = −α2 = (
√
−1)2α2 = (

√
−1 · α)2.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî èç h íå èçâëåêàåòñÿ êîðåíü êâàäðàòíûé. Ïóíêò

äîêàçàí.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 11. Òàê êàê ( 0 1
1 0 ) = ( −1 0

0 1 ) ( 0 −1
1 0 ) è

( 0 −1
1 0 ) ∈ SL2(q), òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ( −1 0

0 1 ) ∈ SL2(q)Z. Òàê êàê

4|(q− 1), òî
√
−1 ∈ GF (q) è ( −1 0

0 1 ) =
(√

−1 0
0 (

√
−1)−1

) (√
−1 0
0

√
−1

)
∈ SL2(q)Z,

ïîòîìó ÷òî
(√

−1 0
0 (

√
−1)−1

)
∈ SL2(q),

(√
−1 0
0

√
−1

)
∈ Z. Ïóíêò äîêàçàí.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêò 12. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà w = sz

äëÿ íåêîòîðûõ s ∈ SL2(q) è z ∈ Z(GL2(q)). Ïîñ÷èòàåì îïðåäåëèòåëè

−1 = |w| = |sz| = |s| · |z| = 1 · |z| = |z| = α2, ãäå z = ( α 0
0 α ). Ñëåäîâà-

òåëüíî, â GF (q) ñóùåñòâóåò
√
−1. Íî òîãäà |

√
−1| = 4 è 4 äåëèò q− 1, ÷òî

íåâîçìîæíî. Ïóíêò äîêàçàí.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòîâ 13, 14 ìîæíî íàéòè â [35].

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 15. Èç óñëîâèÿ wgw = gd, d ∈ Z ïîëó÷àåì

( 0 1
1 0 ) ( x y

z v ) ( 0 1
1 0 ) = ( x y

z v ) d ⇒ (1)

( v z
y x )

(
dx dy
dz dv

)
⇒ (2)
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v = dx

z = dy

y = dz

x = dv

⇒ (3)

d2x=x
d2y=y ⇒ (4)

d = ±1. (5)

CG(w) = { x y
dy dx } = { x y

y x } ∪ { x y
−y −x }. (6)

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ: x2 − y2 6= 0 äëÿ ïåðâîãî ìíî-

æåñòâà è −x2+y2 6= 0 äëÿ âòîðîãî ìíîæåñòâà. Ðàâåíñòâî 6 ìîæíî çàïèñàòü

â ñëåäóþùåì âèäå:

CG(w) = {( 1 0
0 1 ) Z ∪ ( 1 0

0 −1 ) Z} ∪ {( x 1
1 x ) Z} ∪ {( x 1

−1 −x )}. (7)

Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â êàæäîì èç ýòèõ ìíîæåñòâ:

|{( 1 0
0 1 ) Z}| = (q − 1). (8)

|{( 1 0
0 −1 ) Z}| = (q − 1). (9)

|{( x 1
1 x ) Z}| = (q − 2)(q − 1). (10)

Â ñëó÷àå 10 âûáðàñûâàþòñÿ ìàòðèöû ñ x = ±1, òàê êàê òàì

det ( x 1
1 x ) = 0.

Àíàëîãè÷íî,
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|{( x 1
−1 −x ) Z}| = (q − 2)(q − 1). (11)

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî âñå óêàçàííûå ÷åòûðå ìíîæåñòâà ïåðåñåêàþò-

ñÿ ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó ïîïàðíî. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ

ðàâíî:

(q − 1) + (q − 1) + (q − 2)(q − 1) + (q − 2)(q − 1) =

= (q − 1)(2 + 2(q − 2)) = 2(q − 1)(q − 2− 1) = 2(q − 1)2. (12)

Ïåðåõîäèì ê ôàêòîð-ãðóïïå GL2(q)/Z, ïîëó÷èì: |CG(w)| = 2(q − 1).

Ïóíêò äîêàçàí.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòîâ 16, 17 âûòåêàåò èç ïóíêòîâ 10-12.

Ïðåäëîæåíèå 12. Ïóñòü G1 ⊂ G2, G1 ' GL2(p
n1
1 ) è G2 ' GL2(p

n2
2 ).

Òîãäà p1 = p2 è n1|n2 [21].

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî

Z(GL2(p
n1
1 )) ⊂ Z(GL2(p

n2
2 )).

Ïåðåéäåì ê ôàêòîð-ãðóïïåG2 = GL2(p
n2
2 )/Z(GL2(p

n2
2 )) = PGL2(p

n2
2 ).

Òîãäà

G1 = GL2(p
n1
1 )/Z(GL2(p

n2
2 )) ⊂ G2,

G1 = PGL2(p
n1
1 ), G1 = L2(p

n1
1 )λ < i1 >, G2 = L2(p

n2
2 )λ < i2 > .

Òàê êàê G1 ⊂ G2, òî L2(p
n1
1 ) ⊂ L2(p

n2
2 ). Èç ïîäãðóïïîâîãî îïèñàíèÿ

L2(q) (ïðåäëîæåíèå 13), ñëåäóåò, ÷òî p1 = p2 è n1|n2. Ïðåäëîæåíèå äîêàçà-

íî.

Ïðåäëîæåíèå 13. Ãðóïïà L2(q), ãäå q = pn � ñòåïåíü ïðîñòîãî

÷èñëà p, èìååò ñëåäóþùèå ïîäãðóïïû:

1. q + 1 ñîïðÿæåííûõ àáåëåâûõ ýëåìåíòàðíûõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà q;
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2. q(q+1)
2 ñîïðÿæåííûõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà (q−1)

(2;1) ; q(q−1)
2 ñî-

ïðÿæåííûõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà (q+1)
(2;1) , ãäå (2; 1) = 2, åñëè p > 2,

è (2; 1) = 1, åñëè p = 2;

3. q(q+1)
2 ñîïðÿæåííûõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà q−, ãäå q− äå-

ëèò (q−1)
(2;1) ;

q(q−1)
2 ñîïðÿæåííûõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà q+, ãäå q+

äåëèò (q+1)
(2;1) ;

4. M(q)/2d∓ ñîïðÿæåííûõ ãðóïï äèýäðà ïîðÿäêà 2d∓, ãäå d∓ � íå÷åò-

íîå ÷èñëî, äåëÿùåå ëèáî (q− 1), ëèáî (q + 1), è M(q) = |L2(q)| = q(q2 − 1)

äëÿ p = 2, M(q) = |L2(q)| = q(q2−1)
2 äëÿ p > 2;

5. äâå ñèñòåìû, êàæäàÿ èç M(q)/4l ñîïðÿæåííûõ ãðóïï äèýäðà ïî-

ðÿäêà 2l, ãäå l � ÷åòíîå ÷èñëî, áîëüøåå 2, è l äåëèò ëèáî (q − 1), ëèáî

(q + 1);

6. äëÿ pn = 8h±3: îäíî ìíîæåñòâî èç M(q)/12 ñîïðÿæåííûõ íåöèê-

ëè÷åñêèõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà 4;

7. (pn−1)(pn−p)...(pn−pm−1)
(pm−1)(pm−p)...(pm−pm−1) ìíîæåñòâ, êàæäîå èç p2n−1

(2,1;1)(pk−1) ñîïðÿæåí-

íûõ êîììóòàòèâíûõ ãðóïï ïîðÿäêà pm, ãäå (2, 1; 1) = 2, åñëè p > 2 è

n/k � ÷åòíîå ÷èñëî; (2, 1; 1) = 1, åñëè p > 2 è n/k � íå÷åòíîå ÷èñëî;

(2, 1; 1) = 1, åñëè p = 2 è n/k � öåëîå ÷èñëî; k � äåëèòåëü m, çàâèñÿùèé

îò ñâîéñòâ ãðóïïû ïîðÿäêà pm;

8. ìíîæåñòâî èç (pn−1)pn−m

(2,1;1)(pk−1) ñîïðÿæåííûõ ãðóïï Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà

pmd, ãäå k è d çàâèñÿò îò m;

9. (2, 1; 1) ìíîæåñòâ, êàæäîå èç M(q)/(2, 1; 1)M(pk) ñîïðÿæåííûõ

ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ PSL(2, pk), k � äåëèòåëü n;

10. äâå ñèñòåìû, êàæäàÿ èç M(q)/2M(pk) ñîïðÿæåííûõ ïîä-

ãðóïï, èçîìîðôíûõ PGL(2, pk), ãäå p > 2, n/k � ÷åòíîå ÷èñëî;

11. äëÿ q = 8h± 1: äâà ìíîæåñòâà, êàæäîå èç M(q)/24 ñîïðÿæåí-

íûõ ïîäãðóïï S4;
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12. äëÿ q = 8h± 1: äâà ìíîæåñòâà, êàæäîå èç M(q)/24 ñîïðÿæåí-

íûõ ïîäãðóïï A4;

13. äëÿ q = 8h± 3 èëè q = 2n, ãäå n � ÷åòíîå ÷èñëî: M(q)/12 ñîïðÿ-

æåííûõ ïîäãðóïï A4;

14. äëÿ q = 10l± 1: äâå ñèñòåìû, êàæäàÿ èç M(q)/60 ñîïðÿæåííûõ

ïîäãðóïï A5 [3].

Ïðåäëîæåíèå 14. Ïóñòü L � ïðîñòàÿ ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ L2(q), q

íå÷åòíî, A7 èëè M11, è A � íåöèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 4 èç L. Òîãäà

NL(A)\CL(A) ñîäåðæèò ýëåìåíò b ïîðÿäêà 3 è ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà

èç ñìåæíîãî êëàññà CL(A)b ðàâåí 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè L ' L2(q), òî NL(A) èçîìîðôåí A4 èëè S4

[ñì. 36. Satz II, 8.27]. Åñëè G ' A7 èëè M11, òî çàêëþ÷åíèå ëåãêî ïðîâå-

ðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïèñêà ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï ýòèõ ãðóïï (ñì., íàïðè-

ìåð, [32]).

Ïðåäëîæåíèå 15. Ïóñòü L � îäíà èç ãðóïï U3(q) èëè L3(q), ãäå q

íå÷åòíî, T � åå ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà. Òîãäà:

1. T ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 8, öåíòð T � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà,

è âñå èíâîëþöèè èç T ñîïðÿæåíû â L.

2. T ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó A ïîðÿäêà 4,

ëþáàÿ íåöèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 4 èç L ñîïðÿæåíà ñ A è

NL(A) = CL(A) · V , ãäå V èçîìîðôíà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå ñòåïåíè 3.

3. Åñëè υ � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3 â V , òî (cυ)3 = 1 äëÿ ëþáîãî ýëåìåí-

òà c èç CL(A).

4. NL(T ) = TCL(T ).

5. [T, T ] � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà [14].

Ïðåäëîæåíèå 16. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà, ñèëîâñêàÿ

2-ïîäãðóïïà S êîòîðîé íå ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ ñåêöèé ïî-
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ðÿäêà 8. Òîãäà G èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï: L2(q), L3(q), U3(q),

q íå÷åòíî, A7, M11. Åñëè ïðè ýòîì A � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà

ïîðÿäêà 4 èç S è CG(A) 6= A, òî G ' L3(q) èëè U3(q), q íå÷åòíî [30].

Ïðåäëîæåíèå 17. Ïóñòü S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà êîíå÷íîé

ãðóïïû G è t � èíâîëþöèÿ èç S, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñ-

ëè tx ∈ S äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ G, òî tx = t. Òîãäà tO(G) ñîäåðæèòñÿ

â öåíòðå ôàêòîð-ãðóïïû G/O(G). Çäåñü O(G) � íàèáîëüøàÿ íîðìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ãðóïïû G [34].

Ïðåäëîæåíèå 18. Ïóñòü G � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà, íàñûùåííàÿ êî-

íå÷íûì ìíîæåñòâîì M êîíå÷íûõ ãðóïï. Òîãäà:

1. Ëþáàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç G êîíå÷íà.

2. Âñå ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû èç G êîíå÷íû è ñîïðÿæåíû.

3. Åñëè V � 2-ïîäãðóïïà èç G, òî CG(V ) � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü H � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî êî-

íå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç G. Ïóñòü m � ìàêñèìóì ïîðÿäêîâ ãðóïï, ïðèíàä-

ëåæàùèõ M, è x1, ..., xm+1 � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû èç H. Òîãäà

K = 〈x1, ..., xm+1〉 � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç G, ïîðÿäîê êîòîðîé áîëüøå m.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ K ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ïîäãðóïïå L, èçîìîðôíîé

ýëåìåíòó M, òî |K| ≤ |L| ≤ m, ïðîòèâîðå÷èå.

2. Ïóñòü S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç G. Åñëè S áåñêîíå÷íà, òî ïî

ïðåäëîæåíèþ 1 îíà ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ëîêàëüíî êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó,

÷òî íåâîçìîæíî ïî ïóíêòó 1. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4 âñå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû

èç G ñîïðÿæåíû.

3. Ïî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó V êîíå÷íà. Èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî |V |.

Åñëè V = 1, òî CG(V ) = G � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà ïî óñëîâèþ. Åñëè V 6= 1,

òî ïóñòü V0 � ïîäãðóïïà V èíäåêñà 2. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè CG(V0) �
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áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà, è V0 �CG(V0)V . Òàê êàê |V : V0| = 2, òî V = V0〈t〉 äëÿ

íåêîòîðîãî ýëåìåíòà t ∈ V è t = V 〈t〉 � èíâîëþöèÿ â C = CG(V0)V/V0. Åñëè

CC(t) � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 3 C � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ

ïîäãðóïïà è ïî òåîðåìå Øìèäòà (ïðåäëîæåíèå 2) CG(V0) � ëîêàëüíî êî-

íå÷íàÿ ïîäãðóïïà. Íî òîãäà ïî ïóíêòó 1 CG(V0) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, âîïðå-

êè èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ïîýòîìó CC(t) � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Òåïåðü ïóñòü C � ïîëíûé ïðîîáðàç ãðóïïû CC(t) â G. ßñíî, ÷òî C � áåñ-

êîíå÷íàÿ ãðóïïà, V0t
c = V0t äëÿ ëþáîãî c ∈ C è ïîýòîìó Cc(t) � ïîäãðóïïà

êîíå÷íîãî èíäåêñà â C. Îòñþäà CG(V ) = CG(〈V0, t〉) = Cc(t) � áåñêîíå÷íàÿ

ãðóïïà êàê ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà â áåñêîíå÷íîé ãðóïïå. Ïðåäëîæå-

íèå äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 19. Ïóñòü N � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî

íåèçîìîðôíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï íå÷åòíîãî ïîðÿäêà, à M � íåêîòî-

ðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî íåèçîìîðôíûõ ãðóïï L2(2
m). Áåñêîíå÷íàÿ ïå-

ðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà Øóíêîâà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà

< = {X × Y | X ∈ M, Y ∈ N}, ëîêàëüíî êîíå÷íà è èçîìîðôíà ïðÿìîìó

ïðîèçâåäåíèþ L × V , ãäå L ' L2(Q) äëÿ íåêîòîðîãî ëîêàëüíî êîíå÷íî-

ãî ïîëÿ Q õàðàêòåðèñòèêè äâà, à V � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà áåç

èíâîëþöèé [4].

Ïðåäëîæåíèå 20. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G íàñûùåíà ãðóïïàìè

äèýäðà èìååò âèä G = A h t, ãäå A � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, t �

èíâîëþöèÿ è at = a−1 äëÿ ëþáîãî a ∈ A [31].

Ïðåäëîæåíèå 21. Ïóñòü G � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, íàñûùåí-

íàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà {GL2(p
n)}, ãäå p � íåôèêñèðîâàííîå ïðîñòîå

÷èñëî, n � íåôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà G ' GL2(P ), ãäå

P � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p [21].
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Ïðåäëîæåíèå 22. Ïóñòü I îçíà÷àåò ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, Kα �

êîíå÷íîå ïîëå äëÿ ëþáîãî α ∈ I è R = {L2(Kα)|α ∈ I}. Ïåðèîäè÷åñêàÿ

ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà R, èçîìîðôíà ïðîñòîé

ãðóïïå L2(P ) íàä ïîäõîäÿùèì ëîêàëüíî êîíå÷íûì ïîëåì P [20].

Ïðåäëîæåíèå 23. Ïóñòü I îçíà÷àåò ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, Kα �

êîíå÷íîå ïîëå äëÿ ëþáîãî α ∈ I è N = {SL2(Kα)|α ∈ I}. Ïåðèîäè÷å-

ñêàÿ ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà N, èçîìîðôíà ãðóïïå

SL2(P ) íàä ïîäõîäÿùèì ëîêàëüíî êîíå÷íûì ïîëåì P [20].
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Ãëàâà 2

Ãðóïïû, íàñûùåííûå ïðÿìûìè

ïðîèçâåäåíèÿìè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ

íåàáåëåâûõ ãðóïï

Òåîðåìà 1. Ïóñòü H � êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ

ãðóïï, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ñîäåðæèò ñâîé öåí-

òðàëèçàòîð. Åñëè G � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç H,

òî G ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � êîíòðïðèìåð ê òåîðåìå 1.

Ëåììà 1. Ëþáàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü H � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî

êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Â ýòîì ñëó÷àå âûáåðåì â H êîíå÷íóþ ïîä-

ãðóïïó K ñî ñâîéñòâîì (1):

| K |> max{| L | |L ∈ H} = m

� ôèêñèðîâàííîå êîíå÷íîå ÷èñëî, ïîñêîëüêó H � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êî-

íå÷íûõ ãðóïï.

Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè (îïðåäåëåíèå 1) K ⊆ K1 ⊂ G, K1 ' L

è L ∈ H, à çíà÷èò, | K |6 m. Íî ïî (1) | K |> m. Ïðîòèâîðå÷èå, ëåììà

äîêàçàíà.
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Ëåììà 2. Ïóñòü i � èíâîëþöèÿ èç G, òîãäà CG(i) � áåñêîíå÷íàÿ

íå ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè CG(i) � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî ïî

ëåììå 1 CG(i) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, à çíà÷èò, G � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà

[29]. Ïî ëåììå 1 G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè G w L,

ãäå L ∈ H. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì G, è ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3. Ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, è ïóñòü S � áåñêîíå÷íàÿ

ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Â ñèëó áåñêîíå÷íîñòè S è ïðåäëîæåíèÿ

1 â S ìîæíî âûáðàòü áåñêîíå÷íóþ ëîêàëüíî êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó S1, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 1. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4. CG(S) � áåñêîíå÷íàÿ íå ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s1 ∈ Z(S) è s2
1 = e, ãäå e � åäèíè÷íûé

ýëåìåíò ãðóïïû G. Êàê ïîêàçàíî âûøå (ëåììà 2), CG(s1) � áåñêîíå÷íàÿ íå

ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Ïîëîæèì C1 = CG(s1). ßñíî, ÷òî S ⊂ C1. Ðàññìîòðèì ôàêòîð�

ãðóïïó C2 = C1� < s1 > è âûáåðåì â íåé èíâîëþöèþ z2 èç

Z(S = S� < s1 >). Òî÷íî òàê æå, êàê è äëÿ s1, CC2
(s2) � áåñêîíå÷íàÿ

íå ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Îáîçíà÷èì åå ïîëíûé ïðîîáðàç â C1 ÷åðåç

C2. Äàëåå ðàññóæäàåì ïî èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà Ci îïðå-

äåëåíà äëÿ i > 1. Îïðåäåëèì ãðóïïó Ci+1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîò-

ðèì ôàêòîð-ãðóïïó Ci� < s1, ..., si >= Ci+1. Â íåé âûáåðåì èíâîëþöèþ

si+1 ∈ Z(S = S� < s1, ..., si >). Êàê è âûøå, CCi+1
(si+1) � áåñêîíå÷íàÿ íå

ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà è ïóñòü Ci+1 � åå ïîëíûé ïðîîáðàç â Ci. Òàê êàê

S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî óêàçàííûé ïðîöåññ îáîðâåòñÿ íà íåêîòîðîì êîíå÷-

íîì íîìåðå m, ÷òî îçíà÷àåò Cm ⊂ NG(S). Ïîñêîëüêó Cm � áåñêîíå÷íàÿ íå
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ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî è NG(S) � áåñêîíå÷íàÿ íå ëîêàëüíî êîíå÷-

íàÿ ãðóïïà, à òàê êàê S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî CG(S) òàêæå áåñêîíå÷íàÿ

íå ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Âîçüìåì â CG(S) ýëåìåíò

b íå÷åòíîãî ïîðÿäêà. Òàêîé ýëåìåíò b íàéäåòñÿ, òàê êàê ìíîæåñòâî

CG(S) \ S 6= ø è ñîäåðæèò ýëåìåíòû, ïîðÿäêè êîòîðûõ íå ÿâëÿþòñÿ ñòåïå-

íüþ äâîéêè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû áû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî

S ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè S × 〈b〉 ⊆ B ' L, ãäå

B � ïîäãðóïïà èç G, à L ∈ H. Ñëåäîâàòåëüíî, öåíòðàëèçàòîð ñèëîâñêîé

2-ïîäãðóïïû èç L ñîäåðæèò ýëåìåíò íå÷åòíîãî ïîðÿäêà. Ïðîòèâîðå÷èå ñ

îïðåäåëåíèåì ìíîæåñòâà H. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ

ãðóïï, B � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï, ó êîòîðûõ â

öåíòðàëèçàòîðå ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû åñòü ýëåìåíòû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà

l, è ïîëîæèì D = A\B. Ïóñòü {L1, L2, ..., Ln} � ôèêñèðîâàííûé êîíå÷íûé

íàáîð ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà D, è ïóñòü ãðóïïà L = L1 × ...× Li × ...× Ln �

ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï Li (i = 1, n).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà G íàñûùåíà ãðóïïîé L.

Òîãäà G ' L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãðóïïà L = L1× ...×Li× ...×Ln � ïðÿìîå

ïðîèçâåäåíèå ãðóïï Li (i = 1, n) è Li ∈ D.

Âîçüìåì â G ïîäãðóïïó B w L. Òîãäà

B =
n∏

i=1

Bi,

ãäå Bi ' Li. Ïóñòü S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

GB(S) ñîäåðæèò ýëåìåíò b íå÷åòíîãî ïîðÿäêà.

Â ýòîì ñëó÷àå b = b1b2 · · · bn 6= e, ãäå äëÿ íåêîòîðûõ bi ∈ Li, bi �

íååäèíè÷íûå ýëåìåíòû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà.
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Òàê êàê S ∈ Syl2B, òî

S =
n∏

i=1

SBi
,

ãäå SBi
∈ Syl2Bi. Âîçüìåì e 6= s ∈ S ñ òåì ñâîéñòâîì,

÷òî s = s1 · ... · si · ... · sn, ãäå si ∈ SBi
è sbi

i 6= si,

äëÿ òåõ çíà÷åíèé èíäåêñà i, äëÿ êîòîðûõ bi 6= e. Ñëåäîâàòåëü-

íî, sb = (s1 · ... · sn)
b1·...·bn = sb1

1 · ... · s
bi

i · ... · sbn
n 6= s1 · ... · si · ... · sn = s, ïî-

ñêîëüêó si 6= sbi

i . Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, b ∈ CB(S), è äîëæíî áûòü sb = s.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì b. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî {L} èç òåîðåìû

2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, G èçîìîðôíà îä-

íîé èç ãðóïï ìíîæåñòâà {L}. Ïîñêîëüêó {L} ñîñòîèò èç îäíîé ãðóïïû, òî

G w L è òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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Ãëàâà 3

Î ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïïàõ,

íàñûùåííûõ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì

ãðóïï

Â ðàáîòå [25] îïèñàíû ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû, íàñûùåííûå êîíå÷íûì

ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâàS âñåõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï S, îáëàäàþùèõ

òåì ñâîéñòâîì, ÷òî íå÷åòíûå ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ öåíòðàëèçàòîðà ñèëîâñêîé

2-ïîäãðóïïû èç S íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëî 3.

Êàê âûòåêàåò èç [10], ìíîæåñòâó S ïðèíàäëåæèò ëþáàÿ êîíå÷íàÿ

ïðîñòàÿ ãðóïïà çà èñêëþ÷åíèåì ãðóïï òèïà Ln, Un, E6,
2E6 íàä íåêîòîðûìè

ïîëÿìè íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ.

Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâó S íå ïðèíàäëåæèò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî

ãðóïï òèïîâ L3 è U3 íàä íåêîòîðûìè ïîëÿìè íå÷åòíûõ õàðàêòåðèñòèê, è

â [14] äàíà êëàññèôèêàöèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï, íàñûùåííûõ êîíå÷íûì

ìíîæåñòâîì ãðóïï âèäà L3(q) è U3(q), ãäå q íå÷åòíî.

Â ïðèâîäèìîé íèæå òåîðåìå ðåçóëüòàòû ðàáîò [14,25,26] îáîáùåíû è

îáúåäèíåíû.

Ïóñòü L3 = {L3(q), U3(q)|q íå÷åòíî}, S � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷-

íûõ ïðîñòûõ ãðóïï S, îáëàäàþùèõ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî íå÷åòíûå ïîðÿä-

êè ýëåìåíòîâ öåíòðàëèçàòîðà ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû èç S íå ïðåâîñõî-
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äèò ÷èñëî 3, E � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ 2-ãðóïï è

M = {L× E|L ∈ S ∪ L3, E ∈ E}.

Òåîðåìà 3. Åñëè G � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, íàñûùåííàÿ êîíå÷íûì

ìíîæåñòâîì ãðóïï èç M, òî G ∈ M.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü X = {L × E|E ∈ E}, ãäå L � ïðîñòàÿ ãðóïïà

ëèåâà òèïà ðàíãà 1. Åñëè G � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà, íàñûùåííàÿ êîíå÷-

íûì ìíîæåñòâîì ãðóïï èç X, òî G ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.

Ïóñòü G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 3, T � îäíà èç åå ñèëîâñêèõ

2-ïîäãðóïï. Ïî ïðåäëîæåíèþ 18 T êîíå÷íà è ëþáàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà

èç G ñîïðÿæåíà ñ T . Åñëè CG(T )T/T � ãðóïïà ïåðèîäà 3, òî ïî ïðåäëîæå-

íèþ 6 îíà íèëüïîòåíòíà è ïîýòîìó CG(T ) � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî

ïðåäëîæåíèþ 18 G êîíå÷íà è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèòñÿ â M.

Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî â CG(T ) íàéäåòñÿ ýëåìåíò x

íå÷åòíîãî ïîðÿäêà, áîëüøåãî, ÷åì 3. Òàê êàê 〈T, x〉 � êîíå÷íàÿ ïîäãðóï-

ïà, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà K ≤ G, äëÿ êîòîðîé 〈T, x〉 ≤ K è

K ' L×E, ãäå L ∈ S∪L3 è E � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà. Î÷åâèäíî,

T � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â K, CK(T )T/T íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïåðèîäà

3, ïîýòîìó L /∈ S è, ñëåäîâàòåëüíî, L ∈ L3.

Ëåììà 5. Åñëè E = 1, òî G ∈ M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà G áåñêîíå÷íà.

Ïóñòü A � íåöèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 4 èç T è C = CG(A). Ïî

ïðåäëîæåíèþ 15 NL(A)/CL(A) ñîäåðæèò ýëåìåíò v ïîðÿäêà 3 òàêîé, ÷òî

(cv)3 = 1 äëÿ ëþáîãî c ∈ CL(A). Ïîêàæåì, ÷òî (xv)3 = 1 äëÿ ëþáîãî

x ∈ CG(A). Î÷åâèäíî, ïîäãðóïïà 〈A, xv〉 êîíå÷íà è ïî óñëîâèþ ñîäåðæèò-

ñÿ â ïîäãðóïïå K = M × N , ãäå M � íåàáåëåâà ïðîñòàÿ ãðóïïà, à N �

ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà.
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Ïî ïðåäëîæåíèþ 4 ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà K2 èç K èçîìîðôíà ïîä-

ãðóïïå ãðóïïû T è ïîýòîìó ëþáàÿ åå ñåêöèÿ ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ýëåìåí-

òàìè. Ïî ïðåäëîæåíèþ 16 N = 1 è M èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïï L2(q),

L3(q), U3(q), q íå÷åòíî, A7 èëè M11.

Ïî ïðåäëîæåíèÿì 15 è 14 (xv)3 = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî v èíäóöè-

ðóåò â CG(A) ðàñùåïëÿþùèé àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà 3. Ïî ïðåäëîæåíèþ 5

CG(A) íèëüïîòåíòíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ëîêàëüíî êîíå÷íà. Ïî ïðåäëîæåíèþ

18 (1) CG(A) � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà, à ïî ïóíêòó (3) ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ îíà

áåñêîíå÷íà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî G êîíå÷íà è, ñëåäî-

âàòåëüíî, G ∈ M. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6. Åñëè υ � èíâîëþöèÿ èç E, g ∈ G è υg ∈ T , òî υg = υ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ïîêàæåì, ÷òî g ìîæíî

âûáðàòü èç N(T ). Åñëè υg ∈ E, òî ýòî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 7. Åñëè

υg = lw, ãäå w ∈ E, l ∈ L, òî ñóùåñòâóåò y ∈ L, ly = z ∈ Z(T )∩L. Ïîýòîìó

υxy = zw ∈ Z(T ). Ïî ïðåäëîæåíèþ 7 zw è υ ñîïðÿæåíû â N(T ). Ïîíÿòíî,

÷òî zw 6= υ.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò n íå÷åòíîãî ïîðÿäêà â

N(T ), ÷òî (zw)n = υ. Ïóñòü U = [〈υ〈n〉〉, 〈n〉]. Òîãäà U = [U, n] � íåöèêëè-

÷åñêàÿ ïîäãðóïïà èç Z(T ). Î÷åâèäíî, 〈T, n〉 � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà.

Ïóñòü îíà ëåæèò â K1 × E1, ãäå K1 � ïðîñòàÿ ãðóïïà, E1 � ýëåìåí-

òàðíàÿ àáåëåâà è T = (K1 ∩ T )× E1.

Ïîñêîëüêó U = [U, n], òî U ñîäåðæèòñÿ â K1 ∩ T è ëåæèò â öåí-

òðå K1 ∩ T . Ïîýòîìó öåíòð K1 ∩ T íåöèêëè÷åñêèé. Ïî ïðåäëîæåíèþ 8

Z(T ∩K1) ⊆ [T ∩K1, T ∩K1] ≤ [T, T ]. Ïî ïðåäëîæåíèþ 15 [T, T ] � öèêëè-

÷åñêàÿ ãðóïïà. Ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 7. E ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå G.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç E. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî v /∈ Z(G). Òîãäà v � èíâîëþöèÿ è ñóùåñòâóåò x ∈ G, äëÿ êîòîðîãî

vx 6= v. Åñëè ïðè ýòîì vvx � ýëåìåíò ÷åòíîãî ïîðÿäêà, òî x ìîæíî âûáðàòü

òàê, ÷òîáû ýëåìåíò vvx áûë èíâîëþöèåé, ò. å. 〈v, vx〉 � ãðóïïà ïîðÿäêà 4.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 4 〈v, vx〉y ≤ T äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ G, ò. å. vy, vxy ∈ T . Ïî

ëåììå 6 vy = v = vxy è v = vx âîïðåêè âûáîðó x. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå

ïîêàçûâàåò, ÷òî vvx � ýëåìåíò íå÷åòíîãî ïîðÿäêà äëÿ ëþáîãî x ∈ G.

Òàê êàê 〈v, vx〉 � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà, òî 〈v, vx〉 ≤ H ≤ G, ãäå

H = L1 × E1, L1 � ïðîñòàÿ ãðóïïà, E1 � ýëåìåíòàðíàÿ ãðóïïà. Ïîñêîëüêó

O(H) = 1, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 17 v ñîäåðæèòñÿ â Z(H), îòêóäà v = vx. Ýòî

ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó.

Ëåììà 8. G ∈ M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 7 E�G. ÏóñòüK/E � êîíå÷íàÿ ïîäãðóï-

ïà â G/E. Òîãäà K êîíå÷íà è ïî óñëîâèþ K ≤ H ≤ G, ãäå H = L1×E1, L1 �

ïðîñòàÿ ãðóïïà, E1 � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà. Î÷åâèäíî, E ≤ E1.

Ïóñòü T1 � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç H. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4 îíà èçîìîðôíà

ïîäãðóïïå T . Ïîñêîëüêó T/E íå ñîäåðæèò ñåêöèé, èçîìîðôíûõ ýëåìåíòàð-

íîé àáåëåâîé ãðóïïå ïîðÿäêà 8, òî T1/E1 èõ òàêæå íå ñîäåðæèò. Ïîýòîìó

G/E íàñûùåíà ïðîñòûìè ãðóïïàìè èç M. Ïî ëåììå 5 G/E ∈ M, â ÷àñò-

íîñòè, G êîíå÷íà. Íî òîãäà G ∈ M. Ëåììà è òåîðåìà 3 äîêàçàíû.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1. Êîíå÷íûå ïðîñòûå ãðóïïû ëèåâà

òèïà ëèåâà ðàíãà 1 èñ÷åðïûâàþòñÿ ãðóïïàìè òèïîâ L2, U3, Re, Sz íàä ïîä-

õîäÿùèìè ïîëÿìè. Âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè M. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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Ãëàâà 4

Ãðóïïû, íàñûùåííûå GL2(p
n)

Â äàííîé ãëàâå ãèïîòåçà, ñôîðìóëèðîâàííàÿ âî ââåäåíèè, äîêàçûâà-

åòñÿ äëÿ ãðóïïØóíêîâà ïðè óñëîâèè, ÷òî p � ôèêñèðîâàííîå ïðîñòîå ÷èñëî

è íàòóðàëüíîå ÷èñëî n � íåôèêñèðîâàííîå.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïðîòåêàòü ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

1. Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå öåíòðà ãðóïïû G � Z(G) è ïîêàçàòü, ÷òî

ýòî ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

2. Äîêàçàòü, ÷òîG = G/Z(G) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîéØóíêîâà è íàñûùåíà

ìíîæåñòâîì {PGL2(p
n)} è êàê ñëåäñòâèå âûâåñòè îòñþäà, ÷òî G èçîìîðô-

íà PGL2(Q) äëÿ íåêîòîðîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ïîëÿ Q.

3. Èñïîëüçóÿ âåðíîñòü ãèïîòåçû äëÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ãðóïï, ïîêà-

çàòü, ÷òî G èçîìîðôíà GL2(Q).

4.1. Î 2-ãðóïïàõ

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïîëóäèýäðàëüíûõ 2-ãðóïï, Y � ìíî-

æåñòâî êîíå÷íûõ ãðóïï ïåðèîäà 2, à Z � ìíîæåñòâî ñïëåòåííûõ êîíå÷íûõ

2-ãðóïï. Ïîëîæèì N = X ∪ Y ∪ Z.

Ëåììà 9. Ïóñòü G � 2-ãðóïïà è G íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíîæå-

ñòâà N. Òîãäà G èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï:

32



1) G = 〈a, b|a2n

= b2 = e, ab = a2n−1−1〉 � ïîëóäèýäðàëüíàÿ ãðóïïà;

2) G � ãðóïïà ïåðèîäà äâà;

3) G = (A × B) h 〈w〉, w2 � èíâîëþöèÿ, Aw = B è A � (ëîêàëüíî)

öèêëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà.

Óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî, åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïîýòîìó â

äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî G � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà.

1. G � 2-ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 1. Ïóñòü b ∈ G è |b| < ∞. Ïî óñëîâèÿì

ëåììû b ∈ K è, ïîñêîëüêó K ∈ N(1) (îïðåäåëåíèå 2), òî K � 2-ãðóïïà.

Ñëåäîâàòåëüíî, b � 2-ýëåìåíò. Ïóíêò äîêàçàí.

2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî N íå ñîäåðæèò

ïîëóäèýäðàëüíûõ ãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 2. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïî ïóíêòó 1

NG(K) 6= K. Çäåñü K ∈ N(1) è K ïîëóäèýäðàëüíàÿ ãðóïïà. Âîçüìåì

b ∈ NG(K)\K è ïîëîæèì K1 = 〈K, b〉. Î÷åâèäíî, K1 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè K1 ⊆ K2 ∈ N(1). Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæå-

ñòâà N ñëåäóåò, ÷òî K2 � îäíà èç ñëåäóþùèõ ãðóïï:

1. K2 � ãðóïïà ïîëóäèýäðà.

2. K2 � êîíå÷íûå ýëåìåíòàðíûå àáåëåâû 2-ãðóïïû.

3. K2 � ñïëåòåííàÿ 2-ãðóïïà.

Òàê êàêK � ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïàK2, òî ïåðâûå äâå ñèòóàöèè íåâîç-

ìîæíû. Ïóíêò äîêàçàí.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî N íå ñîäåðæèò ïîëóäèýäðàëüíûõ

ãðóïï.

3. Åñëè N(1) ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíóþ àáåëåâó ãðóïïó K è |K| ≥ 8,

òî G � ãðóïïà ïåðèîäà äâà.

33



Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 3. Ïóñòü G ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíóþ àáåëå-

âó ïîäãðóïïó |K| ≥ 8. Èç ïóíêòà 1 è óñëîâèÿ íàñûùåííîñòè âûòåêàåò, ÷òî

â ýòîì ñëó÷àå G ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ ýëåìåíòàðíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó

I è áóäåì ñ÷èòàòü I ìàêñèìàëüíîé â óêàçàííîì ñìûñëå (ëåììà Öîðíà [12]).

Åñëè G = I, òî âñå äîêàçàíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ G\I 6= ∅. Ïî-

êàæåì, ÷òî x ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî xz = zx äëÿ íåêîòîðîé èíâîëþöèè

z ∈ I.

Åñëè |x| = 2, òî ãðóïïà 〈x, z〉 êîíå÷íà äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè z èç I.

Ïóñòü t � èíâîëþöèÿ èç Z(〈x, z〉). Åñëè t ∈ I, òî ïîëîæèì z = t. Åñëè t /∈ I,

òî ïîëîæèì x = t. Ïîäãðóïïà 〈z〉 × 〈x〉 = K1, î÷åâèäíî, íå ëåæèò â I è

K1 ∩ I = 〈z〉. Âîçüìåì â I èíâîëþöèþ t 6= z. ßñíî, ÷òî tz = zt.

Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó 〈z, x, t〉. Äàííàÿ ïîäãðóïïà, î÷åâèä-

íî, íå ëåæèò â I è 〈z, x, t〉 ∩ I ⊃ (〈x〉 × 〈t〉). Â ñèëó ïóíêòà 1 â 〈z, x, t〉

ñóùåñòâóåò ýëåìåíò v òàêîé, ÷òî v ∈ NG(〈z〉×〈t〉)\I è v2 ∈ I. Òîãäà ãðóïïà

K2 = 〈v, z, x, t, t1〉, ãäå t1 ∈ I\(〈z〉 × 〈t〉), êîíå÷íà.

Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè K2 ⊆ K3 ∈ N(1). Òàê êàê K3 ñîäåðæèò

ïîäãðóïïó 〈t〉 × 〈t1〉 × 〈z〉, òî èç ñòðóêòóðû N âûòåêàåò, ÷òî K3 � ýëåìåí-

òàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè t1 êàê èíâîëþöèè èç I

ïîëó÷èì, ÷òî x ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáîé èíâîëþöèåé èç I. Òàêèì îáðàçîì,

I×〈x〉 � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè

I êàê ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé 2-ãðóïïû.

Ïóñòü |x| > 2. Âîçüìåì x1 = x|x|/2. Ïî äîêàçàííîìó âûøå x1 ∈ I.

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà 〈x, z〉 êîíå÷íà äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè z ∈ I. Â äàëü-

íåéøåì, äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ |x| = 2, ïîëó÷èì,

÷òî x ∈ 〈x〉 · I � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà 2-ãðóïïà. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî

|x| > 2. Ïóíêò äîêàçàí.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî G íå ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíûõ àáå-

ëåâûõ ãðóïï ïîðÿäêà áîëåå ÷åòûðåõ.
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4. G = (A × B) h 〈w〉, ãäå Aw = B, A � (ëîêàëüíî) öèêëè÷åñêàÿ

ãðóïïà, w � èíâîëþöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 4. Òàê êàê G � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî

ìîæíî ñ÷èòàòü â ñèëó äîêàçàííûõ âûøå ïóíêòîâ, ÷òî N ñîñòîèò òîëüêî

èç ñïëåòåííûõ 2-ãðóïï è ïî ïðåäëîæåíèþ 21 G òðåáóåìîãî âèäà. Ïóíêò

äîêàçàí.

Èç ïóíêòîâ 1-4 âûòåêàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

4.2. Ëîêàëüíî êîíå÷íûå ãðóïïû, íàñûùåííûå

PGL2(p
n)

Ïóñòü G � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç ìíî-

æåñòâà R = {PGL2(p
n)|p ∈ P, n ∈ N}. Çäåñü P � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ

÷èñåë, à N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Ëåììà 10. Ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà G, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè èç

ìíîæåñòâà R, èçîìîðôíà PGL2(P ) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî

ïîëÿ P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 11 PGL2(p
n) = L2(p

n)h 〈v〉, ãäå

v2 = e.

Ðàññìîòðèì â G ïîäãðóïïó L, ïîðîæäåííóþ âñåìè ïîäãðóïïàìè K

òàêèìè, ÷òî K ' L2(p
ni

i ), ãäå pi ∈ P , à n ∈ N .

1. L ' L2(P ), ãäå P � ïîäõîäÿùåå ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòå-

ðèñòèêè p.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 1. Ïîêàæåì, ÷òî ãðóïïà L íàñûùåíà ìíî-

æåñòâîì J1 = {L2(p
ni

i )}. Âîçüìåì â L êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó M . Ïî îïðåäåëå-

íèþ ãðóïïû L, M ⊆ 〈L1, . . . , Li, . . . , Lm〉 äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà êîíå÷íûõ

ïîäãðóïï Li ⊂ L òàêèõ, ÷òî Li ' L2(p
ni

i ) è i = 1, m.
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Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè è ïðåäëîæåíèþ 12

〈L1, . . . , Li, . . . , Lm〉 ⊆ N ⊂ G è N = Lm+1 h 〈t〉, ãäå Lm+1 ' L2(p
nm+1

m+1 ), à

t � èíâîëþöèÿ.

Òàê êàê âñå Li � êîíå÷íûå ïðîñòûå íåàáåëåâû ãðóïïû, à Li∩Lm+1�Li

(çàìåòèì, ÷òî Lm+1 �N), òî ëèáî Li∩Lm+1 = 1, ëèáî Li∩Lm+1 = Li. Ïåð-

âûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó òîãäà |N : Lm+1| ≥ |Li| > 2, à ñ äðóãîé

ñòîðîíû, |N : Lm+1| = |(Lm+1 × (v)) : Lm+1| = 2. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâà-

òåëüíî, îñòàåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé. Íî òîãäà âñå Li ëåæàò â Lm+1, à çíà÷èò, è

M ëåæèò â Lm+1. Èòàê, íàñûùåííîñòü L ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà J1 äîêà-

çàíà. Ïî ïðåäëîæåíèþ 22 L ' L2(P ) äëÿ íåêîòîðîãî ëîêàëüíî êîíå÷íîãî

ïîëÿ P . Ïóíêò 1 äîêàçàí.

Çàôèêñèðóåì ïðîñòîå p, ÿâëÿþùååñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ P , èç

ïóíêòà 1.

2. |G : L| ≤ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 2. Âîçüìåì â G êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó

Gk ' PGL2(p
mk) è ðàññìîòðèì åå îáðàç Gk â G. Òîãäà Gk = Lk h 〈tk〉,

ãäå Lk ' L2(p
mk), à tk � èíâîëþöèÿ. Åñëè t ∈ L äëÿ ëþáîé Gk, òî Gk ⊂ L,

ïîñêîëüêó Lk ëåæèò â L ïî îïðåäåëåíèþ, G = L è |G : L| = 1. Ïóñòü äëÿ

íåêîòîðîãî tk0
/∈ L. Ïîêàæåì, ÷òî G ⊆ L h 〈tk0

〉, òàê êàê îáðàòíîå âêëþ-

÷åíèå î÷åâèäíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü g ∈ G. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈t, g〉 ⊆ Gk = Lk h 〈tk〉 ⊂ L h 〈tk〉, ãäå Lk ' L2(p
nk), à 〈tk〉 � èíâîëþöèÿ.

Êàê ïîêàçàíî âûøå, tk0
/∈ L, à çíà÷èò, Lk h 〈tk〉 ⊂ L h 〈tk0

〉. Â ñèëó ïðîèç-

âîëüíîñòè âûáîðà g ïîëó÷àåì G ⊂ L h 〈tk0
〉 è îêîí÷àòåëüíî G = L h 〈tk0

〉.

Ïóíêò 2, à âìåñòå ñ íèì è ëåììà äîêàçàíû.
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4.3. Î öåíòðå ãðóïïû Øóíêîâà ñ îäíèì óñëîâèåì íà-

ñûùåííîñòè

Ïóñòü p � ôèêñèðîâàííîå ïðîñòîå ÷èñëî, =p = {GL2(p
n)|n ∈ N}, ãäå

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü G � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà Øóíêîâà, íàñûùåí-

íàÿ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà =p, è K � ïîäãðóïïà èç G, èçîìîðôíàÿ ãðóï-

ïå èç =p. Òîãäà Z(K) ⊂ Z(G) è Z(G) � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Åñëè p = 2, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 13 è ïðåäëîæåíèþ 10 (ïóíêò 9)

G ' CL2(Q)× V , ãäå Q � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2, à V �

ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà áåç èíâîëþöèé [4], è òåîðåìà äîêàçàíà. Â

äàëüíåéøåì áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî p 6= 2.

Ëåììà 11. Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîðÿäêà p èç G. Òî-

ãäà 2-ýëåìåíòû ãðóïïû GG(〈a〉) ïîðîæäàþò ëîêàëüíî öèêëè÷åñêóþ 2-

ïîäãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî CG(a) ñîäåðæèò â òî÷íî-

ñòè îäíó èíâîëþöèþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïî óñëîâèþ òåîðåìû ýëåìåíò a ëå-

æèò â íåêîòîðîé êîíå÷íîé ãðóïïå L1 ∈ =p(〈a〉). Èç ñòðîåíèÿ êîíå÷íîé

ãðóïïû GL2(p
m) (ïðåäëîæåíèå 11) ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ãðóïïû L1 ñîäåðæèò

èíâîëþöèþ. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç z. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò

äðóãàÿ èíâîëþöèÿ ω ∈ G, òàêæå ïðèíàäëåæàùàÿ ïîäãðóïïå GG(a). Ðàñ-

ñìîòðèì ïîäãðóïïó 〈a, z, ω〉. Ïîñêîëüêó az = a è aω = a, ïîäãðóïïà 〈a〉

íîðìàëüíà â 〈a, z, ω〉. Òîãäà ôàêòîð-ãðóïïà 〈a, z, ω〉/〈a〉 êîíå÷íà, òàê êàê

ïîðîæäåíà äâóìÿ èíâîëþöèÿìè. Çíà÷èò, ïî ïðåäëîæåíèþ 2 ãðóïïà 〈a, z, ω〉

êîíå÷íà è ïî óñëîâèÿì òåîðåìû âëîæåíà â íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó

L2 ∈ =p(〈a, z, ω〉). Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíò a ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ñèëîâ-

ñêîé p-ïîäãðóïïå ãðóïïû L2 è z, ω ∈ GL2
(〈a〉). Íî L2 ' GL2(p

n), è CL2
(〈a〉)
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ñîäåðæèò òîëüêî îäíó èíâîëþöèþ (ïðåäëîæåíèå 11). Èòàê, z = ω, è åñëè

2-ýëåìåíòû ãðóïïû CG(〈a〉) èìåþò òîëüêî ïîðÿäîê 2, òî ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü CG(〈a〉) ñîäåðæèò 2-ýëåìåíòû ïîðÿäêà áîëüøå 2. Ñäåëàåì ñëå-

äóþùåå èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå: åñëè â CG(〈a〉) ñóùåñòâóåò öèêëè-

÷åñêàÿ ïîäãðóïïà 〈b0〉, |b0| = 2k, k ≥ 1, òî îíà åäèíñòâåííà. Ïóñòü â

CG(〈a〉) ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà 〈b〉, |b| = 2k+1. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ñóùåñòâóåò äðóãàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà 〈c〉 ∈ CG(〈a〉), 〈c〉 6= 〈b〉,

|c| = 2k+1. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó 〈a, b, c〉. Â íåé êîíå÷íàÿ àáåëåâà ïîäãðóï-

ïà 〈a, b2〉 = 〈a, c2〉 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé (ðàâåíñòâî 〈b2〉 = 〈c2〉 = 〈d〉 ñëåäó-

åò èç èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ). Òîãäà ôàêòîð-ãðóïïà 〈a, b, c〉/〈a, d〉

êîíå÷íà, ïîñêîëüêó ïîðîæäåíà äâóìÿ èíâîëþöèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî

ïðåäëîæåíèþ 2 êîíå÷íîé ÿâëÿåòñÿ è ãðóïïà 〈a, b, c〉. Ïî óñëîâèÿì òåîðå-

ìû 〈a, b, c〉 ⊆ L3 ∈ =p(〈a, b, c〉). Íî ïî ïðåäëîæåíèþ 11 â L3 ñóùåñòâóåò

òîëüêî îäíà öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 2k+1, ëåæàùàÿ â CG(〈a〉), è îíà

ëåæèò â öåíòðå ãðóïïû L3. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì 〈c〉. Ñëåäîâàòåëüíî,

〈b〉 = 〈c〉.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 12. Ïóñòü K � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G � èçîìîðôíàÿ

GL2(p
n). Òîãäà âñå 2-ýëåìåíòû èç öåíòðà ãðóïïû K ëåæàò â öåíòðå

ãðóïïû G è ïîðîæäàþò â íåì åäèíñòâåííóþ öèêëè÷åñêóþ 2-ïîäãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 11 ñëåäóåò, ÷òî âñå 2-ýëåìåíòû

öåíòðà ãðóïïû K ïîðîæäàþò öèêëè÷åñêóþ 2-ïîäãðóïïó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

z èíâîëþöèþ èç ýòîé 2-ïîäãðóïïû.

Ïóñòü z íå ëåæèò â öåíòðå ãðóïïûG. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò g ∈ G

òàêîé, ÷òî zg = υ è υ 6= z. Ïóñòü a � ýëåìåíò ïîðÿäêà p èç K. Ãðóïïà 〈a, aυ〉

êîíå÷íà ïî îïðåäåëåíèþ 3. Òàê êàê

〈a, aυ〉υ = 〈aυ, a〉 = 〈a, aυ〉,
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òî

υ ∈ Ng(〈a, aυ〉).

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ãðóïïà 〈aυ, a, υ〉 êîíå÷íà (ïðåäëîæåíèå 2).

Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈aυ, a, υ〉 ⊆ L1 ∈ =p(〈aυ, a, υ〉),

à çíà÷èò, L2 ' GL2(p
n). Ïî ëåììå 11 z ∈ Z(L1) è, çíà÷èò, zv = vz, òî åñòü

zG = 〈zg|g ∈ G〉 � àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G è, çíà÷èò, z = υ.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì υ. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Z(K) ñîäåðæèò 2-

ýëåìåíòû ïîðÿäêà áîëüøå 2. Ñäåëàåì ñëåäóþùåå èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæå-

íèå: åñëè â Z(K) ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà 〈d〉 ïîðÿäêà 2k(k ≥ 1),

òî îíà òàêæå ñîäåðæèòñÿ â Z(G). Ïóñòü â Z(K) ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêàÿ

ïîäãðóïïà 〈b〉 ïîðÿäêà 2k+1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b /∈ Z(G) è ñóùåñòâóåò

g ∈ G òàêîé, ÷òî bg = c 6= b. Â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî b2 = c2 = d ∈ Z(G). Ñëåäîâàòåëüíî, 〈a, c〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè, ëåììå 11 è ïðåäëîæåíèþ 10 (ïóíêòû 10, 11)

〈a, c〉 ⊆ L2 ∈ =p(〈a, c〉). Òàê êàê L2 ' L2(p
n2), òî |c| äåëèò |Z(L2)| (ïðåä-

ëîæåíèå 9 ïóíêòû 4, 10), à b ∈ Z(L2). Ñëåäîâàòåëüíî, bG = 〈bg|g ∈ G〉 �

àáåëåâà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G è b = c.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 13. Ïóñòü b � ýëåìåíò íå÷åòíîãî ïîðÿäêà èç G, b ∈ Z(K),

ãäå K ∈ =p(1). Òîãäà â G íå ñóùåñòâóåò ýëåìåòà x òàêîãî, ÷òî bx = b−1

è x2 ∈ Z(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. È ïóñòü ýëåìåíò x òà-

êîé. Òàê êàê G � ãðóïïà Øóíêîâà, òî 〈b, x, d〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Çäåñü

d � ýëåìåíò ïîðÿäêà p èç K. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈b, x, d〉 ⊆ L, ãäå

L ∈ =p(1). Èç ïðåäëîæåíèÿ 10 (ïóíêòà 2) âûòåêàåò, ÷òî b ∈ Z(L), ñëåäîâà-

òåëüíî, bx = b, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ýëåìåíòà x. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 14. Ïóñòü b � ýëåìåíò íå÷åòíîãî ïîðÿäêà èç G, b ∈ Z(K),

ãäå K ∈ =p(1). Òîãäà b ∈ CG(S), ãäå S � ëþáàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà èç

G, ñîäåðæàùàÿ ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó SK èç K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê S〈b〉 � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî äëÿ

ëþáîãî x ∈ S\SK , 〈SK , x〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è ïî óñëîâèþ íàñûùåííî-

ñòè 〈SK , x〉 ⊂ K1 ∈ =p(1). Èç ïðåäëîæåíèÿ 11 (ïóíêòû 2,6) âûòåêàåò,

÷òî SK1
⊂ CG(b). Èòàê, xb = x è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà x èç S,

b ∈ CG(S).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 15. Ïóñòü b ∈ Z(K), ãäå K ∈ =p(1) è |b| = r � ïðîñòîå

íå÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà b ∈ Z(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, è ïóñòü b 6= bg

äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè êîíå÷íàÿ ãðóïïà

〈b, bg〉 ⊆ K(1,g) ∈ =p(〈b, bg〉).

1. Ñóùåñòâóåò òàêîé g, ÷òî b /∈ Z(K(1,g)). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ

ëþáîãî g ∈ G, b ∈ Z(K(1,g)), òî bG = 〈bg|g ∈ G〉 � àáåëåâà íîðìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà â G. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈b, g〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íà-

ñûùåííîñòè 〈b, g〉 ⊆ K2 ∈ =p(〈b, g〉). Ñëåäîâàòåëüíî, K2 ' GL2(p
n2) è

bK2 = 〈bx|x ∈ K2〉 � íîðìàëüíàÿ r-ïîäãðóïïà â K2. Ïî ïðåäëîæåíèþ 11

(ïóíêò 9) bK2 ⊂ Z(K2), â ÷àñòíîñòè, b ∈ Z(K2), è, çíà÷èò, bg = b. Ïðîòèâî-

ðå÷èå ñ âûáîðîì g. Çàôèêñèðóåì ãðóïïó K(1,g).

2. r ∈ π(Z(K(1,g))). Ïî ïðåäëîæåíèþ 11 (ïóíêò 9) ôàêòîð-ãðóïïà

K(1,g) = K(1,g)/Z(K(1,g)) = L2 h 〈v〉,

ãäå L2 ' L2(p
n1) è |v| = 2. Òàê êàê âñå ýëåìåíòû íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ èç

K(1,g) âñå ïîïàäàþò â ïîäãðóïïó L2, òî äëÿ íåêîòîðîé èíâîëþöèè t ∈ K(1,g),

b
t

= b
−1
. Çäåñü b � îáðàç b ïðè åñòåñòâåííîì ãîìîìîðôèçìå K(1,g) íà
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K(1,g). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî 2-ýëåìåíòà t ∈ K(1,g), bt = b−1z

è t2 ∈ Z(G), ãäå e 6= z ∈ Z(K(1,g)). Òî, ÷òî z 6= e, âûòåêàåò èç ëåììû 13.

Òàê êàê r = |b| = |bt| = |b−1z|, òî e = (b−1z)r = (br)−1zr = ezr = zr. Ïîëî-

æèì z = a è çàôèêñèðóåì t è ïîäãðóïïó (〈a〉 × 〈b〉) èç K(1,g). ßñíî, ÷òî

t ∈ N(〈a〉 × 〈b〉), at = a è bt = b−1a.

3. Â K íàéäåòñÿ èíâîëþöèÿ υ òàêàÿ, ÷òî êîíå÷íàÿ ãðóïïà

〈a, b, υ〉 ⊆ K2 ∈ =p(〈a, b, υ〉) è a /∈ Z(K2).

Òàê êàê b ∈ Z(〈a, b, υ〉), òî äëÿ ëþáîé èíâîëþöèè υ ∈ K ôàêòîð-

ãðóïïà 〈a, b, υ〉/〈b〉 = 〈a, υ〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ èíâîëþöèåé

υ è ýëåìåíòîì a ïðîñòîãî ïîðÿäêà r (îïðåäåëåíèå 3). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî

ò. Øìèäòà (ïðåäëîæåíèå 2) 〈a, b, υ〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, è ïî óñëîâèþ íà-

ñûùåííîñòè

〈a, b, υ〉 ⊆ K2 ∈ =p(〈a, b, υ〉).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ëþáîé èíâîëþöèè υ ∈ K, a ∈ Z(K2). Òîãäà

K∗ = 〈υ|υ ∈ K, υ2 = e〉 � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â K, ïîðîæäåííàÿ

âñåìè èíâîëþöèÿìè èç K, è a ∈ CG(K∗). Çäåñü ìîæåò áûòü äâå âçàèìíî

èñêëþ÷àþùèå âîçìîæíîñòè: ëèáî a ∈ K, ëèáî a /∈ K. Â ïåðâîì ñëó÷àå

a ∈ Z(K) è ïî ïðåäëîæåíèþ 11 (ïóíêòû 1, 2) 〈a〉 = 〈b〉, ÷òî íåâîçìîæíî.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû èìååì êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó 〈a〉 × (〈b〉 × K∗) è ïî

óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈a〉 × (〈b〉 ×K∗) ⊂ K3 ∈ =p(〈a〉 × 〈b〉 ×K∗),

ãäå K3 ' GL2(p
n3), à K3 ' GL2(p

n3). Íî â K3 íåò ýëåìåíòàðíî àáåëåâûõ

ïîäãðóïï ãðóïïû r3 (ïðåäëîæåíèå 11). Èòàê, òðåáóåìàÿ èíâîëþöèÿ υ íàé-

äåòñÿ.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Òàê êàê 〈a〉 × 〈b〉 ⊆ K2 è

|〈a〉 × 〈b〉| = r2, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 11 (〈a〉 × 〈b〉) ∩ Z(K2) = 〈z〉 6= e. ßñ-
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íî, ÷òî 〈a〉 × 〈b〉 = 〈a〉 × 〈z〉. Òàê êàê a /∈ Z(K2), òî â ôàêòîð-ãðóïïå

K2 = K2/Z(K2) íàéäåòñÿ òàêàÿ èíâîëþöèÿ t1, ÷òî at1 = a−1.

Ñëåäîâàòåëüíî, â K2 íàéäåòñÿ 2-ýëåìåíò t1 òàêîé, ÷òî at1 = a−1z1,

t21 ∈ Z(G) è ïî ëåììå 13 z1 6= e. ßñíî òàê æå, ÷òî z1 ∈ 〈z〉. Ñëåäîâàòåëüíî,

t1 ∈ N(〈a〉 × 〈z〉), ïîñêîëüêó (〈a〉 × 〈z〉) = (〈a〉 × 〈b〉), òî t1 ∈ N(〈a〉 × 〈b〉).

Èòàê, ìû èìååì 2-ýëåìåíòû t è t1 èç N(〈a〉× 〈b〉), íåòðèâèàëüíî äåéñòâóþ-

ùèå íà (〈a〉×〈b〉) òàêèå, ÷òî at = a, at1 = a−1z1 6= a è t2, t21 ∈ Z(G). Òàê êàê

ôàêòîð-ãðóïïà 〈(〈a〉 × 〈b〉), t1, t〉/〈(〈a〉 × 〈b〉), t21, t2〉 = 〈t1, t〉 ïîðîæäàåòñÿ

äâóìÿ èíâîëþöèÿìè t1 è t, òî îíà êîíå÷íà.

Ñëåäîâàòåëüíî, 〈(〈a〉 × 〈b〉), t1, t〉 = M òàêæå êîíå÷íàÿ ãðóïïà

(ïðåäëîæåíèå 2). Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè M ⊆ K4 ∈ =p(M), ãäå

K4 ' CL2(p
n3). Èç ïðåäëîæåíèÿ 11 ïîëó÷àåì NK4

(〈a〉×〈b〉) = (A×B)h〈υ〉,

ãäå A � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà pn4 − 1, Aυ = B, υ2 = e è

(A×B) = CK4
(〈a〉 × 〈b〉). Òàê êàê t1, t ∈ NG(A×B), òî

(A×B) h 〈υ〉 = (A×B) · 〈t〉 = (A×B) · 〈t1〉,

t1 = tx, äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ A × B è a 6= a−1z1 = at1 = axt = at = a.

Ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Èñïîëüçóÿ ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 15 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ëåì-

ìó.

Ëåììà 16. Ïóñòü b ∈ Z(K), ãäå K ∈ =p(e) è |b| � íå÷åòíîå ÷èñëî,

òîãäà b ∈ Z(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 15 è èíäóêöèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

|b| = rn, ãäå r � ïðîñòîå ÷èñëî, n > 1 è brn−1 ∈ Z(G). Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà

〈b, bg〉 êîíå÷íà (îïðåäåëåíèå 3).

1. Ñóùåñòâóåò òàêîé g, ÷òî b /∈ Z(K(1,g)). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ

ëþáîãî g ∈ G, b ∈ Z(K(1,g)), òî bG = 〈bg|g ∈ G〉 � àáåëåâà íîðìàëüíàÿ

42



ïîäãðóïïà â G. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈b, g〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íà-

ñûùåííîñòè 〈b, g〉 ⊆ K2 ∈ =p(〈b, g〉). Ñëåäîâàòåëüíî, K2 ' GL2(p
n2) è

bK2 = 〈bx|x ∈ K2〉 � íîðìàëüíàÿ r-ïîäãðóïïà â K2. Ïî ïðåäëîæåíèþ 11

(ïóíêò 9) bK2 ⊂ Z(K2), â ÷àñòíîñòè, b ∈ Z(K2), è, çíà÷èò, bg = b. Ïðîòèâî-

ðå÷èå ñ âûáîðîì g. Çàôèêñèðóåì ãðóïïó K(1,g).

2. Ñóùåñòâóåò 2-ýëåìåíò t ∈ K(1,g) òàêîé, ÷òî bt = b−1a, a ∈ Z(K(1,g)),

t2 ∈ Z(K(1,g)) è |a| = |b|. Ïî ïðåäëîæåíèþ 11 (ïóíêò 9)

K(1,g) = K(1,g)/Z(K(1,g)) = L2 h 〈v〉,

ãäå L2 ' L2(p
n1) è |v| = 2. Òàê êàê âñå ýëåìåíòû íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ èç

K(1,g) ïîïàäàþò âñå ïîäãðóïïó L2, òî äëÿ íåêîòîðîé èíâîëþöèè t ∈ K(1,g),

b
t

= b
−1
. Çäåñü b � îáðàç b ïðè åñòåñòâåííîì ãîìîìîðôèçìå K(1,g) íà

K(1,g). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî 2-ýëåìåíòà t ∈ K(1,g), bt = b−1z

è t2 ∈ Z(G), ãäå e 6= z ∈ Z(K(1,g)). Òî, ÷òî z 6= e, âûòåêàåò èç ëåììû 13.

Òàê êàê rn = |b| = |bt| = |b−1z|, òî e = (b−1z)|b| = (b|b|)−1z|b| = ez|b| = z|b|.

Åñëè |z| < |b|, òî b|z| 6= e, (b|z|)t = (b−1z)|z| = b|z| · z|z| = (b|z|)−1. Ïðîòè-

âîðå÷èå ñ ëåììîé 13. Èòàê |z| = |b|. Ïîëîæèì z = a, çàôèêñèðóåì t è

ïîäãðóïïó (〈a〉 · 〈b〉) èç K(1,g). ßñíî, ÷òî t ∈ N(〈a〉 · 〈b〉), at = a, bt = b−1a è

〈ar〉 = 〈br〉 ∈ Z(K(1,g)).

3. Â K íàéäåòñÿ èíâîëþöèÿ υ òàêàÿ, ÷òî êîíå÷íàÿ ãðóïïà

〈a, b, υ〉 ⊆ K2 ∈ =p(〈a, b, υ〉) è a /∈ Z(K2).

Òàê êàê b ∈ Z(〈a, b, υ〉) è 〈ar〉 = 〈br〉 ⊆ Z(G), òî äëÿ ëþáîé èí-

âîëþöèè υ ∈ K ôàêòîð-ãðóïïà 〈a, b, υ〉/〈b〉 = 〈a, v〉 � êîíå÷íàÿ ãðóïïà,

ïîðîæäåííàÿ èíâîëþöèåé υ è ýëåìåíòîì a ïðîñòîãî ïîðÿäêà r (îïðåäåëå-

íèå 3). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ò. Øìèäòà (ïðåäëîæåíèå 2) 〈a, b, υ〉 � êîíå÷íàÿ

ãðóïïà, è ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

〈a, b, υ〉 ⊆ K2 ∈ =p(〈a, b, υ〉).
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ëþáîé èíâîëþöèè υ ∈ K, a ∈ Z(K2). Òîãäà

a ∈ CG(K∗), ãäå K∗ = 〈υ|υ ∈ K, υ2 = e〉 � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â

K, ïîðîæäåííàÿ âñåìè èíâîëþöèÿìè èç K. Çäåñü ìîæåò áûòü äâå âçàèìíî

èñêëþ÷àþùèå âîçìîæíîñòè: ëèáî a ∈ K, ëèáî a /∈ K. Â ïåðâîì ñëó÷àå

a ∈ Z(K) è ïî ïðåäëîæåíèþ 11 (ïóíêòû 1, 2) 〈a〉 = 〈b〉, ÷òî íåâîçìîæíî. Âî

âòîðîì ñëó÷àå ìû èìååì êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó (〈a〉 · 〈b〉)×K∗ è ïî óñëîâèþ

íàñûùåííîñòè

(〈a〉 · 〈b〉)×K∗ ⊂ K3 ∈ =p((〈a〉 · 〈b〉)×K∗),

ãäå K3 ' GL2(p
n3), à K ' GL2(p

n3). Òàê êàê 〈a〉 · 〈b〉 � íåöèêëè÷åñêàÿ

àáåëåâà r-ãðóïïà, òî â íåé åñòü ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ïîðÿäêà

r2. Ñëåäîâàòåëüíî, â K3 åñòü ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà r-ïîäãðóïïà ïîðÿäêà r3,

÷òî íåâîçìîæíî (ïðåäëîæåíèå 11). Èòàê, òðåáóåìàÿ èíâîëþöèÿ υ íàéäåòñÿ.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Òàê êàê 〈a〉 · 〈b〉 ⊆ K2 è 〈a〉 · 〈b〉

íåöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 11 (〈a〉 · 〈b〉)∩Z(K2) = 〈z〉 6= e.

ßñíî, ÷òî 〈a〉 · 〈b〉 = 〈a〉 · 〈z〉. Òàê êàê a /∈ Z(K2), òî â ôàêòîð-ãðóïïå

K2 = K2/Z(K2) íàéäåòñÿ òàêàÿ èíâîëþöèÿ t1, ÷òî at1 = a−1.

Ñëåäîâàòåëüíî, â K2 íàéäåòñÿ 2-ýëåìåíò t1 òàêîé, ÷òî at1 = a−1z1,

t21 ∈ Z(G) è ïî ëåììå 13 z1 6= e. ßñíî òàê æå, ÷òî 〈z1〉 = 〈z〉. Ñëåäîâàòåëüíî,

t1 ∈ N(〈a〉 · 〈z〉), ïîñêîëüêó (〈a〉 · 〈z〉) = (〈a〉 · 〈b〉), òî t1 ∈ N(〈a〉 · 〈b〉). Èòàê,

ìû èìååì 2-ýëåìåíòû t è t1 èç N(〈a〉 · 〈b〉), íåòðèâèàëüíî äåéñòâóþùèå

íà (〈a〉 · 〈b〉) òàêèå, ÷òî at = a, at1 = a−1z1 6= a è t2, t21 ∈ Z(G). Òàê êàê

ôàêòîð-ãðóïïà 〈(〈a〉·〈b〉), t1, t〉/〈(〈a〉·〈b〉), t21, t2〉 = 〈t1, t〉 ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ

èíâîëþöèÿìè t1 è t, òî îíà êîíå÷íà.

Ñëåäîâàòåëüíî, 〈〈a〉 · 〈b〉, t1, t〉 = M òàêæå êîíå÷íàÿ ãðóïïà (ïðåäëî-

æåíèå 2). Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè M ⊆ K4 ∈ =p(M), ãäå K4 ' CL2(p
n3).

Èç ïðåäëîæåíèÿ 11 ïîëó÷àåì NK4
(〈a〉 · 〈b〉) = (D×R)h〈υ〉, ãäå D, R � öèê-

ëè÷åñêèå ãðóïïû ïîðÿäêà pn4−1, Dυ = R, υ2 = e è (D×R) = CK4
(〈a〉 ·〈b〉).
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Òàê êàê t1, t ∈ N(D ×R), òî

(D ×R) h 〈υ〉 = (D ×R) · 〈t〉 = (D ×R) · 〈t1〉,

t1 = tx, äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ D × R è a 6= a−1z1 = at1 = axt = at = a.

Ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû âû-

òåêàåò èç ëåìì 12, 16.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïóñòü 〈z1, ..., zn〉 ïîäãðóïïà

èç Z(G) ïîðîæäåííàÿ êîíå÷íûì íàáîðîì ýëåìåíòîâ. Âîçüìåì p-ýëåìåíò

b ∈ G. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè 〈z1, ..., zn, b〉 ⊆ L ∈ =(1). Ïî ïðåäëîæå-

íèþ 11 (ïóíêò 9) 〈z1, ..., zn〉 öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà èç Z(L).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.4. Ãðóïïû Øóíêîâà, íàñûùåííûå PGL2(q)

Â ðàáîòå [20] äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï,

íàñûùåííûõ ãðóïïàìè èç ìíîæåñòâà T = {L2(r
n)} è B = {SL2(r

n)}, ãäå

r � ïðîñòîå íåôèêñèðîâàííîå ÷èñëî è n � íàòóðàëüíîå íåôèêñèðîâàííîå

÷èñëî. Ïóñòü p � ôèêñèðîâàííîå ïðîñòîå ÷èñëî, Ip = {PGL2(p
n)|n ∈ N}.

Â äàííîì ïóíêòå äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5. Ïåðèîäè÷åñêèå ãðóïïû Øóíêîâà, íàñûùåííûå ãðóïïàìè

èç ìíîæåñòâà Ip, èçîìîðôíû PGL2(Q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ëîêàëüíî êîíå÷-

íîãî ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè p.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. p = 2.

Â ýòîì ñëó÷àå (ïðåäëîæåíèå 10 ïóíêò 9) PGL2(2
n) = L2(2

n) è ïî

ïðåäëîæåíèþ 19 G ' L2(Q) = PGL2(Q) äëÿ íåêîòîðîãî ëîêàëüíî êîíå÷-

íîãî ïîëÿ Q õàðàêòåðèñòèêè 2, è òåîðåìà äîêàçàíà.

45



2. p 6= 2.

Ïóñòü S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Ëåììà 17. S = A h 〈t〉, ãäå A � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, t �

èíâîëþöèÿ, at = a−1 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A.

Åñëè S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî èç ïðåäëîæåíèÿ 11 ïóíêòà 16, ïóíêòà

17 âûòåêàåò, ÷òî S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà äèýäðà, è âñå äîêàçàíî. Ïóñòü S � áåñ-

êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïîêàæåì, ÷òî S íàñûùåíà ãðóïïàìè äèýäðà. Âîçüìåì â

S êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó K1. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 âûòåêàåò, ÷òî â S ñóùåñòâó-

åò áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kn ⊂ . . . êîíå÷íûõ ïîäãðóïï.

Ïîëîæèì K = ∪Kn. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç Kn � ãðóïïà äèýäðà, òî âñå

äîêàçàíî.

Ïóñòü âñå Kn � öèêëè÷åñêèå ãðóïïû. Òîãäà K � ëîêàëüíî öèêëè-

÷åñêàÿ 2-ãðóïïà. Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè äëÿ ëþáîãî n âûïîëíÿåòñÿ

Kn ⊂ Mn ' PGL2(p
mn) è K2

n � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â Mn. Ñëåäîâàòåëü-

íî, â K2
n åñòü èíâîëþöèÿ v òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Kn ñïðàâåäëèâî

xv = x−1. Ïóñòü y ∈ Kn+1 è y2 = t, ãäå 〈t〉 = Kn. Ïî óñëîâèþ íàñûùåí-

íîñòè êîíå÷íàÿ ãðóïïà 〈y, v〉 ⊆ M1 ' PGL2(p
mn) è, ñëåäîâàòåëüíî, 〈y, v〉

ëåæèò â CM1
(z), ãäå z � èíâîëþöèÿ èç 〈y〉. Ïî ïðåäëîæåíèþ 11 ïóíêòó 16,

ïóíêòó 17 CM1
(z) � ãðóïïà äèýäðà, à çíà÷èò, yv = y−1. Ðàññóæäàÿ ïî èí-

äóêöèè, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ K ñïðàâåäëèâî xv = x−1, à çíà÷èò,

K h 〈v〉 � 2-ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, K 6= S è â S\K íàéäåòñÿ íåêîòîðûé

ýëåìåíò w. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî w � èíâîëþöèÿ

è wz = zw.

Îòñþäà íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî xw = x−1 äëÿ ëþáîãî x ∈ K. Â

÷àñòíîñòè, K1h〈w〉 � ãðóïïà äèýäðà. Òàêèì îáðàçîì, S íàñûùåíà ãðóïïàìè

äèýäðà è ïî ïðåäëîæåíèþ 20 S = A h 〈t〉, ãäå A � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ

2-ãðóïïà è äëÿ ëþáîãî x ∈ A, xt = x−1.
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Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 18. Ïóñòü a � èíâîëþöèÿ èç S. Òîãäà CG(a) = C h 〈t〉, ãäå

C � áåñêîíå÷íàÿ ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, t � èíâîëþöèÿ è ct = c−1

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà c ∈ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåñêîíå÷íîñòü ãðóïïû CG(a) ñëåäóåò èç ïðåä-

ëîæåíèé 3, 21. Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç CG(a)

è D = 〈a, R〉. Èìååì D ⊆ M ⊂ G, ãäå M ' PGL2(p
m
n ). Ïðè ýòîì

D ⊆ CM(a) ⊂ CG(a). Ïî ïðåäëîæåíèþ 11 CM(a) � ãðóïïà äèýäðà. Òà-

êèì îáðàçîì, CG(a) íàñûùåíà ãðóïïàìè äèýäðà. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 20

èìååì CG(a) = C h 〈t〉, ãäå C � ëîêàëüíî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, t2 = 1 è

ct = c−1 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà c ∈ C. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 19. G îáëàäàåò ëîêàëüíî êîíå÷íîé ïîäãðóïïîé L òàêîé,

÷òî L ' PGL2(P ), ãäå P � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z � èíâîëþöèÿ èç öåíòðà S. Êàê ñëåäóåò èç

ëåììû 18, CG(z) ïðåäñòàâèì â âèäå îáúåäèíåíèÿ âîçðàñòàþùåé öåïî÷êè

ãðóïï äèýäðà Dn = Cn h t, Cn = 〈cn〉 è äëÿ ëþáîãî c ∈ Cn, ct = c−1:

D1 ⊂ . . . ⊂ Dn . . . . (13)

Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè Dn ⊂ Ln ' PGL2(p
mn) = L2(p

mn) h 〈d〉,

ãäå d � èíâîëþöèÿ è Dn = CLn
(z).

Òàêèì îáðàçîì öåïî÷êå (13) ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü

L1, . . . , Ln, . . . (14)

ïîäãðóïï èç G.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 11 ïóíêòà 9 âûòåêàåò, ÷òî èíâîëþöèþ t ìîæíî âû-

áðàòü ëåæàùåé â Rn ⊂ Ln è Rn ' L2(p
mn). Çäåñü Ln � ýëåìåíò öåïî÷êè

(14). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èíâîëþöèè z è t ñîïðÿæåíû.
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Â ÷àñòíîñòè, ïîäãðóïïà CLn
(z) = Dn ñîïðÿæåíà â Ln ñ ïîäãðóïïîé

Tn = CLn
(t) = Vn h 〈z〉. Ïî ëåììå 18 ïîäãðóïïà Cn â CG(z) îäíîçíà÷íî

îïðåäåëåíà ñâîèì ïîðÿäêîì |Cn|; òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ ïîäãðóïïû Vn, ãäå

Vn � îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà èç CG(t).

Ââèäó ñîïðÿæåííîñòè èíâîëþöèé z è t â G ïîäãðóïïû Tn òàê æå, êàê

è ïîäãðóïïû Dn, ñîñòàâëÿþò öåïî÷êó

T1 ⊂ . . . ⊂ Tn ⊂ . . . (15)

Òàê êàê Ln = 〈Tn, Dn〉, òî èç (13), (15) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü (14) îáðàçóåò öåïî÷êó

L1 ⊂ . . . ⊂ Ln ⊂ . . . (16)

Ïóñòü L =
⋃∞

n=1 Ln. Ïî ïîñòðîåíèþ CG(a) ⊂ L. Ïî ïðåäëîæåíèþ 23

è ëåììå 10 L � ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ PGL2(P ), ãäå P �

ëîêàëüíî êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 20. Ïóñòü L � ïîäãðóïïà èç ôîðìóëèðîâêè ïðåäûäóùåé

ëåììû. Òîãäà G = L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â íà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà S � áåñêîíå÷-

íàÿ ãðóïïà. Â ýòîì ñëó÷àå L ' L2(P ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L 6= G. Ïîêàæåì,

÷òî L � ñèëüíî âëîæåííàÿ ïîäãðóïïà â G. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,

÷òî äëÿ ëþáîãî g ∈ G\L ïîäãðóïïà L ∩ Lg íå ñîäåðæèò èíâîëþöèé.

Ïóñòü w � èíâîëþöèÿ èç L∩Lg, ãäå w = vg, ïðè÷åì v ∈ L. Âñå èíâî-

ëþöèè â L ñîïðÿæåíû (ïðåäëîæåíèå 13), ïîýòîìó vgb = v äëÿ íåêîòîðîãî

ýëåìåíòà b ∈ L. Òîãäà gb ∈ CG(v), è òàê êàê ïî ëåììàì 17, 18 CG(v) ⊂ L, òî

è g ∈ L âîïðåêè âûáîðó ýëåìåíòà g. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G\L

ïîäãðóïïà L∩Lg íå ñîäåðæèò èíâîëþöèé, NG(L) = L, è L ñèëüíî âëîæåíà

â G.
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Òàê êàê G ïîðîæäàåòñÿ èíâîëþöèÿìè, òî â G \ L íàéäåòñÿ èíâîëþ-

öèÿ v. Ïóñòü w � ïðîèçâîëüíàÿ èíâîëþöèÿ èç L. Òàê êàê G � ïåðèîäè-

÷åñêàÿ ãðóïïà, òî ãðóïïà K = 〈v, w〉 êîíå÷íà è ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè

K ⊂ M ⊂ G, ãäå M ' L2(p
n1). Ïîëîæèì H = M∩L, è ïóñòü z � ïðîèçâîëü-

íàÿ èíâîëþöèÿ èç H, à g ∈ M . Êàê ïîêàçàíî âûøå, èç zg ∈ H âûòåêàåò,

÷òî g ∈ H. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäãðóïïà H ñèëüíî âëîæåíà â M .

Ïî ïðåäëîæåíèþ 11 ïóíòó 9 M ' PGL2(p
n1) = L2(p

n1) h 〈x〉, ãäå x �

èíâîëþöèÿ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî M , â ñèëó óêàçàííîãî èçîìîðôèçìà, íå

îáëàäàåò ñèëüíî âëîæåííîé ïîäãðóïïîé. Òàêèì îáðàçîì, G\L = ∅ è G = L.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà S � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Åñëè G 6= L,

òî G � íå ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ãðóïïà (ïðåäëîæåíèå 21) è, ñëåäîâàòåëü-

íî, CG(S) � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïóñòü b � ýëåìåíò íå÷åòíîãî ïîðÿäêà èç

CG(S). Ïî óñëîâèþ íàñûùåííîñòè äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû 〈S, b〉 âûïîëíÿåòñÿ

〈S, b〉 ⊂ M2 ' PGL2(p
n2) = L2(p

n2) h 〈x〉, ãäå x � èíâîëþöèÿ (ïðåäëîæåíèå

11 ïóíêò 9). Íî â CM2
(S), â ñèëó óêàçàííîãî èçîìîðôèçìà, íå ñîäåðæèòñÿ

ýëåìåíòîâ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, G = L.

Èòàê, G\L íå ñîäåðæèò èíâîëþöèé, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

L = G. Ëåììà è òåîðåìà äîêàçàíû.

Òåîðåìà 6. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ãðóïïà Øóíêîâà, íàñûùåííàÿ ãðóïïàìè

èç ìíîæåñòâà {GL2(p
n)|n ∈ N}, èçîìîðôíà GL2(Q), ãäå Q � ëîêàëüíî

êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 4 Z(G) � ëîêàëüíî-öèêëè÷åñêàÿ ãðóï-

ïà. Ïîêàæåì, ÷òî ôàêòîð-ãðóïïà G = G/Z(G) íàñûùåíà ãðóïïàìè èç ìíî-

æåñòâî M. Ïóñòü K êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà èç G è K íåêîòîðûé åå êîíå÷íûé

ïðîîáðàç â G. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû K ⊆ K1 ⊂ G è K1 ' GL2(p
n). Ïå-

ðåõîäÿ ê G ïîëó÷èì K ⊆ K1 ' K1/Z(K1) ' PGL2(p
n). Ïî òåîðåìå 10
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G ' PGL2(Q). Ïî òåîðåìå Øìèäòà (ïðåäëîæåíèå 2) G � ëîêàëüíî êîíå÷-

íàÿ ãðóïïà è ïî ïðåäëîæåíèþ 21 G ' GL2(P ). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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