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Ââåäåíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè

Èçâåñòíî, ÷òî îäíèì èç ìîùíûõ ìåòîäîâ èçó÷åíèÿ îñîáåííîñòåé ñòðîåíèÿ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ

òåîðèÿ õàðàêòåðîâ. Íà÷àëî ðàçâèòèþ òåîðèè õàðàêòåðîâ ïîëîæèë ôóíäàìåíòàëüíûé òðóä,

ïîñòðîåííûé â 1896-1899 ãã. Ô.Ã.Ôðîáåíèóñîì ¾Òåîðèÿ õàðàêòåðîâ è ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï¿.

Íî ëèøü â êîíöå 60-õ ãîäîâ XX âåêà, â ñâÿçè ñ èíòåíñèâíûìè èññëåäîâàíèÿìè êîíå÷íûõ ïðî-

ñòûõ ãðóïï è èõ êëàññèôèêàöèåé, òåîðèÿ õàðàêòåðîâ ñòàëà ðàçâèâàòüñÿ êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé

îáúåêò ñîâðåìåííîé òåîðèè ãðóïï.

Âàæíûì íàïðàâëåíèåì òåîðèè õàðàêòåðîâ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå âëèÿíèÿ ñòåïåíåé íåïðè-

âîäèìûõ õàðàêòåðîâ íà ñòðîåíèå ãðóïïû. Âïåðâûå ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ áûëè íà÷àòû

È.Ì.Àéçåêñîì è Ä.Ñ.Ïàññìàíîì â [26]. Â 1965 ã. èìè áûëà ïðåäïðèíÿòà ïåðâàÿ ïîïûòêà

êëàññèôèöèðîâàòü ãðóïïû, èìåþùèå ðîâíî äâå ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ. Îíè ñâå-

ëè çàäà÷ó ê ñëó÷àþ d = pα, ãäå d � íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà, p �

ïðîñòîå ÷èñëî è ãðóïïàì ñ íåàáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé. Â 1968 ã. Ã.Çåéöåì â [33]

èññëåäîâàíû ãðóïïû, èìåþùèå ðîâíî îäíî íåïðèâîäèìîå íåîäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå, ò.å.

K-ïðåäñòàâëåíèå ñòåïåíè áîëüøå ÷åì 1, ãäå K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå íóëåâîé õà-

ðàêòåðèñòèêè. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ëèáî ãðóïïû ïîðÿäêà 2k (k � íàòó-

ðàëüíîå íå÷åòíîå ÷èñëî), öåíòð êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ êîììóòàíòîì è èìååò ïîðÿäîê 2, ëèáî

ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé x→ ax+ b êîíå÷íîãî ïîëÿ GF (pn).

Â îáùåì ñëó÷àå ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ íåñóò äîâîëüíî ñêóäíóþ èíôîðìàöèþ

î ñòðîåíèè ãðóïïû. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî èçó÷àòü ãðóïïû, ó êîòîðûõ ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ

õàðàêòåðîâ èìåþò íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà è óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåííûì îãðà-

íè÷åíèÿì.

Ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ ñëó÷àè, êîãäà ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ óäîâëå-

òâîðÿþò íåêîòîðûì ýêñòðåìàëüíûì ñâîéñòâàì.

Â 2006-2008 ãã. Í.Ñíàéäåðîì â [34] èçó÷àëèñü ãðóïïû ñ íåïðèâîäèìûì êîìïëåêñíûì õà-

ðàêòåðîì ñòåïåíè d, äëÿ êîòîðîãî

|G| = d(d+ e)

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû e. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðè e > 1 ïîðÿäîê ãðóïïû G

îãðàíè÷åí ôóíêöèåé îò ÷èñëà e. Ðàíåå, â 1999 ã. ß.Áåðêîâè÷åì â [13] áûëè êëàññèôèöèðîâàíû

ãðóïïû ñ e = 1 è e = 2. Â ñëó÷àå e = 1 ãðóïïà G èçîìîðôíà ãðóïïå Ôðîáåíèóñà ñ ÿäðîì
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ïîðÿäêà d + 1. Äëÿ e > 1 È.Ì.Àéçåêñ 2011 ã. â [27] ïîêàçàë, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé

B âûïîëíåíî

|G| ≤ Be6.

Òîãäà æå Ê.Äþðôè è Ñ.Äæåíñåí â [24] äîêàçàëè, ÷òî

|G| ≤ e6 − e4.

Íàêîíåö, â 2012 ã. Ì.Ë.Ëüþèñ â [29] óêàçàë íàèëó÷øóþ âîçìîæíóþ ãðàíèöó:

|G| ≤ e4 − e3,

ïðè d ≤ e2 − e.

Íåñìîòðÿ íà ïîëó÷åííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîðÿäîê ãðóïïû â òåðìèíàõ ÷èñëà e, âîçíèêàåò

âîïðîñ î ñòðîåíèè ãðóïïû, ïîðÿäîê êîòîðîé ñâÿçàí ñî ñòåïåíüþ d íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà

ñîîòíîøåíèåì |G| ≤ 2d2.

Â ñèëó èçâåñòíîé òåîðåìû Ôðîáåíèóñà ïîðÿäîê ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êâàäðàòîâ ñòå-

ïåíåé åå íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðîâ. Ïðè ýòîì ÷àñòî îí çíà÷èòåëüíî áîëüøå

ñòåïåíè ëþáîãî åå íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà. Îäíàêî Ë.Ñ. Êàçàðèíûì è È.À. Ñàãèðîâûì [6]

â 2001 ã. äîêàçàíî, ÷òî ó ëþáîé êîíå÷íîé ïðîñòîé íåàáåëåâîé ãðóïïû G èìååòñÿ íåïðèâîäè-

ìûé õàðàêòåð ñòåïåíè, áîëüøåé |G|1/3.
Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê óñòðîåíû êîíå÷íûå ãðóïïû, îáëàäàþùèå íåïðèâîäèìûì õàðàêòå-

ðîì Θ òàêèì, ÷òî |G| ≤ cΘ(1)2 äëÿ íåáîëüøîé êîíñòàíòû c > 1?

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à îïèñàíèÿ ñòðîåíèÿ ãðóïïû, îáëàäàþùåé íåïðèâîäèìûì õàðàê-

òåðîì Θ, òàêèì, ÷òî |G| ≤ cΘ(1)2 ïðè c < 5 ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîé. ¾Àòëàñ

êîíå÷íûõ ãðóïï¿ [20] ñîäåðæèò òàáëèöó õàðàêòåðîâ 90 êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï, èç íèõ âñå-

ãî 23 ãðóïïû îáëàäàþò òàêèì íåïðèâîäèìûì êîìïëåêñíûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè Θ(1), äëÿ

êîòîðîé âåðíî íåðàâåíñòâî cΘ(1)2 ≥ |G|, ïðè c < 5. Èç 23 ãðóïï: 8 � ñïîðàäè÷åñêèõ ïðîñòûõ

ãðóïï (M11,M12,M22,M23,M24, Th, J1, HS), 6 � çíàêîïåðåìåííûõ (A5, A6, A7, A8, A9, A11), 6 �

êëàññè÷åñêèõ ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òèïà (L2(11), L3(2), L3(3), L3(4), U4(2), U4(3)), è 3 � èñêëþ-

÷èòåëüíûõ ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òèïà (Sz(8), 2F4(2)
′, O+

8 (2)). Ïðè c < 4 ãðóïï, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî cΘ(1)2 ≥ |G| âñåãî 15. Ïðè c < 3 óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿò òîëüêî 8

ãðóïï:

Òàêèì íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè Θ(1) = 190373976, ïðè c < 2,6 îáëàäàåò

ñïîðàäè÷åñêàÿ ãðóïïà Òîìïñîíà Th = F3|3, ò.å. |Th| < 2,51Θ(1)2. Ïðè c < 3 ÷åòûðå ãðóïïû

Ìàòüå M11,M22,M23,M24, èìåþò íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð Θ ñòåïåíè Θ(1) ðàâíûé ñîîòâåò-

ñòâåííî 55, 385, 2024, 10395. Ïðè c < 2,7 ãðóïïà L3(2) ïîðÿäêà 168, îáëàäàåò íåïðèâîäèìûì

õàðàêòåðîì ñòåïåíè Θ(1) = 8. Çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû A5, A7 ïðè c < 2,5 èìåþò íåïðèâî-

äèìûé õàðàêòåð ñòåïåíè 5 è 35 ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ïðèëîæåíèå B).
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Çàìåòèì, ÷òî â [20] íå íàøëîñü òàêèõ ãðóïï, ó êîòîðûõ ñòåïåíü íåïðèâîäèìîãî êîìïëåêñ-

íîãî õàðàêòåðà Θ óäîâëåòâîðÿëà áû óñëîâèþ cΘ(1)2 ≥ |G|, ïðè c ≤ 2. Ïîýòîìó ðàáî÷àÿ ãè-

ïîòåçà äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ áàçèðóåòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî âñå ãðóïïû

îáëàäàþùèå òàêèì íåïðèâîäèìûì êîìïëåêñíûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè Θ(1), äëÿ êîòîðîãî

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |G| ≤ cΘ(1)2, ïðè c ≤ 2 ÿâëÿþòñÿ ðàçðåøèìûìè.

Êîíå÷íóþ íååäèíè÷íóþ ãðóïïó ïîðÿäêà áîëüøå äâóõ, îáëàäàþùóþ íåïðèâîäèìûì êîì-

ïëåêñíûì õàðàêòåðîì Θ äëÿ êîòîðîãî, 2Θ(1)2 ≥ |G|, áóäåì íàçûâàòü LC(Θ)-ãðóïïîé1.

LC(Θ)-ãðóïïû ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó î÷åâèäíî îáëàäàþò ýêñòðåìàëüíûì

ñâîéñòâîì.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî íåòðèâèàëüíîãî ïðèìåðà LC(Θ)-ãðóïïû ìîæíî óêàçàòü ýêñòðàñïåöè-

àëüíóþ 2-ãðóïïó ïîðÿäêà 22n+1, êîòîðàÿ îáëàäàåò íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè 2n.

Íà íåé äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî |G| = 2Θ(1)2. Îäíàêî óêàçàííîå ðàâåíñòâî âîâñå íå îçíà÷àåò,

÷òî G áóäåò 2-ãðóïïîé. Äðóãîé ïðèìåð äàåò ãðóïïà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì

ãðóïï S3 è A4, äëÿ êîòîðîé Θ(1) = 6, òàê ÷òî G ∼= S3 × A4 èìååò ïîðÿäîê 72 = 2Θ(1)2 (ñì.

òàáëèöó 19 â ïðèëîæåíèè A).

Öåëü è ìåòîäû ðàáîòû

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå êîíå÷íûõ LC(Θ)-ãðóïï ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà

ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâ òåî-

ðèè êîíå÷íûõ ãðóïï è òåîðèè õàðàêòåðîâ. Äëÿ äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé èñïîëüçîâàíà

ñèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû GAP [35].

Íàó÷íàÿ íîâèçíà:

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð LC(Θ)-ãðóïïû, íå ÿâëÿþùåéñÿ 2-

ãðóïïîé, ÿâëÿåòñÿ êîíñòèòóåíòîé õàðàêòåðà Θ2.

2. Ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå ñòðîåíèÿ LC(Θ)-ãðóïï ñ àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé,

ó êîòîðûõ Θ(1) � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p.

3. Ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå ñòðîåíèÿ LC(Θ)-ãðóïï, ó êîòîðûõ Θ(1) � ïðîèçâåäåíèå äâóõ

ïðîñòûõ ÷èñåë p è q, â òîì ÷èñëå, êîãäà p = q.

4. Ïîëó÷åíî îïèñàíèå ñòðîåíèÿ LC(Θ)-ãðóïï ñ Θ(1) = p2q, ãäå p > q è p, q � ðàçëè÷íûå

ïðîñòûå ÷èñëà.

1îò "Large character".



Ââåäåíèå 7

Íàó÷íàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå

â èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï, òåîðèè õàðàêòåðîâ è èõ ïðåäñòàâëåíèÿì, â àë-

ãåáðàè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêå è â èíòåðïðåòàöèè íåêîòîðûõ çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé íàó÷íî-

ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ïóòü â íàóêó¿ (ßðîñëàâëü, 2014-2015 ãã.), íà êîíôåðåíöèè ¾Àë-

ãåáðà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà: òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ¿ (Êàçàíü, 2014 ã.), íà Ìåæäóíàðîä-

íîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè ãðóïï, ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ Â.Â. Êàáàíîâà (Íàëü÷èê,

2014 ã.), íà 67, 68 è 69 âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, ìàãè-

ñòðàíòîâ è àñïèðàíòîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì (ßðîñëàâëü,

2014-2016 ãã.), íà Ìåæäóíàðîäíîé ëåòíåé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Ãðóïïû è ãðàôû, àëãîðèòìû

è àâòîìàòû¿, ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþ Â.À. Áåëîíîãîâà è 70-ëåòèþ Â.À. Áàðàíñêîãî (Åêàòå-

ðèíáóðã, 2015 ã.).

Ðàáîòà îòìå÷åíà ãðàìîòîé çà ëó÷øèé äîêëàä â Ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé íàó÷íî-

ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ïóòü â íàóêó¿ (ßðîñëàâëü, 2014 ã.), äèïëîìîì ëàóðåàòà 68-é

Âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, ìàãèñòðàíòîâ è àñïèðàíòîâ ñ

ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì (ßðîñëàâëü, 2015 ã.).

Ïóáëèêàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ìàòåðèàë äèññåðòàöèè áûë îïóáëèêîâàí â öèêëå ðàáîò, ñîñòîÿùåé èç 5 ñòàòåé (â òîì

÷èñëå 4 ñòàòüè â æóðíàëå èç ñïèñêà ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ) è 6 òåçèñîâ äîêëàäîâ. Èç

5 ñòàòåé 3 íàïèñàíû áåç ñîàâòîðîâ, 2 � äâóìÿ àâòîðàìè (Êàçàðèí Ë.Ñ., Ïîèñååâà Ñ.Ñ.). Âñå

ñîâìåñòíûå ðàáîòû íàïèñàíû â íåðàçäåëüíîì ñîàâòîðñòâå.

Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòó-

ðû è ïðèëîæåíèÿ. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 98 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

ñîäåðæèò 37 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ðàçáèòà íà ãëàâû, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ïàðàãðàôû.

Íóìåðàöèÿ âñåõ ðåçóëüòàòîâ (òåîðåì, ëåìì, ñëåäñòâèé, ïðåäëîæåíèé, îïðåäåëåíèé) ñêâîçíàÿ

è ñîñòîèò èç òðåõ öèôð: ïåðâàÿ öèôðà � íîìåð ãëàâû, âòîðàÿ � íîìåð ïàðàãðàôà è òðåòüÿ

� ïîðÿäêîâûé íîìåð âíóòðè ïàðàãðàôà. Ôîðìóëû è òàáëèöû èìåþò ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ

âíóòðè âñåé äèññåðòàöèè.
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Ââåäåíèå

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè ïðîáëåìû, îïèñûâàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è,

ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð óæå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ. Äàëåå ñëåäóåò ñîäåðæàíèå äèññåðòà-

öèè, à òàêæå îáçîð ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

1. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ãëàâà 1 íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Äàíû íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ, èçâåñòíûå

óòâåðæäåíèÿ è ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû.

Â ïàðàãðàôå 1.1. ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ÷èñåë, ïîñêîëüêó â äàííîé

ðàáîòå èçó÷àþòñÿ êîíå÷íûå ãðóïïû. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðîñòûõ ÷èñåë Ìåðñåííà è Ôåðìà,

ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà Æèãìîíäè î ñóùåñòâîâàíèè ïðîñòîãî ÷èñëà ñ äîïîëíèòåëüíûìè

îãðàíè÷åíèÿìè.

Â ïàðàãðàôå 1.2. èçëîæåíû ñâåäåíèÿ òåîðåòèêî-ãðóïïîâîãî õàðàêòåðà. Äàíû îïðåäåëå-

íèÿ ðàçðåøèìîé è íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû, ãðóïïû Ôðîáåíèóñà, à òàêæå ñôîðìóëèðîâàíû

íåêîòîðûå èçâåñòíûå ñâîéñòâà è ïðèçíàêè äàííûõ ãðóïï â âèäå ëåìì è ïðåäëîæåíèé.

Â ïàðàãðàôå 1.3. ïðèâîäÿòñÿ ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è òåîðèè õàðàêòåðîâ.

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíäóöèðîâàííîãî õàðàêòåðà, äàåòñÿ çàêîí âçàèìíîñòè Ôðîáåíèóñà. Ïðè-

âîäÿòñÿ îñíîâíûå ôîðìóëèðîâêè òåîðèè Êëèôôîðäà è íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î õàðàêòåðàõ

ïðîñòûõ ãðóïï è ãðóïï Ôðîáåíèóñà.

2. Câîéñòâà LC(Θ)-ãðóïï

Â ýòîé ãëàâå â îñíîâíîì èçó÷àþòñÿ õàðàêòåðû LC(Θ)-ãðóïï è èçëàãàþòñÿ íåêîòîðûå

ñâîéñòâà LC(Θ)-ãðóïïû è åå õàðàêòåðîâ. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå LC(Θ)-ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Êîíå÷íóþ ãðóïïó G ̸= 1 ïîðÿäêà áîëüøå äâóõ, îáëàäàþùóþ íåïðè-

âîäèìûì õàðàêòåðîì Θ òàêèì, ÷òî 2Θ(1)2 ≥ |G|, áóäåì íàçûâàòü LC(Θ)-ãðóïïîé.

Â íà÷àëå ãëàâû â ïàðàãðàôå 2.1. äàåòñÿ ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîé òåîðåìû:

Òåîðåìà 2.1.2. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé. Åñëè ïîðÿäîê G íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ

÷èñëà 2, òî ëþáîé íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð G ÿâëÿåòñÿ êîíñòèòóåíòîé õàðàêòåðà Θ2.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè õàðàêòåð χ ïðåäñòàâèòü â âèäå χ =
∑k

i=1 niχi, ãäå ni ≥ 0 è k =

|Irr(G)|, à nj > 0, òî χj ∈ Irr(G) íàçûâàåòñÿ êîíñòèòóåíòîé õàðàêòåðà χ.

Â ïàðàãðàôå 2.2. äîêàçûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû, îïèñûâàþùèå ñâîéñòâà íåïðè-

âîäèìûõ õàðàêòåðîâ LC(Θ)-ãðóïïû:

Ëåììà 2.2.1. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé. Òîãäà õàðàêòåð Θ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-

íûì íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì ãðóïïû G íàèáîëüøåé ñòåïåíè. Â ÷àñòíîñòè, Θ(g) � öåëîå

ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî äëÿ âñÿêîãî g ∈ G.

Ëåììà 2.2.2. Åñëè G � LC(Θ)-ãðóïïà, òî Θ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì õàðàêòåðîì.

Ëåììà 2.2.3. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà è M � åå ñîáñòâåííàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà.

Òîãäà õàðàêòåð ΘM ïðèâîäèì.
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Äàëåå äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà LC(Θ)-ãðóïïû:

Ëåììà 2.2.4. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà è N � åå ñîáñòâåííàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà.

Åñëè Θ(1) = m, òî (|G/N |,m) ̸= 1.

Ëåììà 2.2.5. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé. Åñëè ïîðÿäîê G íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ

÷èñëà 2, òî Z(G) = 1.

Âñå ñâîéñòâà âûâîäÿòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ LC(Θ)-ãðóïïû è íåêîòîðûõ ñâîéñòâ íåïðèâîäè-

ìûõ õàðàêòåðîâ êîíå÷íîé ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû 2.1.2. ïðåäñòàâëåíî â ïàðàãðàôå 2.3.

3. Ñòðîåíèå LC(Θ)-ãðóïï, ó êîòîðûõ Θ(1) � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ LC(Θ)-ãðóïï ñ àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé, ó êîòîðûõ

Θ(1) � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå 3.1. äàþòñÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ:

Íàïîìíèì, ÷òî p-íèëüïîòåíòíîé íàçûâàåòñÿ ãðóïïà, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ïîðÿäêà,

âçàèìíî ïðîñòîãî ñ ÷èñëîì p, îáðàçóþò ïîäãðóïïó.

Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ñèëîâ-

ñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G àáåëåâà, à Θ(1) = pm äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m, òî

G ÿâëÿåòñÿ p-íèëüïîòåíòíîé ãðóïïîé, Op(G) = 1 è ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G èìååò

ïîðÿäîê pm.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ïîëíîå îïèñàíèå LC(Θ)-ãðóïï ñ Θ(1) = pm è àáåëåâîé ñèëîâñêîé

p-ïîäãðóïïîé.

Òåîðåìà 3.1.2. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà ñ àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé è íåïðè-

âîäèìûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè pm, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, à m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà

ëèáî p � ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà è ãðóïïà G � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå m ãðóïï Ôðîáåíèóñà

ïîðÿäêîâ p(p+1), ëèáî p = 2 è G � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ

ãðóïïîé Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà qi2
mi (ãäå qi = 2mi + 1 � ïðîñòûå ÷èñëà Ôåðìà) èëè ãðóïïîé

Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà 3223 (â ýòîì ñëó÷àå mi = 3), ïðè÷åì
∑

imi = m.

Êîíå÷íàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ôðîáåíèóñà, åñëè â íåé íàéäåòñÿ ñîáñòâåííàÿ

ïîäãðóïïà H, ñîâïàäàþùàÿ ñî ñâîèì íîðìàëèçàòîðîì è âçàèìíî ïðîñòàÿ ñî ñâîèìè ñîïðÿ-

æåííûìè ïîäãðóïïàìè, îòëè÷íûìè îò H.

Òàêèì îáðàçîì, LC(Θ)-ãðóïïà ñ àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé è íåïðèâîäèìûì õà-

ðàêòåðîì Θ ñòåïåíè pm ìîæåò áûòü îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï:

1. ãðóïïîé Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà 72, ïðè÷åì p = 2 è m = 3;

2. ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì m ãðóïï Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêîâ p(p + 1) è p � ïðîñòîå ÷èñëî

Ìåðñåííà;

3. ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï Ôðîáåíèóñà, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîðÿäêà 2mi(2mi + 1),

ãäå
∑

imi = m è 2mi + 1 � ïðîñòûå ÷èñëà Ôåðìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðåäñòàâëåíî â ïàðàãðàôå 3.2.

Ïðèìåðû LC(Θ)-ãðóïï, ó êîòîðûõ Θ(1) � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p:

1. Ïóñòü G � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãðóïï Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêîâ 6 è 72 (ñì. òàáëèöó

15 â ïðèëîæåíèè A). Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé ñ íàèáîëüøåé ñòåïåíüþ íåïðè-

âîäèìîãî õàðàêòåðà, ðàâíîé 16 = 24 è àáåëåâîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé.

2. Ãðóïïà G = A4 × A4 ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé ñ íàèáîëüøåé ñòåïåíüþ íåïðèâîäèìîãî

õàðàêòåðà, ðàâíîé 9 = 32 è àáåëåâîé ñèëîâñêîé 3-ïîäãðóïïîé (ñì. òàáëèöó 11 â ïðèëî-

æåíèè A).

3. Ãðóïïà G = AGL2(3) � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóïïû V

ïîðÿäêà 9 è ãðóïïû GL2(3), äåéñòâóþùåé íà V êàê ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé. |G| = 9 · 48 = 432. Â.È. Çåíêîâûì â [4] ïîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà G èìååò

íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð Θ ñòåïåíè 24, òàê, ÷òî |G| < 2Θ(1)2, íî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà

ãðóïïû G � íåàáåëåâà.

4. Ñòðîåíèå LC(Θ)-ãðóïï, ó êîòîðûõ Θ(1) � ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë

p è q

Â ãëàâå 4 èçó÷àþòñÿ LC(Θ)-ãðóïïû, c íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè Θ(1) = pq,

ãäå p è q � ïðîñòûå ÷èñëà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå 4.1. äàþòñÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ:

Âíà÷àëå ðàññìàòðèâàþòñÿ LC(Θ)-ãðóïïû, ó êîòîðûõ Θ(1) � êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà, ò.å.

p = q. Ïðè ýòîì íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèëîâñêàÿ p�ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé.

Òåîðåìà 4.1.1. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà ñ íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè p2,

ãäå p-ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà ëèáî ãðóïïà G � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãðóïï Ôðîáåíèóñà

ïîðÿäêîâ p(p+ 1), ëèáî p = 2 è |G| ∈ {20, 32}.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ LC(Θ)-ãðóïïû, ó êîòîðûõ Θ(1) � ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðîñòûõ

÷èñåë p è q, ïðè÷åì p > q:

Òåîðåìà 4.1.2. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé. Åñëè Θ(1) = pq, ãäå p, q ðàçëè÷íûå

ïðîñòûå ÷èñëà è p > q, òî G � p-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà.

Òåîðåìà 4.1.3. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé ñ Θ(1) = pq, ãäå p > q è p, q � ïðîñòûå

÷èñëà. Òîãäà G èìååò àáåëåâó íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó K èíäåêñà pq.

Â ïàðàãðàôå 4.2. ñ ïîìîùüþ êëàññèôèêàöèè ïðîñòûõ êîíå÷íûõ ãðóïï äîêàçàíî, ÷òî ãðóï-

ïà, ïîðÿäîê êîòîðîé äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p è íå ïðåâûøàåò 2p4, èçîìîðôíà îäíîé èç

ñëåäóþùèõ ãðóïï: L2(q), L3(q), U3(q), Sz(8), A7,M11, J1.

Ïàðàãðàô 4.3. ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.1.1. Èçó÷àþòñÿ LC(Θ)-ãðóïïû ñ íåïðè-

âîäèìûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè p2, ïîðÿäêè ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò

p5.
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Â ïàðàãðàôå 4.4. äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà Θ(1) � ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðî-

ñòûõ ÷èñåë p è q, ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé ãðóïïîé ñ àáåëåâîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé

K èíäåêñà pq.

Ïðèìåðû LC(Θ)-ãðóïï, ó êîòîðûõ Θ(1) � ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë p è q:

1. Ïóñòü p = 2a − 1 è q = 2b − 1 � äâà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñëà Ìåðñåííà. Òîãäà ãðóïïà

G =M ×K, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêîâ p(p+ 1)

è q(q + 1) ñîîòâåòñòâåííî èìååò íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð Θ ñ Θ(1) = pq.

2. Ïóñòü p = 5 è q = 3 è G � ãðóïïà Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà 16 · 15 (ñì. òàáëèöó 21 â

ïðèëîæåíèè A). Òîãäà G � LC(Θ)-ãðóïïà.

3. Ïóñòü p = 2a − 1 � ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà, q = 2. Òîãäà ãðóïïà G = M × K, ÿâ-

ëÿþùàÿñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêîâ (p + 1)p è 6 ÿâëÿåòñÿ

LC(Θ)-ãðóïïîé.

5. Ñòðîåíèå LC(Θ)-ãðóïï, ó êîòîðûõ Θ(1) = p2q, ãäå p è q ïðîñòûå ÷èñëà

Â äàííîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ LC(Θ)-ãðóïïû, ó êîòîðûõ Θ(1) = p2q, ãäå p > q è p, q ïðîñòûå

÷èñëà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå 5.1. äàþòñÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ:

Òåîðåìà 5.1.1. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé. Åñëè Θ(1) = p2q, ãäå p è q ðàçëè÷íûå

ïðîñòûå ÷èñëà, p > q, òî G � p-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà.

Òåîðåìà 5.1.2. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé ñ Θ(1) = p2q, ãäå p > q è p, q � ïðîñòûå

÷èñëà. Òîãäà G èìååò àáåëåâó íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó M èíäåêñà p2q.

Â ïàðàãðàôå 5.2. ñ ïîìîùüþ êëàññèôèêàöèè ïðîñòûõ êîíå÷íûõ ãðóïï äîêàçàíî, ÷òî êî-

íå÷íàÿ ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà ñ àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé P ̸= 1 ïîðÿäêà íå áîëåå

p2 äëÿ êîòîðîé 2|P |3 > |G| èçîìîðôíà ãðóïïå L2(q), ãäå q � ëèáî ïðîñòîå ÷èñëî, ëèáî êâàäðàò

ïðîñòîãî ÷èñëà.

Ïàðàãðàô 5.3. ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì 5.1.1. è 5.1.2.

Çàêëþ÷åíèå

Çàêëþ÷åíèå ñîäåðæèò ãèïîòåçû, êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòü îðèåíòèðàìè äëÿ äàëüíåéøåãî

èçó÷åíèÿ LC(Θ)-ãðóïï.

Äàëåå ñëåäóåò ñïèñîê ëèòåðàòóðû èç 37 íàèìåíîâàíèé. Îòäåëüíî âûäåëåíû ïóáëèêàöèè

àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè.

Ïðèëîæåíèÿ

Â ïðèëîæåíèÿõ äàíû òàáëèöû õàðàêòåðîâ íåêîòîðûõ LC(Θ)-ãðóïï ñ Θ(1) = pm, Θ(1) =

pq, Θ(1) = p2q, ãäå p è q ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, à òàêæå ñïèñêè ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ

ãðóïï äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå cχ(1)2 > |G|, ãäå c ∈ {3, 4, 5, 6}.
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1. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

1.1 Ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ÷èñåë

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. ×èñëà Ìåðñåííà � ïðîñòûå ÷èñëà âèäà 2n − 1, ãäå n � íàòóðàëüíîå

÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. ×èñëà Ôåðìà � ïðîñòûå ÷èñëà âèäà 22
n
+ 1, ãäå n � íåîòðèöàòåëüíîå

öåëîå ÷èñëî.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.3. (Òåîðåìà Æèãìîíäè) Åñëè a > b > 0 ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè

öåëûìè ÷èñëàìè, òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ÷èñëî p, êî-

òîðîå äåëèò an − bn è íå äåëèò ak − bk äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k < n, ñî ñëåäóþùèìè

èñêëþ÷åíèÿìè: a− b = 1 è n = 1; a = 2, b = 1 è n = 6; èëè a+ b ýòî ñòåïåíü äâîéêè è n = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [37].

1.2 Òåîðåòèêî-ãðóïïîâûå ñâåäåíèÿ

Âñå ãðóïïû â ðàáîòå ïðåäïîëàãàþòñÿ êîíå÷íûìè.

ÏóñòüG � ãðóïïà. ×åðåçG# áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî íååäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû.

Òðèâèàëüíàÿ ãðóïïà è íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëîì 1.

Äëÿ ýëåìåíòîâ a è b ãðóïïû G è ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïû H, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà-

÷åíèÿ: a−1ba = ba, a−1Ha = Ha, [a, b] = a−1b−1ab. Åñëè H è K ïîäãðóïïû ãðóïïû G, òî [H,K]

� ïîäãðóïïà ãðóïïû G ïîðîæäåííàÿ âñåìè ýëåìåíòàìè âèäà [h, k], ãäå h ∈ H è k ∈ K.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.1. (Ëåììà î òðåõ ïîäãðóïïàõ) Ïóñòü x, y, z � ýëåìåíòû, à H,K,L �

ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Òîãäà:

1. [x, y−1, z]y[y, z−1, x]z[z, x−1, y]x = 1.

2. Åñëè [H,K,L] = 1 è [K,L,H] = 1, òî [L,H,K] = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [22], ñ. 19-20.

Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâî p-ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï ãðóïïû G îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

Sylp(G).

×åðåç p′ îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò p.
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×åðåç H ×K îáîçíà÷àåòñÿ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïï H è K ãðóïïû G.

×åðåç H o K îáîçíà÷àåòñÿ ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïï H è K ãðóïïû G ñ íîð-

ìàëüíîé ïîäãðóïïîé H.

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïîäãðóïï H è K íàçûâàåòñÿ ãðóïïà G =

H oK, åñëè H EG, H ∩K = 1 è K ≤ G.

Îïðåäåëåíèå 1.2.3. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ôðîáåíèóñà ñ äîïîëíåíèåì H è ÿäðîì

F , åñëè F è H - òàêèå ñîáñòâåííûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G, ÷òî

1. H ∩Hg = 1 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G \H,

2. G \ F# =
∪
Hg,

3. F ▹ G è G = F oH.

Îïðåäåëåíèå 1.2.4. Âîçðàñòàþùèì ðÿäîì ïîäãðóïï ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü G0, G1, . . . , Gn ïîäãðóïï èç G òàêàÿ, ÷òî Gi ≤ Gi+1 äëÿ âñåõ i =

0, 1, . . . , n− 1, G0 = 1 è Gn = G. Òàêîé ðÿä çàïèñûâàþò â âèäå

1 = G0 ≤ G1 ≤ . . . ≤ Gn = G (1.1)

Îïðåäåëåíèå 1.2.5. Ðÿä (1.1) íàçûâàåòñÿ

1. íîðìàëüíûì, åñëè Gi E G äëÿ âñåõ i ∈ {0, . . . , n− 1},

2. êîìïîçèöèîííûì, åñëè Gi � ìàêñèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ â Gi+1 äëÿ âñåõ i ∈ {0, . . . , n−1},

3. öåíòðàëüíûì, åñëè Gi E G è Gi+1/Gi ⊆ Z(G/Gi) äëÿ âñåõ i ∈ {0, . . . , n− 1}.

Îïðåäåëåíèå 1.2.6. Åñëè ðÿä ïîäãðóïï (1.1), â êîòîðîì Gi E Gi+1 äëÿ i ∈ {0, . . . , n − 1},
òî ôàêòîð-ãðóïïû Gi+1/Gi íàçûâàþòñÿ åãî ôàêòîðàìè.

Îïðåäåëåíèå 1.2.7. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ

1. ðàçðåøèìîé, åñëè îíà îáëàäàåò íîðìàëüíûì ðÿäîì ïîäãðóïï, ôàêòîðû êîòîðûõ âñå

àáåëåâû,

2. p-ðàçðåøèìîé, åñëè âñå íåàáåëåâû êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû èìåþò ïîðÿäîê, âçàèìíî

ïðîñòîé ñ p,

3. íèëüïîòåíòíîé, åñëè îíà îáëàäàåò öåíòðàëüíûì ðÿäîì ïîäãðóïï,

4. p-íèëüïîòåíòíîé, åñëè âñå ýëåìåíòû ïîðÿäêà, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ ÷èñëîì p, îáðàçóþò

ïîäãðóïïó.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.8. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà G èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñâîèõ ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [22], ñ. 23.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.9. (Òåîðåìà Áåðíñàéäà) Åñëè ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà P ãðóïïû G ñîäåð-

æèòñÿ â öåíòðå ñâîåãî íîðìàëèçàòîðà, òî G èìååò íîðìàëüíîå p-äîïîëíåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [22], ñ. 252.

Ëåììà 1.2.10. Ïóñòü P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G èìååò ïîðÿäîê p. Åñëè ïîäãðóï-

ïà H ãðóïïû G ñîäåðæèò NG(P ), òî |G : H| ≡ 1(mod p).

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü x ∈ G\H. Åñëè |H : H∩Hx| ̸≡ 0(mod p), òî íàéäåòñÿ ñèëîâñêàÿ p-

ïîäãðóïïà P1 ãðóïïû H, ñîäåðæàùàÿñÿ â H∩Hx. Ïî òåîðåìå Ñèëîâà P1 = P h äëÿ íåêîòîðîãî

h ∈ H. Òàê êàê P1 ⊆ Hx, òî P x−1

1 ⊆ H. Îòñþäà P x−1

1 = P h1
1 äëÿ ïîäõîäÿùåãî h1 ∈ H.

Ñëåäîâàòåëüíî, h1x ∈ NG(P ) ≤ H è x ∈ H âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ. Çíà÷èò, |H : H ∩Hx| ≡
0(mod p) äëÿ ëþáîãî x ∈ G\H. Òàê êàê G =

∪
y∈GHyH, òî |G| = |H|+pk|H| äëÿ íåêîòîðîãî

öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî k, ÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.11. Ïóñòü P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Äâà íîðìàëüíûõ ïîä-

ìíîæåñòâà P ñîïðÿæåíû â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ñîïðÿæåíû â NG(P ). Â

÷àñòíîñòè, äâà ýëåìåíòà èç Z(P ) ñîïðÿæåíû â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ñîïðÿ-

æåíû â NG(P ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [22], ñ. 240.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.12. Ïóñòü G êîíå÷íàÿ ãðóïïà ñ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé P , p > 3 è

NG(P ) = P . Òîãäà G ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [23].

Ïðåäëîæåíèå 1.2.13. (Òåîðåìà Â.Ñ. Ìîíàõîâà) Ïóñòü G � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà

pam è (p,m) = 1. Òîãäà âåðíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1. G îáëàäàåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé p-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà > pam−1,

2. p = 2, q = 2n + 1 � ïðîñòîå ÷èñëî Ôåðìà è q2 äåëèò ïîðÿäîê G, ïðè÷åì a ≥ 4, ïðè

n = 1 è a ≥ 2n+ 1, ïðè n > 1,

3. p = 2n − 1 � ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà, q = 2, ïðè÷åì a ≥ p+ 1 è 2np äåëèò ïîðÿäîê G,

4. p = 2, a ≥ 23 è 78 äåëèò ïîðÿäîê G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [8].

Îïðåäåëåíèå 1.2.14. Ïîäãðóïïà Φ(G), ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ïîä-

ãðóïï ãðóïïû G, íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé Ôðàòòèíè.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.15. Ïîäãðóïïà Ôðàòòèíè Φ(G) ãðóïïû G íèëüïîòåíòíà.
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Ïðåäëîæåíèå 1.2.16. Ôàêòîð-ãðóïïà Ôðàòòèíè P/Φ(P ) p-ãðóïïû P ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-

òàðíîé àáåëåâîé. Êðîìå òîãî, Φ(P ) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-

òàðíîé àáåëåâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [22], ñ. 174.

Îïðåäåëåíèå 1.2.17. Ïîäãðóïïà F (G), ïîðîæäåííàÿ âñåìè íèëüïîòåíòíûìè íîðìàëüíû-

ìè ïîäãðóïïàìè ãðóïïû G, íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé Ôèòòèíãà.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.18. (Òåîðåìà Áðîäêè) Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ñ àáåëåâîé ñèëîâñêîé

p-ïîäãðóïïîé P . Òîãäà ïåðåñå÷åíèå âñåõ ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷å-

íèåì ïîäãðóïïû P ñ îäíîé èç åå ñîïðÿæåííûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [16].

Îïðåäåëåíèå 1.2.19. Ïîäãðóïïà Op(G), ïîðîæäåííàÿ âñåìè íîðìàëüíûìè p-ïîäãðóïïàìè

ãðóïïû G, íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåé íîðìàëüíîé p-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, ïðè÷åì, Op(G) =∩
P∈Sylp(G) P .

Ïðåäëîæåíèå 1.2.20. (Òåîðåìà À. Ìàíí) Åñëè ïîðÿäîê êîíå÷íîé ðàçðåøèìîé ãðóïïû G ñ

Op(G) = 1 íå äåëèòñÿ íà ïðîñòûå ÷èñëà Ôåðìà è Ìåðñåííà, òî â G íàéäóòñÿ äâå ñèëîâñêèå

p-ïîäãðóïïû, ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî åäèíèöå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [30].

Ïðåäëîæåíèå 1.2.21. (Òåîðåìà Â.È. Çåíêîâà) Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ñ ñèëîâñêîé p-

ïîäãðóïïîé P . Åñëè p ̸= 2 è íå ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà, òî P ∩P x = Op(G) äëÿ íåêîòîðîãî

x ∈ G. Åñëè Op(G) = 1, òî |P |2 < |G|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [5].

Ïðåäëîæåíèå 1.2.22. Åñëè P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà p-ðàçðåøèìîé ãðóïïû G, òî CG(P ∩
Op′,p(G)) ⊆ Op′,p(G). Â ÷àñòíîñòè, Z(P ) ⊆ Op′,p(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [22], ñ. 228.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.23. (Òåîðåìà Â.È. Çåíêîâà) Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, p � ïðîñòîå

÷èñëî, S(G) � ðàçðåøèìûé ðàäèêàë ãðóïïû G, P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà èç G. Åñëè P∩P x ̸=
Op(G) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x èç G, òî ñïðàâåäëèâî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1. (P ∩ S(G)) ∩ (P ∩ S(G))x ̸= Op(G) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x èç G, è â ôàêòîð-ãðóïïå

S(G) = S(G)/Op(G) âûïîëíÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ îäíîãî èç ñëåäóþùèõ ïóíêòîâ:

(a) p = 2, q = 2n−1 � ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà è S(G) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðô-

íóþ (Zq × Zq)oD2n+1, è D2n+1 äåéñòâóåò òî÷íî íà Zq × Zq;
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(b) p = 2n − 1 � ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà è S(G) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ

F ≀ Zp, ãäå F � ãðóïïà Ôðîáåíèóñà, èçîìîðôíàÿ Vp+1 o Zp;

(c) p = 2, q = 2n+1 � ïðîñòîå ÷èñëî Ôåðìà è S(G) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ

(Zq × Zq)o Z4 ∗D2n+1, è Z4 ∗D2n+1 äåéñòâóåò òî÷íî íà Zq × Zq;

(d) S(G) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ (Q8 ∗Q8 ∗Q8)o (Z3 ≀Z3), ãäå |Z(Q8 ∗Q8 ∗
Q8)| = 2 è Z3 ≀ Z3 äåéñòâóåò íà Q8 ∗Q8 ∗Q8, êàê ïîäãðóïïà èç Hol(Q8 ∗Q8 ∗Q8);

2. (P ∩S(G))∩ (P ∩S(G))y = Op(G) äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà y èç G, è â ôàêòîð-ãðóïïå

G̃ = G/S(G) âûïîëíÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ îäíîãî èç ñëåäóþùèõ ïóíêòîâ:

(a) p = 3 è ãðóïïà G̃ ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó Ñ , èçîìîðôíóþ ïîäãðóïïå K̃,

ãäå (PΩ+
8 (3))

t < K̃ ≤ (PΩ+
8 (3) o ⟨g⟩)t è g � ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà òðè

ãðóïïû PΩ+
8 (3);

(b) p = 2 è ãðóïïà G̃ ñîäåðæèò êîìïîíåíòó, èçîìîðôíóþ

i. ïðîñòîé ãðóïïå òèïà Ëè íàä ïîëåì èç q ýëåìåíòîâ, ãäå q = 9 èëè q � ïðîñòîå

÷èñëî Ôåðìà èëè Ìåðñåííà;

ii. L3(4), Ln(2), n ≥ 3,Ωn(2), n ≥ 7, F4(2), E6(2), E7(2), E8(2),
2 F ′

4(2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [5].

Ïðåäëîæåíèå 1.2.24. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ñ S(G) = 1, P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà èç G

è p � íå÷åòíîå ïðîñòîå. Òîãäà ëèáî p = 3 è P ∩ P x ̸= 1 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x èç G, ëèáî

P ∩ P x = 1 äëÿ íåêîòðîãî x ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [5].

Ïðåäëîæåíèå 1.2.25. (Òåîðåìà Ë.Ñ. Êàçàðèíà) Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, x ∈ G ýëå-

ìåíò ïðîñòîãî ïîðÿäêà q. Åñëè |G : CG(x)| � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p, òî ⟨xG⟩′ = Op(⟨xG⟩).
Â ÷àñòíîñòè, íîðìàëüíîå çàìûêàíèå x â G èìååò êîììóòàíò, ÿâëÿþùèéñÿ p�ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [7].

Ïðåäëîæåíèå 1.2.26. (Òåîðåìà À. è Ð. Êàìèíû) Ïóñòü G êîíå÷íàÿ ãðóïïà è ïóñòü x

ýëåìåíò ãðóïïû G, èíäåêñ öåíòðàëèçàòîðà êîòîðîãî ðàâåí pn, ãäå p � ïðîñòîå è n � íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà

[xG, xG] ⊆ Op(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [17].

1.3 Ñâåäåíèÿ èç òåîðèè õàðàêòåðîâ

Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ïðåäñòàâëåíèé è õàðàêòåðîâ êîíå÷íûõ ãðóïï, ìîæíî

íàéòè â [1] è [28]. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C. Ìíîæå-

ñòâî íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû G îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Irr(G).
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1.3.1 Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Ðàçìåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû ñ õàðàêòåðîì χ íàçûâàåòñÿ ñòå-

ïåíüþ χ è îáîçíà÷àåòñÿ χ(1).

Ïðåäëîæåíèå 1.3.2. Ïóñòü G � ãðóïïà. Òîãäà |Irr(G)| ðàâåí ÷èñëó ñîïðÿæåííûõ êëàññîâ

ãðóïïû G è ∑
χ∈Irr(G)

χ(1)2 = |G|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [28], ñ. 16.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.3. Ïóñòü G � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà. Òîãäà G èìååò íîðìàëüíóþ àáåëåâó

ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé ýëåìåíò {χ(1)|χ ∈ Irr(G)}
âçàèìíî ïðîñò ñ p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [28], ñ. 216.

Îïðåäåëåíèå 1.3.4. Åñëè õàðàêòåð χ ïðåäñòàâèòü â âèäå χ =
∑k

i=1 niχi, ãäå ni ≥ 0 è

k = |Irr(G)|, à nj > 0, òî χj ∈ Irr(G) íàçûâàåòñÿ êîíñòèòóåíòîé õàðàêòåðà χ.

Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà y ãðóïïû G ÷åðåç hy îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ ãðóïïû G,

ñîïðÿæåííûõ ñ y.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.5. Åñëè K � êëàññ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G è y ∈ K. Òîãäà

|K|χ(y)/χ(1) äëÿ χ ∈ Irr(G) ÿâëÿåòñÿ öåëûì àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [22], ñ. 126.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.6. Ïóñòü χ ∈ Irr(G) è y ∈ G, ïðè÷åì (hy,χ(1)) = 1. Òîãäà ëèáî χ(y) = 0,

ëèáî |χ(y)| = χ(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [22], ñ. 130.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå õàðàêòåðîâ χ è ψ ãðóïïû G îáîçíà÷àåòñÿ ⟨χ, ψ⟩:

⟨χ, ψ⟩ = 1

|G|
∑
g∈G

χ(g)ψ(g).

Êîãäà òðåáóåòñÿ óòî÷íèòü, íà êàêîé èìåííî ãðóïïå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-

äåíèå, òî çíàê ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïèøåòñÿ ñ èíäåêñîì âíèçó: ⟨χ, ψ⟩G. Êîãäà ÿñíî èç
êîíòåêñòà, â êàêîé ãðóïïå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî èíäåêñ âíèçó îïóñ-

êàåòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.7. (Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè)

1

|G|
∑
g∈G

χ(g)ψ(g−1) = δχ,ψ,

ãäå δχ,ψ � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [28], ñ. 19-20.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.8. (Âòîðîå ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè) Ïóñòü g, h ∈ G. Òîãäà

∑
χ∈Irr(G)

χ(g)χ(h) =

{
0, åñëè g è h íå ñîïðÿæåíû â G;

|CG(g)|, åñëè g è h ñîïðÿæåíû â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [28], ñ. 21.

Îïðåäåëåíèå 1.3.9. Ïóñòü χ � õàðàêòåð ãðóïïû G. Òîãäà kerχ = {g ∈ G|χ(g) = χ(1)}.

Îïðåäåëåíèå 1.3.10. Õàðàêòåð χ ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ òî÷íûì, åñëè kerχ = 1.

Îïðåäåëåíèå 1.3.11. Ïóñòü χ � õàðàêòåð ãðóïïû G. Òîãäà Z(χ) = {g ∈ G | |χ(g)| = χ(1)}.

Îïðåäåëåíèå 1.3.12. Ïóñòü χ ∈ Irr(G). p-äåôåêòîì õàðàêòåðà χ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî dp(χ),

îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

pdp(χ) =

(
|G|
χ(1)

)
p

.

p-äåôåêòîì p-áëîêà B ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

dp(B) = max{dp(χ)|χ ∈ B}.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.13. 1. Åñëè G èìååò òî÷íûé íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð, òî öåíòð ãðóïïû

öèêëè÷åñêèé.

2. Åñëè G ÿâëÿåòñÿ p-ãðóïïîé è öåíòð ãðóïïû öèêëè÷åñêèé, òî G èìååò òî÷íûé íåïðè-

âîäèìûé õàðàêòåð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [28], ñ. 29.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.14. Åñëè χ � õàðàêòåð ãðóïïû G, òî χ(g) � ñóììà êîðíåé |G|-é ñòåïåíè
èç åäèíèöû äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G. Â ÷àñòíîñòè, χ(g) � öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [22], ñ. 113.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.15. Ïóñòü χ � õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ φ ãðóïïû G ñòåïåíè n è g ∈ G.

Òîãäà:

1. |χ(g)| ≤ n.

2. |χ(g)| = n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ(g) ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

3. χ(g) = n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ(g) ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [22], ñ. 114.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.16. Åñëè χ ∈ Irr(G), òî χ(1) | |G|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [28], ñ. 38.

Ëåììà 1.3.17. (Òåîðåìà Èòî) Ïóñòü N ▹ G è N � àáåëåâà. Òîãäà χ(1)||G : N |, äëÿ âñåõ

χ ∈ Irr(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. òåîðåìó 6.15 èç [28].
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1.3.2 Èíäóöèðîâàííûå õàðàêòåðû

Îïðåäåëåíèå 1.3.18. Ïóñòü H ≤ G è ïóñòü φ ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì H. Òîãäà φG � õà-

ðàêòåð, èíäóöèðîâàííûé õàðàêòåðîì φ íà G:

φG(g) =
1

|H|
∑
x∈G

φ◦(xgx−1),

ãäå φ◦ ñîîòâåòñòâóåò φ◦(h) = φ(h), åñëè h ∈ H è φ◦(y) = 0, åñëè y /∈ H.

Îãðàíè÷åíèÿ õàðàêòåðà χ ãðóïïû G íà åå ïîäãðóïïó H, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç χ|H .

Ïðåäëîæåíèå 1.3.19. (Çàêîí âçàèìíîñòè Ôðîáåíèóñà) Äëÿ ëþáûõ õàðàêòåðîâ χ ãðóïïû

G è φ åå ïîäãðóïïû H ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

⟨φ, χ|H⟩H = ⟨φG, χ⟩G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ëåììó 5.2 èç [28].

1.3.3 Òåîðèÿ Êëèôôîðäà

Hàïîìíèì, ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò À. Êëèôôîðäà [19] îá îãðàíè÷åíèè íåïðèâîäè-

ìîãî õàðàêòåðà χ ãðóïïû G íà åå íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó N .

Îïðåäåëåíèå 1.3.20. Ïóñòü N � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, θ � õàðàêòåð N . Ñî-

ïðÿæåííûì ê õàðàêòåðó θ ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà g ∈ G íàçûâàåòñÿ õàðàêòåð θg : H −→ C
îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì θg(h) = θ(ghg−1).

Îïðåäåëåíèå 1.3.21. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, N � åå íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà è θ �

õàðàêòåð N . Ïîäãðóïïà IG(θ), ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ g ∈ G, äëÿ êîòîðûõ θg = θ íàçûâàåòñÿ

ïîäãðóïïîé èíåðöèè õàðàêòåðà θ.

Ëåììà 1.3.22. (Òåîðåìà Êëèôôîðäà) Ïóñòü N ▹ G è χ ∈ Irr(G), à θ ∈ Irr(N). Òîãäà èç

⟨χN , θ⟩N = e ̸= 0 ñëåäóåò, ÷òî

χN = e
∑t

i=1 θi,

ãäå θ = θ1, θ2, . . . , θt � õàðàêòåðû, ñîïðÿæåííûå θ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. òåîðåìó 6.2 èç [28].

Ïðåäëîæåíèå 1.3.23. Ïóñòü N ▹G è χ ∈ Irr(G), à θ ∈ Irr(N). Åñëè IG(θ)/N � öèêëè÷å-

ñêàÿ ãðóïïà, òî e(χ) = 1, ò.å. χN =
∑t

i=1 θi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. 9.12 èç [21].
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Ëåììà 1.3.24. Ïóñòü H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû G è ψ � íåïðèâîäèìûé

õàðàêòåð H. Òîãäà ψG =
∑s

i=1 eiχi, ãäå χi ∈ Irr(G), ei äåëÿò |IG(ψ)/H|, χi|H = ei
∑l

j=1 ψj,

ãäå ψj � ñîïðÿæåííûå õàðàêòåðû ê õàðàêòåðó ψ = ψ1, l = |G : IG(ψ)| è
∑s

i=1 e
2
i = |IG(ψ) : H|.

Åñëè χ ∈ Irr(G) è ⟨χ|H , ψ⟩ ̸= 0, òî χ = χi äëÿ íåêîòîðîãî i ≤ s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [28], ãëàâà 6 è ãëàâà 11.

1.3.4 Õàðàêòåðû ïðîñòûõ ãðóïï

Ïðåäëîæåíèå 1.3.25. (Òåîðåìà Å.Ï. Âäîâèíà) Ïóñòü G � íåàáåëåâà êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ

ãðóïïà è G � L2(q), ãäå q = pt äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p. Ïóñòü A � àáåëåâà ïîä-

ãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà |A|3 < |G|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [2].

Ïðåäëîæåíèå 1.3.26. Ïóñòü L � íåàáåëåâà ïðîñòàÿ ãðóïïà, íå èçîìîðôíàÿ L2(4). Òîãäà

4|Out(L)| < |L|1/2. Â ëþáîì ñëó÷àå |Out(L)| < |L|1/3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [12], ñ. 12.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.27. Ïóñòü L � íåàáåëåâà ïðîñòàÿ ãðóïïà, íå èçîìîðôíàÿ Ln(q) èëè Un(q)

ïðè n ≤ 4. Òîãäà |Out(L)| < |L|1/8. Åñëè L ≃ L4(q) èëè U4(q), òî |Out(L)| ≤ |L|1/6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [12], ñ. 12.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.28. Ïóñòü G = G′ � ãðóïïà ñ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé P ïîðÿäêà p > 3

è H = Op′(G), ïðè÷åì ÷èñëî ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï ãðóïïû G ðàâíî 1 + np. Òîãäà âåðíî îäíî

èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

(i) G/H ≃ L2(r), ãäå ëèáî r = p, ëèáî r = 2a = p− 1;

(ii) n ≥ (p+ 3)/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. òåîðåìó 5.1, ãëàâà VIII èç [10].

Ïðåäëîæåíèå 1.3.29. Ïóñòü G = G′ � íå p�ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà ñ ñèëîâñêîé p�ïîäãðóïïîé

P ïîðÿäêà p > 3, íå èìåþùàÿ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà 2. Åñëè |G| < p3, òî G ≃ L2(r),

ãäå r = p èëè r = 2a = p− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ñëåäñòâèå 5.2, ãëàâà VIII èç [10].

Ïðåäëîæåíèå 1.3.30. (Òåîðåìà Áðàóýðà è Òóàíà). Ïóñòü G � ïðîñòàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà

pqbm, ãäå p,q � ïðîñòûå ÷èñëà, b,m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è m < p − 1. Òîãäà G ≃ L2(r), ãäå

q = 2 è ëèáî r = p = 2a ± 1, ëèáî r = 2a = p− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. òåîðåìó 5.4, ãëàâà VIII èç [10].
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Ïðåäëîæåíèå 1.3.31. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà. Åñëè ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà

ãðóïïû G àáåëåâà, òî G èçîìîðôíà L2(q),
2G2(q) èëè J1. Åñëè ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà

ãðóïïû G èìååò íåòðèâèàëüíûé öèêëè÷åñêèé êîììóòàíò, òî G èçîìîðôíà ãðóïïå

L2(q), L3(q), U3(q)(q íå÷åòíî), A7 èëè M11.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîäåðæèòñÿ â [18] è â [36].

Ïðåäëîæåíèå 1.3.32. Ïóñòü G � íåðàçðåøèìàÿ ãðóïïà. Òîãäà ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé

íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû G íå ìåíüøå 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ñëåäñòâèå 12.6 èç [28].

Ïðåäëîæåíèå 1.3.33. Ïóñòü G � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé

êîìïëåêñíûé íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð χ ãðóïïû G, ÷òî |G| ìåíüøå χ(1)3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [6].

Ïðåäëîæåíèå 1.3.34. Ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû PGL2(q), ãäå q íå÷åòíî,

q > 3 è ãðóïïû L2(q), q = 2a, a > 1, ñîñòîÿò èç ÷èñåë 1, q, q − 1, q + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [14] è [1], ñ. 260.

1.3.5 Õàðàêòåðû ãðóïï Ôðîáåíèóñà

Ïðåäëîæåíèå 1.3.35. Ïóñòü G ∼= F o H � ãðóïïà Ôðîáåíèóñà ñ ÿäðîì F è äîïîëíåíèåì

H. Òîãäà:

1. Åñëè ψ � íåïðèâîäèìûé íåãëàâíûé õàðàêòåð ãðóïïû F , òîãäà ψG íåïðèâîäèìûé õà-

ðàêòåð G.

2. Åñëè χ íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð G è ÿäðî χ íå ïðèíàäëåæèò F , òîãäà χ = ψG, ãäå ψ

íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. òåîðåìó 4.5.3 â [22], ñ. 143.
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2. Ñâîéñòâà LC(Θ)-ãðóïï

2.1 Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Â äàííîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ LC(Θ)-ãðóïïû. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå LC(Θ)-ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Êîíå÷íóþ ãðóïïó G ̸= 1 ïîðÿäêà áîëüøå äâóõ, îáëàäàþùóþ íåïðèâî-

äèìûì õàðàêòåðîì Θ òàêèì, ÷òî 2Θ(1)2 ≥ |G|, áóäåì íàçûâàòü LC(Θ)-ãðóïïîé.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîé íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð LC(Θ)-ãðóïïû

G âñåãäà âõîäèò â ðàçëîæåíèå êâàäðàòà õàðàêòåðà Θ, ïðè óñëîâèè, ÷òî G íå ÿâëÿåòñÿ 2-

ãðóïïîé.

Òåîðåìà 2.1.2. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé. Åñëè ïîðÿäîê G íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ

÷èñëà 2, òî ëþáîé íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð G ÿâëÿåòñÿ êîíñòèòóåíòîé õàðàêòåðà Θ2.

2.2 Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà Θ LC(Θ)-

ãðóïïû.

Ëåììà 2.2.1. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé. Òîãäà õàðàêòåð Θ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-

íûì íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì ãðóïïû G íàèáîëüøåé ñòåïåíè. Â ÷àñòíîñòè, Θ(g) � öåëîå

ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî äëÿ âñÿêîãî g ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.3.2, èìååì, ÷òî
∑

χ∈Irr(G) χ(1)
2 = |G|. Äî-

êàæåì ëåììó 2.2.1 îò ïðîòèâíîãî, ò.å. ïóñòü Θ,Θ′ � íåïðèâîäèìûå õàðàêòåðû, äëÿ êîòî-

ðûõ âûïîëíÿåòñÿ 2Θ(1)2 ≥ |G|. Òîãäà 2Θ(1)2 ≥ |G|, 2Θ′(1)2 ≥ |G|, òî åñòü Θ(1)2 ≥ |G|/2,
Θ′(1)2 ≥ |G|/2. Çíà÷èò, Θ(1)2 + Θ′(1)2 ≥ |G|, ÷òî íåâîçìîæíî (òàê êàê åùå åñòü ãëàâíûé

õàðàêòåð).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû |G| =
∑k

i=1Θi(1)
2, ãäå k = k(G) � ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåí-

òîâ G, îòêóäà k = 2, òîëüêî ïðè Θ = Θ′. Îäíàêî |G| = 2 äëÿ k(G) = 2. Ïðîòèâîðå÷èå ñ

îïðåäåëåíèåì 2.1.1.
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Èòàê, õàðàêòåð Θ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì ãðóïïû G íàèáîëü-

øåé ñòåïåíè. Ïîýòîìó âñå ñîïðÿæåííûå ñ íèì ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû Ãàëóà õàðàêòåðû ðàñ-

øèðåíèÿ Q(Θ) ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ñ ïîìîùüþ ïðèñîåäèíåíèÿ ê íåìó ýëåìåíòîâ

Θ(g) äëÿ âñåõ g ∈ G, ñîâïàäàþò ñ Θ. Îòñþäà âñå çíà÷åíèÿ Θ(g), g ∈ G ÿâëÿþòñÿ öåëûìè

ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè. Â ÷àñòíîñòè, Θ(g) = Θ(g) äëÿ âñÿêîãî g ∈ G. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.2.2. Åñëè G � LC(Θ)-ãðóïïà, òî Θ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì õàðàêòåðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê |Θ(t)| ≤ Θ(1) è |Θ(t)| = Θ(1) òîëüêî äëÿ t ∈ Z∗(Θ), òî | kerΘ| ≤
2, ïðè÷åì â ñëó÷àå |kerΘ| = 2 õàðàêòåð Θ èñ÷åçàåò íà âñåõ ýëåìåíòàõ èç G − kerΘ, ÷òî

âîçìîæíî òîëüêî ïðè |G| = 2 â ñèëó ñîîòíîøåíèé îðòîãîíàëüíîñòè (ïðåäëîæåíèÿ 1.3.7 è

1.3.8) õàðàêòåðîâ Θ è ãëàâíîãî õàðàêòåðà 1G. Åñëè æå |kerΘ| = 1, òî Θ � òî÷íûé õàðàêòåð

ïî îïðåäåëåíèþ 1.3.10. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.2.3. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà èM � åå ñîáñòâåííàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Òîãäà

õàðàêòåð ΘM ïðèâîäèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî M íîðìàëüíàÿ â G è ΘM íåïðèâîäèì. Òîãäà ïî ïðåä-

ëîæåíèþ 1.3.2 Θ(1)2 ≤ |M | − 1 < |M |. Îäíàêî 2Θ(1)2 ≥ |G| ≥ 2|M |, ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà
äîêàçàíà.

Ëåììà 2.2.4. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà è N � åå ñîáñòâåííàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Åñëè

Θ(1) = m, òî (|G/N |,m) ̸= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî N íîðìàëüíàÿ â G. Ïî ëåììå 2.2.3 õàðàêòåð ΘN ïðè-

âîäèì. Ñîãëàñíî ëåììå 1.3.22, ΘN = e
∑s

i=1 ϕi, ãäå ϕi � íåïðèâîäèìûå õàðàêòåðû ãðóïïû

N , ñîïðÿæåííûå ñ õàðàêòåðîì ϕ1, à e è s äåëÿò |G/N |. Ïîýòîìó m = Θ(1) = esϕ1(1). Åñëè

(|G/N |,m) = 1, òî ΘN = ϕ1 ∈ Irr(N). Îäíàêî Θ(1)2 < |N | ≤ |G|/2, ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâà-
òåëüíî, (|G/N |,m) ̸= 1. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.2.5. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé. Åñëè ïîðÿäîê G íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ

÷èñëà 2, òî Z(G) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî Z(G) ̸= 1. Çíà÷èò, z ∈ Z(G) è z ̸= 1. Òîãäà

èìååòñÿ ïðåäñòàâëåíèå φ ñ õàðàêòåðîì Θ, ïðè ýòîì Θ(z) = λΘ(1) è |Θ(z)| = Θ(1).

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê Θ � íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû G, òî ïî ïåðâîìó ñîîòíîøå-

íèþ îðòîãîíàëüíîñòè (ïðåäëîæåíèå 1.3.7) èìååì

|G|⟨Θ,Θ⟩ =
∑
g∈G

|Θ(g)|2 = Θ(1)2 + |Θ(z)|2 +
∑

g∈G\{1,z}

|Θ(g)|2 = |G| ≤ 2Θ(1)2

Òàêèì îáðàçîì, |G| = 2Θ(1)2. Áîëåå òîãî, äëÿ âñÿêîãî g ∈ G\{1, z} áóäåò Θ(g) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, Θ(z)2 = Θ(1)2 = |G|
2
. Â ÷àñòíîñòè, Z(G) = {1, z} = ⟨z⟩.
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Èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (ïðåäëîæåíèå 1.3.8) òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé

ýëåìåíò gz ïðè g ∈ G\Z(G) ñîïðÿæåí ñ ýëåìåíòîì g. Îäíàêî ýëåìåíò x ∈ G íå÷åòíîãî

ïðîñòîãî ïîðÿäêà m íå ìîæåò áûòü ñîïðÿæåí ñ xz, êîòîðûé èìååò ïîðÿäîê 2m.

Ðàññìîòðèì ôàêòîð-ãðóïïó G/⟨z⟩. Òàê êàê |G/⟨z⟩| = Θ(1)2 è îäèí èç õàðàêòåðîâ Irr(G)−
Irr(G/⟨z⟩) åñòü Θ, à

|G| =
∑

χ∈Irr(G/⟨z⟩)

χ(1)2 +
∑

χ∈Irr(G)−Irr(G/⟨z⟩)

χ(1)2,

òî {Irr(G) − Irr(G/⟨z⟩)} = {Θ}. Îòñþäà k(G) = k(G/⟨z⟩) + 1. Ïîýòîìó |G| áóäåò ñòåïåíüþ
äâîéêè.

Åñëè kerΘ = {1, z} õàðàêòåð Θ èñ÷åçàåò íà âñåõ ýëåìåíòàõ èç G\kerΘ, ò.å. Θ(z) = Θ(1),

ãäå |G| = 2Θ(1)2.

Ïóñòü χ1, χ2, . . . , χk � âñå íåïðèâîäèìûå õàðàêòåðû ãðóïïû G, ñîäåðæàùèå â ñâîåì ÿäðå

Z(G). Î÷åâèäíî, îíè èñ÷åðïûâàþò âñå íåïðèâîäèìûå õàðàêòåðû ãðóïïû G/Z(G). Ïîýòîìó

k∑
i=1

χ(1)2 =
|G|
2

= Θ(1)2.

Òàêèì îáðàçîì,

|G| = |G/Z(G)|+Θ(1)2.

Îòñþäà ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G íà åäèíèöó áîëüøå ÷èñëà êëàññîâ

ãðóïïû G/Z(G). Â ýòîì ñëó÷àå Z(G) ñîäåðæèòñÿ â ÿäðå ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà

ãðóïïû G, îòëè÷íîãî îò Θ. Ëåììà äîêàçàíà.

2.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.2.

Ïóñòü äëÿ G è Θ âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû 2.1.2. Äîïóñòèì, ÷òî Φ = Θ2 è ïîðÿäîê G íå

áîëüøå 2Φ(1). Çàìåòèì, ÷òî èç âåùåñòâåííîñòè çíà÷åíèé Θ ñëåäóåò, ÷òî Φ(g) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî

g ∈ G. Äîïóñòèì, ÷òî íåïðèâîäèìûé õàðêòåð χ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ⟨Φ, χ⟩ = 0, ò.å. êðàòíîñòü

âõîæäåíèÿ íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà χ â Φ ðàâíà 0. Òîãäà

∑
t∈G#

Φ(t)χ(t) + Φ(1)χ(1) = 0.

Òàê êàê Θ � íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû G, òî

|G|⟨Θ,Θ⟩ =
∑
t∈G#

Φ(t) + Φ(1) = |G| ≤ 2Φ(1).
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Ñòàëî áûòü, ∣∣∣∑
t∈G#

Φ(t)
∣∣∣ = ∑

t∈G#

Φ(t) ≤ Φ(1).

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ Φ(t) íåîòðèöàòåëüíû, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

Φ(1)χ(1) >
∑
t∈G#

Φ(t)χ(1) =
∣∣∣∑
t∈G#

Φ(t)
∣∣∣χ(1) ≥ ∣∣∣∑

t∈G#

Φ(t)χ(t)
∣∣∣ = Φ(1)χ(1).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûå ïðîìåæóòî÷íûå íåðàâåíñòâà ïðåâðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà, ÷òî

âîçìîæíî òîëüêî ïðè

|G| = 2Φ(1) = 2Θ(1)2.

Ïðè ýòîì Φ(t) ̸= 0, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |χ(t)| = χ(1). Â ÷àñòíîñòè, èç ïðåäëîæåíèé

1.3.14 è 1.3.15 ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå λ = χ(t)/χ(1) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èç åäèíèöû. Îò-

ìåòèì, ÷òî äëÿ ãðóïïû G íå÷åòíîãî ïîðÿäêà òåîðåìà äîêàçàíà è äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ïîðÿäîê ãðóïïû G ÷åòíûé. Áîëåå òîãî, |G| = 2Θ(1)2.

Äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî χ = Θ è χ íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòèòóåíòîé Φ. Ïî ñêàçàííîìó âûøå

èìååòñÿ íååäèíè÷íûé ýëåìåíò t0 ∈ G, äëÿ êîòîðîãî Θ(t0) ̸= 0. Îäíàêî Θ(t0) ̸= 0 òîëüêî ïðè

Θ(t0) = |Θ(1)|. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê Θ � íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû G, òî ïî ïåðâîìó

ñîîòíîøåíèþ îðòîãîíàëüíîñòè (ïðåäëîæåíèå 1.3.7) èìååì

|G|⟨Θ,Θ⟩ =
∑
t∈G

|Θ(t)|2 = |G| = 2Θ(1)2.

Â òàêîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ ðîâíî îäíî çíà÷åíèå t0 ∈ G#, äëÿ êîòîðîãî |Θ(t0)| = Θ(1). Â

÷àñòíîñòè, Z(G) = {1, t0}. Áîëåå òîãî, äëÿ âñÿêîãî t ∈ G\{1, t0} áóäåò Θ(t) = 0.

Ïóñòü χ1, χ2, . . . , χk � âñå íåïðèâîäèìûå õàðàêòåðû ãðóïïû G, ñîäåðæàùèå â ñâîåì ÿäðå

Z(G). Î÷åâèäíî, îíè èñ÷åðïûâàþò âñå íåïðèâîäèìûå õàðàêòåðû ãðóïïû G/Z(G). Ïîýòîìó

k∑
i=1

χ(1)2 =
|G|
2

= Θ(1)2.

Òàêèì îáðàçîì,

|G| = |G/Z(G)|+Θ(1)2.

Îòñþäà ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G íà åäèíèöó áîëüøå ÷èñëà êëàññîâ

ãðóïïû G/Z(G). Â ýòîì ñëó÷àå Z(G) ñîäåðæèòñÿ â ÿäðå ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà

ãðóïïû G, îòëè÷íîãî îò Θ.

Åñëè g ∈ G \ Z(G), òî Θ(g) = 0. Èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (ïðåäëîæåíèå

1.3.8) òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò gt0 ïðè g ∈ G\Z(G) ñîïðÿæåí ñ ýëåìåíòîì g. Îäíàêî
ýëåìåíò x ∈ G íå÷åòíîãî ïðîñòîãî ïîðÿäêà m íå ìîæåò áûòü ñîïðÿæåí ñ xt0, êîòîðûé èìååò

ïîðÿäîê 2m. Ïîýòîìó |G| áóäåò ñòåïåíüþ äâîéêè.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî õàðàêòåð Θ èñ÷åçàåò âíå Z(G), äëÿ ëþáîãî χ ∈ Irr(G) èìååì

⟨Φ,χ⟩ = |G|−1(χ(1)Θ2(1) + χ(t0)Θ
2(t0)) = χ(1).

Îäíàêî ïðè χ = Θ ïîëó÷èì ⟨Φ,Θ⟩ = 0.

Òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî χ ̸= Θ. Íàïîìíèì, ÷òî íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð χ ìîæåò íå

âõîäèòü â ðàçëîæåíèå Φ ëèøü â ñëó÷àå |G| = 2Θ(1)2. Òàê êàê χ ̸= Θ, òî ïî ñîîòíîøåíèþ

îðòîãîíàëüíîñòè ⟨χ,Θ⟩ = 0. Ïîýòîìó

∑
g∈G#

χ(g)Θ(g) = −χ(1)Θ(1).

Òàê êàê,

|G|⟨Θ,Θ⟩ =
∑
t∈G#

Φ(t) + Φ(1) = |G| = 2Φ(1),

òî ∑
t∈G#

Φ(t) = Φ(1).

Ïóñòü t0 = 1, t1, t2, . . . , tk � âñå ýëåìåíòû ãðóïïû G, äëÿ êîòîðûõ Φ(t) ̸= 0. Â ýòîì ñëó÷àå

òàêæå χ(t) ̸= 0. Íàïîìíèì, ÷òî òîãäà |χ(ti)| = χ(1), à òàê ÷òî χ(ti) = λiχ(1), ãäå λi � êîðåíü

èç åäèíèöû äëÿ ëþáîãî i. Èòàê,

k∑
i=1

Φ(ti)χ(ti) + Φ(1)χ(1) = 0,
k∑
i=1

Φ(ti) = Φ(1).

Îáîçíà÷èì λi = χ(ti)/χ(1) äëÿ i = 1, . . . , k. Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå, |λi| = 1 äëÿ âñåõ i.

Òàêèì îáðàçîì,
k∑
i=1

Φ(ti)λi + Φ(1) = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ai = Re(λi), âåùåñòâåííóþ ÷àñòü ÷èñåë λi. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî |ai| ≤ 1.

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Φ(t) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ G, ïîëó÷èì

Φ(1) =
∣∣∣ k∑
i=1

Φ(ti)ai

∣∣∣ ≤ k∑
i=1

Φ(ti)|ai| ≤ Φ(1).

Îòñþäà λi = −1 äëÿ âñåõ i ≤ k. Èç ñêàçàííîãî è îðòîãîíàëüíîñòè χ è Θ èìååì

0 =
∑
g∈G#

χ(g)Θ(g) + χ(1)Θ(1) = −χ(1)
∑
g∈G#

Θ(g) + χ(1)Θ(1).

Ïîýòîìó

−
∑
g∈G#

Θ(g) + Θ(1) = 0.
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Îäíàêî ⟨Θ, 1G⟩ = 0, îòêóäà ∑
g∈G#

Θ(g) + Θ(1) = 0.

Ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, äëÿ ëþáîãî χ ∈ Irr(G)\{Θ} èìååì ⟨Φ, χ⟩ ≠ 0. Òåîðåìà 2.1.2 äîêàçàíà.
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3. Ñòðîåíèå LC(Θ)-ãðóïï, ó êîòîðûõ Θ(1)

� ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p

Áóêâà p âåçäå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòîãî ÷èñëà. Íèæå áóäóò äîêàçàíû ðå-

çóëüòàòû îá LC(Θ)-ãðóïïàõ ñ àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé, ó êîòîðûõ Θ(1) - ñòåïåíü

ïðîñòîãî ÷èñëà p.

3.1 Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ñèëîâñêàÿ

p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G àáåëåâà, à Θ(1) = pm äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m, òî G

ÿâëÿåòñÿ p-íèëüïîòåíòíîé ãðóïïîé, Op(G) = 1 è ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G èìååò

ïîðÿäîê pm.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ïîëíîå îïèñàíèå LC(Θ)-ãðóïï ñ Θ(1) = pm è àáåëåâîé ñèëîâñêîé

p-ïîäãðóïïîé.

Òåîðåìà 3.1.2. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà ñ àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé è íåïðèâîäè-

ìûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè pm, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, à m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà

ëèáî p � ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà è ãðóïïà G � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå m ãðóïï Ôðîáåíèóñà

ïîðÿäêîâ p(p+1), ëèáî p = 2 è G � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåò-

ñÿ ãðóïïîé Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà qi2
mi (ãäå qi = 2mi + 1 � ïðîñòûå ÷èñëà Ôåðìà) èëè ãðóïïîé

Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà 3223 (â ýòîì ñëó÷àå mi = 3), ïðè÷åì
∑

imi = m.

3.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì

3.2.1 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1.1.

Ïóñòü ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G àáåëåâà è Θ(1) = pm. Ïîêàæåì, ÷òî ïîðÿäîê

ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïû P ãðóïïû G ðàâåí pm è ïîäãðóïïà Op(G) = 1. Åñëè z ∈ P è hz = |G :

CG(z)|, òî hzΘ(z)
Θ(1)

� öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî è èç âçàèìíîé ïðîñòîòû hz è p è ïðåäëîæåíèÿ

1.3.6 ñëåäóåò, ÷òî ëèáî Θ(z) = 0, ëèáî z ∈ Z(Θ), ò.å. |Θ(z)| = Θ(1).
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Òàê êàê Θ ∈ Irr(G), òî èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (ïðåäëîæåíèå 1.3.7)

ïîëó÷àåì

|Z(Θ)|Θ(1)2 =
∑

z∈Z(Θ)

|Θ(z)|2 ≤
∑
t∈G

|Θ(t)|2 = |G|⟨Θ,Θ⟩ = |G| ≤ 2Θ(1)2.

Ïîýòîìó ëèáî p = 2 è |G| = |P |, ÷òî íåâåðíî ââèäó àáåëåâîñòè P , ëèáî Θ(z) = 0 äëÿ ëþáîãî

z ∈ P#.

Äîïóñòèì, ñíà÷àëà, ÷òî Op(G) ̸= 1. Ââèäó àáåëåâîñòè P ïîäãðóïïà Op(M) ñîäåðæèòñÿ â

öåíòðå íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû M = CG(Op(G)) è M ñîäåðæèò P , òàê, ÷òî èíäåêñ |G :M | íå
äåëèòñÿ íà p. Ïóñòü N = Op(G). Ñîãëàñíî òåîðèè Êëèôôîðäà (ëåììà 1.3.22)

Θ|M = e

s∑
i=1

χi,

ãäå χi � ñîïðÿæåííûå íåïðèâîäèìûå õàðàêòåðû ãðóïïû M (â ÷àñòíîñòè, χi(1) = χ1(1) äëÿ

âñåõ i ≤ s), ÷èñëî e äåëèò èíäåêñ ïîäãðóïïû èíåðöèè IG(χ1) â G, à s äåëèò |IG(χ1) : M |.
Ïîýòîìó

pm = Θ(1) = esχ1(1).

Òàê êàê ÷èñëà e è s äåëÿò |G : M |, òî îíè âçàèìíî ïðîñòû ñ p. Ñëåäîâàòåëüíî, e = s = 1 è

Θ|M ∈ Irr(M). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî N ≤ Z(Θ|M). Â ÷àñòíîñòè, |Θ(g)| = Θ(1) äëÿ ëþáîãî

g ∈ Op(G). Ïîýòîìó

|Op(G)| = 2 = p è |G| = 2p2m,

ò.å. G � 2-ãðóïïà. Êàê âèäíî èç ïðåäûäóùåãî, ýòî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òàêèì îáðàçîì,

Op(G) = 1.

Ïî òåîðåìå Áðîäêè (ïðåäëîæåíèå 1.2.18) ñóùåñòâóåò ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà P1 ãðóïïû

G, äëÿ êîòîðîé P ∩P1 = 1. Ïóñòü N = NG(P ) è N1 = NG(P1). Òàê êàê P è P1 � åäèíñòâåííûå

ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû â N è N1, òî |N ∩N1| íå äåëèòñÿ íà p. Ïðè ýòîì N è N1 ñîïðÿæåíû.

Ïîýòîìó G ̸= NN1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

|NN1| =
|N |2

|N ∩N1|
≥ |N : P ||P |2.

Åñëè N ̸= P , òî |G| > 2p2m, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Çíà÷èò, P = NG(P ) è ïî òåîðåìå

Áåðíñàéäà î ïåðåíîñå (ïðåäëîæåíèå 1.2.9) ãðóïïà G � p-íèëüïîòåíòíà. Òåîðåìà 3.1.1 äîêàçà-

íà.

3.2.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1.2.

Ïðåäïîøëåì äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.1.2. äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ:
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Ëåììà 3.2.1. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà, îáëàäàþùàÿ àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé P è

íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè pm. Òîãäà G = F (G)o P � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

ïîäãðóïïû Ôèòòèíãà F (G) ãðóïïû G è P . Ïðè ýòîì F (G) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì

ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ ãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 3.1.1 ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ p-íèëüïîòåíòíîé, ò.å.

G =M o P,

ãäå |G| < 2|P |2 è |M | < 2|P |, à M = Op′(G). Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî

M = Op′(G) = F ∗(G).

Íàïîìíèì, ÷òî F ∗(G) åñòü öåíòðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïïû L(G), ÿâëÿþùåéñÿ öåí-

òðàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì êâàçèïðîñòûõ ãðóïï, íîðìàëüíûõ â L(G), è ïîäãðóïïû Ôèòòèíãà

ãðóïïû G (íå èñêëþ÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà îäíà èç óïîìÿíóòûõ ïîäãðóïï òðèâèàëüíà) (ñì. [3],

ñ. 54-55). Òàê êàê G ÿâëÿåòñÿ p-íèëüïîòåíòíîé è Op(G) = 1 ïî òåîðåìå 3.1.1, òî ïîäãðóïïà

F ∗(G) ñîäåðæèòñÿ â M .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L(G) è F (G) íåòðèâèàëüíû. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.27 â [3], èìååì

CG(F
∗(G)) ≤ F ∗(G). Ïî òåîðåìå Áðîäêè (ïðåäëîæåíèå 1.2.18) ïåðåñå÷åíèå P ∩ P g = 1 äëÿ

íåêîòîðîãî g ∈ F ∗(G). Ïðåäñòàâèâ ãðóïïó F ∗(G)P , â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâîéíûõ ñìåæíûõ

êëàññîâ F ∗(G)P = ∪iPgiP , ïîëó÷èì

|F ∗(G)||P | ≥ |P |+ |PgP | = |P |+ |P |2.

Çíà÷èò, |F ∗(G)| ≥ |P |+ 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |G| ≤ 2|P |2, èìååì

2|P |2 ≥ |G| ≥ |P |(|P |+ 1)|M : F ∗(G)|.

Îòñþäà M = F ∗(G).

Ïóñòü

|P/CP (F (G))| = r è |P/CP (L(G))| = s.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.27 â [3] è òåîðåìå 3.1.1 ïåðåñå÷åíèå ïîäãðóïï CP (F (G)) è CP (L(G))

òðèâèàëüíî. Äëèíà îðáèòû P íà F (G) ðàâíà |P : CP (F (G))| = r, à äëèíà îðáèòû P íà L(G)

ðàâíà |P : CP (L(G))| = s. Â ñèëó òðèâèàëüíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ ïîäãðóïï CP (F (G)) è CP (L(G))

èìååì

r ≥ |CP (L(G))| è s ≥ |CP (F (G))|.

Ïóñòü L̄ = L(G)/Z(L(G)). Ãðóïïà P èíäóöèðóåò ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ íà L̄. Åñëè ýëåìåíò

a èç P äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà L̄, òî îí äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî è íà L = L(G). Â ñàìîì
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äåëå, åñëè [L, ⟨a⟩] ≤ Z(L),òî

[Z(L), L] = [L, ⟨a⟩, L] = [⟨a⟩, L, L] = 1.

Ïî ëåììå î òðåõ ïîäãðóïïàõ (ïðåäëîæåíèå 1.2.1) èìååì [L,L, ⟨a⟩] = 1. Òàê êàê L � êâàçè-

ïðîñòàÿ ãðóïïà, òî [L,L] = L. Îòñþäà [L, ⟨a⟩] = 1. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Áðîäêè (ïðåäëîæåíèå

1.2.18), çàêëþ÷àåì, ÷òî ãðóïïà P/CP (L) èìååò òî÷íóþ îðáèòó íà L/Z(L). Â ÷àñòíîñòè,

|L(G)| > |Z(L(G))|s.

Ïîýòîìó |F (G)| > r, |L(G)| > s|Z(G)|. Â ÷àñòíîñòè,

|M | = |F (G)L(G)| = |F (G)||L(G)|
|F (G) ∩ L(G)|

> rs.

Òàê êàê CP (L(G))× CP (F (G)) � ïîäãðóïïà ãðóïïû P , òî

rs = |P/CP (L(G))||P/CP (F (G))| =
|P |2

|CP (F (G))||CP (L(G))|
> |P |.

Ïðè ýòîì |M | < 2|P | òîëüêî â ñëó÷àå CP (F (G))× CP (L(G)) = P . Òàêèì îáðàçîì,

G =MP = F (G)CP (L(G))L(G)CP (F (G)).

Îáîçíà÷èâ

CP (F (G)) = P1 è CP (L(G)) = P2,

ïîëó÷èì äâå ãðóïïû M1 = L(G)o P1 è M2 = F (G)o P2, ñ äëèíàìè îðáèò p-ïîäãðóïï P1

íà L(G) è P2 íà F (G) ðàâíûìè r = |P1| è s = |P2| ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à

ñâåëàñü ê ñëó÷àÿì, êîãäà F ∗(G) = L(G) è êîãäà F ∗(G) = F (G).

Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå G = L(G)oP , ãäå P � àáåëåâà p-ãðóïïà ïîðÿäêà, âçàèìíî ïðîñòî-

ãî ñ ïîðÿäêîì L(G) = L, âûïîëíåíî |L| ≥ 2|Z(L)||P |. Êàê çàìå÷åíî âûøå, P èìååò òî÷íóþ

îðáèòó íà L/Z(L). Ïîýòîìó, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, äîïóñòèì, ÷òî Z(L) = 1 è L � ïðÿìîå

ïðîèçâåäåíèå k ≥ 1 ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï. Áóäåì äîêàçûâàòü íàøå óòâåðæäåíèå èíäóê-

öèåé ïî ÷èñëó k. Åñëè k = 1, òî èç ïðåäëîæåíèÿ 1.3.26 ñëåäóåò, ÷òî |Out(L)| ìåíüøå, ÷åì
|L|/2. Â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Ïóñòü L = L1 × L2 � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ

ñîáñòâåííûõ P -äîïóñòèìûõ ïîäãðóïï ãðóïïû L. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

|L1| ≥ 2|P/CP (L1)|, |L2| ≥ 2|P/CP (L2)|.

Òàê êàê CP (L1) ∩ CP (L2) = 1, òî

|L| = |L1||L2| ≥ 4|P/CP (L1)||P/CP (L2)| = 4|P | |P |
|CP (L1)||CP (L2)|

.



3.2. ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÒÅÎÐÅÌ 32

Òàê êàê CP (L1) ∩ CP (L2) = 1, òî ïîëó÷àåì òðåáóåìîå çàêëþ÷åíèå: |L| > 2|P |.
Òåïåðü ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî L � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå L1×L2× . . .×Lk ñîïðÿæåííûõ â

G ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï. Ïîäãðóïïà P äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå {L1, . . . , Lk}
è ïîòîìó P ñîäåðæèò ïîäãðóïïó P0 èíäåêñà k ≥ 2, íîðìàëèçóþùóþ ïîäãðóïïó L1. Ïðè ýòîì

P0 íîðìàëèçóåò òàêæå è ëþáóþ äðóãóþ ïîäãðóïïó Li, i ≤ k. Ïîýòîìó P0 äåéñòâóåò òî÷íî íà

êàæäîé èç Li. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè |Li| > 2|P0| äëÿ âñÿêîãî i ≤ k è

|L| > 2k|P0| > 2k|P0| = 2|P |.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî F ∗(G) = F (G). Ïîêàæåì, ÷òî F (G) � ïðÿìîå ïðîèçâå-

äåíèå ýëåìåíòàðíûõ àáåëåâûõ ãðóïï. Êàê è âûøå, G = F (G) o P . Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà,

÷òî s = 1 è Q1 = Q ̸= 1 � ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà ãðóïïû F = F (G). Ïî òåîðåìå Òîìïñîíà

(òåîðåìà 5.3.11 â [22]) ñóùåñòâóåò òàêàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà Q0 â Q, ÷òî Q0/Z(Q0)

� ýëìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà è ëþáîé q′-àâòîìîðôèçì ãðóïïû Q äåéñòâóåò íåòðèâèàëüíî

íà Q0/Φ(Q0). Åñëè F = Q, òî P äåéñòâóåò òî÷íî íà Q0/Φ(Q0) è ïîòîìó

|Q0/Φ(Q0)| ≥ |P |+ 1.

Íî åñëè Q0 ̸= Q, òî |Q| > 2(|P | + 1), òàê ÷òî |G| > 2|P |2, ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó Q �

ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà.

Åñëè F íå ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé q-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G (ò.å. s > 1), òî, âîñïîëüçîâàâøèñü

èíäóêöèåé, ïîëó÷èì òðåáóåìîå çàêëþ÷åíèå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.2.2. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì òåîðåìû 3.1.2, P �

åå ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà, à F = F (G) � ïîäãðóïïà Ôèòòèíãà. Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì

ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà qni
i p

mi ñ äîïîëíèòåëüíûì ìíîæèòåëåì ïîðÿäêà

pmi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3.2.1 ïîäãðóïïà F (G) = Q1×Q2× . . .×Qs � ïðÿìîå ïðîèçâå-

äåíèå qi-ïîäãðóïï ãðóïïû G, ÿâëÿþùèõñÿ ýëìåíòàðíûìè àáåëåâûìè P -äîïóñòèìûìè ãðóï-

ïàìè, qi � ïðîñòûå ÷èñëà. Â ñèëó ëåììû 3.2.1 ëþáàÿ ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà Q ãðóïïû F (G)

ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà è ïîòîìó ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî V ðàçìåðíîñòè n, ãäå |Q| = qn è ãðóïïà P/CP (V ) îáëàäàåò òî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì

íà V ñòåïåíè n. Äëÿ ëþáîé ìèíèìàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû L ãðóïïû Q ïî òåîðåìå

Ìàøêå (òåîðåìà 3.3.1 â [22]) ñóùåñòâóåò P -èíâàðèàíòíàÿ (à ïîòîìó è íîðìàëüíàÿ â F (G)P )

ïîäãðóïïà M â Q, äëÿ êîòîðîé L×M = Q. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàøè îáîçíà÷åíèÿ

âûáðàíû òàê, ÷òî ãðóïïà F (G) � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìèíèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï

Q1 ×Q2 × . . .×Qs, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ïîðÿäêà q
ni
i , ãäå qi � íåêîòîðîå

ïðîñòîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ p.

Ãðóïïà Pi = P/CP (Qi) îáëàäàåò íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì ñòåïåíè ni íàä Qi, ðàñ-

ñìàòðèâàåìûì â êà÷åñòâå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì GF (qi). Ïîíÿòíî, ÷òî ãðóïïà
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G/CG(Qi) èçîìîðôíà ïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ Fi = Qi o Pi è ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ôðîáå-

íèóñà ïîðÿäêà qni
i p

mi , ãäå mi � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ïóñòü Ti � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå âñåõ Qj, 1 ≤ j ≤ s îòëè÷íûõ îò Qi. Òîãäà

CP (Ti) ∩ CP (Qi) ⊆ Z(G) = 1.

Â òî æå âðåìÿ äëèíà îðáèòû P íà Qi ðàâíà |P/CP (Qi)|. Àíàëîãè÷íî, |P/CP (Ti)| � äëè-

íà îðáèòû P íà Ti, ïðè ýòîì CP (Qi) × CP (Ti) � ïîäãðóïïà ãðóïïû P . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

|P/CP (Qi)× P/CP (Ti)| = |P |, îòêóäà

QiCP (Li)× LiCP (Qi) = G.

Ïðè ýòîì QiCP (Li) = Fi � ãðóïïà Ôðîáåíèóñà. Òåïåðü èíäóêöèÿ çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî

ëåììû 3.2.2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1.2. Ïî ëåììå 3.2.2 ïîðÿäîê ïîäãðóïïû Ôèòòèíãà ãðóïïû

G ðàâåí
∏s

i=1 q
ni
i , òîãäà êàê ïîðÿäîê ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïû P ýòîé ãðóïïû, ðàâíûé ñòåïåíè

õàðàêòåðà Θ, åñòü
∏s

i=1 p
mi = pm.

Òàê êàê pmi � ïîðÿäîê äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ ãðóïïû Ôðîáåíèóñà Fi, òî p
mi äåëèò

qni
i − 1. Òàê êàê qni

i − 1 = lip
mi , òî

|G| ≥ |P |2
s∏
i=1

(
li +

1

pmi

)
.

Îäíàêî |G| ≤ 2|P |2 è ïîòîìó âñå li = 1, ò.å. pmi = qni
i − 1 äëÿ âñÿêîãî i ≤ s.

Èç òåîðåìû Æèãìîíäè (ïðåäëîæåíèå 1.1.3) ñëåäóåò, ÷òî åñëè a è b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà,

ïðè÷åì a ≥ 2, b ≥ 3 è (a, b) ̸= (2,6), òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî r, äåëÿùåå ab − 1, ÷òî

r íå äåëèò ai−1 ïðè 1 ≤ i ≤ b−1. Åñëè ïðîñòîå ÷èñëî q > 2, n ≥ 3 è qn−1 = pm, òî r = p = 2

èáî qn − 1 ÷åòíî. Ïîýòîìó n ≤ 2. Åñëè n = 2, òî

q2 − 1 = (q − 1)(q + 1) = 2m

òîëüêî ïðè q = 3,m = 3. Ïðè n = 1 èìååì q− 1 = 2m, ò.å. q = 2m + 1 � ïðîñòîå ÷èñëî Ôåðìà.

Åñëè æå q = 2, òî 2n − 1 = pm äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p òîëüêî ïðè m = 1 ïî òîé æå òåîðåìå

Æèãìîíäè (ïðåäëîæåíèå 1.1.3). Òî åñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè p = 2 ãðóïïà G � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêîâ

qi(qi − 1), ãäå qi � ïðîñòîå ÷èñëî Ôåðìà è ãðóïï Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà 32 · 23, à ïðè p > 2 �

ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà p(p+1), ïðè÷åì p � ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà.

Òåîðåìà 3.1.2 äîêàçàíà.
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Ïðèìåðû

1. Ïóñòü G � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãðóïï Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêîâ 6 è 72. Òîãäà G

ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé ñ íàèáîëüøåé ñòåïåíüþ íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà, ðàâíîé 16 = 24

è àáåëåâîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé (ñì. òàáëèöó 15 â ïðèëîæåíèè A).

2. Ãðóïïà G = A4 × A4 ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé ñ íàèáîëüøåé ñòåïåíüþ íåïðèâîäèìîãî

õàðàêòåðà, ðàâíîé 9 = 32 è àáåëåâîé ñèëîâñêîé 3-ïîäãðóïïîé (ñì. òàáëèöó 11 â ïðèëîæåíèè

A).

3. Ãðóïïà G = AGL2(3) � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóïïû V

ïîðÿäêà 9 è ãðóïïû GL2(3), äåéñòâóþùåé íà V êàê ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé. Â ýòîì ñëó÷àå

|G| = 9 · 48 = 432.

Â.È. Çåíêîâûì â [4] ïîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà G èìååò íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð Θ ñòåïåíè 24,

òàê, ÷òî |G| < 2Θ(1)2, íî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G íåàáåëåâà.
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4. Ñòðîåíèå LC(Θ)-ãðóïï, ó êîòîðûõ Θ(1)

� ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë p

è q

4.1 Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Ïîëíîå îïèñàíèå LC(Θ)-ãðóïï, ó êîòîðûõΘ(1) � êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà p, ñôîðìóëèðóåì

â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 4.1.1. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà ñ íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè p2, ãäå p-

ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà ëèáî ãðóïïà G � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãðóïï Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêîâ

p(p+ 1), ëèáî p = 2 è |G| ∈ {20, 32}.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå Θ(1) = pq, ãäå p > q � ïðîñòûå ÷èñëà,

LC(Θ)-ãðóïïà áóäåò p-ðàçðåøèìîé.

Òåîðåìà 4.1.2. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé. Åñëè Θ(1) = pq, ãäå p > q è p, q ðàçëè÷-

íûå ïðîñòûå ÷èñëà, òî G � p-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà.

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.1.2 òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè |G| /∈ {54, 72} ïîðÿäîê |G|
ðàâåí pqbm, ãäå (pq,m) = 1. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îïèñàíèå LC(Θ)-ãðóïï ñ Θ(1) = pq.

Òåîðåìà 4.1.3. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé ñ Θ(1) = pq, ãäå p > q è p, q � ïðîñòûå

÷èñëà. Òîãäà G èìååò àáåëåâó íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó K èíäåêñà pq.

4.2 Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Òàê êàê |G| ≤ 2p2q2 < 2p4, òî ïåðâûì øàãîì â èçó÷åíèè LC(Θ)-ãðóïï ñ íàøèì óñëîâèåì

áóäåò îïèñàíèå ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï G, îáëàäàþùèõ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà

p, äëÿ êîòîðûõ |G| ≤ 2p4.

Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïû ñ ñèëîâñêîé ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà p èçó÷àëèñü â ñåðèè ðàáîò

Ð.Áðàóýðà è åãî ó÷åíèêîâ, íà÷èíàÿ ñ 40-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà, à ïîçäíåå â ðàáîòàõ Ó.Ôåéòà
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(ñì. áèáëèîãðàôèþ â êíèãå [10]). Èñïîëüçóÿ êëàññèôèêàöèþ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï, ïîëó-

÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 4.2.1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà ñ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé

ïðîñòîãî ïîðÿäêà p. Åñëè |G| ≤ 2p4, òî G èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï: L2(q), q >

3, L3(q), U3(q) (q � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà), Sz(8), A7,M11, J1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ

ãðóïï (ñì. [3] äëÿ áîëåå ïîäðîáíîé èíôîðìàöèè), âñå ïðîñòûå íåàáåëåâû ãðóïïû ïðèíàä-

ëåæàò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ñåìåéñòâ:

I. Êëàññè÷åñêèå ïðîñòûå ãðóïïû ëèåâà òèïà: Ln(q), n ≥ 2, Un(q), n ≥ 3, S2n(q), n ≥ 2,

PΩ2n+1(q), n ≥ 2, PΩ±
2n(q), n ≥ 4.

II. Èñêëþ÷èòåëüíûå ïðîñòûå ãðóïïû ëèåâà òèïà: G2(q), F4(q), E6(q), E7(q), E8(q),
2G3(q),

(2F4(q))
′, 3D4(q),

2B2(q), q � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà.

III. Ñïîðàäè÷åñêèå ïðîñòûå ãðóïïû.

IV. Çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû An, n ≥ 5.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü øàã çà øàãîì äëÿ âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ãðóïï.

I. Êëàññè÷åñêèå ïðîñòûå ãðóïïû ëèåâà òèïà.

(a) Ïóñòü G ≃ Ln(q), n ≥ 3. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî |G| > qn
2−n, à íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü

ïîðÿäêà ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò qn − 1 < qn. Äîïóñòèì, ÷òî 2p4 > qn
2−n. Òîãäà 2q4n > qn

2−n è

ïîòîìó n2 − 5n < 1. Îòñþäà n ≤ 5. Ïðè n = 5 èìååì áîëåå òî÷íóþ îöåíêó |G| > q21 ≥ 2q20.

Ïîýòîìó n ≤ 4. Ïðè n = 4 èìååì:

|G| = 1/dq6(q4 − 1)(q3 − 1)(q2 − 1), ãäå d = (4, q − 1).

Òåïåðü íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò q2 + q+ 1 < 2q2. Åñëè

2p4 ≥ |G| > q13, òî 2(2q2)4 > q13, ÷òî èñêëþ÷àåò ýòîò ñëó÷àé.

(b) Ïóñòü G ≃ Un(q), n ≥ 3. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî |G| > qn
2−n, à íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü

ïîðÿäêà ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò qn. Äîïóñòèì, ÷òî 2p4 > qn
2−n. Òîãäà 2q4n > qn

2−n è ïîòîìó

n2 − 5n < 1. Îòñþäà n ≤ 5. Ïðè n = 5 èìååì áîëåå òî÷íóþ îöåíêó |G| > q21 ≥ 2q20. Ïîýòîìó

n ≤ 4. Ïðè n = 4 èìååì:

|G| = 1/dq6(q4 − 1)(q3 + 1)(q2 − 1), ãäå d = (4, q + 1).

Òåïåðü íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà ãðóïïû (ïðè q > 2) íå ïðåâîñõîäèò q2 −
q + 1 < 2q2. Åñëè 2p4 ≥ |G| > q13, òî 2(2q2)4 > q13, ÷òî èñêëþ÷àåò ýòîò ñëó÷àé. Ñëó÷àé q = 2

òàêæå íåâîçìîæåí.

(c) Ïóñòü G ≃ S2n(q) èëè PΩ2n+1(q), n ≥ 2. Ïîðÿäîê G ðàâåí 1/dqn
2
(q2n − 1) . . . (q2 − 1),

ãäå d = (2, q − 1). Åñëè n ≥ 2, òî |G| > q2n
2
. Íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà G

íå ïðåâîñõîäèò qn + 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 2(qn + 1)4 < q4n+3 < q2n
2
äëÿ (q, n) ̸= (2, 2). Ïðè

(q, n) = (2, 2) ãðóïïà G ≃ S4(2) íå ïðîñòà è S4(2)
′ ≃ L2(9).
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(d) Ïóñòü G ≃ PΩ±
2n(q), n ≥ 4. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî |G| > q2n

2−2n, à íàèáîëüøèé ïðîñòîé

äåëèòåëü åå ïîðÿäêà íå ïðåâîñõîäèò qn+1. Òàê êàê 2(qn+1)4 < q4n+3 ïðè n ≥ 4, òî 2p4 < |G|.
I. Èñêëþ÷èòåëüíûå ïðîñòûå ãðóïïû ëèåâà òèïà.

(a) Ïóñòü G ≃ G2(q). Ïîðÿäîê G ðàâåí q6(q6 − 1)(q2 − 1), òàê ÷òî íàèáîëüøèé ïðîñòîé

äåëèòåëü åãî íå ïðåâîñõîäèò q2 + q + 1 < 2q2. Òàê êàê |G| > q13, òî ýòîò ñëó÷àé èñêëþ÷åí.

(b) Ïóñòü G ≃ F4(q) ïîðÿäêà q
24(q12 − 1)(q8 − 1)(q6 − 1)(q2 − 1). Íàèáîëüøèé ïðîñòîé

äåëèòåëü ïîðÿäêà G íå ïðåâîñõîäèò q4+1. Òàê êàê |G| > 2(q4+1)4, òî ýòîò ñëó÷àé èñêëþ÷åí.

(c) Ïóñòü G � îäíà èç ãðóïï E6(q), E7(q), E8(q) èëè
2E6(q). Ïîðÿäîê ëþáîé èç ýòèõ ãðóïï

áîëüøå q72, à íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà íå ïðåâîñõîäèò q9. Òàê ÷òî ýòè ãðóïïû

òàêæå èñêëþ÷åíû.

(d) ÏóñòüG ≃ 2G2(q). Ïîðÿäîê ýòîé ãðóïïû ðàâåí q3(q3+1)(q−1) > q6. Ïðè ýòîì q = 32n+1,

à íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü p ïîðÿäêà ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò q +
√
3q + 1 < 2q. Åñëè

q > 3, òî |G| > 2p4. Åñëè æå q = 3, òî G ≃ L2(8).3 � íå ïðîñòàÿ ãðóïïà.

(e) Ïóñòü G ≃ (2F4(q))
′. Åå ïîðÿäîê áîëüøå ÷åì 2q16, òîãäà êàê íàèáîëüøèé ïðîñòîé

äåëèòåëü p ïîðÿäêà ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò q4 − q2 + 1. Ýòîò ñëó÷àé èñêëþ÷åí.

Ïóñòü G ≃ 3D4(q) ïîðÿäêà q
12(q8 + q4 + 1)(q6 − 1)(q2 − 1) > q26, òîãäà êàê íàèáîëüøèé

ïðîñòîé äåëèòåëü p íå ïðåâîñõîäèò q4 + q2 + 1 < 2q5. Ïîýòîìó è ýòîò ñëó÷àé èñêëþ÷åí.

Ïóñòü G ≃ 2B2(q) ≃ Sz(q), ãäå q = 22n+1. Íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü p ïîðÿäêà G íå

ïðåâîñõîäèò q +
√
2q + 1, òàê ÷òî |G| > 2p4 ïðè q > 8. Ñëó÷àé q > 8 èñêëþ÷åí.

III. Ñïîðàäè÷åñêèå ïðîñòûå ãðóïïû. Âñå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ [20]. Åäèí-

ñòâåííûå âîçìîæíîñòè äëÿ p ñîîòâåòñòâóþò ãðóïïå Ìàòüå M11 è ãðóïïå ßíêî J1.

IV. Çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû An, n ≥ 5.

Ñëó÷àè 5 ≤ n ≤ 6 ñîîòâåòñòâóþò ãðóïïàì L2(5) è L2(9). Ïðè n = 7 ïîÿâëÿåòñÿ ãðóïïà A7,

ãäå p = 7. Âñå îñòàëüíûå âîçìîæíîñòè èñêëþ÷åíû. Ëåììà äîêàçàíà.

4.3 LC(Θ)-ãðóïïû, ó êîòîðûõ Θ(1) = p2

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.1. Íàïîìíèì, ÷òî G � LC(Θ)-ãðóïïà ñ Θ(1) = p2, ãäå p

� ïðîñòîå ÷èñëî. Çàôèêñèðóåì äàííûå îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå áóäóò óïîòðåáëÿòüñÿ äî êîíöà

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.1.1.

Òàê êàê |G| ≤ 2p4, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ïîðÿäîê ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïû íå ïðåâîñõî-

äèò p5. Òàê êàê p2||G|, òî |G| = pam, a,m ∈ N è a ≤ 5. Äîïóñòèì, ÷òî P ∈ Sylp(G).

Íà÷íåì, ñî ñëó÷àÿ, êîãäà a ≥ 4.

Ëåììà 4.3.1. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà, ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà, êîòîðîé èìååò ïîðÿäîê íå

ìåíüøå p4. Òîãäà p = 2 è |G| = 32.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè p > 2, òî |P | = p4, ãäå P ∈ Sylp(G). Òàê êàê |P | = p4, òî |NG(P )| =
p4n, ïðè n ∈ N è |G| = p4m = p4n(1+kp) ≤ 2p4, k � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå, îòêóäà n(1+kp) ≤
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2. Ò.ê. p � ïðîñòîå è p4 < |G|, òî k = 0, à n = 2. Ïîýòîìó |G| = 2p4 è P ▹G. Îòìåòèì, ÷òî Θ

� òî÷íûé õàðàêòåð èç ëåììû 2.2.2.

Ïî ëåììå 1.3.22 èìååì

Θ|P = e

s∑
i=1

θi,

ãäå θi � ñîïðÿæåííûå íåïðèâîäèìûå õàðàêòåðû ãðóïïû P (â ÷àñòíîñòè, θi(1) = θ1(1) äëÿ âñåõ

i ≤ s), ÷èñëî e äåëèò èíäåêñ ïîäãðóïïû èíåðöèè IG(θ1) â G, à s äåëèò |IG(θ1) : P |. Ïîýòîìó

p2 = Θ(1) = esθ1(1).

Èç ëåìì 2.2.3 è 2.2.4 ïîëó÷àåì, ÷òî p = 2 è |G| = 25 (ñì. òàáëèöó 5 â ïðèëîæåíèè A), ò.å.

G � 2-ãðóïïà, ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà èñêëþ÷àåò ñëó÷àé, êîãäà ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà èìååò ïîðÿäîê p3.

Ëåììà 4.3.2. Åñëè G � LC(Θ)-ãðóïïà ñ íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè p2, îòëè÷íàÿ

îò ãðóïïû ïîðÿäêà 32, òî åå ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà P èìååò ïîðÿäîê p2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 4.3.1 ïðè p > 2 ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà èìååò ïîðÿäîê íå áîëüøå

p3. Ïóñòü |P | = p3 è |NG(P )| = p3n, ïðè n ∈ N. Òîãäà |G| = p3m = p3n(1 + kp) ≤ 2p4, ãäå k �

öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå. Îòñþäà m = n(1 + kp) ≤ 2p.

Åñëè n ≥ 2, òî 1 + kp < p, âåðíî ëèøü ïðè k = 0 ò.å. m = n ≤ 2p è P ▹ G, ãäå (n, p) = 1.

À åñëè n = 1, òî 1 + kp < 2p, âåðíî ëèøü ïðè k = 1 ò.å. m = p+ 1.

Èòàê, n = 1 è k = 1. Ò.å., |G| = p3(1 + p) è P = NG(P ), ïðè÷åì |G : NG(P )| = 1 + p

è |NG(P )| = |P |. Ïðåäñòàâèâ ãðóïïó â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâîéíûõ ñìåæíûõ êëàññîâ, G =

∪iPxiP ïîëó÷èì

|G| ≥ |P |+ |PxP | = |P |+ |P |2

|P ∩ P x|
= |P |(1 + |P |

|P ∩ P x|
) = p3(1 + p).

Çíà÷èò, |P ∩ P x| = p2, ïðè÷åì P ∩ P x ▹ ⟨P, P x⟩ ò.å., P ∩ P x = D � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

ïîðÿäêà p2.

Åñëè D àáåëåâà, òî ïî ëåììå 1.3.17 èìååì, ÷òî Θ(1) äåëèò |G : P ∩ P x| = p(p + 1), à ýòî

ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåïåðü a = 2, òîãäà p-ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà P àáåëåâà ïîðÿäêà p2. Çàêîí÷èì äîêàçàòåëü-

ñòâî òåîðåìû 4.1.1.

Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà, ñ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé P ïîðÿäêà p2. Èç òåîðåìû 3.1.2 ñëå-

äóåò, ÷òî G = F (G)o P .

Åñëè F (G) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì k ñèëîâñêèõ ri-ïîäãðóïï ãðóïïû G, òî k = 2

è G = (R1 o CP (R2)) × (R2 o CP (R1)), ãäå R1 ∈ Sylr1(G), R2 ∈ Sylr2(G). Ïðè ýòîì R1 è R2

� àáåëåâû ãðóïïû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî R1 o CP (R2) è R2 o CP (R1) � ãðóïïû Ôðîáåíèóñà

ïîðÿäêîâ p(p+ 1).
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Åñëè æå F (G) � ñèëîâñêàÿ r-ïîäãðóïïà ãðóïïûG, òîG áóäåò ãðóïïîé Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà

p2(p2 + 1), ÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè p = 2 è |G| = 20 (ñì. òàáëèöó 4 â ïðèëîæåíèè A), ÷òî è

óòâåðæäàëîñü. Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.4 LC(Θ)-ãðóïïû, ó êîòîðûõ Θ(1) = pq

4.4.1 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.2.

Íàïîìíèì, ÷òî G � LC(Θ)�ãðóïïà ñ Θ(1) = pq, ãäå p è q ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà è p > q.

Çàôèêñèðóåì äàííûå îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå áóäóò óïîòðåáëÿòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè îñòàâøåéñÿ

÷àñòè ïàðàãðàôà.

Òàê êàê |G| ≤ 2p2q2, ãäå p è q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà è p > q, ïðè÷åì p2q2 < |G| ≤
2p2q2 < 2p4, à ïîñêîëüêó pq||G|, òî |G| = paqbm, ãäå a, b,m ∈ N ò.å. p2q2 < paqbm ≤ 2p2q2 < 2p4.

È òàê êàê p > 2, òî p4 íå äåëèò |G|. Îòñþäà a ≤ 3, ò.å. ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G èìååò

ïîðÿäîê íå áîëüøå p3. Äîïóñòèì, ÷òî P ∈ Sylp(G).

Íà÷íåì, ñî ñëó÷àÿ, êîãäà ïîðÿäîê ñèëîâñêîé ïîäãðóïïû ðàâåí p3, ò.å. a = 3.

Ëåììà 4.4.1. Ïóñòü G � LC(Θ)�ãðóïïà è ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà P èìååò ïîðÿäîê p3. Òîãäà

p = 3, q = 2 è |G| = 54.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê |P | = p3, òî |NG(P )| = p3n, ïðè n ∈ N è |G| = p3n(1 + kp) ≤
2p2q2, ãäå k � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå, îòêóäà pn(1 + kp) ≤ 2q2.

Ïðè k ̸= 0: n(1 + kp) < 2q. Åñëè n ≥ 2, òî 1 + kp < q, ÷òî íåâåðíî. Çíà÷èò, n = 1.

Ïóñòü k ≥ 1. |G| = p3(1 + kp) ≤ 2p2q2, ïðè÷åì q äåëèò 1 + kp. Î÷åâèäíî, ÷òî k = 1 è q

äåëèò p+1, ïðè÷åì q < p. Ïðè ýòîì q ≤ p+1
2
. Çíà÷èò, p(1+ p) ≤ 2 (p+1)2

4
, ÷òî íåâåðíî, ïîýòîìó

k = 0 è P ▹ G. Ïðè ýòîì |G| = p3qm ≤ 2p2q2, òàê, ÷òî pm ≤ 2q. Òàê êàê p > q, òî m = 1 è

p ≤ 2q.

Èòàê, |G| = p3q è P ▹G. Åñëè P àáåëåâà, òî ïî ëåììå 1.3.17 ñòåïåíü õàðàêòåðà χ(1) äåëèò

q äëÿ ëþáîãî χ ∈ Irr(G). Ïðîòèâîðå÷èå.

Îòñþäà P íåàáåëåâà è P/Φ(P ) � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà, |P/Φ(P )| = p2 . Ñëåäîâàòåëüíî,

NG(P )/P ≤ Aut(P/Φ(P )) ≤ GL2(p) è q äåëèò p± 1.

Åñëè q äåëèò p− 1, òî q ≤ p−1
2
, à òîãäà p ≤ 2(p−1)

2
, ÷òî íåâîçìîæíî, ëèáî q = p− 1 = 2, à

òîãäà p ≤ 2q = 4. Çíà÷èò, p = 3, q = 2 è |G| = 33 · 2 = 54.

Ïóñòü q = p+1
2
. Òîãäà ëèáî q = 2, p = 3, |G| = 54, ëèáî q = p+1

2
íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Â

ïîñëåäíåì ñëó÷àå G/Φ(P ) � ãðóïïà Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà p2 (p+1)
2

.

Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå Z(P ) = Φ(P ) ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå ãðóïïû G, òî ïîëó÷àåì ïðîòè-

âîðå÷èå.

Òî åñòü |P | = p3, ÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè p = 3, q = 2 è |G| = 54 = 33 · 2 (ñì. òàáëèöó 17 â
ïðèëîæåíèè A). Ëåììà äîêàçàíà.



4.4. LC(Θ)-ÃÐÓÏÏÛ, Ó ÊÎÒÎÐÛÕ Θ(1) = PQ 40

Âñå ñëó÷àè ïðè a = 2, ò.å., êîãäà ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà èìååò ïîðÿäîê p2, ñôîðìóëèðóåì

â âèäå ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 4.4.2. Åñëè G � LC(Θ)�ãðóïïà, òî |G| ̸≡ 0(mod p2) èëè |G| = 72, ëèáî |G| = 54.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé, êîãäà ïîðÿäîê ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïû ðàâåí p3 ðàññìîòðåí â

ëåììå 4.3.1. Ïóñòü ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà LC(Θ)-ãðóïïû G èìååò ïîðÿäîê p2 è Θ(1) = pq.

Òîãäà |G| = p2qm ≤ 2p2q2, îòêóäà m ≤ 2q < 2p. Â ñâîþ î÷åðåäü ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà

ãðóïïû G ëèáî èìååò ïîðÿäîê ≤ q, ëèáî q = 2 è |G| ≤ 8p2, ëèáî |G| = p2q2 èëè 2p2q2.

Âîçìîæíû ïîäñëó÷àè:

(1) |G| ≤ 8p2 è Θ(1) = 2p, q = 2: Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà P ãðóïïû G

àáåëåâà, à ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï íåòðèâèàëüíî, èìååìOp(G) > 1. Åñëè

ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G íîðìàëüíà, òî ñòåïåíè ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà íå

äåëÿòñÿ íà p ïî ñëåäñòâèþ Èòî (ïðåäëîæåíèå 1.3.3). Íî òîãäà n(1+kp) ≤ 8, ãäå n = |NG(P ) :

P | > 1 ïî òåîðåìå Áåðíñàéäà (ïðåäëîæåíèå 1.2.11). Çíà÷èò, 1 + kp ≤ 4 è kp ≤ 3, îòêóäà

p = 3, k = 1. Â òàêîì ñëó÷àå |G| = 72 (ñì. òàáëèöû 18 è 19 â ïðèëîæåíèè A).

(2) |G| = 2p2q2, (2, pq) = 1: Åñëè |G : NG(P )| ≡ 1(mod p), òî |G : NG(P )| = 2q è |NG(P )| =
p2q. Òàê êàê 1 + 2p > 2q, òî 1 + p = 2q, ò.å., q = p+1

2
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Op(G) ̸= 1, èáî ëþáûå p-ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû àáåëåâû è èìåþò íåòðè-

âèàëüíîå ïåðåñå÷åíèå. Çíà÷èò, Op(G) ∼= Cp � öèêëè÷åñêàÿ ïîðÿäêà p. Èç íåàáåëåâîñòè NG(P )

ñëåäóåò, ÷òî q äåëèò p− 1. Îòñþäà q = 2, à ýòî ñëó÷àé (1).

(3) |G| = p2q2: Ïóñòü P ∈ Sylp(G), Q ∈ Sylq(G). Åñëè NG(P ) = P , òî G � p�íèëüïîòåíòíà

è G = Qo P . Ïî ëåììå 1.3.17 ñòåïåíü õàðàêòåðà χ(1)|p2, ÷òî íåâåðíî.
Åñëè NG(P ) = G, òî G = P o Q è χ(1)|q2 äëÿ ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî χ, ïðîòèâîðå÷èå.

Çíà÷èò, |NG(P )| = p2q è |G : NG(P )| = q ̸≡ 1(mod p). Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé (3) íåâîçìîæåí.

(4) |G| = p2qm, ãäå (m, pq) = 1: Òîãäà m ≤ 2q. Â òî æå âðåìÿ |NG(P )| = np2, ãäå q äåëèò

n(1 + kp) = qm. Åñëè q äåëèò n, òî 1 + kp ≤ m, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè k > 1. Çíà÷èò, k = 1

è n = q. À òîãäà m = 1 + p ≤ 2q. Êàê è â ñëó÷àå (3) q äåëèò p − 1. Åñëè q ≤ p−1
2
, òî

2p−1
2

≥ 2q > m = 1 + p è p − 1 = q, òàê, ÷òî q = 2, p = 3. Îòñþäà |G| = 9 · 2 · 4 = 72, à ýòî

ñëó÷àé (1).

Òåïåðü q äåëèò 1 + kp è (n, q) = 1. Òàê êàê Op(G) ∼= Cp = ⟨x⟩, òî |G : CG(x)| äåëèò
|Aut(Cp)| = p− 1.

Ïî ëåììå 1.3.22 èìååì Θ|CG(x) = e
∑s

i=1 φi, ãäå φi ∈ Irr(CG(x)) è ïîýòîìó Θ(1) = pq =

eφi(1)s.

Òàê êàê P ≤ CG(⟨x⟩), CG(⟨x⟩) ▹ G òî ïî àðãóìåíòó Ôðàòòèíè G = CG(x)NG(P ). Ïîýòîìó
|CG(x)||NG(P )|
|CG(x)∩NG(P )| = |G| è |G : NG(P )| = 1 + kp = |CG(x) : CG(x) ∩ NG(P )|. Ïîýòîìó q äåëèò

|CG(x) : CG(x) ∩ NG(P )| è íå äåëèò |NG(P )|. Íî òîãäà q íå äåëèò |G : CG(x)|. Ïî ëåììå

1.3.22 èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå ΘH = c
∑s

i=1 φi, ãäå φi � íåïðèâîäèìûå ñîïðÿæåííûå ñ φ = φ1

õàðàêòåðû ãðóïïû H è c = ⟨ΘH , φi⟩.
Ïðè ýòîì s äåëèò |G : CG(x)||p− 1 è c äåëèò p− 1.
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Îòñþäà pq = csφ(1). Òàê êàê p íå äåëèò cs è q íå äåëèò cs, òî pq = φ(1) è cs = 1, ò.å. φ|C(x)

íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû CG(x). Â ýòîì ñëó÷àå, |Θ(x)| = pq ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà

äîêàçàíà.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a = 1, ò.å. |G| = pqbm, ãäå m âçàèìíî ïðîñòî ñ pq.

Ëåììà 4.4.3. Ïóñòü G � ïðîñòàÿ LC(Θ)-ãðóïïà ïîðÿäêà |G| = pqbm, ãäå p > q, (m, pq) = 1.

Òîãäà b ≤ 2 è q > 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Θ(1) = pq è |G| = pqbm ≤ 2Θ(1)2, òî ïðè b ≥ 3 ïîëó÷èì

m < 2p/(qb−2) < p−1, êîãäà q > 2 èëè b ≥ 4. Åñëè æå q = 2 è b ≤ 3, òî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà

ãðóïïû G èìååò ïîðÿäîê íå áîëåå 8 è ïîòîìó ëèáî àáåëåâà, ëèáî äèåäðàëüíà. Ïî ïðåäëîæå-

íèþ 1.3.31 ãðóïïà G èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï: L2(q),
2G2(q), J1, A7. Îñòàëüíûå

ãðóïïû èç ñïèñêà ïðåäëîæåíèÿ 1.3.31 èìåþò ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó ïîðÿäêà íå ìåíüøå 16.

Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèÿ 1.3.30, 1.3.34, ïîðÿäêè ãðóïï 2G2(q) è òàáëèöû õàðàêòåðîâ ãðóïï J1

è A7 èç [1], ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó b ≤ 2 è q > 2. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.4.4. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà ïîðÿäêà |G| = pqbm, ãäå p > q, (m, pq) = 1. Åñëè

|G| < p3, òî G ̸= G′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî G = G′. Òàê êàê G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)�ãðóïïîé, òî Z(G) =

1 ïî ëåììå 2.2.5. Â ÷àñòíîñòè, G íå èìååò íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà 2. Ïî ïðåäëîæåíèþ

1.3.29 ãðóïïà G èçîìîðôíà L2(r), ãäå q = 2, r = p èëè r = p−1 = 2a, à ýòà ãðóïïà íå ÿâëÿåòñÿ

LC(Θ)-ãðóïïîé. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.4.5. Ïóñòü G � íå p-ðàçðåøèìàÿ LC(Θ)-ãðóïïà ïîðÿäêà |G| = pqbm, ãäå p >

q, (m, pq) = 1. Òîãäà |G| > p3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 4.4.4 èçâåñòíî, ÷òî G ̸= G′. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H = Op′(G)

è G íå p�ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà. Ïóñòü M/H � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû

G/H. Òîãäà M/H íå p�ðàçðåøèìàÿ è ñîâïàäàåò ñâîèì êîììóòàíòîì. Òàê êàê ñèëîâñêàÿ

p�ïîäãðóïïà ãðóïïû G ïîðÿäêà p, òî M/H � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà. Ïî ïðåäëîæåíèþ

1.3.29 èìååì M/H ≃ L2(r), ãäå ëèáî r = p, ëèáî r = p − 1 = 2a. Äîïóñòèì, ÷òî M/H ≃
L2(p). Òîãäà G/M ≃ L2(p) èëè PGL2(p). Ïðè p > 3 è |H| ≥ 3 ïîðÿäîê G áîëüøå p3. Òåì

ñàìûì, ýòà âîçìîæíîñòü èñêëþ÷åíà. Åñëè M/H ≃ L2(p − 1), òî |M/H| = p(p − 1)(p − 2) =

p3 − 3p2 + 2p > 1/2p3 ïðè p ≥ 7 è |G| > p3 äëÿ G, íå ÿâëÿþùåéñÿ ïðîñòîé ãðóïïîé. Åñëè

p = 5, òî |G/M ||H| < 125/60 òîëüêî ïðè |H| = 2, ÷òî óæå áûëî èñêëþ÷åíî âûøå, ëèáî

G ≃ Aut(L2(5)) ≃ S5. Òàáëèöà õàðàêòåðîâ â [1] èñêëþ÷àåò è ýòó âîçìîæíîñòü. Ïîýòîìó

|G| > p3. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.4.6. Ïóñòü G � íå p-ðàçðåøèìàÿ LC(Θ)-ãðóïïà ïîðÿäêà |G| = pqbm, ãäå p > q,

(m, pq) = 1. Òîãäà b ≤ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 4.4.5 è óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà ãðóïïó G, èìååì:
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p3 < |G| = pqbm ≤ 2p2q2,

îòêóäà p < 2q2, qb−2 ≤ 2p/m è qb−4 < 4/m. Ïðè m = 1 èëè 2 è b ≥ 3 ãðóïïà G ðàçðåøèìà.

Ïîýòîìó m ≥ 3, îòêóäà b ≤ 4.

Ïðè b = 4 èìååì m < 4. Ñëåäîâàòåëüíî, m = 3. Î÷åâèäíî, m < p − 1 è ïî ïðåäëîæåíèþ

1.3.30 ãðóïïà G èìååò êîìïîçèöèîííûé ôàêòîð, èçîìîðôíûé L2(p) èëè L2(p − 1), ãäå p =

2a+1. Ïðè ýòîì q = 2. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òîm = 3, èìååì: p = 5 èëè p = 7. Â ïåðâîì ñëó÷àå

|G| < 200, à âî âòîðîì � |G| < 392. Òàê êàê öåíòð ãðóïïû G òðèâèàëåí, òî îíà èçîìîðôíà

PGL2(s), ãäå s ∈ {5, 7}. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.34 ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b = 3. Òîãäà q ≤ 2p/m. Åñëè q ≥ 3, òîm < p−1. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.30

ó ãðóïïû èìååòñÿ êîìïîçèöèîííûé ôàêòîð M/N , èçîìîðôíûé ãðóïïå L2(p) èëè L2(p − 1),

ãäå p−1 = 2a äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a ≥ 2. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ N = Op′(G), à G/M

èçîìîðôíà ïîäãðóïïå Out(M/N). Äîïóñòèì, ÷òî M/N ≃ L2(p). Åñëè q äåëèò p − 1/2, òî è

q3 äåëèò p− 1/2. Íî òîãäà m ≥ p+ 1, ÷òî íåâåðíî. Åñëè q äåëèò p+ 1, òî q3 äåëèò (p+ 1)/2,

îòêóäà m = p − 1 ÷òî òàêæå íåâåðíî. Ïóñòü M/N ≃ L2(p − 1), ãäå p = 2a + 1. Òàê êàê q ïî

ïðåäïîëîæåíèþ, íå÷åòíî, òî q3 äåëèò p− 2 = 2a − 1, îòêóäà m = 2a = p− 1, ÷òî ïðèâîäèò ê

ïðîòèâîðå÷èþ.

Ïóñòü òåïåðü b = 3, q = 2. Òîãäà ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G ëèáî àáåëåâà, ëèáî

íåàáåëåâà ïîðÿäêà 8. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.3.31 ãðóïïà G èìååò êîìïîçèöèîííûé ôàêòîð,

èçîìîðôíûé L2(r), A7,
2G2(q) èëè J1. Ïðè ýòîì p < 2q2 = 8, à m ≤ p. Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ,

÷òî (m, qp) = 1, èìååì ëèáî p = 5, m = 3, ëèáî p = 7,m = 3 èëè m = 5. Òàê êàê âî âñåõ

ñëó÷àÿõ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî m � ïðîñòîå ÷èñëî, òî G =M � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà, N = 1.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.30 ãðóïïà G èçîìîðôíà L2(5) èëè L2(7). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ |G| < p3. Ïî

ëåììå 4.4.5 ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñòàëî áûòü, b ≤ 2. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.4.7. Ïóñòü G � íå p�ðàçðåøèìàÿ LC(Θ)�ãðóïïà ïîðÿäêà |G| = pqbm, ãäå p >

q, (m, pq) = 1. Òîãäà ëèáî b = 1, ëèáî G � ïðîñòàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà pq2m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b = 2. Â ýòîì ñëó÷àå (ââèäó ëåìì 4.4.5 è 4.4.6)

èìååì:

p3 < |G| = pq2m ≤ 2p2q2.

Îòñþäà 2p ≥ m, p < 2q2. Ïóñòü ãðóïïà G èìååò íå p-ðàçðåøèìûé êîìïîçèöèîííûé ôàêòîð

M/N . Ïîíÿòíî, ÷òî |M/N | = pqλm0, ãäå λ ≤ 2,m0 äåëèò m. Åñëè λ = 0, òî ñèëîâñêàÿ

p�ïîäãðóïïà ãðóïïû M/N íîðìàëüíà, ÷òî íåâåðíî. Çíà÷èò,λ ≥ 1.

Ïðè m0 < p − 1, ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.30, ãðóïïà M/N èìååò êîìïîçèöèîííûé ôàêòîð,

èçîìîðôíûé L2(p) èëè, L2(p − 1), p = 2a + 1 è N = Op′(G). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ q = 2. Òàê êàê

q = 2, òî p < 8 è G èìååò àáåëåâó ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó (ïîðÿäêà 4). Îòñþäà p = 5, q =

2,m0 = 3. Òàê ÷òî M/N ≃ L2(5). Ñëåäîâàòåëüíî, |G/M ||N | = m/m0 < 4. Òàê êàê G íå èìååò

íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà 2 è |G| = pq2m < 80, òî G ≃ L2(5), ÷òî íåâåðíî.
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Òàêèì îáðàçîì, m0 ≥ p − 1 è m/m0 ≤ 2. Êðîìå òîãî, |G/M ||N | äåëèò 2q2−λ. Åñëè λ = 2,

òî N = 1, èáî G íå èìååò íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà 2. Åñëè m = m0, òî |N | äåëèò q
è |G/CG(N)| = 1 è â ýòîì ñëó÷àå N = 1. Åñëè æå |N | = 2q, òî G èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðî-

èçâåäåíèþ íåàáåëåâîé ãðóïïû ïîðÿäêà 2q è ïðîñòîé íåàáåëåâîé ãðóïïû G1. Ñòåïåíü ëþáîãî

íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà ãðóïïû N äåëèò 2, èáî N � äèåäðàëüíàÿ. Òàê êàê (pq, 2) = 1, òî èç

ëåììû 2.2.4 ïîëó÷àåì, ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó ãðóïïà G1 èìååò íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ñòå-

ïåíè pq. Ââèäó òåîðåìû 2.1.2 õàðàêòåð Θ2 äîëæåí ñîäåðæàòü ëþáîé õàðàêòåð äèåäðàëüíîé

ãðóïïû ïîðÿäêà 2q, ÷òî, î÷åâèäíî, íåâåðíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîì ñëó÷àå N = 1 è M � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà, ïðè÷åì |G :M |
äåëèò 2q.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ãðóïïîé. Ïî ëåììå 2.2.3 õàðàêòåð ΘM ñîäåðæèò

íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ϕ, äëÿ êîòîðîãî pq = eϕ(1), ãäå e è s äåëÿò 2q è ϕ(1) < pq. Òàê êàê

M � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà, òî ϕ(1) > 1. Ïîýòîìó ϕ(1) = p. Áîëåå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî ϕ èìååò q ñîïðÿæåííûõ õàðàêòåðîâ ïî ëåììå 1.3.22. Â ÷àñòíîñòè, |M | > p2q. Ïîýòîìó

|G/M | = q. Êðîìå òîãî, |M | = pqm.

Åñëè y ∈ CM(P ) � ýëåìåíò ïîðÿäêà, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ p, òî |G : CM(y)|ϕ(y)/ϕ(1) öåëîå
àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.6 ëèáî y ∈ Z(ϕ) ≤ S(M) = 1, ëèáî ϕ(y) = 0.

Äîïóñòèì, ÷òî y ̸= 1 è ϕ(y) = 0. Òîãäà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ⟨ϕ, 1⟨y⟩⟩ = |⟨y⟩|−1ϕ(1) � öåëîå

ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ÷òî èñêëþ÷åíî. Ïîýòîìó CM(P ) = P .

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.28 ãðóïïà M ëèáî èçîìîðôíà L2(r), ãäå r = p èëè r = p − 1 = 2a,

ëèáî |M : NM(P )| = 1+np ñ n ≥ (p+3)/2. ÅñëèM ≃ L2(r) äëÿ r = p, òî |Out(M)| = 2, îòêóäà

p ≤ 8. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.34 ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè M ≃ L2(2
a), ãäå a = log2(p− 1),

òî |Out(M)| = a. Â ýòîì ñëó÷àå èç 2q2 > p ñëåäóåò, ÷òî 4 log2(p) > p. Ïîýòîìó p ≤ 17. Òàê

êàê q � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, òî ýòà âîçìîæíîñòü èñêëþ÷åíà.

Òàêèì îáðàçîì, |M : NM(P )| = 1 + np, ãäå n ≥ (p+ 3)/2. Îáîçíà÷èì

|NM(P ) : CM(P )| = |NM(P ) : P | = e.

Òàê êàê |M | = pmq = ep(1 + np), òî e(1 + np) = mq ≤ 2pq. Ñëåäîâàòåëüíî, e < 2q/n < 4. Òàê

êàê M íå ÿâëÿåòñÿ p�íèëüïîòåíòíîé, òî e > 1. Ïîýòîìó e = 2 èëè 3.

Ýëåìåíò u ∈ G \ M ïîðÿäêà q èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì ãðóïïû M , íîðìàëèçóþùèé

ïîäãðóïïó NM(P ). Åñëè q íå äåëèò (p − 1)/e, òî CG(u) èìååò ïîðÿäîê, äåëÿùèéñÿ íà epq2.

Îòñþäà |G : CG(u)| = mpq2/epq2 ≤ m/2 ≤ p. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.10 èìååì |G : CG(u)| ≡
1(mod p), ÷òî íåâåðíî.

Ïîýòîìó q äåëèò (p − 1)/e. Îòñþäà èç e(1 + np) = mq ≤ 2pq ≤ 2p(p − 1)/e ïîëó÷àåì:

n ≤ 2(p− 1)/e2 ≤ (p− 1)/2. Òàê êàê n ≥ (p+ 3)/2, ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî b = 1, ëèáî G � ïðîñòàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà pq2m. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.4.8. Ïóñòü G � íå p-ðàçðåøèìàÿ LC(Θ)-ãðóïïà ïîðÿäêà |G| = pqbm, ãäå p > q,

(m, pq) = 1. Òîãäà G � íå ïðîñòàÿ ãðóïïà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 4.2.1 ãðóïïà G èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïï â åå çàêëþ÷åíèè.

Ïðè ýòîì ãðóïïû L2(q), L3(q), U3(q) íå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè LC(Θ)-ãðóïïàìè (èõ òàáëèöû

õàðàêòåðîâ èìåþòñÿ â [1]). Òàáëèöû õàðàêòåðîâ ãðóïï A7,M11, Sz(8) è J1 ñîäåðæàòñÿ â Ïðè-

ëîæåíèè 1 êíèãè [1]. Íè îäíà èç ïåðå÷èñëåííûõ ãðóïï íå ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé ïðè ëþáîì

âûáîðå íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà Θ. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.4.9. Ïóñòü G � íå p-ðàçðåøèìàÿ LC(Θ)-ãðóïïà. Òîãäà G̃, ãëàâíûé íå p-

ðàçðåøèìûé ôàêòîð ãðóïïû G, èçîìîðôåí L2(r) äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà r, ÿâëÿþùåãîñÿ

ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G̃ � ãëàâíûé íå p-ðàçðåøèìûé ôàêòîð ãðóïïû G. Â ñèëó ëåìì

4.4.7 è 4.4.8 ïîðÿäîê G ðàâåí pqm, ïðè÷åì m < 2pq è p < 2q2. Ïî ëåììå 4.2.1 G̃ èçîìîðôíà

îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï: Sz(8), p = 13, A7, p = 7, M11, p = 11, J1, p = 19, L2(r), L3(r),

p = r2 + r + 1 èëè U3(r), p = r2 − r + 1.

Äîïóñòèì, ÷òî G̃ ≃ Sz(8), p = 13. Åñëè q = 7, òî Θ(1) = 7 · 13 = 91 è 2 · 912 < |G̃|, ÷òî
èñêëþ÷àåò ýòó âîçìîæíîñòü.

Ïóñòü G̃ ≃ A7. Òîãäà pq = 35 è |G̃| > 2 · 352, ÷òî èñêëþ÷àåò ýòó âîçìîæíîñòü.
Ïóñòü G̃ ≃M11, p = 11, q = 5. Òàê êàê |G̃| > 2 · 552, òî ýòà âîçìîæíîñòü èñêëþ÷åíà.
Ïóñòü G̃ ≃ J1, p = 19, q = 11. Òàê êàê |G̃| > 2 · 2092, òî ýòà âîçìîæíîñòü èñêëþ÷åíà.
Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðàõ ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî pq||G̃|.
Äîïóñòèì, ÷òî G̃ ≃ U3(r). Íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà |G̃| íå ïðåâîñõîäèò

r2 − r + 1. Åñëè q íå äåëèò |G̃|, òî |G̃| = pm′, ãäå m′ < m < 2p2, à |G̃| < 2p3, ÷òî èñêëþ÷åíî.

Ïîýòîìó pq||G̃|. Òàê êàê íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà ãðóïïû G̃, ìåíüøèé p, íå

ïðåâîñõîäèò r + 1, òî pq < r3 + 1. Îäíàêî ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Äîïóñòèì, ÷òî G̃ ≃ L3(r). Íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà |G̃| íå ïðåâîñõîäèò

r2+r+1. Åñëè q íå äåëèò |G̃|, òî |G̃| = pm′, ãäåm′ < m < 2p2, à òîãäà |G̃| < 2p3, ÷òî èñêëþ÷åíî.

Ïîýòîìó pq||G̃|. Òàê êàê íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà ãðóïïû G̃, ìåíüøèé p, íå

ïðåâîñõîäèò r + 1 < 2(r − 1), òî pq < 2(r3 − 1). Îäíàêî è ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G ≃ L2(r). Ëåììà äîêàçàíà.

Ïåðåéäåì ê çàâåðøåíèþ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.1.2. Ïî ëåììå 4.4.8 ãëàâíûé íå

p-ðàçðåøèìûé ôàêòîð ãðóïïû G èçîìîðôåí L2(r), ãäå r � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà s. Â ñèëó

ëåìì 4.4.7 è 4.4.8 ïîðÿäîê G ðàâåí pqm, ïðè÷åì m < 2pq è p < 2q2. Íàèáîëüøèé ïðîñòîé

äåëèòåëü ïîðÿäêà G̃ íå ïðåâîñõîäèò r + 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q íå äåëèò |G̃|. Òàê êàê m < 2p2, òî |G̃| = pm′, ãäå m′|m < 2p2 <

2(r + 1)2. Ïîðÿäîê ãðóïïû G̃ ðàâåí λr(r2 − 1), ãäå λ = 1 äëÿ ÷åòíîãî r è λ = 1/2 äëÿ

íå÷åòíîãî r. Îòñþäà m′ ≥ λr(r − 1). Òàêèì îáðàçîì,

m
m′ ≤ 2(r+1)2

λr(r−1)
≤ 4(r2+2r+1)

r2−r < 7

ïðè r ≥ 7. Ïîýòîìó |G| ≤ 7q|G̃|. Òàê êàê G/Op′(G) èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ãðóïïû Aut(G̃),

ñîäåðæàùåé G̃, òî íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà |Out(G̃)| íå ïðåâîñõîäèò logs r. Îä-

íàêî â ýòîì ñëó÷àå q ≤ logs r. Òàê êàê p < 2q2 è m < 2pq, òî |G| < 4q6 ≤ 4(logs r)
6, à
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|G̃| = λr(r2 − 1) = pm′ < 2(logs r)
5. Î÷åâèäíî, g ≥ 5, òàê ÷òî r = st, ãäå t ≥ 5. Îäíàêî

r = st > 2t2 äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé r = st. Ïîýòîìó q íå äåëèò |Out(G̃)|. Ââèäó
ëåììû 2.2.4 ïîëó÷àåì, ÷òî G/Op′(G) ≃ G̃. Òàê êàê q íå äåëèò |G̃|, òî |Op′(G)| = m/m′q ≤ 7q.

Åñëè q = m/m′, òî |G/Op′(G)| íå äåëèòñÿ íà q è ïî ëåììå 1.3.17 ãðóïïà G íå ìîæåò èìåòü

õàðàêòåðà, ñòåïåíü êîòîðîãî äåëèòñÿ íà q. Åñëè q > m/m′, òî G èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ

ïîäãðóïïó ïîðÿäêà q è ñíîâà íå ìîæåò èìåòü õàðàêòåðà ñòåïåíè, äåëÿùåéñÿ íà q. Íàêîíåö,

åñëè q < m/m′, òî ãðóïïà Op′(G) öåíòðàëèçóåòñÿ G. Òàê êàê öåíòð G òðèâèàëåí, òî G �

ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïïû G̃ è ãðóïïû ïîðÿäêà m/m′q, ãäå q < m/m′ ≤ 7, íå èìåþùåé

àáåëåâûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà q. Â ýòîì ñëó÷àå q = 3, ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, pq||G̃|. Ïî ëåììå 2.2.4 ãðóïïà G/Op′(G) èçîìîðôíà G̃ è G = G′. Íàïîìíèì, ÷òî

G̃ ≃ L2(r). Åñëè r íå÷åòíî, òî íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü p ïîðÿäêà G̃ äåëèò ëèáî (r±1)/2,

ëèáî ðàâåí r.

Ïóñòü p = r. Òàê êàê |G̃| = pqm0, ãäå m0|m, òî m0 ≥ (p− 1). Ïîýòîìó |Op′(G)| = m/m0 ≤
p(p+1)
p−1

< p+3. Åñëè P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî |Op′(G) : (CG(P )∩Op′(G))| ≤ 1+p.

Ïîýòîìó P èìååò íà Op′(G) òîëüêî îðáèòó äëèíû p è ïîòîìó |Op′(G)| = p+ |CG(P )∩Op′(G)|.
Îòñþäà |Op′(G)| = 1 + p. Ïîñëåäíåå âîçìîæíî ëèøü ïðè p + 1 = 2a è q ≤ (p − 1)/2. Òîãäà

m0 ≥ p + 1 è |Op′(G)| < p. Òàê êàê CG(Op′(G)) ⊇ P , òî G = CG(Op′(G))Op′(G). Òàê êàê

G = G′ è öåíòð G òðèâèàëåí, òî ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü òåïåðü p äåëèò (r + 1)/2. Òàê êàê q < p, òî q ≤ (r − 1)/2. Ñòàëî áûòü, |G̃| = pqm0,

ãäå m0 ≥ r. Îòñþäà

m
m0

≤ r2−1
4r

≤ p ≤ (r + 1)/2

Ïîýòîìó Op′(G) ≤ CG(P ). Îòñþäà G = Op′(G)CG(Op′(G)). Ïî ëåììå 2.2.4 èìååì Z(G) = 1.

Òàê êàê G = G′, òî G = G̃ è ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.29 ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè s = 2a, òî p ≤ r + 1, q ≤ r − 1. Òàê êàê |G̃| = pqm0, ãäå m0 ≥ r, òî m/m0 ≤
(r2 − 1)/r < r < p è Op′(G) öåíòðàëèçóåò ãðóïïó G, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òåîðåìà

4.1.2 äîêàçàíà.

4.4.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.3.

Â òåîðåìå 4.1.2 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ p-ðàçðåøèìîé ãðóïïîé è ïðè |G| /∈
{54, 72} ïîðÿäîê G ðàâåí pqbm, ãäå (pq,m) = 1. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.22 ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà

ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ â H = Op′,p(G). Ïîýòîìó G = Op′,p,p′(G). Î÷åâèäíî, ÷òî H = K o P ,

ãäå K = Op′(G). Ýòè îáîçíà÷åíèÿ ôèêñèðóþòñÿ äî êîíöà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.1.3.

Ëåììà 4.4.10. Åñëè H ̸= G, òî |G : H| = q è ΘH =
∑q

i=1 ϕi, ãäå ϕi ∈ Irr(H) � ñîïðÿæåííûå

õàðàêòåðû ãðóïïû H ñòåïåíè p.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ ∈ Irr(H) � íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû H, âõîäÿùèé â

ðàçëîæåíèå ΘH è ïóñòü IG(ϕ) � åãî ãðóïïà èíåðöèè. Ñîãëàñíî ëåììå 1.3.22,

ΘH = e

s∑
i=1

ϕi,

ãäå ϕi � íåïðèâîäèìûå ñîïðÿæåííûå ñ ϕ = ϕ1 õàðàêòåðû ãðóïïû H, e � íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

äåëÿùåå |IG(ϕ1) : H|, à s äåëèò |G : IG(ϕ)|. Èç ëåììû 2.2.3 ïîëó÷àåì, ÷òî ΘH � ïðèâîäèìûé

õàðàêòåð, òàê ÷òî s > 1. Òàê êàê pq = Θ(1) = esϕ(1) è |G : H| âçàèìíî ïðîñòî ñ p, òî

e = 1, s = q è ϕ(1) = p.

Èç ñêàçàííîãî âûøå ÿñíî, ÷òî èíäåêñ H â G äåëèòñÿ íà q. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |G : H| = aq

äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a. Òàê êàê H èìååò q ñîïðÿæåííûõ â G íåïðèâîäèìûõ

õàðàêòåðîâ ñòåïåíè p, òî

|H| ≥ 1 +

q∑
i=1

ϕi(1)
2 = p2q.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |H| = |G|/|G : H| ≤ 2p2q2/(aq) = (2/a)p2q. Ïîýòîìó a = 1 è |G : H| = q.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.4.11. Åñëè H ̸= G, òî äëÿ ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà ϕ = ϕi èç ðàçëîæåíèÿ

ΘH ñóùåñòâóåò p íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ λj, ñîïðÿæåííûõ ñ õàðàêòåðîì λ = λ1, òàêèõ,

÷òî ϕK =
∑p

j=1 λj. Ãðóïïà K àáåëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ � íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû K, âõîäÿùèé â ðàçëîæåíèå

õàðàêòåðà ϕK , ãäå ϕ = ϕi � ëþáîé íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû H, îïðåäåëåííûé â ëåììå

4.4.10. Ñîãëàñíî ëåììå 1.3.22,

ϕK = e′
t∑
i=1

λi,

ãäå λi � õàðàêòåðû, ñîïðÿæåííûå ñ λ, e
′ è t äåëÿò |H : K| = p. Â ÷àñòíîñòè,

p = ϕ(1) = e′tλ(1).

Åñëè ϕ îñòàåòñÿ íåïðèâîäèìûì ïðè îãðàíè÷åíèè íà K, òî ýòî æå âåðíî è äëÿ ëþáîãî åãî

ñîïðÿæåííîãî ϕj, à òîãäà ïîðÿäîê ïîäãðóïïû K íå ìåíüøå, ÷åì qp2 + 1 ≤ |G|/|G : K| ≤ 2pq,

÷òî ïðîòèâîðå÷èâî. Ñëåäîâàòåëüíî, t = p, e′ = 1 è λj(1) = 1 äëÿ âñåõ j ≤ p. Â ÷àñòíîñòè,

kerλj ñîäåðæèò êîììóòàíò ãðóïïû K. Îòñþäà λj(y) = 1 äëÿ âñåõ λj. Íî òîãäà ϕ(y) = p äëÿ

ëþáîãî õàðàêòåðà, ñîïðÿæåííîãî ñ ϕ1. Êàê ðåçóëüòàò, Θ(y) = pq. Íàïîìíèì, ÷òî Θ ÿâëÿåòñÿ

òî÷íûì õàðàêòåðîì èç ëåììû 2.2.2. Ïîýòîìó y = 1 è K ′ = 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå Oq(G) ̸= G çàêëþ÷åíèå ëåììû 4.4.11 îñòàåòñÿ â ñèëå. Ïîýòîìó

äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî H = Op′,p(G) = G è G′ = Op′(G) = K. Ìû ïðåäïîëàãàåì äàëåå, ÷òî



4.4. LC(Θ)-ÃÐÓÏÏÛ, Ó ÊÎÒÎÐÛÕ Θ(1) = PQ 47

K = G′. Â ñèëó ëåììû 1.3.22

ΘK = v
u∑
i=1

ψi,

ãäå ψi � õàðàêòåðû, ñîïðÿæåííûå ñ ψ1, v è u äåëÿò |G : K| = p. Â ÷àñòíîñòè, pq = Θ(1) =

vuψ(1). Òàê êàê u è v äåëÿò |G : K| = p, òî ëèáî ΘK = Θ, ëèáî ΘK � ïðèâîäèìûé õàðàêòåð.

Ïî ëåììå 2.2.3 õàðàêòåð ΘK ïðèâîäèìûé. Ñëåäîâàòåëüíî, u = p, v = 1. Òàêèì îáðàçîì,

õàðàêòåð ψ = ψ1 èìååò ñòåïåíü q è èìååòñÿ p õàðàêòåðîâ ñòåïåíè q ãðóïïû K, ñîïðÿæåííûõ

ñ ψ. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà G èìååò ïîðÿäîê pqbm, ãäå (pq,m) = 1.

Ëåììà 4.4.12. Ãðóïïà G = K oP ñîäåðæèò ïîäãðóïïó QP ïîðÿäêà qbp, ãäå P � ñèëîâñêàÿ

p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, à Q � ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà G. Åñëè b ≥ 3, òî m < p. Â ÷àñòíîñòè,

G èìååò íîðìàëüíóþ {p, q}-ïîäãðóïïó ïîðÿäêà, äåëÿùåãîñÿ íà p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïðè b ≥ 3 èìååì pqbm < 2p2q2, òî m < 2pq2−b ≤ p.

Ïîýòîìó m ≤ p − 1. Êàê ñêàçàíî âûøå, ãðóïïà G = K o P , ãäå |K| = qbm è (p,qm) = 1.

Òàê êàê P äåéñòâóåò ñ ïîìîùüþ ñîïðÿæåíèé íà ìíîæåñòâå ñèëîâñêèõ q-ïîäãðóïï ãðóïïû K,

à èõ ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà p, òî èìååòñÿ ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà Q ãðóïïû K, èíâàðèàíòíàÿ

îòíîñèòåëüíî P . Òàêèì îáðàçîì, â G ñîäåðæèòñÿ ïîäãðóïïà L = QP , èìåþùàÿ èíäåêñ m

â G. Ïóñòü γ � ãîìîìîðôèçì ãðóïïû G â ãðóïïó ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî L. Òàê êàê

m < p, òî ÿäðî γ ñîäåðæèòñÿ â L è èìååò ïîðÿäîê, äåëÿùèéñÿ íà p. Ïîýòîìó ãðóïïà G èìååò

íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó M ⊆ L, ïîðÿäîê êîòîðîé äåëèòñÿ íà p. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîðÿäîê ñèëîâñêîé q-ïîäãðóïïû ãðóïïû G íå ïðåâîñõîäèò q2.

Ëåììà 4.4.13. b ≤ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî b ≥ 3. Â ñèëó äîêàçàííîé ëåììû 4.4.12 ãðóïïà G èìååò

íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó M , ñîäåðæàùóþñÿ â L = QP , ïîðÿäêà, äåëÿùåãîñÿ íà p. Èç òåîðå-

ìû Í.Èòî (ëåììà 1.3.17) ñëåäóåò, ÷òî M ̸= P . Ïîýòîìó, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî M = Q1 o P , ãäå Q1 � ïîäãðóïïà ãðóïïû Q, íà êîòîðîé P äåéñòâóåò íåòðèâè-

àëüíî. Äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî q > 2. Òàê êàê q < p, òî |Q1| = qa, a ≥ 2, ïðè÷åì qa − 1 ≥ 2p.

Ñëåäîâàòåëüíî, |G/M | ≤ 2p2q2/(p(2p + 1)) < q2. Ïîýòîìó ëèáî m < q, ëèáî b = a è m < q2.

Äîïóñòèì, ÷òî |G/M | äåëèòñÿ íà q. Òàê êàê |G/M | < q2, òî |G/M | = mq, ãäå m < q. Â ñèëó

òåîðåì Ñèëîâà èìååì Q ▹G. Ïðè ýòîì èìååòñÿ õîëëîâà ïîäãðóïïà T ïîðÿäêà m, íà êîòîðîé

P äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, G = Q o (T × P ). Ïîýòîìó ïðè m > 1 èìååì

G′ ̸= K. Â ñèëó ëåììû 4.4.11 ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q = 2. Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå a ≥ 3, ïðè÷åì qa − 1 ≥ p. Ïîýòîìó

|G/M | ≤ 2p2q2/p(p + 1) = 8p/(p + 1) < 8 è ëèáî G/M èìååò ïîäãðóïïó èíäåêñà q = 2, ÷òî

íåâåðíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ëèáî |G : G′| íå ñîâïàäàåò ñ p. Ïîñëåäíåå òàêæå èñêëþ÷åíî.
Åñëè |G/M | íå äåëèòñÿ íà q, òî M = L = G, ïðè÷åì m = 1, a = b. Òîãäà ñóùåñòâóåò

ìèíèìàëüíàÿ íåíèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà S ïîðÿäêà qcp, ãäå qc ≡ 1(mod p) è c ≤ b (ñì.
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äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû â [11]). Òàê êàê qc − 1 äåëèòñÿ íà 2p, òî qc ≥ 2p è ïîòîìó b ≤ c = 1.

Îòñþäà ëèáî b = c è G � ìèíèìàëüíàÿ íåíèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ñ àáåëåâûìè ñèëîâñêèìè ïîä-

ãðóïïàìè, ëèáî G èìååò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó èíäåêñà q. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.3.17, ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé b > 2 íåâîçìîæåí. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.4.14. |G| = mpq, ãäå (m,pq) = 1 è m < 2pq.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî b = 2, ò.å. ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà Q ãðóïïû G èìååò

ïîðÿäîê q2. Â ñèëó ëåììû 4.4.12 ãðóïïà G = KoP , ïðè÷åì G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó L = QoP ,
ãäå P ïîðÿäêà p.

Ïóñòü y � ýëåìåíò ãðóïïû Q è hy = |G : CG(y)|. Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà L = QP àáåëåâà.

Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå p äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Q. Òàê êàê

ïîñëåäíÿÿ èìååò ïîðÿäîê, äåëÿùèé q2(q2 − 1)(q − 1) è p > q, òî p íå äåëèò |Aut(Q)|. Òàêèì
îáðàçîì, hy âçàèìíî ïðîñò ñ Θ(1). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.3.6, ëèáî Θ(y) = 0, ëèáî Θ(y) =

µΘ(1) äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà µ, ÿâëÿþùåãîñÿ êîðíåì q-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû. Òàê êàê Θ �

òî÷íûé õàðàêòåð èç ëåììû 2.2.2, òî kerΘ = 1, à òàê êàê Z(G) = 1, òî Θ(y) = 0 äëÿ ëþáîãî

y ∈ Q#. Ïîýòîìó

⟨ΘQ, 1Q⟩ = 1/|Q|
∑
y∈Q

Θ(y) =
pq

q2
= p/q

� öåëîå ÷èñëî. Ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó q2 íå äåëèò |G|. Òî åñòü |G| = pqm, ãäå (pq,m) = 1.

Òàê êàê |G| ≤ 2Θ(1)2 = 2p2q2, òî m ≤ 2pq. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.4.15. Ïóñòü ψ � íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû K ñòåïåíè q, âõîäÿùèé â ðàçëî-

æåíèå ΘK. Òîãäà ψ(y) = 0 äëÿ ëþáîãî q-ýëåìåíòà ãðóïïû G. Ãðóïïà K íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé

íåàáåëåâîé ãðóïïîé è äëÿ R ▹ K õàðàêòåð ψR ïðèâîäèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê |K| íå äåëèòñÿ íà q2, òî õàðàêòåð ψ ñòåïåíè q ñîäåðæèòñÿ

â q-áëîêå ãðóïïû K äåôåêòà 0 ïî îïðåäåëåíèþ 1.3.12. Ïîýòîìó ψ(y) = 0 äëÿ ëþáîãî q-

ñèíãóëÿðíîãî ýëåìåíòà ãðóïïû K. Â ÷àñòíîñòè, ψ(y) = 0 äëÿ ýëåìåíòà y ïîðÿäêà q.

Äîïóñòèì, ÷òî K � ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà. Òàê êàê p äåëèò |Out(K)|, òî ñîãëàñíî

ïðåäëîæåíèþ 1.3.27 ïîëó÷àåì, ÷òî |K| ≥ p6. Òàê êàê |K| = mq ≤ 2pq2 < p4 â ëþáîì èç

ñëó÷àåâ, òî K íå ìîæåò áûòü ïðîñòîé íåàáåëåâîé ãðóïïîé.

Äîïóñòèì, ÷òî R � íàèáîëüøàÿ ñîáñòâåííàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû K. Ïî ëåììå

1.3.22 èìååì:

ψR = e
d∑
s=1

λs,

ãäå d, e � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, äåëÿùèå |K : R|, è λs � íåïðèâîäèìûå õàðàêòåðû ãðóïïû

R, ñîïðÿæåííûå ñ λ1 = λ. Îòñþäà q = ψ(1) = edλ(1). Åñëè ψR íåïðèâîäèì äëÿ ëþáîãî

ψ, âõîäÿùåãî â ðàçëîæåíèå ΘK , òî ïîäãðóïïà R èìååò p íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ñòåïåíè

q. Íî òîãäà åå ïîðÿäîê ðàâåí íå ìåíüøå, ÷åì q2p, òîãäà êàê |R| ≤ |K|/(|K : R|) ≤ pq2.

Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ψR =
∑p

s=1 λs, ãäå λs � ëèíåéíûå õàðàêòåðû. Ëåììà äîêàçàíà.
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Çàêîí÷èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.2. Èç ëåììû 4.4.15 ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå

ÿäåð õàðàêòåðîâ λs, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå ΘR, ñîäåðæèò êîììóòàíò R è ïîòîìó òðèâèàëü-

íî. Ïîýòîìó ïîäãðóïïà R ãðóïïû G, èìåþùàÿ èíäåêñ pq â G àáåëåâà, ÷òî è óòâåðæäàëîñü.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåðû

1. Ïóñòü p = 2a − 1 è q = 2b − 1 � äâà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñëà Ìåðñåííà. Òîãäà ãðóïïà

G = M × K, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêîâ p(p + 1) è

q(q + 1) ñîîòâåòñòâåííî èìååò íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð Θ ñ Θ(1) = pq.

2. Ïóñòü p = 5 è q = 3 è G � ãðóïïà Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà 16 · 15 (ñì. òàáëèöó 21 â

ïðèëîæåíèè A). Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé.

3. Ïóñòü p = 2a−1 � ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà, q = 2. Òîãäà ãðóïïà G =M×K, ÿâëÿþùàÿñÿ

ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêîâ (p+ 1)p è 6 ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé.
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5. Ñòðîåíèå LC(Θ)-ãðóïï, ó êîòîðûõ

Θ(1) = p2q, ãäå p > q è p, q � ïðîñòûå

÷èñëà

Â äàííîé ãëàâå G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé ñ íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè p2q,

ãäå p > q è p, q ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà.

5.1 Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Òåîðåìà 5.1.1. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé. Åñëè Θ(1) = p2q, ãäå p è q ðàçëè÷íûå

ïðîñòûå ÷èñëà, p > q, òî G � p-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà.

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.1.1 òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè |G| ̸∈ {486, 648} ïîðÿäîê

ãðóïïû |G| ðàâåí p2qbm, ãäå (pq,m) = 1. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îïèñàíèå LC(Θ)�ãðóïï ñ

Θ(1) = p2q.

Òåîðåìà 5.1.2. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé ñ Θ(1) = p2q, ãäå p > q è p, q � ïðîñòûå

÷èñëà. Òîãäà G èìååò àáåëåâó íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó M èíäåêñà p2q.

5.2 Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Òàê êàê |G| ≤ 2p4q2 < 2p6, ãäå p > q, p è q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà è ñèëîâñêàÿ

p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G èìååò ïîðÿäîê íå ìåíüøå p2, òî ñíà÷àëà, èñïîëüçóÿ êëàññèôèêà-

öèþ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï, îïèøåì ïðîñòûå íåàáåëåâû ãðóïïû G ñ àáåëåâîé ñèëîâñêîé

p�ïîäãðóïïîé P ïîðÿäêà p2, äëÿ êîòîðûõ |G| < 2|P |3.
Çàìåòèì, ÷òî Å.Ï. Âäîâèíûì â [2] äîêàçàíî, ÷òî |A|3 < |G|, åñëè G � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ

ãðóïïà, íåèçîìîðôíàÿ PSL2(q) è A � åå àáåëåâà ïîäãðóïïà. Èñïîëüçóÿ êëàññèôèêàöèþ êî-

íå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï, ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Ëåììà 5.2.1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà ñ àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-

ïîäãðóïïîé P ̸= 1 ïîðÿäêà íå áîëåå p2. Åñëè 2|P |3 > |G|, òî G èçîìîðôíà ãðóïïå L2(q),

ãäå q � ëèáî ïðîñòîå ÷èñëî, ëèáî êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ

ãðóïï (ñì. [3] äëÿ áîëåå ïîäðîáíîé èíôîðìàöèè), âñå ïðîñòûå íåàáåëåâû ãðóïïû ïðèíàä-

ëåæàò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ñåìåéñòâ:

I. Êëàññè÷åñêèå ïðîñòûå ãðóïïû ëèåâà òèïà: Ln(q), n ≥ 2, Un(q), n ≥ 3, S2n(q), n ≥ 2,

PΩ2n+1(q), n ≥ 2, PΩ±
2n(q), n ≥ 4.

II. Èñêëþ÷èòåëüíûå ïðîñòûå ãðóïïû ëèåâà òèïà: G2(q), F4(q), E6(q), E7(q), E8(q),
2G3(q),

(2F4(q))
′, 3D4(q),

2B2(q), q � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà.

III. Ñïîðàäè÷åñêèå ïðîñòûå ãðóïïû.

IV. Çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû An, n ≥ 5.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.2.1 áóäåì ïðîâîäèòü øàã çà øàãîì äëÿ âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ

ãðóïï. Íàïîìíèì, ÷òî ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà P ̸= 1 èìååò ïîðÿäîê íå âûøå p2.

I. Êëàññè÷åñêèå ïðîñòûå ãðóïïû ëèåâà òèïà.

Ïðè èçó÷åíèè ãðóïï Øåâàëëå ïîëàãàåì: GF (q) � ïîëå ïîðÿäêà q, r � åãî õàðàêòåðèñòèêà.

(a) Ïóñòü G ∼= Ln(q), n ≥ 2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî |G| > qn
2−n, à íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü

ïîðÿäêà ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò qn − 1 < qn. Òàê êàê 2p6 < p7n, òî q7n > qn
2−n. Îòñþäà

n2 − n < 7n è n2 − 8n < 0, çíà÷èò, n < 8.

Ïðè n = 7 èìååì

|G| = 1/dq21(q7 − 1)(q6 − 1)(q5 − 1)(q4 − 1)(q3 − 1)(q2 − 1) > q42,

ãäå d = (7, q − 1). Òàê êàê q7 − 1 = (q − 1)(q6 + q5 + q4 + q3 + q2 + q + 1), òî íàèáîëüøèé

ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò q6 + q5 + q4 + q3 + q2 + q + 1 < 2q6. Åñëè

p2|q6 + q5 + q4 + q3 + q2 + q + 1, òî p2 < q6 + q5 + q4 + q3 + q2 + q + 1 < 2q6. Çíà÷èò, 2(2q6)3 =

24q18 > |G| > q42, ÷òî íåâîçìîæíî.

Åñëè p2 - q6+q5+q4+q3+q2+q+1, òî p | q4+q3+q2+q+1, èáî q5−1 = (q−1)(q4+q3+q2+q+1).

Òàê êàê q4 + q3 + q2 + q + 1 < 2q4 è q5 − 1 âçàèìíî ïðîñòî ñî âñåìè äåëèòåëÿìè âèäà qi − 1

ïðè i ̸= 5 ïîðÿäêà ãðóïïû, òî p2 < 2q4 è p2 | q5 − 1. Çíà÷èò, 2p6 < 2(q5 − 1)3 < 2q15 < q42, ÷òî

èñêëþ÷àåò ýòîò ñëó÷àé.

Ïóñòü n = 6, òîãäà |G| > q30. Òàê êàê q5 − 1 = (q − 1)(q4 + q3 + q2 + q + 1), òî íàèáîëüøèé

ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò q4 + q3 + q2 + q + 1 < 2q4. Åñëè p2 |
q4 + q3 + q2 + q + 1, òî p2 < q4 + q3 + q2 + q + 1 < 2q4. Çíà÷èò, 2(2q4)3 = 24q12 > |G| > q30, ÷òî

íåâåðíî.

Åñëè p2 - q4+q3+q2+q+1, òî p | q2+q+1, èáî q6−1 = (q3−1)(q3+1) = (q−1)(q2+q+1)(q+

1)(q2 − q + 1). Òîãäà p < q2 + q + 1, à òàê êàê q2 + q + 1 < 2q2 â ðàçëîæåíèè ïîðÿäêà ãðóïïû

èìååò âòîðóþ ñòåïåíü, òî p2 < (2q2)2. Çíà÷èò, 2p6 < 2(2q2)6 = 27q12 < q30, ÷òî èñêëþ÷àåò ýòîò

ñëó÷àé.
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Ïðè n = 5, íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà ãðóïïû òàêæå íå ïðåâîñõîäèò q4+q3+

q2 + q + 1 < 2q4 è |G| > q20. Åñëè p2|q4 + q3 + q2 + q + 1, òî p2 < q4 + q3 + q2 + q + 1 < 2q4.

Çíà÷èò, 2(2q4)3 = 24q12 > |G| > q20, ÷òî íåâåðíî.

Åñëè p2 - q4 + q3 + q2 + q + 1, òî p | q2 + q + 1, èáî q3 − 1 = (q − 1)(q2 + q + 1). À òàê êàê

q2 + q + 1 < 2q2 âçàèìíî ïðîñòî ñî âñåìè äåëèòåëÿìè ïîðÿäêà ãðóïïû âèäà qi − 1 ïðè i ̸= 3,

òî p2 < 2q2 è p2|q3 − 1. Çíà÷èò, 2p6 < 2(q3 − 1)3 < q20, ÷òî èñêëþ÷àåò è ýòîò ñëó÷àé.

Åñëè n = 4, òî íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò q2+ q+1 <

2q2 è |G| > q12. Åñëè p2 | q2 + q + 1, òî p2 < q2 + q + 1 < 2q2. Çíà÷èò, 2(2q2)3 > |G| > q12, ÷òî

íåâåðíî. Åñëè p2 íå äåëèò q2 + q + 1, òî p | q2 + 1. Òàê êàê q2 + 1 âçàèìíî ïðîñò ñî âñåìè

äåëèòåëÿìè ïîðÿäêà ãðóïïû âèäà qi− 1 ïðè i ̸= 3, òî p2|q2 +1. Çíà÷èò, 2p6 < 2(q2 +1)3 < q12,

÷òî èñêëþ÷àåò è ýòîò ñëó÷àé.

Åñëè n = 3, òî |G| = (1/d)q3(q3 − 1)(q2 − 1), ãäå d = (3,q − 1). Ïîýòîìó p2 äåëèò ëèáî

(q − 1)2, ëèáî q + 1, ëèáî q2 + q + 1. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî è ýòîò

ñëó÷àé èñêëþ÷åí.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè G ≃ Ln(q) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû 5.2.1, òî n = 2.

(b) Ïóñòü G ≃ Un(q), n ≥ 3. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî |G| > qn
2−n, à íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü

ïîðÿäêà ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò qn. Òàê êàê 2p6 < p7n, òî q7n > qn
2−n. Îòñþäà n2 − n < 7n è

n2 − 8n < 0, ïîýòîìó n < 8.

Äîïóñòèì, ÷òî n = 7. Òîãäà èìååì

|G| = 1/dq21(q7 + 1)(q6 − 1)(q5 + 1)(q4 − 1)(q3 + 1)(q2 − 1) > q42,

ãäå d = (7, q + 1). Òàê êàê q7 + 1 = (q + 1)(q6 − q5 + q4 − q3 + q2 − q + 1), òî íàèáîëüøèé

ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò q6 − q5 + q4 − q3 + q2 − q + 1 < q6. Åñëè

p2 | q6 − q5 + q4 − q3 + q2 − q + 1, òî p2 < q6 − q5 + q4 − q3 + q2 − q + 1 < q6. Çíà÷èò,

2(q6)3 > |G| > q42, ÷òî íåâåðíî. Åñëè p2 - q6 − q5 + q4 − q3 + q2 − q+1, òî p|q4 − q3 + q2 − q+1,

èáî q5+1 = (q+1)(q4−q3+q2−q+1). Òàê êàê q4−q3+q2−q+1 < q4 âçàèìíî ïðîñòî ñî âñåìè

äåëèòåëÿìè ïîðÿäêà ãðóïïû âèäà qi−(−1)i, òî p2 < q4 è p2|q5+1. Çíà÷èò, 2p6 < 2(q5+1)3 < q42,

÷òî èñêëþ÷àåò ýòîò ñëó÷àé.

Ïóñòü n = 6, òîãäà |G| > q30. Òàê êàê q5 + 1 = (q + 1)(q4 − q3 + q2 − q + 1), òî íàèáîëüøèé

ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò q4 − q3 + q2 − q + 1 < q4. Åñëè p2|q4 − q3 +

q2− q+1, òî p2 < q4− q3+ q2− q+1 < q4. Çíà÷èò, 2(q4)3 = 2q12 > |G| > q30, ÷òî íåâåðíî. Åñëè

p2 - q4 − q3 + q2 − q+ 1, òî p|q2 + q+ 1, èáî q3 − 1 = (q− 1)(q2 + q+ 1). Ïîýòîìó p < q2 + q+ 1.

Òàê êàê q2 + q + 1 âçàèìíî ïðîñòî ñî âñåìè äåëèòåëÿìè ïîðÿäêà ãðóïïû âèäà qi − (−1)i ïðè

i ̸= 3, òî p2|(q2 + q + 1). À çíà÷èò, 2p6 < 2(q2 + q + 1)3 < q30, ÷òî èñêëþ÷àåò è ýòîò ñëó÷àé.

Ïðè n = 5, íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà ãðóïïû òàêæå íå ïðåâîñõîäèò q4 −
q3 + q2 − q + 1 < q4. Åñëè p2|q4 − q3 + q2 − q + 1, òî p2 < q4 − q3 + q2 − q + 1 < q4. Çíà÷èò,

2(q4)3 > |G| > q20, ÷òî íåâîçìîæíî. Åñëè p2 íå äåëèò q4−q3+q2−q+1, òî p|q2+1. Òàê êàê q2+1
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âçàèìíî ïðîñò ñî âñåìè äåëèòåëÿìè ïîðÿäêà ãðóïïû, òî p2|q2+1. Òîãäà 2p6 < 2(q2+1)3 < q20,

÷òî èñêëþ÷åíî.

Åñëè n = 4, òî |G| > q12 è íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò

q2 + 1. Åñëè p2 | (q2 + 1), òî p2 < q2 + 1. Çíà÷èò, 2(q2 + 1)3 > |G| > q12, ÷òî íåâåðíî. Åñëè p2

íå äåëèò (q2 + 1), òî p|q2 − q + 1, èáî q3 + 1 = (q + 1)(q2 − q + 1). À òàê êàê q2 − q + 1 < q2

âçàèìíî ïðîñòî ñî âñåìè äåëèòåëÿìè ïîðÿäêà ãðóïïû âèäà qi − (−1)i, òî p2 < q2 è p = q.

Ïîòîìó 2p6 < q12, ÷òî òîæå èñêëþ÷àåò ýòîò ñëó÷àé.

Åñëè n = 3, òî |G| = (1/d)q3(q3+1)(q2−1), ãäå d = (3,q+1). Ïîýòîìó p2 äåëèò ëèáî (q−1),

ëèáî (q + 1)2, ëèáî q2 − q + 1. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî è ýòîò ñëó÷àé

èñêëþ÷åí.

(c) Ïóñòü G ≃ S2n(q) èëè PΩ2n+1(q), n ≥ 2. Ïîðÿäîê G ðàâåí

1/dqn
2

(q2n − 1) . . . (q2 − 1),

ãäå d = (2, q − 1). Åñëè n ≥ 2, òî |G| > q2n
2
. Íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà G íå

ïðåâîñõîäèò qn+1. Åñëè p2|(qn+1), òî 2(qn+1)3 < q3n+2 < q2n
2
äëÿ n ≥ 3. Ïðè (q, n) = (2, 2)

ãðóïïà G ≃ S4(2) íå ïðîñòà è S4(2)
′ ≃ L2(9).

Åñëè p2 - (qn+1), òî p|qn−1+1, çíà÷èò, p2|qn−1+1. Ïîòîìó 2p6 < 2(qn−1+1)3 < q3n−1 < q2n
2

äëÿ n ≥ 3, ÷òî èñêëþ÷àåò ýòîò ñëó÷àé.

(d) Ïóñòü G ≃ PΩ±
2n(q), n ≥ 4. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî |G| > q2n

2−2n, à íàèáîëüøèé ïðîñòîé

äåëèòåëü åå ïîðÿäêà íå ïðåâîñõîäèò qn + 1. Åñëè p2|(qn + 1), òî 2(qn + 1)3 < q3n+2 ïðè n ≥ 4,

ïîýòîìó 2p6 < |G|.
Åñëè p2 - (qn + 1), òî p|qn−1 + 1, çíà÷èò, p2|qn−1 + 1. Ïîòîìó 2p6 < 2(qn−1 + 1)3 < q3n−1 <

q2n
2−2n äëÿ n ≥ 4, ÷òî èñêëþ÷àåò ýòîò ñëó÷àé.

II. Èñêëþ÷èòåëüíûå ïðîñòûå ãðóïïû ëèåâà òèïà.

(a) Ïóñòü G ≃ G2(q). Ïîðÿäîê G ðàâåí q6(q6 − 1)(q2 − 1), òàê ÷òî íàèáîëüøèé ïðîñòîé

äåëèòåëü ïîðÿäêà ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò q2+q+1 < 2q2. Åñëè p2|q2+q+1, òî p2 < q2+q+1 <

2q2. Çíà÷èò, 2(2q2)3 = 24q6 > |G|. Îäíàêî |G| > q13, òàê ÷òî ýòîò ñëó÷àé èñêëþ÷åí.

Åñëè p2 - q2+ q+1, òî p|q2− q+1. Òàê êàê q2− q+1 âçàèìíî ïðîñòî ñî âñåìè äåëèòåëÿìè

ïîðÿäêà ãðóïïû âèäà qi ± 1 äëÿ i ̸= 3, òî p2|q2 − q + 1. Òîãäà p2 < q2 − q + 1 < q2, ïîòîìó

2p6 < 2q6 < q13, ÷òî èñêëþ÷àåò ýòîò ñëó÷àé.

(b) Ïóñòü G ≃ F4(q) ïîðÿäêà q
24(q12 − 1)(q8 − 1)(q6 − 1)(q2 − 1). Íàèáîëüøèé ïðîñòîé

äåëèòåëü ïîðÿäêà G íå ïðåâîñõîäèò q4+1. Òàê êàê 2(q4+1)6 < |G|, òî ýòîò ñëó÷àé èñêëþ÷åí.
(c) Ïóñòü G � îäíà èç ãðóïï E6(q), E7(q), E8(q) èëè

2E6(q). Ïîðÿäîê ëþáîé èç ýòèõ ãðóïï

áîëüøå q72, à íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà íå ïðåâîñõîäèò q9. Òàê ÷òî ýòè ãðóïïû

òàêæå èñêëþ÷åíû.

(d) Ïóñòü G ≃ 2G2(q). Ïîðÿäîê ýòîé ãðóïïû ðàâåí q3(q3+1)(q−1). Ïðè ýòîì q = 32n+1, n ≥
1, à íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü p ïîðÿäêà ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò q+

√
3q+1 < 2q. Ïóñòü

q > 3. Åñëè p2|q +
√
3q + 1, òî p2 < q +

√
3q + 1 < 2q. Çíà÷èò, 2(2q)3 = 24q3 < |G|, ÷òî
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íåâîçìîæíî. Åñëè p2 - q +
√
3q + 1, òî p = q � íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà G.

Òîãäà 2q6 ≥ |G|, òàê ÷òî q = 3 è G ≃ L2(8).3 � íå ïðîñòàÿ ãðóïïà.

(e) Ïóñòü G ≃ (2F4(q))
′. Åå ïîðÿäîê ðàâåí q12(q6 + 1)(q4 − 1)(q3 + 1)(q − 1) > 2q16, ãäå q =

22n+1, n ≥ 2, à íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü p ïîðÿäêà ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò q4−q2+1 < q4.

Åñëè p2|q4−q2+1, òî p2|q4−q2+1 < q4. Çíà÷èò, 2(q4)3 = 2q12 < 2q16 < |G|. Åñëè p2 - q4−q2+1,

òî p|q2+1. Çíà÷èò, p < (q2+1), à òàê êàê q2+1 â ðàçëîæåíèè ïîðÿäêà ãðóïïû èìååò âòîðóþ

ñòåïåíü, òî p2 < (q2 + 1)2. Ïîòîìó 2p6 < 2(q2 + 1)6 < |G|, ÷òî èñêëþ÷àåò è ýòîò ñëó÷àé.
(f) Ïóñòü G ≃ 3D4(q) ïîðÿäêà q

12(q8 + q4 + 1)(q6 − 1)(q2 − 1) > q26, à íàèáîëüøèé ïðîñòîé

äåëèòåëü p íå ïðåâîñõîäèò q4− q2+1 < q4. Åñëè p2|q4− q2+1, òî p2 < q4− q2+1 < q4. Çíà÷èò,

2(q4)3 = 2q12 < |G|.
Åñëè p2 - q4 − q2 + 1, òî p|q2 + q + 1. Çíà÷èò, p < (q2 + q + 1), à òàê êàê q2 + q + 1 < 2q2 â

ðàçëîæåíèè ïîðÿäêà ãðóïïû èìååò âòîðóþ ñòåïåíü, òî p2|q2+ q+1. Ïîýòîìó p2 < q2+ q+1 <

2q2, ñòàëî áûòü 2p6 < 2(2q2)3 = 24q6 < |G|, ÷òî èñêëþ÷àåò è ýòîò ñëó÷àé.
(g) Ïóñòü G ≃ 2B2(q) ≃ Sz(q) ïîðÿäêà q2(q2 + 1)(q − 1), ãäå q = 22n+1, n ≥ 1. Íàèáîëüøèé

ïðîñòîé äåëèòåëü p ïîðÿäêà G íå ïðåâîñõîäèò q +
√
2q + 1 < 2q. Åñëè p2|q +

√
2q + 1, òî

p2 < q +
√
2q + 1 < 2q. Çíà÷èò, 2(2q)3 < |G|. Åñëè p2 - q +

√
2q + 1, òî p|q −

√
2q + 1, îòêóäà

p2|q −
√
2q + 1 è p2 < q −

√
2q + 1 < q. Ïîòîìó 2p6 < 2q3 < |G|, ÷òî èñêëþ÷àåò è ýòîò ñëó÷àé.

III. Ñïîðàäè÷åñêèå ïðîñòûå ãðóïïû. Âñå ñëó÷àè èñêëþ÷åíû (ñì. [20]).

IV. Çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû An, n ≥ 5.

Òàê êàê |An| = n!/2 ≤ 2n6, òî n! ≤ 4n6. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî n! ≥ nn/2. Ïîýòîìó

nn/2 ≤ 4n6 < n7, îòñþäà n/2 < 7 è n < 14. Ïðè n = 5, 6 ïîÿâëÿþòñÿ ãðóïïû A5, A6 ïîðÿäêîâ

60, 360 ñîîòâåòñòâåííî, ñ àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé P ïîðÿäêîâ 4, 9 ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìåòèì, ÷òî A5 ≃ L2(5) è A6 ≃ L2(9). Âñå îñòàëüíûå âîçìîæíîñòè èñêëþ÷åíû. Ëåììà

äîêàçàíà.

5.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì

5.3.1 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1.1.

Äîïóñòèì, ÷òî P ∈ Sylp(G). Òàê êàê, G � LC(Θ)-ãðóïïà ñ Θ(1) = p2q, ãäå p è q ðàçëè÷íûå

ïðîñòûå ÷èñëà è p > q, ïðè÷åì p4q2 < |G| ≤ 2p4q2 è pq||G|, òî |G| = paqbm, ãäå a, b,m ∈ N
è 2 ≤ a, ò.å., ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G èìååò ïîðÿäîê íå ìåíüøå p2. Çàìåòèì, ÷òî

|G| ≤ 2p4q2 < 2p6, ïîñêîëüêó p > q.

Âåðõíèå ãðàíèöû ïîðÿäêà ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïû â LC(Θ)-ãðóïïå ñ Θ(1) = p2q ñôîðìó-

ëèðóåì â âèäå ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 5.3.1. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà ñ Θ(1) = p2q, ãäå p è q ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà è

p > q. Òîãäà ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà P ãðóïïû G èìååò ïîðÿäîê íå áîëüøå p5. Åñëè P ▹ G,

òî |G| = 486. Åñëè P íå íîðìàëüíà â G è |G| ̸= 648, òî |P | ≤ p3.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà ñ Θ(1) = p2q, ãäå p > q. Òàê êàê |G| ≤ 2p4q2,

òî |P | ≤ p6, èíà÷å q íå äåëèò |G|. Åñëè |P | = p6, òî 2p4q2 < 2p6 ââèäó q < p. Çíà÷èò,

|G| = |P | = p6 ÷òî íåâåðíî, èáî â òàêîì ñëó÷àå q íå äåëèò |G|. Çíà÷èò, |P | ≤ p5.

Äîïóñòèì, ÷òî |P | = p5. Òàê êàê |G| = p5qbm ≤ 2p4q2, ãäå (m, pq) = 1, òî b ≤ 2. Îäíàêî

p > q ≥ 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî b = 1. Â ýòîì ñëó÷àå pm ≤ 2q. Åñëè m = 2, òî

p < q âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ. Ïðè m = 1 ïîäãðóïïà P ▹G è |G| = p5q.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.23 è ëåììå 2.2.3

ΘP =

q∑
i=1

χi,

ãäå χi ∈ Irr(P ), ïðè÷åì èç Θ(1) = p2q ñëåäóåò, ÷òî χi(1) = p2 äëÿ i = 1, 2, . . . q. Òàê êàê χi �

íåïðèâîäèìûå õàðàêòåðû P , òî Z(P ) ⊆ Z(χi). Ïîýòîìó∑
z∈Z(P )

|χi(z)|2 = |Z(P )|p4 ≤ |P | = p5.

Ñëåäîâàòåëüíî, |Z(P )| = p è ïîäãðóïïà Q ∈ Sylq(G) ïîðÿäêà q äåéñòâóåò íà Z(P ) íåòðè-

âèàëüíî. Îòñþäà q|p − 1. Ñóùåñòâóåò p−1
q

ñîïðÿæåííûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû G ñòåïåíè p2q,

èñ÷åçàþùèõ íà P − Z(P ). Ãðóïïà Q ðàçáèâàåò õàðàêòåðû χi ñòåïåíè p
2 íà îðáèòû äëèíû q.

Òàêèì îáðàçîì, ó ãðóïïû G èìååòñÿ p−1
q

õàðàêòåðîâ ñòåïåíè p2q. Òàê êàê G íå ìîæåò èìåòü

áîëåå îäíîãî õàðàêòåðà ñòåïåíè p2q, òî p − 1 = q. Ñòàëî áûòü, p = 3, q = 2 è |G| = 486 (ñì.

òàáëèöó 25 â ïðèëîæåíèè A). Âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ GAP [35] ïîêàçûâàþò, ÷òî ãðóïïà ñ

ðàññìàòðèâàåìûìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóåò. Äîïóñòèì, ÷òî P ∈ Sylp(G) èìååò ïîðÿäîê p4.

Åñëè P ▹G, òî ïî ëåììå 1.3.22 èìååì

ΘP = e
s∑
i=1

χi,

ãäå e, s||G/P | è χi ∈ Irr(P ). Òàê êàê |G/P | âçàèìíî ïðîñòî ñ p è Θ(1) = p2q, òî χi(1) = p2. Ýòî

ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ, òàê êàê ñóììà ñòåïåíåé íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû P íå

ìîæåò áûòü áîëüøå |P | = p4. Ñòàëî áûòü, P íå ìîæåò áûòü íîðìàëüíîé. Òàê êàê |G| ≤ 2p4q2,

òî |G| = p4qbm, ãäå qbm ≤ 2q2 è (m, pq) = 1. Îòñþäà èìåþòñÿ òàêæå âîçìîæíîñòè äëÿ G.

1. b = 2, |G| = p4q2;

2. b = 2, |G| = 8p4, q = 2;

3. b = 1, |G| = p4qm, ãäå m < 2q.

Ñëó÷àé, êîãäà |G| = 2p4q2, ïðè q > 2 íåâîçìîæåí, èáî òîãäà â G èìååòñÿ ïîäãðóïïà

èíäåêñà 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 2.2.4. Äîïóñòèì, ÷òî |G| = p4q2. Òàê êàê P íå íîðìàëüíà

â G, òî |G : NG(P )| = q2 = 1+ kp. Îòñþäà p äåëèò q2 − 1 è p|q + 1, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè

p = 3, q = 2 è |G| = 324, ñèñòåìà GAP [35] ïîêàçûâàåò, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà 324 íå ÿâëÿåòñÿ

LC(Θ)-ãðóïïîé.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |G| = 8p4. Òîãäà G èìååò ïîäãðóïïó P èíäåêñà 8 è ââèäó òîãî, ÷òî

P íå íîðìàëüíà â G ïîëó÷àåì, ÷òî |G : NG(P )| = 4 èëè 8. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

p = 3 è |G| = 648 (ñì. òàáëèöó 27 â ïðèëîæåíèè A). Èñïîëüçîâàíèå GAP [35] ïîêàçûâàåò,

÷òî ãðóïïà ñ ðàññìàòðèâàåìûìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóåò. Åñëè p = 7, òî NG(P ) = P è ïî

ïðåäëîæåíèþ 1.2.12 G ðàçðåøèìà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî G/O7(G) � ãðóïïà Ôðîáåíèóñà ïîðÿäêà

56 = 23 · 7. Ïîäãðóïïà O7(G) íå ìîæåò áûòü àáåëåâîé ââèäó ëåììû 1.3.17. Ïîýòîìó îíà

íåàáåëåâà. Òàê êàê |O7(G)| = 73, òî èìååòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà T ïîðÿäêà 7, íîðìàëüíàÿ

â G è |G : CG(T )| äåëèò |Out(T )| = 6. Òàê êàê G íå èìååò ïîäãðóïï èíäåêñà 2 èëè 3, òî

T ≤ Z(G). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 2.2.5.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé 3. Ïîðÿäîê G ðàâåí p4mq, ãäå m < 2q è (m, pq) = 1. Ïî

ïðåäëîæåíèþ 1.2.23 ïîëó÷àåì, ÷òî P ∩ P x = Op(G) äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ G. Ïðè ýòîì

|P/Op(G)|2 < |G/Op(G)|. Òàê êàê mq < 2p2, òî ïðè P ̸= NG(P ) ïîëó÷àåì, ÷òî |Op(G)| ≥ p3,

à ïðè P = NG(P ) ãðóïïà G ðàçðåøèìà. Åñëè |Op(G)| = p2, òî ââèäó òåîðåìû Áåðíñàé-

äà (ãðóïïà P/Op(G) àáåëåâà) ïîëó÷àåì, ÷òî G/Op(G) � p�íèëüïîòåíòíà. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ

ïîäãðóïïû ïîðÿäêà p4q â G òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî NG(P ) ̸= P . Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

|Op(G)| ≥ p3. Òàê êàê P íå íîðìàëüíà â G ïî ïðåäûäóùåìó, òî |Op(G)| = p3 è Op(G) íåà-

áåëåâà ïî ëåììå 1.3.17. Ïîýòîìó Z(Op(G)) = T èìååò ïîðÿäîê p è T ▹ G. Ñëåäîâàòåëüíî,

CG(T ) ▹ G è G/CG(T ) ≤ Aut(T ) èìååò ïîðÿäîê, äåëÿùèé p − 1. Ïî ëåììå 2.2.4 ïîëó÷àåì,

÷òî |G/CG(T )| � ñòåïåíü q. Îòñþäà |G/CG(T )| = q. Â ÷àñòíîñòè, |CG(T )| = p4m. Ïðèìåíÿÿ

ïðåäëîæåíèå 1.3.23, çàêëþ÷àåì, ÷òî è èìååòñÿ p−1
q

õàðàêòåðîâ ãðóïïû G ñòåïåíè p2q, òàê,

÷òî p = q + 1 = 3, q = 2. Îòñþäà m ≤ 2. Ýòîò ñëó÷àé óæå ðàññìîòðåí âûøå. Ëåììà 5.3.1

äîêàçàíà.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî êîãäà Θ(1) = 32 · 2, òî ïîðÿäîê ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ

â {342, 486, 504, 648}.

Ëåììà 5.3.2. Ïóñòü G � LC(Θ)-ãðóïïà ñ Θ(1) = p2q, ãäå p è q ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà,

p > q. Òîãäà ëèáî p > 3, ëèáî |G| ∈ {342, 486, 504, 648}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî p = 3. Òîãäà q = 2. Ïîýòîìó |G| ≤ 34 · 23 = 648,

ïðè ýòîì ïîðÿäîê ãðóïïû G äåëèòñÿ íà Θ(1) = 32 · 2 = 18. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |G|
|Θ(1)| =

23·34
2·32 ≤

22 ·32 = 36 è òî, ÷òî íåðàçðåøèìàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà íå áîëåå 81 ·8 = 648 èìååò íåðàçðåøèìûé

êîìïîçèöèîííûé ôàêòîð, ñîäåðæàùèéñÿ â [20], óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî òàêèõ ôàêòîðîâ íå

äîëæíî áûòü. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî G ðàçðåøèìà è |G| äåëèò îäíî èç ÷èñåë: 648 = 23 ·
34, 342 = 19 · 2 · 32, 486 = 2 · 35 èëè 504 = 23 · 32 · 7 (ñì. òàáëèöû 27, 24, 25, 26 â ïðèëîæåíèè

A). Ïðèìåíÿÿ GAP [35], óáåæäàåìñÿ, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ âîçìîæíîñòåé ðåàëèçóåòñÿ.

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p > 3. Ïîêàæåì, ÷òî ïîðÿäîê P ìîæåò

ðàâíÿòüñÿ p3 òîëüêî ïðè Op(G) > 1.

Ëåììà 5.3.3. Åñëè Op(G) = 1, òî ëèáî P = NG(P ) è |P | = p3, ëèáî |G| = p2qbm, ãäå

(pq,m) = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî Op(G) = 1. Òàê êàê |G| äåëèòñÿ íà Θ(1) = p2q, òî

|G| = paqbm, ãäå (pq,m) = 1 è a, b,m ∈ N. Ïî ëåììàì 5.3.1 è 5.3.2, èìååì p > 3, 2 ≤ a ≤ 3. Â

ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.2.21, pa < qbm è èç 2Θ(1)2 ≥ |G|, ïîëó÷àåì qb−2m ≤ 2p4−a.

Ïóñòü a = 3 è |G| = p3qbm, ãäå p3qbm ≤ 2p4q2. Òîãäà qb−2m ≤ 2p. Òàê êàê Op(G) = 1, òî

èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2.21 ïîëó÷àåì p3 < qbm ≤ 2pq2. Çíà÷èò, p2 ≤ 2q2.

Ïóñòü |NG(P )| = n|P | = np3, ãäå n > 1. Òàê êàê ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.21 õîòÿ áû äëÿ

îäíîãî x ∈ G âûïîëíåíî P ∩ P x = 1, òî

|G| ≥ |NG(P )|+
n2|P |2

d
= np3 +

n2p6

d
,

ãäå d = |NG(P ) ∩ NG(P )
x||n. Ïîýòîìó p3qbm ≥ np3 + np6, îòêóäà qbm > np3. Òàê êàê np3 <

qbm ≤ 2pq2, òî np2 < 2q2, ãäå n > 1, ò.å. p2 < q2, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ïîýòîìó ïðè Op(G) = 1 èìååì NG(P ) = P äëÿ |P | = p3 èëè |G| = p2qbm, ãäå (pq,m) = 1.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ íå p-ðàçðåøèìîé ãðóïïû G ñëó÷àé Op(G) ̸= 1

íåâîçìîæåí.

Ëåììà 5.3.4. Åñëè G íå p-ðàçðåøèìà, òî Op(G) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî Op(G) > 1. Ïî ëåììå 1.3.17 ñòåïåíü ëþáîãî íåïðèâîäè-

ìîãî õàðàêòåðà ãðóïïû G äåëèò |G : Op(G)|, åñëè Op(G) àáåëåâà. Òàê êàê G íå p-ðàçðåøèìà,

òî P íå íîðìàëüíà â G. Ïîýòîìó ëèáî |Op(G)| = p, ëèáî |Op(G)| = p3. Ïîêàæåì, ÷òî â ëþáîì

ñëó÷àå G èìååò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó U ïîðÿäêà p. Åñëè |Op(G)| = p ýòî âåðíî.

Ïî ëåììå 1.3.17, åñëè |Op(G)| = p3, òî P íåàáåëåâà è ïîòîìó |Z(P )| = p è U = Z(P ) ▹
G. Ïóñòü H = CG(U). Òàê êàê U ▹ G, òî H ▹ G è G/H ≤ Aut(U) è ïîòîìó èçîìîðôíà

öèêëè÷åñêîé ãðóïïå, èìåþùåé ïîðÿäîê, äåëÿùèé p − 1. Òàê êàê Z(G) = 1, òî G/H ̸= 1

è ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé. Ïî ëåììå 2.2.4 ïîëó÷àåì, ÷òî (p − 1) � ñòåïåíü ÷èñëà q.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Êëèôôîðäà (ëåììà 1.3.22), èìååì

ΘH = e
s∑
i=1

χi,

ãäå χi ñîïðÿæåííûå íåïðèâîäèìûå õàðàêòåðû, e è s äåëÿò |G/H| = qλ. Îòñþäà p2q = Θ(1) =

esχi(1). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.23 e = 1 è χi(1) = p2, s = q. Òàêèì îáðàçîì, H èìååò q íåïðè-

âîäèìûõ õàðàêòåðîâ χi ñòåïåíè p
2, îòêóäà |H| > p4q è |G| > p4qqλ. Ïîýòîìó λ = 1. Òàê êàê

|G| = |H|q < 2p4q2, òî |P |qb−1m = |H| < 2p4q.

Åñëè |P | = p4, òî qb−1m < 2q. Ïðè ýòîì |H : P | = mqb−1 < 2q. Ïðè b ≥ 2 ïîëó÷àåì,

÷òî m ≤ 2 è H, à ïîòîìó è G ðàçðåøèìà. Åñëè b = 1, òî |H : P | = m < 2q. Íàïîìíèì,

÷òî q | p − 1. Òàê êàê p íå÷åòíî, òî q ≤ (p − 1)/2. Ïîýòîìó |H : P | < p è P ▹ H ▹ G. Â
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ñèëó õàðàêòåðèñòè÷íîñòè P èìååì P ▹G è G áóäåò p-ðàçðåøèìîé âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ.

Ïîýòîìó ñëó÷àé |P | = p4 íåâîçìîæåí.

Òåïåðü |P | = p3 è |H : P | = qb−1m ≤ 2pq. Ïðè b = 2 èìååì |H : P | = qm ≤ 2qp è ïîòîìó

m ≤ p. Òîãäà P▹H, îòêóäà P▹G è G áóäåò p-ðàçðåøèìîé âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ. Íàêîíåö,

ïðè b = 1 èìååì |H| = p3m, ãäå m ≤ 2pq.

Çàìåòèì, ÷òî |Op(G)| = p è m ≤ 2pq ≤ p(p− 1). Ïîýòîìó â ãðóïïå H̄ = H/Op(G), ïîðÿäîê

êîòîðîé ìåíüøå |P |2, ïîäãðóïïà Op(H̄) íåòðèâèàëüíà ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.21. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 5.3.4 äîêàçàíà.

Ëåììà 5.3.5. Åñëè P = NG(P ), òî G � p-íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà p2qbm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.12 ãðóïïà G ðàçðåøèìà. Åñëè |G| = p2qbm, ãäå

(pq,m) = 1, òî G � p-íèëüïîòåíòíà ïî òåîðåìå Áåðíñàéäà (ïðåäëîæåíèå 1.2.9).

Ïî ëåììàì 5.3.1 è 5.3.2 |G| = paqbm, ãäå (pq,m) = 1 è 2 ≤ a ≤ 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a = 3,

ïðè÷åì qb−2m < 2p.

Äîïóñòèì, ÷òî 1 ̸= m ≤ p. Åñëè m | |Op′(G)|, òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ r ÷èñëà

m â ãðóïïå Op′(G)P ñóùåñòâóåò õîëëîâà {r, p}-ïîäãðóïïà RP , ÿâëÿþùàÿñÿ íèëüïîòåíòíîé,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, íå ñóùåñòâóåò íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû K

ãðóïïû G, ïîðÿäîê êîòîðîé äåëèòñÿ íà r, íî íå äåëèòñÿ íà |P |. Òàê êàê G ðàçðåøèìà, òî

îíà è r-ðàçðåøèìà. Ïîýòîìó Or′,r(G) ñîäåðæèò P è ïî àðãóìåíòó Ôðàòòèíè NG(P ) ̸= P .

Ïðîòèâîðå÷èå. Ñòàëî áûòü, ëèáî m = 1, ëèáî m > p è ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì.

Åñëè m > p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî qb−2 < 2, îòêóäà 1 ≤ b ≤ 2. Ïðè b = 1 ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ. Ïîýòîìó b = 2. Òàê êàê P = NG(P ), òî ïðè

m | |Op′(G)| ïîäãðóïïà M ïîðÿäêà m áóäåò íîðìàëüíà â Op′(G), à ïîòîìó è â G. Â ýòîì

ñëó÷àå H = CG(M)▹G è |G/H| | |Aut(M)| = m− 1. Òàê êàê m > p è m < 2p, òî p íå äåëèò

|G/H|. Â òî æå âðåìÿ, H ̸= G, èáî Z(G) = 1. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, m íå äåëèò

|Op′(G)|. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî Op′(G) = 1, ëèáî q2 = |Op′(G)|.
Äîïóñòèì, ÷òî |Op′(G)| = q2. Åñëè Q ∈ Sylq(G) öèêëè÷åñêàÿ, òî G/CG(Q) èìååò ïîðÿ-

äîê, äåëÿùèé q − 1 è îòëè÷íûé îò åäèíèöû. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ýòî ïðèâîäèò ê

ïðîòèâîðå÷èþ. Èòàê, Op′(G) = 1.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2.22 èìååì CG(Op(G)) ⊆ Op(G). Åñëè |Op(G)| = p, òî |G| | p(p − 1),

÷òî ïðîòèâîðå÷èâî. Åñëè |Op(G)| = p3, òî P ▹G âîïðåêè óñëîâèþ. Åñëè æå |Op(G)| = p2, òî

ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 1.3.17.

Èòàê, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîm = 1 è |G| = p3qb, ãäå qb−2 ≤ 2p. Èç |P | = |NG(P )| = p3 ñëåäóåò,

÷òî ñëó÷àé |Op(G)| ̸= 1 âåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Èç ïðåäëîæåíèé 1.2.22 è 1.2.21 ïîëó÷àåì, ÷òî

|Oq(G)| = qb è p2 < 2q2. Â ÷àñòíîñòè, G ÿâëÿåòñÿ p-íèëüïîòåíòíîé ãðóïïîé. Îòìåòèì, ÷òî

Q = Oq(G) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóïïîé ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1.2.21 (â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå íåêîòîðûé ýëåìåíò ïîðÿäêà p èíäóöèðóåò òðèâèàëüíûé àâòîìîðôèçì íà Q/Φ(Q)). Ïî

ëåììå 1.3.17 ïîëó÷àåì, ÷òî G íå èìååò íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ñòåïåíè p2q. Ïðîòèâîðå÷èå.

Âñå ñëó÷àè ðàññìîòðåíû. Ëåììà äîêàçàíà.
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Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |G| = p2qbm, ãäå m âçàèìíî ïðîñòî ñ pq è b ∈ N.

Ëåììà 5.3.6. Ïóñòü G � íå p-ðàçðåøèìàÿ LC(Θ)�ãðóïïà. Òîãäà G íå ïðîñòà è ëþáàÿ ïðî-

ñòàÿ íå p-ðàçðåøèìàÿ ñåêöèÿ L ãðóïïû G èçîìîðôíà L2(r), ãäå r � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà,

ïðè÷åì r = p, p2 èëè p− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � ïðîñòàÿ LC(Θ)�ãðóïïà. Ïî ëåììå 5.3.4 Op(G) = 1, à ïî

ëåììàì 5.3.3 è 5.3.5G ïîðÿäêà |G| = p2qbm, ãäå p > q è (m, pq) = 1. Íàïîìíèì, ÷òîΘ(1) = p2q.

Ïî ëåììå 5.2.1 ãðóïïà G èçîìîðôíà ãðóïïå L2(r). Òàê êàê ïîðÿäîê ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïû

ãðóïïû G äåëèò p2, òî r = p, p2 èëè p− 1.

Òàáëèöû õàðàêòåðîâ äàííûõ ãðóïï èìåþòñÿ â [1]. Íè îäíà èç ïåðå÷èñëåííûõ ãðóïï íå

ÿâëÿåòñÿ LC(Θ)-ãðóïïîé ïðè ëþáîì âûáîðå íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà Θ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G èìååò ñåêöèþ S, èçîìîðôíóþ ïðîñòîé íåàáåëåâîé ãðóïïå. Òàê êàê

ïîðÿäîê S ðàâåí paqcm′, ãäå a ≤ 2,m′ ≤ m, c ≤ b è |G| < 2|P |3, òî èç ëåììû 5.2.1 ñëåäóåò, ÷òî

S ≃ L2(r), ãäå r � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïåðåéäåì ê çàâåðøåíèþ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1.1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1.1. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.2.21 è óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà

ãðóïïó G, èìååì

p4q2 < |G| = paqbm ≤ 2p4q2,

ãäå a ≤ 4 ââèäó ëåììû 5.3.1. Òàê êàê G íå ÿâëÿåòñÿ p-ðàçðåøèìîé ãðóïïîé, òî èç ëåìì 5.3.4

è 5.3.5 ñëåäóåò, ÷òî a = 2, îòêóäà qb−2m ≤ 2p2 è qb−2m > p2.

Ïîêàæåì, ÷òî â êîìïîçèöèîííîì ðÿäå ãðóïïû G íå ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ äâóõ íå p-

ðàçðåøèìûõ êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ. Â ñàìîì äåëå, ïî ëåììå 5.3.6 êàæäûé èç ôàêòîðîâ

áóäåò èçîìîðôåí ãðóïïå L2(r), ãäå r = p, p2 èëè p− 1. Äîïóñòèì, ÷òî â G èìååòñÿ äâà êîìïî-

çèöèîííûõ ôàêòîðà, èçîìîðôíûõ L2(p). Òîãäà |G| ≥ (1/4)p2(p2 − 1)2, òîãäà êàê |G| < 2p4q2.

Òàê êàê p > 3, òî q ≤ p− 1. Îòñþäà

8p4q2

p2(p2 − 1)2
=

8p2q2

(p2 − 1)2
≤ 2p2

(p+ 1)2
< 8.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Z(G) = 1, à âíåøíÿÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû L2(p) èìååò ïîðÿäîê 2

äëÿ íå÷åòíîãî p, çàêëþ÷àåì, ÷òî G èìååò ïîäãðóïïó èíäåêñà ≤ 4, èçîìîðôíóþ L2(p)×L2(p).

Òàê êàê ïðè r = p− 1 è p > 3 ÷èñëî r ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè, òî èìååì |L2(p− 1)| =
p(p − 1)(p − 2) > |L2(p)|. Ïîýòîìó ñëó÷àé, êîãäà õîòÿ áû îäíà èç ãðóïï L2(p) çàìåíåíà íà

L2(p− 1), òàêæå èñêëþ÷åí.

Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå â êîìïîçèöèîííîì ðÿäå ãðóïïû G ôàêòîðà, èçîìîðôíîãî

L2(p
2) òàêæå íåâîçìîæíî. Äåéñòâèòåëüíî,

|L2(p
2)| = (1/2)p2(p4 − 1) > |L2(p)× L2(p)|.
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Ïî ëåììå 5.3.4 ïîäãðóïïà Op(G) = 1. Ïóñòü M = Op′(G). Åñëè CG(M) ⊆ M , òî èç

ïðåäëîæåíèÿ 1.2.23 ñëåäóåò, ÷òî |M | ≥ |P |+ 1 = p2 + 1. Òàê êàê |P | = p2, ïîëó÷àåì:

2p4q2 ≥ |G| ≥ |M ||L2(p)|p = (1/2)(p2 + 1)p2(p2 − 1).

Îòìåòèì, ÷òî q äåëèò |L2(p)|. Ïîýòîìó q ≤ (p+1)/2 è, ñòàëî áûòü, G ñîâïàäàåò ñ ïîäãðóï-

ïîé ïîðÿäêà (1/2)(p2 +1)p2(p2 − 1). Ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå |M | = p2 +1. Ïîñëåäíåå âîçìîæíî

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà P èìååò åäèíñòâåííóþ îðáèòó íà M \ {1}. Òîãäà MP � ãðóïïà

Ôðîáåíèóñà è P � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ÷òî íåâåðíî.

Òàêèì îáðàçîì, CG(M)▹G íå ÿâëÿåòñÿ p-ðàçðåøèìîé ãðóïïîé, íî ïîðÿäîê G äåëèòñÿ íà

|M |p|L2(p)|. Áîëåå òîãî, èìååòñÿ åäèíñòâåííûé íå p-ðàçðåøèìûé ôàêòîð ãðóïïû CG(M), èçî-

ìîðôíûé L2(p). Ïîýòîìó T ≃ L2(p) èëè T ≃ SL2(p) íîðìàëüíà â G. Â G èìååòñÿ ôàêòîð, èçî-

ìîðôíûé Cp, öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ïîðÿäêà p, ïðè÷åì íàèáîëüøàÿ íîðìàëüíàÿ p-ðàçðåøèìàÿ

ïîäãðóïïà S ãðóïïû G èìååò p-äëèíó îäèí. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî G/S ≃ L2(p) ãðóïïå àâòîìîð-

ôèçìîâ L2(q) ïîðÿäêà p(p
2 − 1). Òàêèì îáðàçîì, èìåþòñÿ ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè:

a) G/S ≃ PGL2(p), q = 2 è |G| ≤ 8p4;

b) G/S ≃ L2(p), S/M � ðàñøèðåíèå Cp ñ ïîìîùüþ ïîäãðóïïû ïîðÿäêà qµ | (p− 1);

c) G/S ≃ L2(p), |S/M | = p è q | (p+ 1)/2.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.22 èìååì CS(M) ⊆M è ïîòîìó |M | ≥ p+1. Òàê êàê

Z(G) = 1, òî ñëó÷àé, êîãäà ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ SL2(p), íîðìàëüíà â G, èñêëþ÷åí.

a) Åñëè q = 2, òî |G| ≤ 8p4, òîãäà êàê |S||L2(p)| ≥ (p+1)p2(p2−1). Ïîýòîìó p ≤ 7. Òàê êàê

â ýòîì ñëó÷àå ïîäãðóïïà Op′(G) äîëæíà èìåòü ïîðÿäîê íå áîëåå 8, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé a) íåâîçìîæåí.

b) Â ýòîì ñëó÷àå q ≤ (p − 1)/2 è ãðóïïà G ≃ S × L, ãäå L ≃ L2(p). Íåïîñðåäñòâåííûå

âû÷èñëåíèÿ äàþò îöåíêó |M | ≤ 2p−2. Ïîýòîìó âM èìååòñÿ íå áîëåå îäíîé îðáèòû äëèíû p.

Â ÷àñòíîñòè, M � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ïðèìàðíàÿ ãðóïïà. Îòñþäà ñòåïåíü ëþáîãî íåïðè-

âîäèìîãî õàðàêòåðà ψ ãðóïïû S = M o Cp o Cd, äëÿ d, äåëÿùåãî p − 1, äåëèò dp. Òàê êàê

p2 > |M |, òî ψ(1) ≤ d. Ñîãëàñíî [1] (ñòð.262 � 263), ñòåïåíü ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà

ãðóïïû L2(p) íå ïðåâîñõîäèò p + 1. Ïî òåîðåìå 3.7.1 â [22] ëþáîé íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð

ãðóïïû G åñòü ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïï S è L. Ñòàëî áûòü, G íå èìååò

õàðàêòåðîâ ñòåïåíè p2q.

c) Ãðóïïà G = S × L. Òàê êàê |G| ≤ 2p4q2, òî |S||L| ≤ 2p4q2 è |S| ≤ 4pq2 + 2q. Òàê

êàê L íå èìååò õàðàêòåðîâ ñòåïåíè áîëüøå, ÷åì p + 1 (ñì. [1] (ñòð.262 � 263)), à ñòåïåíü

ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñòåïåíè íåïðèâîäèìîãî

õàðàêòåðà ãðóïïû L è ñòåïåíè íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà ãðóïïû S, òî äîëæåí ñóùåñòâîâàòü

íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð S ñòåïåíè pq. Ïîýòîìó |S| > p2q2, îòêóäà p < 4q. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

q = (p+ 1)/2.
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Íàïîìíèì, ÷òî qb−2m < 2p2. Òàê êàê p − 1 äåëèò â ýòîì ñëó÷àå m, òî m = t(p − 1) äëÿ

íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî t. Ïðè b = 4 ïîëó÷èì (p + 1)2m < 8p2. Íî òîãäà m ≤ 7 è p ≤ 8.

Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ èñêëþ÷àþò ýòó âîçìîæíîñòü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b = 3. Òîãäà m ≤ 4(p − 1). Â ýòîì ñëó÷àå |M | = q2m/(p − 1) = tq2,

ãäå t ≤ 4. Åñëè t = q = 2, òî p = 3, ÷òî óæå áûëî èñêëþ÷åíî. Åñëè t = q = 3, òî p = 5.

Íî òîãäà p = 5 íå äåëèò |Out(M)|. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ãðóïïà S èìååò àáåëåâó ñèëîâñêóþ

q-ïîäãðóïïó. Ïî ëåììå 1.3.17 S íå ìîæåò èìåòü íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà ñòåïåíè pq.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b = 2. Òîãäà p2 < m < 2p2. Ïðè ýòîì m = t(p − 1) äëÿ íåêîòîðîãî

íàòóðàëüíîãî t. Ïîðÿäîê M ðàâåí qm/(p − 1). Åñëè t = q èëè t = 2q, òî ãðóïïà S íå èìå-

åò íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà ñòåïåíè pq. Â ëþáîì äðóãîì ñëó÷àå ãðóïïà S èìååò ïîðÿäîê,

ìåíüøèé p2q2 è ïîòîìó b ̸= 2.

Òåïåðü b = 1 è |G| = p2qm, ãäå p2q < m < 2p2q, à q = (p + 1)/2. Â ýòîì ñëó÷àå |S| =
pm/(p − 1). Ïîñêîëüêó ñòåïåíü íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà äîëæíà äåëèòü ïîðÿäîê ãðóïïû,

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî S íå èìååò õàðàêòåðà ñòåïåíè pq, à òîãäà è G íå èìååò õàðàêòåðà ñòåïåíè

p2q. Âñå âîçìîæíîñòè èñêëþ÷åíû. Òåîðåìà 5.1.1 äîêàçàíà.

5.3.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1.2.

Â òåîðåìå 5.1.1 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ p-ðàçðåøèìîé ãðóïïîé. Ïî ëåììå 5.3.1

(ïðè óñëîâèè, ÷òî |G| ̸∈ {486, 648}) ïîðÿäîê ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïû P ãðóïïû G íå áîëüøå

p3. Â ëåììàõ 5.3.3 è 5.3.5 äîêàçàíî, ÷òî |P | = p2 ïðè Op(G) = 1.

Ëåììà 5.3.7. Op(G) = 1 è |P | = p2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî U = Op(G) = 1. Ïî ëåììå 5.3.1 ïîäãðóïïà P ∈ Sylp(G)

íå íîðìàëüíà â G. Èç ëåììû 1.3.17 ñëåäóåò, ÷òî |U | ̸= p2. Ïîýòîìó |U | = p. Ñëåäîâàòåëüíî,

H = CG(P ) ñîäåðæèò êîììóòàíò ãðóïïû G, è â ñèëó ëåììû 2.2.4 |G/H| = qλ ̸= 1 è ãðóïïà

G/H öèêëè÷åñêàÿ. Ïî ëåììàì 1.3.22, 2.2.3 è ïðåäëîæåíèþ 1.3.23 èìååì

ΘH =

q∑
i=1

χi,

ãäå χi ∈ Irr(P ). Òàê êàê G/H èìååò âçàèìíî ïðîñòîé ñ p ïîðÿäîê è Θ(1) = p2q, òî χi(1) = p2.

Ïîýòîìó H èìååò q ñîïðÿæåííûõ íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ñòåïåíè p2. Òàê êàê |H| > p4q è

|G/H| = qλ, òî λ = 1.

Èìååòñÿ q-ïîäãðóïïà Q ãðóïïû G, íå ëåæàùàÿ â H. Îíà äåéñòâóåò ñîïðÿæåíèÿìè íà

ìíîæåñòâå íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ñòåïåíè p2 ãðóïïû H. Ãðóïïà Ãàëóà äåéñòâóåò íà ìíî-

æåñòâå õàðàêòåðîâ ñòåïåíè p2q ãðóïïû G. Îáùåå êîëè÷åñòâî íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ñòå-

ïåíè p2 ãðóïïû H ðàâíî p − 1. Â îðáèòó ãðóïïû Q ïîïàäàþò q òàêèõ õàðàêòåðîâ. Ïîýòîìó

êîëè÷åñòâî íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ñòåïåíè p2q ó ãðóïïû G íå ìåíüøå (p− 1)/q. Òàê êàê

èìååòñÿ ðîâíî îäèí õàðàêòåð, ñîïðÿæåííûé ñ Θ, òî p − 1 = q. Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå
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p = 3, q = 2, ÷òî èñêëþ÷åíî â çàìå÷àíèè ïåðåä ëåììîé 5.3.3. Èòàê, Op(G) = 1 è |P | = p2.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïî òåîðåìå 5.1.1 ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ p-ðàçðåøèìîé, à èç ëåììû 5.3.7 ïîëó÷èëè, ÷òî

ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà P ãðóïïû G àáåëåâà ïîðÿäêà p2. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2.22 èìååì

G = Op′,p,p′(G), ïðè÷åìH = Op′,p(G) =MoP , ãäåM = Op′(G). Ýòè îáîçíà÷åíèÿ çàôèêñèðóåì

äî êîíöà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1.2.

Ëåììà 5.3.8. Åñëè G ̸= H, òî |G : H| = q è ΘH =
∑q

i=1 χi, ãäå χi ∈ Irr(H) � ñîïðÿæåííûå

õàðàêòåðû ãðóïïû H ñòåïåíè p2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 5.1.1 LC(Θ)-ãðóïïà G p-ðàçðåøèìà è |G| = p2qbm, ãäå

Θ(1) = p2q, ïðè÷åì (pq,m) = 1. Äîïóñòèì, ÷òî P ∈ Sylp(G) è H = Op′,p(G). Òàê êàê P �

àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà p2, òî P èçîìîðôíà ëèáî öèêëè÷åñêîé ãðóïïå Cp2 , ëèáî ýëåìåíòàðíîé

àáåëåâîé Cp ×Cp, òàê, ÷òî G/H ≤ OutG(P ) ÿâëÿåòñÿ p
′�ãðóïïîé. Îáîçíà÷èì f = |G : H|. Ïî

ëåììå 2.2.4 ãðóïïà G/H íå ìîæåò èìåòü íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ïðîñòîãî èíäåêñà, îòëè÷íîãî

îò q. Òàê êàê p′�ãðóïïà OutG(P ) èçîìîðôíà ëèáî öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ïîðÿäêà, äåëÿùåãî

p− 1 (ñëó÷àé P = Cp2), ëèáî ãðóïïà ïîðÿäêà, äåëÿùåãî (p2 − 1)(p− 1) (ñëó÷àé P ∼= Cp×Cp),

òî q äåëèò p± 1. Ïî ëåììå 1.3.22 (òåîðèÿ Êëèôôîðäà) èìååì

ΘH = e

s∑
i=1

χi,

ãäå χi � ñîïðÿæåííûå íåïðèâîäèìûå õàðàêòåðû ãðóïïû H, ïðè÷åì esχ1(1) = p2q, ãäå es

äåëèò |G : H|. Â ÷àñòíîñòè, èç (p,es) = 1 ñëåäóåò, ÷òî es = q è χi(1) = p2. Â ëþáîì ñëó÷àå

èìååòñÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà H1 ≥ H èíäåêñà q â G. Òàê êàê ΘH1 ïðèâîäèì ââèäó ëåììû

2.2.3, òî ΘH1 = e
∑q

i=1 χi, ãäå χi(1) = p2. Â ÷àñòíîñòè, |G : IG(χ1)| = q. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

χG1 =
t∑
i=1

eiϕi,

ãäå îäèí èç õàðàêòåðîâ, ñêàæåì, ϕ1 = Θ è
∑t

i=1 e
2
i = |IG(χ1) : H| = f/g. Ïîíÿòíî, ÷òî

H1 = IG(Θ). Òàê êàê H1 èìååò q íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ñòåïåíè p2, òî |H1| ≥ (p4q + 1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîäãðóïïà M = Op′(G) íå öåíòðàëèçóåòñÿ ýëåìåíòîì èç P# ââèäó ëåììû

1.3.17 (òåîðåìà Èòî). Ïîýòîìó |M | > p2 è ïîòîìó |H| > p4. Ñëåäîâàòåëüíî, èç |G| = |G :

H| < 2p4q2 ïîëó÷àåì, ÷òî f = |G : H| < 2q2. Òàêèì îáðàçîì, ââèäó ëåììû 2.2.4 èìåþòñÿ

ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè:

(a) |G : H| = q2;

(b) |G : H| = q(q + 1), ãäå ëèáî q + 1 � ñòåïåíü äâîéêè, ëèáî q + 1 = 3, q = 2;

(c) |G : H| = q.

Îäíàêî â ñëó÷àÿõ (a) è (b) èìååòñÿ áîëåå îäíîãî íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà ñòåïåíè p2q,

÷òî íåâåðíî. Çíà÷èò, |G : H| = q è ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 5.3.9. Åñëè G ̸= H, òî äëÿ ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî õàðàêòåðà χ = χi èç ðàçëîæåíèÿ

ΘH ñóùåñòâóåò p2 ëèíåéíûõ õàðàêòåðîâ ψj, ñîïðÿæåííûõ ñ õàðàêòåðîì ψ = ψ1, òàêèõ,

÷òî χM =
∑p2

j=1 ψj. Ãðóïïà M àáåëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ � íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïûM , âõîäÿùèé â ðàçëîæåíèå

õàðàêòåðà χM , ãäå χ = χi � ëþáîé íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû H, îïðåäåëåííûé â ëåììå

5.3.8. Ñîãëàñíî ëåììå 1.3.22,

χM = e′
t∑
i=1

ψi,

ãäå ψi � õàðàêòåðû, ñîïðÿæåííûå ñ ψ, e
′ è t äåëÿò |H :M | = p2. Â ÷àñòíîñòè,

p2 = χ(1) = e′tψ(1).

Òàê êàê (|M |, p) = 1, òî ψi(1) íå äåëèòñÿ íà p. Ïîýòîìó e
′t = p2 è ψi(1) = 1. Â ÷àñòíîñòè,

ker(ψi) ñîäåðæèò êîììóòàíò ãðóïïû M . Îòñþäà ψj(y) = 1 äëÿ ëþáîãî j è y ∈ M . Íî òîãäà

χ(y) = p2 äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðà χ, ñîïðÿæåííîãî ñ χ1. Êàê ðåçóëüòàò Θ(y) = p2q. Òàê êàê Θ

� òî÷íûé õàðàêòåð, òî y = 1, ò.å. M ′ = 1 è M àáåëåâà ãðóïïà, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 5.3.10. Ïóñòü G = H, G =M o P è G íå ñîäåðæèò íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï èíäåêñà

q. Òîãäà ΘM =
∑p2

i=1 αi, ãäå αi ∈ Irr(M) � ñîïðÿæåííûå õàðàêòåðû ãðóïïû M ñòåïåíè q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α ∈ Irr(M) íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû M , âõîäÿùèé â

ðàçëîæåíèå ΘM è ïóñòü IG(α) � åãî ãðóïïà èíåðöèè. Ñîãëàñíî ëåììå 1.3.22

ΘM = e
s∑
i=1

αi,

ãäå αi ∈ Irr(M), e äåëèò |IG(α) :M |, à s äåëèò |G : IG(α)|. Ïî ëåììå 2.2.3 ΘM � ïðèâîäèìûé

õàðàêòåð è ïîòîìó s > 1. Òàê êàê Θ(1) = p2q = esα(1), ïðè÷åì (α(1), p) = 1 (ïîðÿäîê M íå

äåëèòñÿ íà p), òî es = p2 è α(1) = q. Òàê êàê s ̸= 1, òî e = 1. Ïîýòîìó s = p2. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.3.11. Åñëè r � ïðîñòîé äåëèòåëü |M |, òî M ñîäåðæèò ñèëîâñêóþ r-ïîäãðóïïó

R, äîïóñòèìóþ îòíîñèòåëüíî P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðóïïà P äåéñòâóåò ñ ïîìîùüþ ñîïðÿæåíèÿ íà ìíîæåñòâå ñèëîâñêèõ

r�ïîäãðóïï ãðóïïûM . Èõ ÷èñëî � ýòî èíäåêñ íîðìàëèçàòîðà ñèëîâñêîé ïîäãðóïïû, êîòîðûé

âçàèìíî ïðîñò ñ ÷èñëîì |P |. Òàê êàê êàæäàÿ íåòðèâèàëüíàÿ P�îðáèòà ãðóïïû èìååò äëèíó,

äåëÿùóþñÿ íà p, òî ñóùåñòâóåò ñèëîâñêàÿ r�ïîäãðóïïà, äîïóñòèìàÿ îòíîñèòåëüíî P . Ëåììà

äîêàçàíà.
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Ëåììà 5.3.12. Ãðóïïà G = M o P ñîäåðæèò ïîäãðóïïû QP è RP ïîðÿäêîâ qbp2 è rαp2

ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì rα|m, ãäå P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, Q � ñèëîâñêàÿ

q-ïîäãðóïïà G, à R � ñèëîâñêàÿ r-ïîäãðóïïà G. Â ÷àñòíîñòè, M èìååò õîëëîâû {p, q} è

{p, r}-ïîäãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñêàçàíî âûøå, G = M o P , ãäå |M | = qbm, |P | = p2 è (p,qm) = 1.

Òàê êàê P äåéñòâóåò ñ ïîìîùüþ ñîïðÿæåíèé íà ìíîæåñòâå ñèëîâñêèõ q-ïîäãðóïï ãðóïïûM ,

à èõ ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà p, òî èìååòñÿ ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà Q ãðóïïû M , èíâàðèàíòíàÿ

îòíîñèòåëüíî P . Òàêèì îáðàçîì, â G ñîäåðæèòñÿ ïîäãðóïïà L = QP , èìåþùàÿ èíäåêñm â G.

Ïî ëåììå 5.3.11 ãðóïïà G ñîäåðæèò òàêæå ïîäãðóïïó Y = RP èíäåêñà qbm
rα
. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.3.13. Åñëè G = H è P íå öåíòðàëèçóåò ñèëîâñêèå q-ïîäãðóïïû èç M , òî âåðíî

îäíî èç óòâåðæäåíèé:

1. G = QCG(P ), ãäå |Q| = qb, ïðè÷åì qb > p2.

2. G = RCG(P ), ãäå |R| = rα äåëèò m.

3. G = CG(a)CG(u), ãäå P = ⟨a⟩ × ⟨u⟩ ïîðÿäêà p2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî |G| = p2qbm è (pq,m) = 1, ïðè÷åì qb−2m < 2p2 è

G =M o P .

Äîïóñòèì, ÷òî P íåòðèâèàëüíî äåéñòâóåò íà ïîäãðóïïå Q ∈ Sylq(G). Òîãäà |Q| ≥ q3, èáî

ïîðÿäîê ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû ïîðÿäêà qλ äëÿ λ < 3 íå äåëèòñÿ íà p. Â ÷àñòíîñòè,

b ≥ 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ òàêæå ñèëîâñêàÿ r�ïîäãðóïïà R ãðóïïû M (r ∈ π(m)), íà

êîòîðîé ïîäãðóïïà P äåéñòâóåò íåòðèâèàëüíî. Â ýòîì ñëó÷àå |R| ≥ p + 1. Åñëè |R| ≥ p2, òî

m ≥ p2 + 1 è qb−2m ≥ q(p2 + 1). Ïðîòèâîðå÷èå. Òî æå âåðíî, åñëè èìååòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå

ïàðà ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï R ∈ Sylr(M), S ∈ Syls(M) äëÿ r, s ∈ π(m), íà êîòîðûõ ïîäãðóïïà

P äåéñòâóåò íåòðèâèàëüíî. Â òàêîì ñëó÷àå m ≥ p2 + 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîäãðóïïà P äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà âñÿêîé

ñèëîâñêîé s-ïîäãðóïïå ãðóïïû M äîïóñòèìàÿ îòíîñèòåëüíî P ïðè s ∈ π(m)− {r}.
Òàêèì îáðàçîì, ëèáî P äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà âñÿêîé P -äîïóñòèìîé ïîäãðóïïå R ∈

Sylr(M) ïðè r ∈ π(m), ëèáî èìååòñÿ ðîâíî îäíî ïðîñòîå ÷èñëî r ∈ π(m), äëÿ êîòîðîãî

R ∈ Sylr(M), äîïóñòèìà îòíîñèòåëüíî P è èìååò ïîðÿäîê, ìåíüøèé p2, íî P íåòðèâèàëüíî

äåéñòâóåò íà R.

Ïóñòü Q äîïóñòèìàÿ îòíîñèòåëüíî P ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà ãðóïïû M . Ïî ñêàçàííîìó

âûøå |Q| = qb, ãäå b ≥ 3.

Ïóñòü L = Q o P . Òàê êàê ïî òåîðåìå Áåðíñàéäà 5.1.4 èç [22] ýëåìåíò ïîðÿäêà p, íå

öåíòðàëèçóþùèé Q, äîëæåí äåéñòâîâàòü íåòðèâèàëüíî íà Q/Φ(Q), òî |Q/Φ(Q)| ≥ p + 1, à

ïîòîìó |Φ(Q)| ≤ q.

Åñëè Q � ýêñòðàñïåöèàëüíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà qb, ãäå p äåëèò qb−1 − 1, ïðè÷åì Φ(Q) =

Z(Q) = Q′ ïîðÿäêà q, òî |Q/Φ(Q)| = qb−1. Â ýòîì ñëó÷àå b − 1 = 2s ÷åòíîå ÷èñëî è p ≤
qs + 1 < qb−2. Îäíàêî qb−2m > 2p2 â ýòîì ñëó÷àå (ó÷èòûâàÿ, ÷òî m > p+ 1). Ïðîòèâîðå÷èå.
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Çíà÷èò, Q � àáåëåâà ãðóïïà. Åñëè Q íå ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà è |Φ(Q)| = q, òî ñóùåñòâóåò

ïîäãðóïïà ïîðÿäêà qb−2, äîïóñòèìàÿ îòíîñèòåëüíî P (ïî òåîðåìå Ìàøêå). Â ýòîì ñëó÷àå

qb−2 ≥ p+ 1, ÷òî òàêæå âåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Çíà÷èò, Q � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà q-ãðóïïà ïîðÿäêà qb, ïðè÷åì qb−1−1 ≡ 0(modp). Â ýòîì

ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ P# (ïîðÿäêà p), öåíòðàëèçóþùèé Q. Òàê êàê |R| < p2, òî

ñóùåñòâóåò ýëåìåíò u ∈ P#, öåíòðàëèçóþùèé R è ⟨u, a⟩ = P , èáî Z(G) = 1. Òàêèì îáðàçîì,

G = CG(a)CG(u). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.3.14. Ïóñòü α � íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû M ñòåïåíè q, âõîäÿùèé â ðàç-

ëîæåíèå ΘM . Òîãäà äëÿ K ▹M õàðàêòåð αK ïðèâîäèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2.25 è ëåììû 5.3.13 ñëåäóåò, ÷òîM íå ïðîñòàÿ ãðóï-

ïà. Ýòî î÷åâèäíî, åñëè π(m) = 1. Òî æå âåðíî ïðè π(m) = 2. Â ñàìîì äåëå, åñëè G = RCG(P )

äëÿ íåêîòîðîé ñèëîâñêîé ïîäãðóïïû R ãðóïïû M , òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.25 èìååòñÿ íîð-

ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñîäåðæàùàÿñÿ â M (ñëó÷àè 1 è 2 ëåììû 5.3.13). Åñëè æå

íè îäèí íååäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû P íå öåíòðàëèçóåò õîòÿ áû ïàðó ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï

ãðóïïûM , ñêàæåì R è S, êîòîðûå P íîðìàëèçóåò, ïðè÷åì îäíà èç íèõ ÿâëÿåòñÿ r-ñèëîâñêîé

èç M , à âòîðàÿ s-ñèëîâñêàÿ, ãäå r ̸= s ∈ π(m), òî m > (p + 1)(2p + 1) > 2p2. Îòñþäà b = 1 è

|G| = p2qm.

Â ýòîì ñëó÷àå P öåíòðàëèçóåò Q ∈ Sylq(M). Ïóñòü |π(m)| = 2, Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

CP (R) = ⟨a⟩. Òîãäà |G : CG(a)| � ñòåïåíü ÷èñëà s. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.2.25 çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîä-

ãðóïïà ⟨aG⟩ ðàçðåøèìàÿ {p,s}-ïîäãðóïïà, òàê ÷òîM íå ïðîñòà. Åñëè |π(m)| ≥ 3, è åñëè â P#

íåò ýëåìåíòîâ, ó êîòîðûõ èíäåêñ öåíòðàëèçàòîðà � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà, òî m ≥ 2(p+1)3,

òàê ÷òî mq−1 > 2p2. Ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, â ëþáîì ñëó÷àå M íå ïðîñòà.

Äîïóñòèì, ÷òî K � íàèáîëüøàÿ ñîáñòâåííàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïûM . Ïî ëåììå

1.3.22 èìååì:

αK = e
d∑
s=1

λs,

ãäå d, e � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, äåëÿùèå |M : K|, è λs � íåïðèâîäèìûå õàðàêòåðû ãðóïïû

K, ñîïðÿæåííûå ñ λ1 = λ. Îòñþäà q = α(1) = edλ(1). Åñëè αK íåïðèâîäèì äëÿ ëþáîãî α,

âõîäÿùåãî â ðàçëîæåíèå ΘM , òî ïîäãðóïïà K èìååò p2 íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ñòåïåíè q.

Íî òîãäà åå ïîðÿäîê ðàâåí íå ìåíüøå, ÷åì q2p2+1, òîãäà êàê |K| ≤ |M |/(|M : K|) ≤ p2q2+1.

Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, αK =
∑q

s=1 λs, ãäå λs � ëèíåéíûå õàðàêòåðû. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàêîí÷èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1.2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1.2. Èç ëåììû 5.3.14 ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ÿäåð õàðàê-

òåðîâ λs, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå ΘK , ñîäåðæèò êîììóòàíò K è ïîòîìó òðèâèàëüíî. Ïîýòîìó

ïîäãðóïïà K ãðóïïû G, èìåþùàÿ èíäåêñ p2q â G àáåëåâà, ÷òî è óòâåðæäàëîñü. Òåîðåìà äî-

êàçàíà.
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Çàêëþ÷åíèå

Â êà÷åñòâå çàêëþ÷åíèÿ ñòîèò äîáàâèòü, ÷òî õîòÿ ñòðóêòóðà LC(Θ)-ãðóïï ñ îãðàíè÷åíè-

ÿìè íà Θ(1) îïèñûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî, íî îñòàåòñÿ ðÿä âîïðîñîâ, êîòîðûå ìîãóò

ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ.

Âîïðîñ 1. Âåðíî ëè, ÷òî LC(Θ)�ãðóïïû ðàçðåøèìû?

Âîïðîñ 2. Êàê óñòðîåíû LC(Θ)-ãðóïïû ñ Θ(1) = pm, m > 2 è íåàáåëåâîé ñèëîâñêîé

p�ïîäãðóïïîé?

Âîïðîñ 3. Íàéòè âñå íåðàçðåøèìûå ãðóïïû, îáëàäàþùèå íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì Θ,

äëÿ êîòîðîãî |G| < 3Θ(1)2.
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Ïðèëîæåíèÿ

A. Òàáëèöû õàðàêòåðîâ íåêîòîðûõ LC(Θ)-ãðóïï

Íàä òàáëèöåé õàðàêòåðîâ ëþáîé LC(Θ)�ãðóïïû çàïèñàíû äâå ñòðîêè, ãäå

íèæíÿÿ ñòðîêà ñîäåðæèò îáîçíà÷åíèÿ êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ (êëàñ-

ñû, ñîñòîÿùèå èç ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà n îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç nA, nB, nC è ò.ä.),

âåðõíÿÿ ñòðîêà ñîäåðæèò ïîðÿäêè öåíòðàëèçàòîðîâ ýëåìåíòîâ êëàññîâ (íàä gG

â íåé çàïèñàí |CG(g)|).
Â ñàìèõ òàáëèöàõ ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ:

εn = e
2πi
n , i � êîðåíü èç -1.

A.1. LC(Θ)-ãðóïïû ñ Θ(1) = pm, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, à m ∈ N

Íèæå áóäóò ïðåäñòàâëåíû òàáëèöû õàðàêòåðîâ LC(Θ)-ãðóïï, ó êîòîðûõΘ(1)

- ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p, ñ àáåëåâîé è íåàáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé.

1. G = S3

|G| = 6 = 2 · 3,
Θ(1) = 2.

|G| 2 3
1A 2A 3A

χ1 1 1 1
χ2 1 -1 1
χ3 2 0 -1

Òàáëèöà 1
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2. G = Q8 èëè D8

|G| = 8 = 23,

Θ(1) = 2.

|G| 4 4 8 4
1A 4A 4B 2A 4C

χ1 1 1 1 1 1
χ2 1 -1 -1 1 1
χ3 1 -1 1 1 -1
χ4 1 1 -1 1 -1
χ5 2 0 0 -2 0

Òàáëèöà 2

3. G = A4

|G| = 12 = 22 · 3,
Θ(1) = 3, ãäå a = ε23 = −1−

√
−3

2 .

|G| 3 4 3
1A 3A 2A 3B

χ1 1 1 1 1
χ2 1 a 1 a
χ3 1 a 1 a
χ4 3 0 -1 0

Òàáëèöà 3

4. G = C5 oC4

|G| = 20 = 22 · 5,
Θ(1) = 4 = 22.

|G| 4 4 5 4
1A 4A 2A 5A 4B

χ1 1 1 1 1 1
χ2 1 -1 1 1 -1
χ3 1 -i -1 1 i
χ4 1 i -1 1 -i
χ5 4 0 0 -1 0

Òàáëèöà 4
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Çàìåòèì, ÷òî LC(Θ)-ãðóïïû ïîðÿäêà 22m+1 ñ Θ(1) = 2m, ìîãóò áûòü íå ýêñòðàñïåöèàëü-

íûìè.

Íàïðèìåð, LC(Θ)-ãðóïïû ïîðÿäêà 32 îáëàäàþò íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè 22.

Ðàññìîòðèì òàáëèöó õàðàêòåðîâ LC(Θ)-ãðóïïû ïîðÿäêà 25 íå ÿâëÿþùåéñÿ ýêñòðàñïå-

öèàëüíîé, èáî ó ýêñòðàñïåöèàëüíîé ãðóïïû ïîðÿäêà 25 âñåãî 16 õàðàêòåðîâ ñòåïåíè 1 è 1

õàðàêòåð Θ ñòåïåíè 4.

5. G = (C8 oC2)oC2

|G| = 32 = 25,

Θ(1) = 4 = 22.

|G| 8 8 16 16 32 8 8 8 16 8
1A 8A 2A 2B 4A 2C 8B 8C 2D 4B 8D

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1 1
χ3 1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1
χ4 1 1 -1 1 1 1 -1 1 -1 1 -1
χ5 1 -i -1 1 -1 1 i i 1 -1 -i
χ6 1 i -1 1 -1 1 -i -i 1 -1 i
χ7 1 -i 1 1 -1 1 -i i -1 -1 i
χ8 1 i 1 1 -1 1 i -i -1 -1 -i
χ9 2 0 0 -2 -2 2 0 0 0 2 0
χ10 2 0 0 -2 2 2 0 0 0 -2 0
χ11 4 0 0 0 0 -4 0 0 0 0 0

Òàáëèöà 5

6. G = (C2 ×C2 ×C2)oC7

|G| = 56 = 23 · 7,
Θ(1) = 7,

|G| 7 8 7 7 7 7 7
1A 7A 2A 7B 7C 7D 7E 7F

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1

χ2 1 a 1 b c c b a

χ3 1 b 1 c a a c b

χ4 1 c 1 a b b a c

χ5 1 c 1 a b b a c

χ6 1 b 1 c a a c b

χ7 1 a 1 b c c b a
χ8 7 0 -1 0 0 0 0 0

Òàáëèöà 6

ãäå a = ε67;

b = ε57;

c = ε47.
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Ñëåäóþùèå ïðèìåðû ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ, èáî åñëè LC(Θ)-ãðóïïû èìåþò ïî-

ðÿäîê 72, òî èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè äëÿ ñòåïåíè Θ:

1. Θ(1) = 23;

2. Θ(1) = 2 · 3.
Ñëó÷àé ïðè Θ(1) = 2 · 3 ðàññìîòðèì ïîçæå (ñëó÷àé ïðè Θ(1) = p · q, ãäå p, q � ðàçëè÷-

íûå ïðîñòûå ÷èñëà). Ïðè Θ(1) = 23 èç LC(Θ)�ãðóïï ïîðÿäêà 72 ðàññìîòðèì äâå ãðóïïû ñ

òàáëèöàìè õàðàêòåðîâ 7 è 8:

Ïðèìåð, LC(Θ)-ãðóïïû ñ íåàáåëåâîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé:
7. G = (C3 ×C3)oQ8

|G| = 72 = 23 · 32,
Θ(1) = 8 = 23.

|G| 4 4 8 9 4
1A 4A 4B 2A 3A 4C

χ1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 -1 -1 1 1 1
χ3 1 -1 1 1 1 -1
χ4 1 1 -1 1 1 -1
χ5 2 0 0 -2 2 0
χ6 8 0 0 0 -1 0

Òàáëèöà 7

Ïðèìåð, LC(Θ)-ãðóïïû ñ àáåëåâîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé:

8. G = (C3 ×C3)oC8

|G| = 72 = 23 · 32,
Θ(1) = 8 = 23,

|G| 8 8 8 9 8 8 8 8
1A 8A 4A 2A 3A 8B 8C 4B 8D

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 -1 1 1 1 -1 -1 1 -1
χ3 1 a -1 1 1 -a a -1 -a
χ4 1 -a -1 1 1 a -a -1 a

χ5 1 b -a -1 1 -b -b a b

χ6 1 -b a -1 1 b b -a b

χ7 1 b a -1 1 -b -b -a b

χ8 1 -b -a -1 1 b b a -b
χ9 8 0 0 0 -1 0 0 0 0

Òàáëèöà 8

ãäå a = −ε4 = −
√
−1 = −i;

b = −ε8.
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9. G = S3 × (C5 oC4)

|G| = 120 = 23 · 3 · 5,
Θ(1) = 8 = 23,

|G| 24 40 24 60 30 8 24 12 8 10 12 15 8 12
1A 4A 2A 2B 3A 5A 4B 4C 12A 2C 10A 6A 15A 4D 12B

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 -1
χ3 1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1
χ4 1 1 -1 1 1 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 1
χ5 1 a -1 -1 1 1 -a -a a 1 -1 -1 1 a -a
χ6 1 -a -1 -1 1 1 a a -a 1 -1 -1 1 -a a
χ7 1 a 1 -1 1 1 a -a a -1 1 -1 1 -a -a
χ8 1 -a 1 -1 1 1 -a a -a -1 1 -1 1 a a
χ9 2 -2 0 2 -1 2 0 -2 1 0 0 -1 -1 0 1
χ10 2 2 0 2 -1 2 0 2 -1 0 0 -1 -1 0 -1
χ11 2 b 0 -2 -1 2 0 -b -a 0 0 1 -1 0 a
χ12 2 -b 0 -2 -1 2 0 b a 0 0 1 -1 0 -a
χ13 4 0 -4 0 4 -1 0 0 0 0 1 0 -1 0 0
χ14 4 0 4 0 4 -1 0 0 0 0 -1 0 -1 0 0
χ15 8 0 0 0 -4 -2 0 0 0 0 0 0 1 0 0

Òàáëèöà 9

ãäå a = −ε4 = −
√
−1 = −i;

b = −2 · ε4 = −2 ·
√
−1 = −2i.
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LC(Θ)-ãðóïïû ïîðÿäêà 128 îáëàäàþò íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè 23. Ïðèâå-

äåì ïðèìåð åùå îäíîé 2-ãðóïïû ñ Θ(1) = 2m ïîðÿäêà 22m+1, ïðè m = 3, íå ÿâëÿþùåéñÿ

ýêñòðàñïåöèàëüíîé.

10. G = (((C8 oC2)oC2)oC2)oC2

|G| = 128 = 27,
Θ(1) = 8 = 23.

|G| 16 16 16 32 32 64 128 8 8 16 16 16 16 32 8 16
1A 2A 2B 2C 2D 2E 2F 2G 4A 4B 4C 4D 4E 4F 4G 8A 4H

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
χ3 1 -1 -1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 -1
χ4 1 -1 1 -1 1 1 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1
χ5 1 -1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 1
χ6 1 1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 1
χ7 1 1 -1 1 1 1 1 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
χ8 1 1 1 -1 1 1 1 1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 -1
χ9 2 0 0 -2 -2 2 2 2 0 0 0 0 0 2 -2 0 0
χ10 2 0 0 2 -2 2 2 2 0 0 0 0 0 -2 -2 0 0
χ11 2 0 -2 0 2 -2 2 2 0 0 0 0 2 0 -2 0 0
χ12 2 0 0 0 -2 -2 2 2 0 0 0 -2 0 0 2 0 2
χ13 2 0 0 0 -2 -2 2 2 0 0 0 2 0 0 2 0 -2
χ14 2 0 2 0 2 -2 2 2 0 0 0 0 -2 0 -2 0 0
χ15 4 -2 0 0 0 0 -4 4 0 0 2 0 0 0 0 0 0
χ16 4 2 0 0 0 0 -4 4 0 0 -2 0 0 0 0 0 0
χ17 8 0 0 0 0 0 0 -8 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Òàáëèöà 10
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11. G = A4 ×A4

|G| = 144 = 24 · 32,
Θ(1) = 9 = 32,

|G| 36 36 48 48 36 9 12 36 12 16 9 12 9 12 9
1A 3A 3B 2A 2B 3C 3D 6A 3E 6B 2C 3F 6C 3G 6D 3H

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 1 a 1 1 1 a 1 a a 1 a 1 a a a
χ3 1 1 a 1 1 1 a 1 a a 1 a 1 a a a
χ4 1 a 1 1 1 a a a 1 1 1 a a a 1 a
χ5 1 a 1 1 1 a a a 1 1 1 a a a 1 a
χ6 1 a a 1 1 a a a a a 1 1 a 1 a a
χ7 1 a a 1 1 a a a a a 1 1 a 1 a a
χ8 1 a a 1 1 a 1 a a a 1 a a a a 1
χ9 1 a a 1 1 a 1 a a a 1 a a a a 1
χ10 3 3 0 -1 3 3 0 -1 0 0 -1 0 -1 0 0 0
χ11 3 0 3 3 -1 0 0 0 3 -1 -1 0 0 0 -1 0

χ12 3 b 0 -1 3 b 0 -a 0 0 -1 0 -a 0 0 0

χ13 3 b 0 -1 3 b 0 -a 0 0 -1 0 -a 0 0 0

χ14 3 0 b 3 -1 0 0 0 b -a -1 0 0 0 -a 0

χ15 3 0 b 3 -1 0 0 0 b -a -1 0 0 0 -a 0
χ16 9 0 0 -3 -3 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

Òàáëèöà 11

ãäå a = ε23 =
−1−

√
−3

2
;

b = 3 · ε23 = −3−3·
√
−3

2
.
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12. G = C17 oC16

|G| = 272 = 24 · 17,
Θ(1) = 16 = 24,

|G| 16 16 16 16 17 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16
1A 16A 8A 4A 2A 17A 16B 16C 16D 8B 8C 4B 16E 16F 16G 8D 16H

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1
χ3 1 a -1 1 1 1 -a a a -1 -1 1 -a -a a -1 -a
χ4 1 -a -1 1 1 1 a -a -a -1 -1 1 a a -a -1 a
χ5 1 b -a -1 1 1 -b -b b a -a -1 b -b -b a b
χ6 1 -b a -1 1 1 b b -b -a a -1 -b b b -a -b
χ7 1 b a -1 1 1 -b -b b -a a -1 b -b -b -a b
χ8 1 -b -a -1 1 1 b b -b a -a -1 -b b b a -b
χ9 1 c -b -a -1 1 d -d -c b b a -c -d d -b c
χ10 1 d b a -1 1 -c c -d -b -b -a -d c -c b d
χ11 1 -d b -a -1 1 c -c d -b -b a d -c c b -d
χ12 1 -c -b a -1 1 -d d c b b -a c d -d -b -c
χ13 1 c -b a -1 1 d -d -c b b -a -c -d d -b c
χ14 1 d b -a -1 1 -c c -d -b -b a -d c -c b d
χ15 1 -d b a -1 1 c -c d -b -b -a d -c c b -d
χ16 1 -c -b -a -1 1 -d d c b b a c d -d -b -c
χ17 16 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Òàáëèöà 12

ãäå a = −ε4 = −
√
−1 = −i;

b = −ε8;
c = −ε16;
d = −ε316.
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LC(Θ)-ãðóïïû ïîðÿäêà 400 îáëàäàþò íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè 24. Ïðè

Θ(1) = 24 ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 16 LC(Θ)-ãðóïïû ìîæåò áûòü ëèáî àáåëåâîé, ëèáî

íåàáåëåâîé.

Ïðèâåäåì ïðèìåð LC(Θ)-ãðóïïû ïîðÿäêà 400 ñ õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè 16 ñ íåàáåëåâîé

ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé.

13. G = ((C5 ×C5)oC8)oC2

|G| = 400 = 24 · 52,
Θ(1) = 16 = 24,

|G| 8 8 16 16 50 8 40 8 16 25 8 10
1A 4A 8A 4B 2A 5A 8B 2B 8C 4C 5B 8D 10A

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1
χ3 1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1
χ4 1 1 -1 1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1
χ5 1 -1 a -1 1 1 -a 1 -a -1 1 a 1
χ6 1 -1 -a -1 1 1 a 1 a -1 1 -a 1
χ7 1 1 a -1 1 1 a -1 -a -1 1 -a -1
χ8 1 1 -a -1 1 1 -a -1 a -1 1 a -1
χ9 2 0 0 b -2 2 0 0 0 -b 2 0 0
χ10 2 0 0 -b -2 2 0 0 0 b 2 0 0
χ11 8 0 0 0 0 3 0 -4 0 0 -2 0 1
χ12 8 0 0 0 0 3 0 4 0 0 -2 0 -1
χ13 16 0 0 0 0 -4 0 0 0 0 1 0 0

Òàáëèöà 13

ãäå a = −ε4 = −
√
−1 = −i;

b = −2 · ε4 = −2 ·
√
−1 = −2i.
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LC(Θ)-ãðóïïû ïîðÿäêà 432 îáëàäàþò íåïðèâîäèìûì õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè 24. Ðàññìîò-

ðèì äâå LC(Θ)-ãðóïïû ïîðÿäêà 432, íå èçîìîðôíûõ ãðóïïå, îïèñàííîé Â.È. Çåíêîâûì [4],

ïðè÷åì ïåðâàÿ ãðóïïà ñ íåàáåëåâîé ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé, à âòîðàÿ ãðóïïà ñ àáåëåâîé

ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïîé.

14. G = (C3 × ((C3 ×C3)oQ8)oC2

|G| = 432 = 24 · 33,
Θ(1) = 16 = 24,

|G| 12 12 24 48 54 216 8 6 12 12 24 27 8 12
1A 2A 4A 4B 2B 3A 3B 8A 6A 12A 12B 6B 3C 8B 12C

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 -1 -1 1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 -1
χ3 1 -1 1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 -1 1
χ4 1 1 -1 1 1 1 1 -1 1 -1 1 1 1 -1 -1
χ5 2 0 0 -2 2 2 2 0 0 0 -2 2 2 0 0
χ6 2 0 -2 2 2 2 -1 0 0 1 -1 -1 -1 0 1
χ7 2 0 2 2 2 2 -1 0 0 -1 -1 -1 -1 0 -1
χ8 2 0 0 0 -2 2 2 a 0 0 0 -2 2 -a 0
χ9 2 0 0 0 -2 2 2 -a 0 0 0 -2 2 a 0
χ10 2 0 0 -2 2 2 -1 0 0 b 1 -1 -1 0 -b
χ11 2 0 0 -2 2 2 -1 0 0 -b 1 -1 -1 0 b
χ12 4 0 0 0 -4 4 -2 0 0 0 0 2 -2 0 0
χ13 8 -2 0 0 0 -1 8 0 1 0 0 0 -1 0 0
χ14 8 2 0 0 0 -1 8 0 -1 0 0 0 -1 0 0
χ15 16 0 0 0 0 -2 -8 0 0 0 0 0 1 0 0

Òàáëèöà 14

ãäå a = −ε8 − ε38;

b = −ε3 + ε23.
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A.2. LC(Θ)-ãðóïïû ñ Θ(1) = pq, ãäå p è q ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà

Íèæå áóäóò ïðåäñòàâëåíû òàáëèöû õàðàêòåðîâ LC(Θ)-ãðóïï, ó êîòîðûõ Θ(1) - ïðîèçâå-

äåíèå äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë p è q.

1. G = (C7 oC3)oC2 = C7 oC6

|G| = 42 = 2 · 3 · 7,
Θ(1) = 6 = 2 · 3,

|G| 6 6 7 6 6 6
1A 2A 3A 7A 6A 3B 6B

χ1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 -1 1 1 -1 1 -1
χ3 1 -1 a 1 -a a -a
χ4 1 -1 a 1 -a a -a
χ5 1 1 a 1 a a a
χ6 1 1 a 1 a a a
χ7 6 0 0 -1 0 0 0

Òàáëèöà 16

ãäå a = ε23 = −1−
√
−3

2

2. G = ((C3 ×C3)oC3)oC2

|G| = 54 = 2 · 33,
Θ(1) = 6 = 2 · 3,

|G| 6 18 9 27 6 18 9 6 9
1A 2A 3A 3B 3C 6A 3D 3E 6B 3F

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 -1 1 1 1 -1 1 1 -1 1
χ3 1 -1 a 1 1 -a a a -a a
χ4 1 -1 a 1 1 -a a a -a a
χ5 1 1 a 1 1 a a a a a
χ6 1 1 a 1 1 a a a a a
χ7 2 0 2 -1 2 0 2 -1 0 -1

χ8 2 0 b -1 2 0 b -a 0 -a

χ9 2 0 b -1 2 0 b -a 0 -a
χ10 6 0 0 0 -3 0 0 0 0 0

Òàáëèöà 17

ãäå a = ε23 = −1−
√
−3

2 ;

b = 2 · ε3 = −1 +
√
−3.
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Íàïîìíèì, ÷òî åñëè LC(Θ)-ãðóïïû èìåþò ïîðÿäîê 72, òî èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè äëÿ

ñòåïåíè Θ: Θ(1) = 23; Θ(1) = 2 · 3. Ñëó÷àé ïðè Θ(1) = 23 ðàññìîòðåí âûøå (ñëó÷àé ïðè

Θ(1) = pm, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî).

Ñðåäè LC(Θ)�ãðóïï ïîðÿäêà 72 ñ õàðàêòåðîì Θ ñòåïåíè 2 · 3 = 6 èìåþòñÿ ãðóïïû ñ

òàáëèöàìè õàðàêòåðîâ 18 è 19.

3. G = ((C2 ×C2)oC9)oC2

|G| = 72 = 23 · 32,
Θ(1) = 2 · 3,

|G| 4 9 36 24 4 9 12 9
1A 2A 9A 3A 2B 4A 9B 6A 9C

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 -1 1 1 1 -1 1 1 -1
χ3 2 0 -1 2 2 0 -1 2 -1
χ4 2 0 a -1 2 0 c -1 b
χ5 2 0 b -1 2 0 a -1 c
χ6 2 0 c -1 2 0 b -1 a
χ7 3 -1 0 3 -1 1 0 -1 0
χ8 3 1 0 3 -1 -1 0 -1 0
χ9 6 0 0 -3 -2 0 0 1 0

Òàáëèöà 18

ãäå a = ε49 + ε59;

b = ε29 + ε79;

c = −ε29 − ε49 − ε59 − ε79.

4. G = A4 × S3

|G| = 72 = 23 · 32,
Θ(1) = 6 = 2 · 3,

|G| 24 18 24 36 6 8 18 9 12 6 9
1A 2A 3A 2B 3B 6A 2C 3C 3D 6B 6C 3E

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 -1 1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 1
χ3 1 -1 a 1 1 -a -1 a a 1 -a a
χ4 1 -1 a 1 1 -a -1 a a 1 -a a
χ5 1 1 a 1 1 a 1 a a 1 a a
χ6 1 1 a 1 1 a 1 a a 1 a a
χ7 2 0 2 2 -1 0 0 2 -1 -1 0 -1

χ8 2 0 b 2 -1 0 0 b -a -1 0 -a

χ9 2 0 b 2 -1 0 0 b -a -1 0 -a
χ10 3 -3 0 -1 3 0 1 0 0 -1 0 0
χ11 3 3 0 -1 3 0 -1 0 0 -1 0 0
χ12 6 0 0 -2 -3 0 0 0 0 1 0 0

Òàáëèöà 19

ãäå a = ε23 = −1−
√
−3

2 ;

b = 2 · ε23 = −1−
√
−3.
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5. G = (C11 oC5)oC2

|G| = 110 = 2 · 5 · 11,
Θ(1) = 10 = 2 · 5,

|G| 10 10 11 10 10 10 10 10 10 10
1A 2A 5A 11A 10A 5B 10B 5C 10C 5D 10D

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

χ3 1 -1 a 1 -a b -b b -b a -a

χ4 1 -1 b 1 -b a -a a -a b -b

χ5 1 -1 b 1 -b a -a a -a b -b

χ6 1 -1 a 1 -a b -b b -b a -a

χ7 1 1 a 1 a b b b b a a

χ8 1 1 b 1 b a a a a b b

χ9 1 1 b 1 b a a a a b b

χ10 1 1 a 1 a b b b b a a
χ11 10 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0

Òàáëèöà 20

ãäå a = ε45;

b = ε35.
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Åñëè LC(Θ)-ãðóïïû èìåþò ïîðÿäîê 240, òî èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè äëÿ ñòåïåíè Θ:

1. Θ(1) = 3 · 5 = 15;

2. Θ(1) = 22 · 3 = 12.

Ñëó÷àé ïðè Θ(1) = 22 ·3 ðàññìîòðèì ïîçæå (ñëó÷àé ïðè Θ(1) = p2 · q, ãäå p, q � ðàçëè÷íûå
ïðîñòûå ÷èñëà).

6. G = ((C2 ×C2 ×C2 ×C2)oC5)oC3

|G| = 240 = 24 · 3 · 5,
Θ(1) = 15 = 3 · 5,

|G| 15 15 16 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
1A 3A 5A 2A 3B 15A 5B 15B 15C 5C 15D 15E 5D 15F 15G 15H

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 1 b 1 1 b c b c c c c b c b b
χ3 1 1 c 1 1 c b c b b b b c b c c
χ4 1 1 c 1 1 c b c b b b b c b c c
χ5 1 1 b 1 1 b c b c c c c b c b b
χ6 1 a 1 1 a a 1 a a 1 a a 1 a a a
χ7 1 a 1 1 a a 1 a a 1 a a 1 a a a
χ8 1 a b 1 a d c g e c f f b e g d
χ9 1 a c 1 a e b f g b d d c g f e
χ10 1 a c 1 a f b e d b g g c d e f
χ11 1 a b 1 a g c d f c e e b f d g
χ12 1 a b 1 a g c d f c e e b f d g
χ13 1 a c 1 a f b e d b g g c d e f
χ14 1 a c 1 a e b f g b d d c g f e
χ15 1 a b 1 a d c g e c f f b e g d
χ16 15 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Òàáëèöà 21

ãäå a = ε23 =
−1−

√
−3

2
; b = ε45;

c = ε35; d = ε715;

e = ε415; f = ε15; g = ε1315.
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A.3. LC(Θ)-ãðóïïû ñ Θ(1) = p2q, ãäå p è q ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðèìåðû LC(Θ)�ãðóïï ñ Θ(1) = p2q, ãäå p > q.
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ã
ä
å
a
=

2
·ε

2 9
+
ε4 9

+
ε5 9

+
2
·ε

7 9
;

b
=

−
ε2 9

−
2
·ε

4 9
−

2
·ε

5 9
−
ε7 9

;

c
=

−
ε2 9

+
ε4 9

+
ε5 9

−
ε7 9

;

d
=
ε2 3

=
−
1
−
√

−
3

2
;

e
=

2
·ε

2 3
=

−
1
−

√
−
3
;

f
=

3
·ε

2 3
=

−
3
−
3
·√

−
3

2
;

g
=

4
·ε

2 3
=

−
2
−

2
·√

−
3
.

Íàïðèìåð, åñëè H � LC(Θ)-ãðóïïà ïîðÿäêà 54 è A4 - ãðóïïà ïîðÿäêà 12, òî G = H×A4 �

LC(Θ)-ãðóïïà ïîðÿäêà 648, íå èçîìîðôíàÿ ïðèâåäåííîé çäåñü ãðóïïå, èáî |G/G′| = 18, òîãäà

êàê ó ãðóïïû ñ äàííîé òàáëèöåé (ñì. òàáëèöó õàðàêòåðîâ 27) èíäåêñ êîììóòàíòà 6.
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Ðàññìîòðèì ïðèìåðû LC(Θ)�ãðóïï ñ Θ(1) = p2q, ãäå p < q.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè LC(Θ)-ãðóïïû èìåþò ïîðÿîê 240, òî èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè äëÿ

ñòåïåíè Θ:

1. Θ(1) = 3 · 5 = 15;

2. Θ(1) = 22 · 3 = 12.

Ñëó÷àé ïðè Θ(1) = 3·5 ðàññìîòðåí âûøå (ñëó÷àé ïðè Θ(1) = pq, ãäå p, q � ïðîñòûå ÷èñëà).

Ïðè Θ(1) = 22 · 3 îäíà èç LC(Θ)�ãðóïï ïîðÿäêà 240 èìååò òàáëèöó õàðàêòåðîâ 28:

5. G = (C5 ×A4)oC4

|G| = 240 = 24 · 3 · 5,
Θ(1) = 12 = 22 · 3,

|G| 8 48 30 60 80 8 8 6 16 15 20 8 15
1A 4A 2A 3A 5A 2B 4B 4C 6A 2C 15A 10A 4D 15B

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 -1 1
χ3 1 a -1 1 1 1 -a a -1 -1 1 1 -a 1
χ4 1 -a -1 1 1 1 a -a -1 -1 1 1 a 1
χ5 2 0 -2 -1 2 2 0 0 1 -2 -1 2 0 -1
χ6 2 0 2 -1 2 2 0 0 -1 2 -1 2 0 -1
χ7 3 -1 3 0 3 -1 -1 1 0 -1 0 -1 1 0
χ8 3 1 3 0 3 -1 1 -1 0 -1 0 -1 -1 0
χ9 3 a -3 0 3 -1 -a -a 0 1 0 -1 a 0
χ10 3 -a -3 0 3 -1 a a 0 1 0 -1 -a 0
χ11 4 0 0 4 -1 4 0 0 0 0 -1 -1 0 -1

χ12 4 0 0 -2 -1 4 0 0 0 0 b -1 0 b

χ13 4 0 0 -2 -1 4 0 0 0 0 b -1 0 b
χ14 12 0 0 0 -3 -4 0 0 0 0 0 1 0 0

Òàáëèöà 28

ãäå a = −ε4 = −
√
−1 = −i;

b = ε715 + ε1115 + ε1315 + ε1415.
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B. Ïðîñòûå íåàáåëåâû ãðóïïû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ

cχ(1)2 > |G|, ãäå c ∈ {3,4, 5, 6}

Â [20] ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î 93 êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïïàõ è äàíû òàá-

ëèöû õàðàêòåðîâ 90 êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï (ó òðåõ ãðóïï (L3(11), O
−
8 (3), E6(2)) òàáëè-

öû õàðàêòåðîâ íå óêàçàíû). Èç 90 êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï, ïðåäñòàâëåííûõ â [20] ñ òàá-

ëèöàìè õàðàêòåðîâ, âñåãî 31 ãðóïï îáëàäàþùèõ òàêèì íåïðèâîäèìûì êîìïëåêñíûì õà-

ðàêòåðîì χ ñòåïåíè χ(1), äëÿ êîòîðîé âåðíî íåðàâåíñòâî cχ(1)2 ≥ |G|, ïðè c < 6. Èç

31 ãðóïï: 10 � ñïîðàäè÷åñêèõ ïðîñòûõ ãðóïï (M11,M12,M22,M23,M24, Th, J1, J2, J3, HS),

7 � çíàêîïåðåìåííûõ (An, 5 ≤ n ≤ 11), 11 � êëàññè÷åñêèõ ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òèïà

(L2(11), L2(13), L3(2), L3(3), L3(4), L4(3), U3(3), U4(2), U4(3), U6(2), S6(2)), è 3 � èñêëþ÷èòåëü-

íûõ ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà òèïà (Sz(8), 2F4(2)
′, O+

8 (2)).

Ïðè c = 3:

1. G = A5
∼= L2(4) ∼= L2(5), |G| = 60 = 22 · 3 · 5, χ(1) = 5;

2. G = L3(2) ∼= L2(7), |G| = 168 = 23 · 3 · 7, χ(1) = 8 = 23;

3. G = A7, |G| = 2520 = 23 · 32 · 5 · 7, χ(1) = 35 = 5 · 7;

4. G =M11, |G| = 7920 = 24 · 32 · 5 · 11, χ(1) = 55 = 5 · 11;

5. G =M22, |G| = 443520 = 27 · 32 · 5 · 7 · 11, χ(1) = 385 = 5 · 7 · 11;

6. G =M23, |G| = 10200960 = 27 · 32 · 5 · 7 · 11 · 23, χ(1) = 2024 = 23 · 11 · 23;

7. G =M24, |G| = 244823040 = 210 · 33 · 5 · 7 · 11 · 23, χ(1) = 10395 = 33 · 5 · 7 · 11;

8. G = Th = F3|3, |G| = 90745943887872000 = 215 · 310 · 53 · 72 · 13 · 19 · 31, χ(1) = 190373976 =

23 · 310 · 13 · 31.

Ïðè c = 4:

9. G = A6
∼= L2(9) ∼= S4(2)

′, |G| = 360 = 23 · 32 · 5, χ(1) = 10 = 2 · 5;

10. G = L3(3), |G| = 5616 = 24 · 33 · 13, χ(1) = 39 = 3 · 13;

11. G = U4(2) ∼= S4(3), |G| = 25920 = 26 · 34 · 5, χ(1) = 81 = 34;

12. G = Sz(8), |G| = 29120 = 26 · 5 · 7 · 13, χ(1) = 91 = 7 · 13;

13. G =M12, |G| = 95040 = 26 · 33 · 5 · 11, χ(1) = 176 = 24 · 11;

14. G = A9, |G| = 181440 = 26 · 34 · 5 · 7, χ(1) = 216 = 23 · 33;

15. G = A11, |G| = 19958400 = 27 · 34 · 52 · 7 · 11, χ(1) = 2310 = 2 · 3 · 5 · 7 · 11.

Ïðè c = 5:

16. G = L2(11), |G| = 660 = 22 · 3 · 5 · 11, χ(1) = 12 = 22 · 3;

17. G = A8
∼= L4(2), |G| = 20160 = 26 · 32 · 5 · 7, χ(1) = 70 = 2 · 5 · 7;

18. G = L3(4), |G| = 20160 = 26 · 32 · 5 · 7, χ(1) = 64 = 26;
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19. G = J1, |G| = 175560 = 23 · 3 · 5 · 7 · 11 · 19, χ(1) = 209 = 11 · 19;

20. G = U4(3), |G| = 3265920 = 27 · 36 · 5 · 7, χ(1) = 896 = 27 · 7;

21. G = R(2)′ ∼=2 F4(2)
′, |G| = 17971200 = 211 · 33 · 52 · 13, χ(1) = 2048 = 211;

22. G = HS, |G| = 44352000 = 29 · 32 · 53 · 7 · 11, χ(1) = 3200 = 27 · 52;

23. G = O+
8 (2), |G| = 174182400 = 212 · 35 · 52 · 7, χ(1) = 6075 = 35 · 52.

Ïðè c = 6:

24. G = L2(13), |G| = 1092 = 22 · 3 · 7 · 13, χ(1) = 14 = 2 · 7;

25. G = U3(3) ∼= G2(2)
′, |G| = 6048 = 25 · 33 · 7, χ(1) = 32 = 25;

26. G = J2 = HJ = F5−, |G| = 604800 = 27 · 33 · 52 · 7, χ(1) = 336 = 24 · 3 · 7;

27. G = S6(2), |G| = 1451520 = 29 · 34 · 5 · 7, χ(1) = 512 = 29;

28. G = A10, |G| = 1814400 = 27 · 34 · 52 · 7, χ(1) = 567 = 34 · 7;

29. G = L4(3), |G| = 6065280 = 27 · 36 · 5 · 13, χ(1) = 1040 = 24 · 5 · 13;

30. G = J3, |G| = 50232960 = 27 · 35 · 5 · 17 · 19, χ(1) = 3078 = 2 · 34 · 19;

31. G = U6(2), |G| = 9196830720 = 215 · 36 · 5 · 7 · 11, χ(1) = 40095 = 36 · 5 · 11.


