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Ãëàâà 1. Ââåäåíèå

1.1. Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü è ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû. Ïóñòü V � âåê-

òîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F . Ëèíåéíûé èçîìîðôèçì

R : V ⊗ V → V ⊗ V

òåíçîðíîãî êâàäðàòà V ⊗V íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà,

åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàí-

ñòâà V ⊗ V ⊗ V

(R⊗ id)(id⊗R)(R⊗ id) = (id⊗R)(R⊗ id)(id⊗R), (1.1)

ãäå (R⊗ id)(u⊗v⊗w) = R(u⊗v)⊗w, (id⊗R)(u⊗v⊗w) = u⊗R(v⊗w) äëÿ

âåêòîðîâ u, v, w èç V . Ðàâåíñòâî (1.1) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ßíãà-Áàêñòåðà èëè êâàíòîâûì óðàâíåíèåì ßíãà-Áàêñòåðà. Ýòî óðàâíåíèå

ïîëó÷èëî ñâîå èìÿ îò íåçàâèñèìûõ ðàáîò ×. Í. ßíãà [137] è Ð. Ä. Áàêñòå-

ðà [41,42], îòíîñÿùèõñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå è ñòàòèñòè-

÷åñêîé ìåõàíèêå.

Â. Ã. Äðèíôåëüä ââåë ïîíÿòèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ

ßíãà-Áàêñòåðà, êîòîðîå îáîáùàåò óðàâíåíèå (1.1). Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå

ìíîæåñòâî, à S : X2 → X2 � îáðàòèìîå îòîáðàæåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî îòîá-

ðàæåíèå S ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-

Áàêñòåðà íà X, åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

(S × id)(id× S)(S × id) = (id× S)(S × id)(id× S), (1.2)

ãäå (S × id)(x, y, z) = (S(x, y), z), (id × S)(x, y, z) = (x, S(y, z))

äëÿ ýëåìåíòîâ x, y, z èç X. Ðàâåíñòâî (1.2) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì óðàâíåíèåì ßíãà-Áàêñòåðà. Ðåøåíèÿ òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà íà X íàçûâàþòñÿ òàêæå ïåðå-

êëþ÷àòåëÿìè íà X [71].
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Åñëè â óðàâíåíèè (1.2) ìíîæåñòâî X åñòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä

ïîëåì F , à S � ëèíåéíûé èçîìîðôèçì, òî óðàâíåíèå (1.2) åñòü êâàíòîâîå

óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà, ò. å. òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå óðàâíåíèå ßíãà-

Áàêñòåðà îáîáùàåò êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, ïóñòü S � ïåðåêëþ÷àòåëü íà ìíîæåñòâå X, è ïóñòü V � âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè íîëü,

ïîðîæäåííîå ìíîæåñòâîì X. Òîãäà îòîáðàæåíèå S : X2 → X2 ìîæåò áûòü

ïî ëèíåéíîñòè ïðîäîëæåíî äî ëèíåéíîãî èçîìîðôèçìà R : V ⊗V → V ⊗V .

Îòîáðàæåíèå R : V ⊗V → V ⊗V â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ðåøåíèåì êâàíòîâîãî

óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà, ò. å. ðåøåíèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíå-

íèÿ ßíãà-Áàêñòåðà íà ìíîæåñòâå X âåäåò ê ðåøåíèþ êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ

ßíãà-Áàêñòåðà íà V . Òàêèì îáðàçîì, êâàíòîâîå óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà è

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà òåñíî ñâÿçàíû.

Â. Ã. Äðèíôåëüä â ðàáîòå [63] ñôîðìóëèðîâàë âîïðîñ î êëàññèôè-

êàöèè âñåõ ðåøåíèé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà.

Ýòà çàäà÷à â îáùåé ôîðìóëèðîâêå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé. Îá ýòîì ãîâî-

ðèò, â ÷àñòíîñòè, òîò ôàêò, ÷òî ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðåøåíèé êâàíòîâîãî

óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà (1.1) èçâåñòíà ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ðàâíà äâóì [85]. Ââèäó ïðàêòè÷åñêîé íåâîç-

ìîæíîñòè êëàññèôèêàöèè âñåõ ðåøåíèé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíå-

íèÿ ßíãà-Áàêñòåðà, íà ïðîòÿæåíèè äåñÿòèëåòèé ðàçëè÷íûå àâòîðû ñòðå-

ìèëèñü êëàññèôèöèðîâàòü ðåøåíèÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ

ßíãà-Áàêñòåðà, ëåæàùèå â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ êëàññàõ. Íàïîìíèì

îïðåäåëåíèÿ äâóõ êëàññîâ ðåøåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ îñîáûé èíòåðåñ.

Ïóñòü S : X2 → X2 � òàêîå ðåøåíèå òåîðåòèêî ìíîæåñòâåííîãî óðàâ-

íåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà, ÷òî S(x, y) = (Sl(x, y), Sr(x, y)) äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ

x, y ∈ X. Ðåøåíèå S íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè äëÿ ôèêñèðîâàííûõ

6



ýëåìåíòîâ a, b ∈ X îòîáðàæåíèÿ Sla, S
r
b : X → X, çàäàííûå ôîðìóëàìè

Sla(x) = Sl(a, x), Srb (x) = Sr(x, b),

îáðàòèìû. Ðåøåíèå S íàçûâàåòñÿ èíâîëþòèâíûì, åñëè S2 = id. Íåâûðîæ-

äåííûå è èíâîëþòèâíûå ïåðåêëþ÷àòåëè ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ ïðè

èçó÷åíèè óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà.

Êàê ïðàâèëî, ïðè èçó÷åíèè ðåøåíèé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâ-

íåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà, óäîâëåòâîðÿþùèõ òîìó èëè èíîìó ñïåöèàëüíîìó

ñâîéñòâó, â êà÷åñòâå ìíîæåñòâàX áåðåòñÿ íå ïðîñòî ìíîæåñòâî, à íåêîòîðàÿ

àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà. ×àñòî èñïîëüçóþòñÿ òàêèå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòå-

ìû êàê ãðóïïà, ìîäóëü, âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, êâàíäë, áèêâàíäë, áðýéñ,

êîñîé áðýéñ è ò. ä.

Â äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñè-

ñòåì, âîçíèêàþùèõ ïðè ðåøåíèè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ

ßíãà-Áàêñòåðà, à òàêæå èçó÷àþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ýòèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

è ðåøåíèé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà íà ýòèõ àë-

ãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ àëãåáðû è òîïîëîãèè: ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ãðóïï êîñ è ãðóïï âèðòóàëüíûõ êîñ, èíâàðèàíòû óçëîâ, âèðòóàëü-

íûõ óçëîâ, óçëîâ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè è óçëîâ â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ,

àääèòèâíûå è ìóëüòèïëèêàòèâíûå ãðóïïû êîñûõ áðýéñîâ, êëàññû ñêðó÷åí-

íîé ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïàõ.

Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï êîñ. Êëàññè÷åñêèå ãðóïïû êîñ Bn âïåðâûå

ïîÿâèëèñü â ðàáîòå Ý. Àðòèíà [31] êàê èíñòðóìåíò äëÿ ðàáîòû ñ óçëàìè â

òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïîé êîñ Bn íà

n íèòÿõ íàçûâàåòñÿ ãðóïïà ñ ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè σ1, σ2, . . . , σn−1 è

îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, i = 1, 2, . . . , n− 2, (b1)

σiσj = σjσi, |i− j| ≥ 2. (b2)
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Ãðóïïà Bn øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè óçëîâ, ò. ê. ïðîáëåìà êëàññèôè-

êàöèè óçëîâ ñâîäèòñÿ (ïî òåîðåìå À. À. Ìàðêîâà) ê ðÿäó àëãåáðàè÷åñêèõ

ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ãðóïïàìè B2, B3, . . .

Âàæíóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè ãðóïï êîñ èãðàþò ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï

êîñ. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï êîñ àâòîìîðôèçìàìè ãðóïï, áûëè

óñòàíîâëåíû, íàïðèìåð, ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â ãðóïïå êîñ

è ôèíèòíàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü ãðóïï êîñ. Òàêæå ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâ-

ëåíèé ãðóïï êîñ áûëè ïîñòðîåíû ñèëüíûå èíâàðèàíòû òåîðèè êëàññè÷å-

ñêèõ óçëîâ. Ïåðâîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû êîñ àâòîìîðôèçìàìè áûëî ñêîí-

ñòðóèðîâàíî Ý. Àðòèíîì [45, ñëåäñòâèå 1.8.3]. Îí ïîñòðîèë ïðåäñòàâëåíèå

ϕA : Bn → Aut(Fn) ãðóïïû êîñ Bn íà n íèòÿõ â ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ

ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn ñ n ïîðîæäàþùèìè, êîòîðîå çàäàíî íà ïîðîæäàþùèõ

σ1, σ2, . . . , σn−1 ñëåäóþùèì îáðàçîì

ϕA(σi)(xk) =


xixi+1x

−1
i , k = i,

xi, k = i+ 1,

xk, k 6= i, i+ 1.

Ïðåäñòàâëåíèå Àðòèíà ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.

Â. Áóðàó ïîñòðîèë ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ϕB : Bn → GLn(Z[t, t−1])

[45, ðàçäåë 3]. Îáðàç ïîðîæäàþùåãî σi ãðóïïû êîñ Bn îòíîñèòåëüíî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ϕB èìååò âèä

ϕB(σi) = Ii−1 ⊕

1− t t

1 0

⊕ In−i−1.

Äîëãîå âðåìÿ ñóùåñòâîâàëà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó ÿâ-

ëÿåòñÿ òî÷íûì. Â 1991 ãîäó Ä. Ìóäè [112] îïðîâåðã ýòó ãèïîòåçó, ïîñòðîèâ

íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò, ïðèíàäëåæàùèé ÿäðó ãîìîìîðôèçìà ϕB ïðè n ≥ 9.

Ïîçäíåå Ä. Ëîíã è Ì. Ïàòîí [106] óñòàíîâèëè, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó íå

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ïðè n ≥ 6, à Ñ. Áèãåëîó [43] ñíèçèë ýòó ãðàíèöó äî n ≥ 5.

Âîïðîñ î òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ïðè n = 4 äî ñèõ ïîð îòêðûò.
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Â 1961 ãîäó Á. Ãàññíåð [78] ïîñòðîèëà ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû êðàøåíûõ

êîñ ϕG : Pn → GLn(Z[t±1
1 , t±1

2 , . . . , t±1
n ]), êîòîðîå îáîáùàåò ïðåäñòàâëåíèå

Áóðàó. Íà äàííûé ìîìåíò âîïðîñ î òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ Ãàññíåð îòêðûò.

Îêîí÷àòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ î ëèíåéíîñòè ãðóïï êîñ áûë ïîëó÷åí

íåçàâèñèìî Ñ. Áèãåëîó [44] è Ä. Êðàììåðîì [101], êîòîðûå äîêàçàëè, ÷òî

ïðåäñòàâëåíèå ϕLKB : Bn → GLn(n−1)/2(Z[q±1, t±1]), ïîñòðîåííîå Ð. Ëîóðåíö

â [103], ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Ïðåäñòàâëåíèå ϕLKB íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì

Ëîóðåíö-Áèãåëîó-Êðàììåðà.

Ë. Êàóôôìàí â ðàáîòå [96] ââåë ïîíÿòèå âèðòóàëüíîãî óçëà, ïîñëå

÷åãî â ðàáîòàõ [91, 97, 98, 135] ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêèìè ãðóïïàìè êîñ

áûëè ââåäåíû âèðòóàëüíûå ãðóïïû êîñ V Bn. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå. Ãðóï-

ïîé âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn íà n íèòÿõ íàçûâàåòñÿ ãðóïïà ñ ïîðîæäàþùèìè

ýëåìåíòàìè σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1, ñîîòíîøåíèÿìè (b1), (b2) è äî-

ïîëíèòåëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

ρiρi+1ρi = ρi+1ρiρi+1, i = 1, . . . , n− 2, (vb1)

ρiρj = ρjρi, |i− j| ≥ 2, (vb2)

ρ2
i = 1, i = 1, . . . , n− 1, (vb3)

σiρj = ρjσi, |i− j| ≥ 2, (vb4)

ρiρi+1σi = σi+1ρiρi+1, i = 1, . . . , n− 2. (vb5)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîäãðóïïà â V Bn, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè

ρ1, ρ2, . . . , ρn−1, èçîìîðôíà ãðóïïå ïîäñòàíîâîê Sn íà n ñèìâîëàõ. Òàêæå

èçâåñòíî, ÷òî ýëåìåíòû σ1, σ2, . . . , σn−1 ïîðîæäàþò â ãðóïïå âèðòóàëüíûõ

êîñ V Bn ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ ãðóïïå êîñ Bn.

Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï âèðòóàëüíûõ êîñ èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè èçó-

÷åíèè ýòèõ ãðóïï. Ïåðâûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï âèðòóàëüíûõ êîñ àâòîìîð-

ôèçìàìè áûëè ïîñòðîåíû Â. Â. Âåðøèíèíûì â ðàáîòå [135]. Îí ïîñòðîèë

ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ̃A : V Bn → Aut(Fn), ϕ̃B : V Bn → GLn
(
Z[t, t−1]

)
, êîòî-

ðûå ðàñøèðÿþò, ñîîòâåòñòâåííî, ïðåäñòàâëåíèå Àðòèíà ϕA è ïðåäñòàâëåíèå
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Áóðàó ϕB ñ ãðóïïû êëàññè÷åñêèõ êîñ Bn < V Bn íà ãðóïïó âèðòóàëüíûõ

êîñ V Bn. Ïðèâåäåì âñå èçâåñòíûå íà äàííûé ìîìåíò ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï

âèðòóàëüíûõ êîñ àâòîìîðôèçìàìè ãðóïï.

Ïóñòü Fn � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè

x1, x2, . . . , xn, Zn+1 � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìîé

ïîðîæäàþùèõ v, u1, u2, . . . , un. Ä. Ñèëüâåð è Ñ. Âèëüÿìñ â ðàáîòå [128] ïî-

ñòðîèëè ïðåäñòàâëåíèå ϕSW : V Bn → Aut(Fn ∗ Zn+1) ãðóïïû V Bn àâòî-

ìîðôèçìàìè ãðóïïû Fn ∗Zn+1. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå çàäàíî íà ïîðîæäàþùèõ

σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1 ãðóïïû V Bn ñëåäóþùèì îáðàçîì

ϕSW (σi) :



xi 7→ xix
ui
i+1x

−vui+1

i ,

xi+1 7→ xvi ,

ui 7→ ui+1,

ui+1 7→ ui,

ϕSW (ρi) :



xi 7→ xi+1,

xi+1 7→ xi,

ui 7→ ui+1,

ui+1 7→ ui

(1.3)

(çäåñü è äàëåå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî âñå ïîðîæäàþùèå, êîòîðûå íå óêàçàíû

ÿâíî â ôîðìóëàõ, îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè).

Ïóñòü Fn � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè

x1, x2, . . . , xn, Z2 � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ êàíîíè÷åñêèìè ïîðîæäàþùè-

ìè v, u. Â ðàáîòå [46] Õ. Áîäåí, Å. Äèåñ, À. Ãîäðî, À. Ãåðëèíãñ, Å. Õàðïåð è

À. Íèêàñ ïîñòðîèëè ïðåäñòàâëåíèå ϕBD : V Bn → Aut(Fn ∗Z2) ãðóïïû V Bn

àâòîìîðôèçìàìè ãðóïïû Fn ∗ Z2. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå çàäàíî íà ïîðîæäàþ-

ùèõ σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1 ãðóïïû V Bn ñëåäóþùèì îáðàçîì

ϕBD(σi) :

xi 7→ xixi+1x
−u
i ,

xi+1 7→ xui ,
ϕBD(ρi) :

xi 7→ xv
−1

i+1,

xi+1 7→ xvi .
(1.4)

Ïóñòü Fn � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè

x1, x2, . . . , xn, Z2n+1 � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ êàíîíè÷åñêèìè ïîðîæ-

äàþùèìè u1, u2, . . . , un, v0, v1, . . . , vn. Â. Ã. Áàðäàêîâ, Þ. Â. Ìèõàëü÷èøèíà

è Ì. Â. Íåùàäèì [38] ïîñòðîèëè ïðåäñòàâëåíèå ϕM : V Bn → Aut(Fn∗Z2n+1)
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ãðóïïû V Bn àâòîìîðôèçìàìè ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ Fn∗Z2n+1. Ýòî ïðåä-

ñòàâëåíèå çàäàíî íà ïîðîæäàþùèõ σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1 ãðóïïû

V Bn ñëåäóþùèì îáðàçîì

ϕM(σi) :



xi 7→ xix
ui
i+1x

−v0ui+1

i ,

xi+1 7→ xv0i ,

ui 7→ ui+1,

ui+1 7→ ui,

vi 7→ vi+1,

vi+1 7→ vi,

ϕM(ρi) :



xi 7→ x
v−1i
i+1,

xi+1 7→ x
vi+1

i ,

ui 7→ ui+1,

ui+1 7→ ui,

vi 7→ vi+1,

vi+1 7→ vi.

(1.5)

Ïðåäñòàâëåíèå ϕM : V Bn → Aut(Fn ∗ Z2n+1) îáîáùàåò îáà ïðåäñòàâëåíèÿ

ϕSW : V Bn → Aut(Fn∗Zn+1), ϕBD : V Bn → Aut(Fn∗Z2) [38, ïðåäëîæåíèå 2].

Ïóñòü Fn � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè

x1, x2, . . . , xn, Zn � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ êàíîíè÷åñêèìè ïîðîæäàþ-

ùèìè y1, y2, . . . , yn. Â. Ã. Áàðäàêîâ, Þ. Â. Ìèõàëü÷èøèíà è Ì. Â. Íåùàäèì

â ðàáîòå [38] ïîñòðîèëè ïðåäñòàâëåíèå ϕ̃M : V Bn → Aut(Fn ∗ Zn), êîòîðîå

çàäàíî íà ïîðîæäàþùèõ σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1 ãðóïïû V Bn ñëåäó-

þùèì îáðàçîì

ϕ̃M(σi) :



xi 7→ xixi+1x
−1
i ,

xi+1 7→ xi,

yi 7→ yi+1,

yi+1 7→ yi,

ϕ̃M(ρi) :



xi 7→ yixi+1y
−1
i ,

xi+1 7→ y−1
i+1xiyi+1,

yi 7→ yi+1,

yi+1 7→ yi.

(1.6)

Â ðàáîòå [38, òåîðåìà 2] óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ϕM è ïðåäñòàâëå-

íèå ϕ̃M ýêâèâàëåíòíû, ò. å. ÿäðà ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ñîâïàäàþò. Â ðàáîòå [2]

ïðåäñòàâëåíèÿ ϕM , ϕ̃M èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðóïïîâûõ èíâàðèàí-

òîâ äëÿ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.

Â ðàáîòå [71] îòìå÷åíî, ÷òî åñëè S � ïåðåêëþ÷àòåëü íà ìíîæåñòâå X,
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òî ñ ïîìîùüþ S ìîæíî ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Bn, V Bn ïîäñòàíîâ-

êàìè ìíîæåñòâà Xn. Áîëåå òîãî, åñëè X � íåêîòîðàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñè-

ñòåìà, òî ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ ïåðåêëþ÷àòåëü S íà X ìîæåò

áûòü èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Bn, V Bn àâòîìîð-

ôèçìàìè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X. Ïðèâåäåì óêàçàííûå êîíñòðóêöèè.

Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, S : X2 → X2 � ïåðåêëþ÷àòåëü íà

ìíîæåñòâå X. Äëÿ i = 1, 2, . . . , n− 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Si îòîáðàæåíèå

Si = (id)i−1 × S × (id)n−i−1

íà ìíîæåñòâå Xn. Ò. ê. S � ïåðåêëþ÷àòåëü íà ìíîæåñòâå X, äëÿ âñåõ èí-

äåêñîâ i = 1, 2, . . . , n − 1 îòîáðàæåíèå Si î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé íà

ìíîæåñòâå Xn. Èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (b1), (b2) ãðóïïû êîñ Bn è

òîãî ôàêòà, ÷òî S � ïåðåêëþ÷àòåëü íà ìíîæåñòâå X, ñëåäóåò, ÷òî îòîáðà-

æåíèå, ïåðåâîäÿùåå σi â Si äëÿ i = 1, 2, . . . , n − 1, ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìî-

ìîðôèçìà Bn → Sym(Xn) èç ãðóïïû êîñ Bn â ãðóïïó ñèììåòðèé Sym(Xn)

ìíîæåñòâà Xn.

Ïóñòü T : X2 → X2 � ïåðåêëþ÷àòåëü íà ìíîæåñòâå X, çàäàííûé

ôîðìóëîé T (x, y) = (y, x) äëÿ x, y ∈ X. Äëÿ i = 1, 2, . . . , n − 1 îáîçíà÷èì

÷åðåç Vi îòîáðàæåíèå

Vi = (id)i−1 × T × (id)n−i−1

íà ìíîæåñòâå Xn. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n − 1 ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî V 2
i = id. Èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (b1), (b2), (vb1), (vb2),

(vb3), (vb4), (vb5) ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå

σi 7→ Si, ρi 7→ Vi, i = 1, 2, . . . , n− 1

ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà V Bn → Sym(Xn) èç ãðóïïû âèðòóàëüíûõ

êîñ V Bn â ãðóïïó ñèììåòðèé Sym(Xn) ìíîæåñòâà Xn. Òàêèì îáðàçîì, ëþ-

áîå ðåøåíèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà íà ìíî-
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æåñòâå X ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï

Bn, V Bn ïåðåñòàíîâêàìè ìíîæåñòâà X
n.

Ïóñòü òåïåðü X � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ïîðîæäàþùèìè

x1, x2, . . . , xn, è ïóñòü S � òàêîé ïåðåêëþ÷àòåëü íà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòå-

ìå X, ÷òî

S(a, b) = (Sl(a, b), Sr(a, b))

äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ X. Äëÿ i = 1, 2, . . . , n− 1 îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Si

îòîáðàæåíèå Si : {x1, x2, . . . , xn} → X, çàäàííîå ïðàâèëîì

Si(xk) =


Sl(xi, xi+1), k = i,

Sr(xi, xi+1), k = i+ 1,

xk, k 6= i, i+ 1.

(1.7)

Åñëè îòîáðàæåíèå Si èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X

äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n− 1, òî îòîáðàæåíèå

σi 7→ Si, i = 1, 2, . . . , n− 1

èíäóöèðóåò ïðåäñòàâëåíèå Bn → Aut(X) ãðóïïû êîñ Bn àâòîìîðôèçìàìè

àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X. Ïðåäñòàâëåíèå Àðòèíà è ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó

ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ýòèì ñïîñîáîì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè X = Fn � ñâî-

áîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè x1, x2, . . . , xn, è S � ïåðåêëþ-

÷àòåëü, çàäàííûé ôîðìóëîé

S(x, y) = (xyx−1, x) (1.8)

äëÿ x, y ∈ X, òî ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó, îïèñàííóþ âûøå, ê äàííîìó ïåðå-

êëþ÷àòåëþ äëÿ i = 1, 2, . . . , n−1, ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ Àðòèíà. Åñëè

X � ñâîáîäíûé ìîäóëü c áàçèñîì x1, x2, . . . , xn íàä êîëüöîì Z[t, t−1], à S �

ïåðåêëþ÷àòåëü, çàäàííûé ïðàâèëîì

S(x, y) = ((1− t)x+ ty, x)
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äëÿ x, y ∈ X, òî, ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó, îïèñàííóþ âûøå, ê äàííîìó ïåðå-

êëþ÷àòåëþ, ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ Áóðàó.

Äëÿ i = 1, 2, . . . , n − 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Vi : {x1, x2, . . . , xn} → X

îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ïðàâèëîì

Vi(xk) =


xi+1, k = i,

xi, k = i+ 1,

xk, k 6= i, i+ 1.

(1.9)

Åñëè äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n− 1 îòîáðàæåíèÿ Si, çàäàííûå ôîðìóëîé (1.7),

è îòîáðàæåíèÿ Vi, çàäàííûå ôîðìóëîé (1.9), èíäóöèðóþò àâòîìîðôèçìû

àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X, òî îòîáðàæåíèå

σi 7→ Si, ρi 7→ Vi, i = 1, 2, . . . , n− 1

ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà V Bn → Aut(X) ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ

V Bn â ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X. Ðàñøèðåííîå

ïðåäñòàâëåíèå Àðòèíà ϕ̃A : V Bn → Aut(Fn) è ðàñøèðåííîå ïðåäñòàâëåíèå

Áóðàó ϕ̃B : V Bn → GLn(Z[t, t−1]) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ýòèì ñïîñîáîì.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ ïåðåêëþ÷àòåëü S

íà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìåX ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåä-

ñòàâëåíèé ãðóïï Bn, V Bn àâòîìîðôèçìàìè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X. Íå

ñìîòðÿ íà òî, ÷òî íåêîòîðûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn

àâòîìîðôèçìàìè íåêîòîðîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X ìîãóò áûòü ïîëó-

÷åíû èç ïåðåêëþ÷àòåëåé íà X ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, îïèñàííîé âûøå,

áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ïðåäñòàâëåíèé V Bn → Aut(G), ãäå G � ãðóïïà,

íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ óêàçàííîé ïðîöåäóðû. Äåéñòâèòåëüíî,

îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ : V Bn → Aut(G) ëþáîå èç ïðåäñòàâëåíèé ϕSW , ϕBD,

ϕM , ϕ̃M (çäåñü G � îäíà èç ãðóïï Fn ∗ Zn+1, Fn ∗ Z2, Fn ∗ Z2n+1, Fn ∗ Zn).

Ò. ê. ãðóïïà G íå ìîæåò áûòü ïîðîæäåíà n ýëåìåíòàìè, ïðåäñòàâëåíèå ϕ
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íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, îïèñàííîé âûøå, íè äëÿ

êàêîãî ïåðåêëþ÷àòåëÿ S íà G.

Â äèññåðòàöèè ââåäåíî ïîíÿòèå ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëÿ, êîòîðîå

îáîáùàåò ïîíÿòèå ïåðåêëþ÷àòåëÿ, à òàêæå ðàçðàáîòàí ìåòîä ìóëüòè-

ïåðåêëþ÷àòåëåé, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïî ñïåöèàëüíûì ðåøåíèÿì òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà íà àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ

ñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Bn, V Bn àâòîìîðôèçìàìè ýòèõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ ñèñòåì. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ïîñòðîåíû íîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ

ãðóïï Bn, V Bn àâòîìîðôèçìàìè, à òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå èçâåñòíûå

íà äàííûé ìîìåíò ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Bn, V Bn àâòîìîðôèçìàìè ãðóïï

ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòîäà.

Èíâàðèàíòû óçëîâ è çàöåïëåíèé. Óçëîì â êëàññè÷åñêîé òåîðèè

óçëîâ íàçûâàåòñÿ âëîæåíèå îðèåíòèðîâàííîé îêðóæíîñòè S1 â òðåõìåðíîå

åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R3, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, â òðåõìåðíóþ ñôåðó

S3 (êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîòî÷å÷íîé êîìïàêòèôèêàöèåé ïðîñòðàíñòâà R3).

Äëÿ öåëîãî n ≥ 1 çàöåïëåíèåì ñ n êîìïîíåíòàìè íàçûâàåòñÿ âëîæåíèå n

íåïåðåñåêàþùèõñÿ îðèåíòèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé S1 â R3. Î÷åâèäíî, ÷òî

óçåë � ýòî çàöåïëåíèå ñ îäíîé êîìïîíåíòîé, ïîýòîìó ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

ñëîâà ¾óçåë¿ è ¾çàöåïëåíèå¿ êàê ñèíîíèìû.

Äâà çàöåïëåíèÿ L1, L2 íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîé ãîìåîìîðôèçì ϕ : R3 → R3, ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ïðîñòðàíñòâà

R3, ÷òî ϕ(L1) = L2. Îäíîé èç öåíòðàëüíûõ çàäà÷ â òåîðèè óçëîâ ÿâëÿåòñÿ

çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ íàïåðåä çàäàííûõ çàöåïëåíèé

â R3.

Îáû÷íî çàöåïëåíèÿ çàäàþòñÿ ïîñðåäñòâîì òàê íàçûâàåìûõ äèàãðàìì

çàöåïëåíèé, ò. å. ïðîåêöèé çàöåïëåíèé íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü. Ïðèìåðû

äèàãðàìì çàöåïëåíèé èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 1.1. Â 1927 ãîäó Ê. Ðàéäå-

ìàéñòåð äîêàçàë, ÷òî äâå äèàãðàììû çàäàþò ýêâèâàëåíòíûå çàöåïëåíèÿ òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ìîæíî ïîëó÷èòü îäíó èç äðóãîé ñ ïîìîùüþ
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(a) (b) (c)

Ðèñ. 1.1. Ïðèìåðû äèàãðàìì çàöåïëåíèé.

ïëîñêèõ èçîòîïèé è êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðåîáðàçîâàíèé Ðàéäåìàéñòåðà, ò. å

ïðåîáðàçîâàíèé, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå 1.2 [24, òåîðåìà 1.7].

R1 R2 R3

Ðèñ. 1.2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàéäåìàéñòåðà.

Òåîðåìà Ðàéäåìàéñòåðà îò÷àñòè äàåò îòâåò íà âîïðîñ î ðàñïîçíàâàíèè

ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ çàöåïëåíèé: çàöåïëåíèÿ L1, L2 ýêâèâàëåíòíû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà äèàãðàììà DL1
çàöåïëåíèÿ L1 ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà

â äèàãðàììó DL2
çàöåïëåíèÿ L2 ïîñðåäñòâîì ïëîñêèõ èçîòîïèé è ïðåîá-

ðàçîâàíèé Ðàéäåìàéñòåðà R1, R2, R3. Îäíàêî, íåïîíÿòíî êàê èñïîëüçîâàòü

ýòó òåîðåìó. Åñëè íàì óäàëîñü ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâà-

íèé Ðàéäåìàéñòåðà, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò äèàãðàììó D1 â äèàãðàììó D2, òî

ýòè äèàãðàììû ïðåäñòàâëÿþò ýêâèâàëåíòíûå óçëû. Íî êàê ïîíÿòü, ÷òî äâå

äèàãðàììû ïðåäñòàâëÿþò ðàçíûå óçëû? Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê

ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòîâ.

Ïóñòü A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Îòîáðàæåíèå f èç ìíîæåñòâà âñåõ

çàöåïëåíèé â ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì óçëîâ, åñëè äëÿ ëþáûõ

ýêâèâàëåíòíûõ çàöåïëåíèé L1, L2 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f(L1) = f(L2). Îò-

ñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè f(L1) 6= f(L2), òî çàöåïëåíèÿ L1, L2

íåýêâèâàëåíòíû. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå èíâàèàíòîâ èãðàåò î÷åíü âàæ-

íóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè âîïðîñà î ðàñïîçíàâàíèè ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ
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çàöåïëåíèé. Îòìåòèì, ÷òî åñëè f � èíâàðèàíò çàöåïëåíèé, òî ðàâåíñòâî

f(L1) = f(L2) íå îáÿçàòåëüíî âëå÷åò ýêâèâàëåíòíîñòü çàöåïëåíèé L1, L2.

Èíâàðèàíò f íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ðàâåíñòâî f(L1) = f(L2) âûïîëíåíî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L1 è L2 ýêâèâàëåíòíû.

Â 1999 ãîäó â ðàáîòå [96] Ë. Êàóôôìàí ââåë òåîðèþ âèðòóàëüíûõ

óçëîâ. Äèàãðàììîé âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ñ n-êîìïîíåíòàìè íàçûâàåò-

ñÿ ñèñòåìà èç n çàìêíóòûõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ íå èìååò òî÷åê

êàñàíèÿ, èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, â êàæäîé òî÷êå

ïåðåñå÷åíèÿ ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî äâå êðèâûå, è êàæäûé ïåðåêðåñòîê ÿâëÿ-

åòñÿ ëèáî êëàññè÷åñêèì (ñ óêàçàíèåì òîãî, êàêàÿ êðèâàÿ ïðîõîäèò ñâåðõó,

à êàêàÿ ñíèçó), ëèáî âèðòóàëüíûì (ñì. ðèñóíîê 1.3 (c)).

(a) (b) (c)

Ðèñ. 1.3. Ïåðåêðåñòêè â äèàãðàììå âèðòóàëüíîãî óçëà.

Äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ñ îäíîé êîìïîíåíòîé íàçûâàåòñÿ

äèàãðàììîé âèðòóàëüíîãî óçëà. Ïðèìåðû äèàãðàìì âèðòóàëüíûõ çàöåïëå-

íèé èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 1.4.

(a) (b) (c)

Ðèñ. 1.4. Ïðèìåðû äèàãðàìì âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.

Äèàãðàììû D1, D2 âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíò-

íûìè, åñëè äèàãðàììà D1 ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà â äèàãðàììó D2 ïî-

ñðåäñòâîì ïëîñêèõ èçîòîïèé è îáîáùåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàéäåìàéñòå-
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ðà, êîòîðûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ êëàññè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàéäåìàéñòå-

ðà R1, R2, R3 (ðèñóíîê 1.2), âèðòóàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàéäåìàéñòåðà

V R1, V R2, V R3 (ðèñóíîê 1.5) è ñìåøàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàéäåìàéñòå-

ðà V R4 (ðèñóíîê 1.6). Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè äèàãðàììû âèðòóàëüíîãî

V R1 V R2 V R3

Ðèñ. 1.5. Âèðòóàëüíûé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàéäåìàéñòåðà.

V R4

Ðèñ. 1.6. Ñìåøàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàéäåìàéñòåðà.

çàöåïëåíèÿ ñ n êîìïîíåíòàìè íàçûâàåòñÿ âèðòóàëüíûì çàöåïëåíèåì ñ n

êîìïîíåíòàìè. Âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå ñ îäíîé êîìïîíåíòîé íàçûâàåòñÿ

âèðòóàëüíûì óçëîì.

Äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò âèðòóàëü-

íûõ ïåðåêðåñòêîâ âûãëÿäèò â òî÷íîñòè êàê äèàãðàììà êëàññè÷åñêîãî çà-

öåïëåíèÿ. Ì. Ãóñàðîâ, Ì. Ïîëÿê è Î. Âèðî â ðàáîòå [83] óñòàíîâèëè, ÷òî

åñëè äèàãðàììû âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé D1, D2 íå èìåþò âèðòóàëüíûõ ïå-

ðåêðåñòêîâ, òî D1, D2 ýêâèâàëåíòíû (ò. å. D1 ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà â D2 ñ

ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé R1, R2, R3, V R1, V R2, V R3, V R4) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äèàãðàììà D1 ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà â D2 ñ ïîìîùüþ ëèøü

ïðåîáðàçîâàíèé R1, R2, R3. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî çàöåï-

ëåíèÿ áåç âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ, íå ïðîñòî âûãëÿäèò êàê äèàãðàììà

êëàññè÷åñêîãî çàöåïëåíèÿ, à ÿâëÿåòñÿ äèàãðàììîé êëàññè÷åñêîãî çàöåïëå-

íèÿ. Ýòîò ôàêò ãîâîðèò î òîì, ÷òî òåîðèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ ñîäåðæèò â

ñåáå êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ óçëîâ. Ïîýòîìó äëÿ òåîðèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ
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òàêæå âàæíî èçó÷àòü ïðîáëåìó ýêâèâàëåíòíîñòè è ñòðîèòü èíâàðèàíòû. Èí-

âàðèàíòû ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì èç íåêîòîðîé

ôèêñèðîâàííîé êàòåãîðèè ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ, ò. ê. îáû÷íî ýòè

èíâàðèàíòû ÿâëÿþòñÿ ñèëüíûìè (íàïðèìåð, ôóíäàìåíòàëüíûé êâàíäë óç-

ëà ÿâëÿåòñÿ ¾ïî÷òè ïîëíûì¿ èíâàðèàíòîì äëÿ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ [20,89]),

è ñ ïîìîùüþ ýòèõ èíâàðèàíòîâ ìîæíî ñòðîèòü íîâûå èíâàðèàíòû, êîòîðûå

ëåãêî âû÷èñëÿòü è ñðàâíèâàòü [58,61,71].

Â ðàáîòå [71] Ð. Ôåííà, Ì. Äæîðäàí-Ñàíòàíû è Ë. Êàóôôìàíà ïðèâå-

äåí ñïîñîá, êàê ïåðåêëþ÷àòåëè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñïåöèàëüíûì óñëîâèÿì,

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ âèðòóàëüíûõ óçëîâ,

ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå Z öåëûõ ÷èñåë. Ïóñòü S � òàêîé ïåðåêëþ÷àòåëü

íà ìíîæåñòâå X, ÷òî

S(a, b) = (Sl(a, b), Sr(a, b))

äëÿ îòîáðàæåíèé Sl, Sr : X2 → X è a, b ∈ X. Ïóñòü îáðàòíîå ê S îòîáðà-

æåíèå S−1 : X2 → X2 èìååò âèä

S−1(a, b) = (Ql(a, b), Qr(a, b))

äëÿ îòîáðàæåíèé Ql, Qr : X2 → X è a, b ∈ X.

Ïóñòü D � äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ. Íàçîâåì äóãîé â äèà-

ãðàììå D ó÷àñòîê êðèâîé íà D, èäóùèé îò îäíîãî ïåðåêðåñòêà (êëàññè÷å-

ñêîãî èëè âèðòóàëüíîãî) ê äðóãîìó ïåðåêðåñòêó (êëàññè÷åñêîìó èëè âèðòó-

àëüíîìó). Ðàñêðàñêîé äèàãðàììû D ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ

òàêàÿ ðàçìåòêà äóã äèàãðàììû D ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà X, ÷òî â îêðåñò-

íîñòè êàæäîãî ïåðåêðåñòêà â äèàãðàììå D ðàçìåòêà äóã èìååò âèä, èçîá-

ðàæåííûé íà ðèñóíêå 1.7. Ìíîæåñòâî âñåõ ðàñêðàñîê äèàãðàììû D ýëåìåí-

òàìè ìíîæåñòâà X îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì lab(X,S)(D). Åñëè X � êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî, òî ìíîæåñòâî ðàñêðàñîê lab(X,S)(D) òàêæå êîíå÷íî.

Ð. Ôåíí, È. Äæîðäàí-Ñàíòàíà è Ë. Êàóôôìàí â ðàáîòå [71, òåîðå-

ìà 6.12] óñòàíîâèëè, ÷òî åñëè D1, D2 � ýêâèâàëåíòíûå äèàãðàììû âèðòóàëü-
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a b a b a b

Sl(a, b) Sr(a, b) Qr(a, b)Ql(a, b) b a

Ðèñ. 1.7. Ðàçìåòêà äóã â äèàãðàììå D â îêðåñòíîñòè ôèêñèðîâàííîãî ïåðå-

êðåñòêà.

íûõ çàöåïëåíèé, òî ïî êàæäîé ðàñêðàñêå äèàãðàììû D1 ìîæíî ïîñòðîèòü

åäèíñòâåííóþ ðàñêðàñêó äèàãðàììû D2. Â ÷àñòíîñòè, åñëè X � êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî, òî
∣∣lab(X,S)(D1)

∣∣ =
∣∣lab(X,S)(D2)

∣∣, ò. å. öåëîå ÷èñëî ∣∣lab(X,S)(D)
∣∣

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.

Â äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàí ìåòîä ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëåé, êîòîðûé

ïîçâîëÿåò ïî ñïåöèàëüíûì ðåøåíèÿì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ

ßíãà-Áàêñòåðà ñòðîèòü èíâàðèàíòû êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ çàöåïëå-

íèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòî-

äà ïîñòðîåíû íîâûå èíâàðèàíòû êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé,

à òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî ìíîãèå èçâåñòíûå èíâàðèàíòû, êîòîðûå ÿâëÿþò-

ñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû, èñïîëüçóÿ äàííûé

ìåòîä.

Íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò, èñõîäÿ èç ðàçëè÷íûõ ñîîáðàæåíèé, áûëè

ââåäåíû íîâûå îáîáùåíèÿ è óïðîùåíèÿ êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ óçëîâ:

ñèíãóëÿðíûå óçëû [6,45], óçëû ñî ñïàéêàìè [72], óçëû ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè

[37,90,94], è ò. ä. Ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç öåíòðàëüíûõ

ïðîáëåì âî âñåõ ýòèõ òåîðèÿõ.

Åñëè ê îïðåäåëåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè äèàãðàìì âèðòóàëüíûõ çàöåï-

ëåíèé äîáàâèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ W1,W2, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 1.8, òî

ïðèäåì ê òåîðèè óçëîâ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè [37,90,94].
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W1 W2

Ðèñ. 1.8. Ïðåîáðàçîâàíèÿ W1, W2.

Ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ óçëîâ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè, èçó÷à-

ëàñü, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [32,74,93]. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, óñòàíîâëåííûé

Ò. Êàíåíîáó â ðàáîòå [93], ãîâîðèò î òîì, ÷òî ëþáîé óçåë (ò. å. çàöåïëåíèå ñ

îäíîé êîìïîíåíòîé) â òåîðèè óçëîâ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè òðèâèàëåí.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü K � óçåë ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè. Òîãäà K � òðèâèàëü-

íûé óçåë.

Ýòîò ðåçóëüòàò ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè ïðîáëåìû ýêâèâà-

ëåíòíîñòè äëÿ çàöåïëåíèé ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè ñòîèò îáðàùàòü âíèìàíèå

ëèøü íà çàöåïëåíèÿ ñ áîëåå ÷åì îäíîé êîìïîíåíòîé. À. Ôèø è Å. Êåéìàí

â ðàáîòå [74] óñòàíîâèëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé äàåò êëàññèôèêà-

öèþ óçëîâ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè, ó êîòîðûõ íåò âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ,

èñïîëüçóÿ î÷åíü ïðîñòîé èíâàðèàíò êëàññè÷åñêèõ óçëîâ � êîýôôèöèåíò çà-

öåïëåíèé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü K � çàöåïëåíèå ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè, êîòîðîå íå

èìååò âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ. Òîãäà K ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî êîýô-

ôèöèåíòàìè çàöåïëåíèé ìåæäó ñâîèìè êîìïîíåíòàìè.

Â äèññåðòàöèè ïîñòðîåí ïîëíûé áûñòðî âû÷èñëèìûé èíâàðèàíò äëÿ

óçëîâ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè ñî çíà÷åíèÿìè â ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïå áåñ-

êîíå÷íîãî ðàíãà. Êîíñòðóêöèÿ ïîñòðîåííîãî èíâàðèàíòà âëå÷åò òåîðåìó 1

è òåîðåìó 2.

Ë. Êàóôôìàí íàøåë ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ âèðòóàëüíûõ óç-

ëîâ è çàöåïëåíèé. Îí óñòàíîâèë, ÷òî âèðòóàëüíûå çàöåïëåíèÿ ìîæíî ïîíè-

ìàòü ãåîìåòðè÷åñêè êàê çàöåïëåíèÿ âíóòðè óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòåé [96].

Ñ ðàçâèòèåì òåîðèè òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé âñå áîëüøå âíèìàíèÿ ñòàëî
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óäåëÿòüñÿ çàöåïëåíèÿì â ðàçëè÷íûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ: ðàññëîå-

íèÿõ Çåéôåðòà [75] (â ÷àñòíîñòè, â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ [51�53,86,108]),

óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ [88,96], ïðîèçâîëüíûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçè-

ÿõ [73,102].

Îäíèì èç íàèáîëåå ñîäåðæàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé â òåîðèè óçëîâ â

òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ óçëîâ â ëèíçîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ. Ýòî ñâÿçàíî, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñ òåì, ÷òî ëèíçîâûå ïðîñòðàíñòâà

ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûìè (ïîñëå òðåõìåðíîé ñôåðû S3) òðåõìåðíûìè

ìíîãîîáðàçèÿìè, à èìåííî, ëèíçîâîå ïðîñòðàíñòâî L(p, q) ìîæåò áûòü ïî-

ëó÷åíî èç òðåõìåðíîé ñôåðû S3 ïðè ïîìîùè õèðóðãèè Äýíà íà òðèâèàëüíîì

óçëå, â òî âðåìÿ êàê äðóãèå òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷å-

íû èç òðåõìåðíîé ñôåðû S3 ïðè ïîìîùè õèðóðãèè Äýíà íà ãîðàçäî áîëåå

ñëîæíûõ óçëàõ è çàöåïëåíèÿõ. Áîëåå òîãî, èçó÷åíèå çàöåïëåíèé â ëèíçîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ ìîòèâèðîâàíî òàêæå òåì ôàêòîì, ÷òî îíè ñâÿçàíû ñ äðóãèìè

íàóêàìè: â ðàáîòå [132] çàöåïëåíèÿ â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ èñïîëüçóþò-

ñÿ äëÿ îïèñàíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè ñòðóí, à â ðàáîòå [47] çàöåïëåíèÿ

â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû

áèîëîãè÷åñêîé ðåêîìáèíàöèè ÄÍÊ. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ è èçó÷åíèÿ èíâàðè-

àíòîâ äëÿ çàöåïëåíèé â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â

òåîðèè.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî óíèâåðñàëüíûì íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì

ëèíçîâîãî ïðîñòðàíñòâà L(p, q) äëÿ ëþáîé ïàðû (p, q) âçàèìíî ïðîñòûõ ÷è-

ñåë ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíàÿ ñôåðà S3. Ïóñòü p : S3 → L(p, q) � óíèâåðñàëüíîå

íàêðûòèå. Äëÿ çàöåïëåíèÿ K ⊂ L(p, q) îáîçíà÷èì ÷åðåç p−1(K) ïðîîáðàç

çàöåïëåíèÿK â S3, òîãäàK � çàöåïëåíèå â S3 (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, â R3).

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè K1, K2 � ýêâèâàëåíòíûå çàöåïëåíèÿ â L(p, q), òî çàöåï-

ëåíèÿ p−1(K1), p
−1(K2) ýêâèâàëåíòíû â S3, ò. å. îòîáðàæåíèå K → p−1(K)

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì äëÿ çàöåïëåíèé â L(p, q) ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå

çàöåïëåíèé â S3. Ïóñòü A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, è f � èíâàðèàíò äëÿ çà-
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öåïëåíèé â S3 ñî çíà÷åíèÿìè â A. Òîãäà îòîáðàæåíèå f̃ , ïåðåâîäÿùåå çàöåï-

ëåíèåK ⊂ L(p, q) â ýëåìåíò f(p−1(K)) ìíîæåñòâà A, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì

äëà çàöåïëåíèé â L(p, q) ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå A, òàêèì îáðàçîì ëþ-

áîé èíâàðèàíò äëÿ çàöåïëåíèé â òðåõìåðíîé ñôåðå S3 ìîæåò áûòü ðàñøèðåí

äî èíâàðèàíòà äëÿ çàöåïëåíèé â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ L(p, q). Òàê, òà-

êèå èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â S3, êàê ïîëèíîì Êàóôôìàíà [86], ãîìîëîãèè

Ôëåðà [33] è HOMFLY-PT ïîëèíîì [59] áûëè ðàñøèðåíû äî èíâàðèàíòîâ

çàöåïëåíèé â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â ðàáîòå Þ. Â. Äðîáîòóõèíîé [9]

áûëè ïîñòðîåíû íåêîòîðûå äðóãèå èíâàðèàíòû äëÿ çàöåïëåíèé â ëèíçîâîì

ïðîñòðàíñòâå L(2, 1) (êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì RP 3).

Íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìíîãèå èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â S3 ìîãóò áûòü

îáîáùåíû íà çàöåïëåíèÿ â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ìíîãèå èç ýòèõ èí-

âàðèàíòîâ âåñüìà ñëîæíî èñïîëüçîâàòü. Òàê, íàïðèìåð, ôóíäàìåíòàëüíûé

êâàíäë çàöåïëåíèÿ, êîòîðûé èìååò î÷åíü ïðîñòîå ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå

äëÿ çàöåïëåíèé â S3, åñòåñòâåííûì îáðàçîì (èñïîëüçóÿ ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå

îïèñàíèå) îáîáùàåòñÿ íà çàöåïëåíèÿ â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ L(p, q). Îä-

íàêî, ÿâíàÿ çàïèñü ýòîãî êâàíäëà ñ ïîìîùüþ ïîðîæäàþùèõ è ñîîòíîøåíèé

ïî äèàãðàììå êîíêðåòíîãî çàöåïëåíèÿ â L(p, q) èçâåñòíà ëèøü â ñëó÷àå,

êîãäà (p, q) = (2, 1) (ò. å. â ñëó÷àå ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà RP 3) [8].

Äðóãîé ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê ôóíäàìåíòàëüíîãî êâàäëà äëÿ çàöåïëå-

íèé â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ L(p, q) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûé

êâàíäë çàöåïëåíèÿ K ⊂ L(p, q) èçîìîðôåí ôóíäàìåíòàëüíîìó êâàíäëó åãî

ïîäíÿòèÿ p−1(K) ⊂ S3, ãäå p : S3 → L(p, q) îáîçíà÷àåò óíèâåðñàëüíîå íà-

êðûòèå. Òàêèì îáðàçîì, ôóíäàìåíòàëüíûé êâàíäë çàöåïëåíèé â L(p, q) íå

îòëè÷àåò çàöåïëåíèÿ ñ ýêâèâàëåíòíûìè íàêðûòèÿìè [52] (â òî âðåìÿ, êàê

ôóíäàìåíòàëüíûé êâàíäë äëÿ çàöåïëåíèé â R3 ÿâëÿåòñÿ ¾ïî÷òè ïîëíûì¿

èíâàðèàíòîì).

Â äèññåðòàöèè ïîñòðîåí âèðòóàëüíûé êâàíäë äëÿ çàöåïëåíèé â ëèíçî-

âûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîðîæäàþùèå è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ýòîãî âèð-
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òóàëüíîãî êâàäëà ìîãóò áûòü íàïðÿìóþ íàéäåíû èç äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ

â L(p, q). Áîëåå òîãî, ýòîò âèðòóàëüíûé êâàíäë ìîæåò îòëè÷àòü çàöåïëå-

íèÿ ñ ýêâèâàëåíòíûìè ïîäíÿòèÿìè. Âèðòóàëüíûå êâàíäëû áûëè ââåäåíû

Â. Î. Ìàíòóðîâûì â ðàáîòàõ [18,109] êàê îáîáùåíèå êâàíäëîâ [20,89] ñ òåî-

ðèè êëàññè÷åñêèõ óçëîâ íà âèðòóàëüíûå óçëû. Òàêèì îáðàçîì, êîíñòðóêöèÿ

ïîñòðîåííîãî âèðòóàëüíîãî êâàíäëà èñïîëüçóåò èäåè âèðòóàëüíîé òåîðèè

óçëîâ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåñòàíäàðòíûì ïîäõîäîì, ò. ê. îáû÷íî äëÿ ïîñòðîå-

íèÿ èíâàðèàíòîâ äëÿ çàöåïëåíèé â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ èñïîëüçóþòñÿ

êàêèå-òî èçâåñòíûå èíâàðèàíòû äëÿ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ.

Àääèòèâíàÿ è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïû êîñûõ áðýéñîâ. Êî-

ñûì áðýéñîì íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = (A,⊕,�) ñ äâóìÿ òà-

êèìè áèíàðíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè ⊕, �, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå

ñèñòåìû A⊕ = (A,⊕), A� = (A,�) ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè è ðàâåíñòâî

a� (b⊕ c) = (a� b)	 a⊕ (a� c) (1.10)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ a, b, c ∈ A, ãäå 	a îáîçíà÷àåò ýëåìåíò èç A îáðàòíûé

ê a ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè⊕. Ãðóïïà A⊕ íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé ãðóïïîé

êîñîãî áðýéñà A, ãðóïïà A� íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé êîñîãî

áðýéñà A.

Åñëè àääèòèâíàÿ ãðóïïà A⊕ êîñîãî áðýéñà A àáåëåâà, òî êîñîé áðýéñ

A íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì áðýéñîì. Êëàññè÷åñêèå áðýéñû âïåðâûå ïîÿâè-

ëèñü â ðàáîòå Â. Ðóìïà [126] êàê èíñòðóìåíò äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ íåâû-

ðîæäåííûõ èíâîëþòèâíûõ ðåøåíèé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ

ßíãà-Áàêñòåðà. Êîñûå áðýéñû áûëè ââåäåíû Ë. Ãóàðíèåðè è Ë. Âåíäðà-

ìèíîì â ðàáîòå [84] êàê èíñòðóìåíò äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ íåâûðîæäåí-

íûõ ðåøåíèé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà, êîòîðûå

íå îáÿçàòåëüíî èíâîëþòèâíû. Ïóñòü X � êîñîé áðýéñ, òîãäà îòîáðàæåíèå
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S : X2 → X2, çàäàííîå ïðàâèëîì

S(x, y) =
(
	 x⊕ (x� y), (	x⊕ (x� y))−1 � x� y

)
(1.11)

äëÿ x, y ∈ X, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì òåîðåòèêî ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ

ßíãà-Áàêñòåðà.

Â. Ðóìï â ðàáîòå [126] óñòàíîâèë, ÷òî åñëè êîñîé áðýéñ X ÿâëÿåòñÿ

êëàññè÷åñêèì áðýéñîì (ò. å. êîñûì áðýéñîì ñ àáåëåâîé àääèòèâíîé ãðóï-

ïîé), òî ðåøåíèå S, çàäàííîå ôîðìóëîé (1.11), ÿâëÿåòñÿ èíâîëþòèâíûì.

Áîëåå òîãî, íåÿâíî â ðàáîòå Ðóìïà [126], ïîñëå ÷åãî ÿâíî â ðàáîòå Ô. Ñåäî,

Ý. ßñïåðñ è ß. Îêèíñêè [55, òåîðåìà 1] óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè S � íåâûðîæ-

äåííûé èíâîëþòèâíûé ïåðåêëþ÷àòåëü íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå X, òî íà X

ìîæíî òàê çàäàòü ñòðóêòóðó êëàññè÷åñêîãî áðýéñà, ÷òî S áóäåò ñîâïàäàòü

ñ ðåøåíèåì (1.11). Â ýòîì ñìûñëå ðåøåíèå (1.11) óíèâåðñàëüíî â êëàññå

íåâûðîæäåííûõ èíâîëþòèâíûõ ïåðåêëþ÷àòåëåé íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå.

Ðàâåíñòâî (1.10), ñïðàâåäëèâîå â ëþáîì êîñîì áðýéñå A, äåëàåò àä-

äèòèâíóþ ãðóïïó A⊕ è ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó A� êîñîãî áðýéñà A

òåñíî ñâÿçàííûìè äðóã ñ äðóãîì. Òàê, Ë. Âåíäðàìèíîì, À. Ñìîêòóíîâè÷

è Â. Ëåáåäü â Êîóðîâñêîé òåòðàäè áûëè ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèå âî-

ïðîñû [14, âîïðîñû 19.49, 19.90].

1. Ïóñòü A � êîñîé áðýéñ ñ ëåâîóïîðÿäî÷åííîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóï-

ïîé. Âåðíî ëè, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîñîãî áðýéñà A ëåâîóïîðÿäî-

÷åííàÿ?

2. Ïóñòü A � êîñîé áðýéñ ñ ðàçðåøèìîé àääèòèâíîé ãðóïïîé. Âåðíî ëè,

÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîñîãî áðýéñà A ðàçðåøèìà?

3. Ïóñòü A � êîñîé áðýéñ ñ íèëüïîòåíòíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé.

Âåðíî ëè, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîñîãî áðýéñà A ðàçðåøèìà?

À. Ñìîêòóíîâè÷ è Ë. Âåíäðàìèí â ðàáîòå [129, ñëåäñòâèå 1.23] ïîëó÷è-

ëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìîæíî âîñïðèíèìàòü, êàê ïîëîæèòåëü-
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íûé îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ èç ñïèñêà âûøå â ÷àñòíîì ñëó÷àå (â ñëó÷àå,

êîãäà |A| <∞ è ãðóïïà A⊕ íå ïðîñòî ðàçðåøèìà, à íèëüïîòåíòíà).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A � êîíå÷íûé êîñîé áðýéñ. Åñëè àääèòèâíàÿ ãðóïïà

A⊕ êîñîãî áðýéñà A íèëüïîòåíòíà, òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà A�

êîñîãî áðýéñà A ðàçðåøèìà.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò áûë ñôîðìóëèðîâàí Í. Áüîòòîì è Ë. Âåíäðà-

ìèíîì â ðàáîòå [129, òåîðåìà A.9] â òåðìèíàõ êîñûõ áðýéñîâ è äîêàçàí â

ðàáîòå [49, òåîðåìà 2] â òåðìèíàõ ñòðóêòóð Õîïôà-Ãàëóà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü A � êîíå÷íûé êîñîé áðýéñ. Åñëè ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ

ãðóïïà A� êîñîãî áðýéñà A àáåëåâà, òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà A⊕

êîñîãî áðýéñà A ðàçðåøèìà.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî âîñïðèíèìàòü, êàê ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà

òðåòèé âîïðîñ èç ñïèñêà âûøå â ÷àñòíîì ñëó÷àå (â ñëó÷àå, êîãäà |A| < ∞

è ãðóïïà A⊕ íå ïðîñòî íèëüïîòåíòíà, à àáåëåâà). Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà

òðåòèé âîïðîñ èç ñïèñêà âûøå äëÿ êîíå÷íûõ êîñûõ áðýéñîâ áûë ïîëó÷åí

Ñ. Öàíã è ×. Öèíü â ðàáîòå [133]. Îíè óñòàíîâèëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü A � êîíå÷íûé êîñîé áðýéñ. Åñëè ìóëüòèïëèêàòèâ-

íàÿ ãðóïïà A� êîñîãî áðýéñà A íèëüïîòåíòíà, òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà A⊕

êîñîãî áðýéñà A ðàçðåøèìà.

Â äèññåðòàöèè âîïðîñû [14, âîïðîñû 19.49, 19.90] èç Êîóðîâñêîé òåò-

ðàäè èññëåäóþòñÿ äëÿ êîñûõ áðýéñîâ, êîòîðûå íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íû. Â

îáùåì ñëó÷àå ïîñòðîåíû ïðèìåðû, äàþùèå îòðèöàòåëüíûå îòâåòû íà ïåð-

âûé è âòîðîé âîïðîñû èç ñïèñêà âûøå. Â ñëó÷àå äâóñòîðîííèõ êîñûõ áðýéñîâ

ïîëó÷åíû ñèëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû.

Êëàññû ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïàõ. Ïóñòü G � ãðóï-

ïà, ϕ � íåêîòîðûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû G. Ýëåìåíòû x è y ãðóïïû G íà-

çûâàþòñÿ ñêðó÷åííî ϕ-ñîïðÿæåííûìè (èëè ïðîñòî ϕ-ñîïðÿæåííûìè), åñëè

äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà z ãðóïïû G âûïîëíåíî ðàâåíñòâî x = zyϕ(z−1).
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Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì R(ϕ) ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîøåíèÿ ϕ-

ñîïðÿæåííîñòè. Ýòî ÷èñëî ëèáî êîíå÷íî è ïðèíàäëåæèò N, ëèáî áåñêîíå÷íî,

è â ýòîì ñëó÷àå ìû ïèøåì R(ϕ) =∞.

Ñîîòíîøåíèÿ ϕ-ñîïðÿæåííîñòè âîçíèêàþò ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà. Òàê, åñëè G � ãðóïïà,

ϕ � àâòîìîðôèçì ãðóïïû G, òî îòîáðàæåíèå S : G×G→ G×G, çàäàííîå

ïðàâèëîì

S(x, y) = (xyϕ(x)−1, ϕ(x)) (1.12)

äëÿ x, y ∈ G, ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ðåøåíèåì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåí-

íîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà. Åñëè ïðè ýòîì ϕ � òîæäåñòâåííûé àâòî-

ìîðôèçì, òî ïîñòðîåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (1.8), èñïîëüçóåìûì

äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Àðòèíà ãðóïïû êîñ Bn àâòîìîðôèçìàìè ñâî-

áîäíîé ãðóïïû Fn. Âàðüèðóÿ ãðóïïó G è àâòîìîðôèçì ϕ, ìîæíî ïîëó÷èòü

ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ ðåøåíèé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ

ßíãà-Áàêñòåðà, óäîâëåòâîðÿþùèõ òåì èëè èíûì ñïåöèàëüíûì ñâîéñòâàì.

Ïîìèìî ðåøåíèé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-

Áàêñòåðà, ñîîòíîøåíèÿ ϕ-ñîïðÿæåííîñòè, âîçíèêàþò âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ

ìàòåìàòèêè. Îäíîé èç îáëàñòåé, ãäå ñîîòíîøåíèÿ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåí-

íîñòè èãðàþò íàèáîëåå îùóòèìóþ ðîëü, ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ

íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèé, èìåíóåìàÿ òàêæå òåîðèåé Íèëüñåíà-

Ðàéäåìàéñòåðà. Â 1927-1932 â öèêëå ñòàòåé [119�121] ß. Íèëüñåí ââåë

êëàññû íåïîäâèæíûõ òî÷åê ãîìåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé. Âïîñëåäñòâèè

Ê. Ðàéäåìàéñòåð ðàçðàáîòàë àëãåáðàè÷åñêèå îñíîâàíèÿ äëÿ òåîðèè Íèëüñå-

íà â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòíîãî ìíîãîãðàííèêà [123]. Â ýòîé ðàáîòå

ïîÿâëÿþòñÿ êëàññû ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè ãðóïï ãîìåîìîðôèçìîâ.

Ïóñòü f : X → X � îòîáðàæåíèå êîìïàêòíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà X íà ñåáÿ, p : X̃ → X � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå ïðîñòðàíñòâà

X è f̃ : X̃ → X̃ � ïîäíÿòèå îòîáðàæåíèÿ f , ò. å. p ◦ f̃ = f ◦ p. Ïîäìíî-
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æåñòâî p(Fix(f̃)) íàçûâàåòñÿ êëàññîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ f ,

îïðåäåëåííûì êëàññîì ïîäíÿòèÿ [f̃ ]. Êëàññ íåïîäâèæíûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ

ñóùåñòâåííûì, åñëè åãî èíäåêñ îòëè÷åí îò íóëÿ. ×èñëî êëàññîâ ïîäíÿòèé

îòîáðàæåíèÿ f (è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî êëàññîâ íåïîäâèæíûõ òî÷åê) íà-

çûâàåòñÿ ÷èñëîì Ðàéäåìàéñòåðà îòîáðàæåíèÿ f è îáîçíà÷àåòñÿ R(f). ×èñ-

ëî ñóùåñòâåííûõ êëàññîâ íåïîäâèæíûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Íèëüñåíà

îòîáðàæåíèÿ f è îáîçíà÷àåòñÿ N(f). Ïðè ýòîì ÷èñëà N(f) è R(f) ÿâëÿþòñÿ

ãîìîòîïè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè îòîáðàæåíèÿ f . ×èñëà N(f) è R(f) òåñíî

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé è ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè îáúåêòàìè èçó÷åíèÿ òåîðèè

Íèëüñåíà-Ðàéäåìàéñòåðà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû îòîáðàæåíèþ f ñîîòâåòñòâóåò ýíäîìîðôèçì ϕ = f]

(àâòîìîðôèçì, â ñëó÷àå êîãäà f � ãîìåîìîðôèçì) ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû

π1(X). Ïðè ýòîì ÷èñëî êëàññîâ ϕ-ñîïðÿæåííîñòè ýíäîìîðôèçìà ϕ ñîâïàäà-

åò ñ ÷èñëîì Ðàéäåìàéñòåðà R(f), è ïîòîìó íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ðàéäåìàéñòå-

ðà ýíäîìîðôèçìà ϕ è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì R(ϕ). Òàêèì îáðàçîì òîïîëî-

ãè÷åñêàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ÷èñëà R(f) ñâîäèòñÿ ê ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîé

çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ÷èñëà R(ϕ).

Åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Áåðíñàéäà [13,

�10] óòâåðæäàåò, ÷òî ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå G ðàâíî ÷èñëó

êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè åå íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ (è, ñëåäîâàòåëüíî,

óíèòàðíûõ) ïðåäñòàâëåíèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî èçó÷àåòñÿ àíàëîã

ýòîé òåîðåìû äëÿ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè. Èùåòñÿ ñâÿçü ÷èñëà R(ϕ)

c ÷èñëîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ, èíäóöèðîâàííîãî àâòîìîðôèç-

ìîì ϕ íà ìíîæåñòâå âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè óíèòàðíûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèé ãðóïïû G. Â ñâÿçè ñ ýòîé ïðîáëåìîé âîçíèêàåò çàäà÷à îá îïèñàíèè

ãðóïï, ó êîòîðûõ ÷èñëî R(ϕ) áåñêîíå÷íî äëÿ âñÿêîãî àâòîìîðôèçìà ϕ. Ïðî

òàêèå ãðóïïû ãîâîðÿò, ÷òî îíè îáëàäàþò ñâîéñòâîì R∞. Íåêîòîðûå àñïåêòû

ñâîéñòâà R∞, à èìåííî, ñâÿçü ñ íåàáåëåâûìè êîãîìîëîãèÿìè, ñâÿçü ñ êëàññà-

ìè èçîãðàäèåíòíîñòè è ñâÿçü ñ òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé îïèñàíû â ðàáîòå [67].
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Âîïðîñ î òîì, êàêèå ãðóïïû îáëàäàþò ñâîéñòâîì R∞ ñôîðìóëèðîâàëè

À. Ôåëüøòûí è Ð. Õèëë [68]. Äàííûé âîïðîñ ïðèâëåêàë ìíîãèõ èññëåäîâà-

òåëåé, ñðåäè êîòîðûõ ìîæíî îòìåòèòü À. Ôåëüøòûíà, Ð. Õèëëà, Å. Òðîèö-

êîãî, Ã. Ëåâèòòà, Ì. Ëþñòèãà, Â. Ðîìàíüêîâà, Ä. Ãîíçàëâåñà, Ê. Äåêèìïå,

Ï. Ñàíêàðàíà è ò. ä. [26,60,62,69,70,81,104,105,110,111,125]. Â ðàçíîå âðåìÿ

ðàçíûìè àâòîðàìè áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî íåýëåìåíòàðíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå

(ïî Ãðîìîâó) ãðóïïû, ãðóïïû Áàóìñëàãà-Ñîëèòåðà è îáîáùåííûå ãðóïïû

Áàìóñëàãà-Ñîëèòåðà, ãðóïïû Ãðèãîð÷óêà è ãðóïïû Ãóïòû-Ñèäêè, íåêîòî-

ðûå ñâîáîäíûå, ñâîáîäíûå íèëüïîòåíòíûå è ñâîáîäíûå ðàçðåøèìûå ãðóïïû,

êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìûå íåàìåíàáåëüíûå ãðóïïû

âñå îáëàäàþò ñâîéñòâîì R∞. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ áîëåå ïîäðîá-

íî.

Â. À. Ðîìàíüêîâ â ðàáîòå [125, òåîðåìà 4.3 è ñëåäñòâèå 5.2] óñòàíîâèë

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ãîâîðèò î òîì, êîãäà ñâîáîäíûå íèëüïî-

òåíòíûå ãðóïïû îáëàäàþò ñâîéñòâîì R∞.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü Nr,c � ñâîáîäíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ðàíãà r ≥ 2,

ñòóïåíè c ≥ 2. Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé

1. r 6= 3 è c ≥ 2r,

2. r = 3 è c ≥ 12,

òî Nr,c îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞.

Äëÿ ãðóïïû G îáîçíà÷èì ñèìâîëîì SpecR(G) ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë

Ðàéäåìàéñòåðà R(ϕ) àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G

SpecR(G) = {R(ϕ) | ϕ ∈ Aut(G)} ⊂ N ∪ {∞}.

Ìíîæåñòâî SpecR(G) íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì Ðàéäåìàéñòåðà ãðóïïû G. Îïðå-

äåëåíèå ñïåêòðà Ðàéäåìàéñòåðà áûëî ïðåäëîæåíî Â. À. Ðîìàíüêîâûì è

Å. Ã. Êóêèíîé. Â ñëó÷àÿõ ãðóïï N2,2, N2,3, N3,2, íå ïîêðûòûõ òåîðåìîé 6,

â ðàáîòå [125, �3] áûëî îïèñàíî ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë Ðàéäåìàéñòåðà àâòî-

ìîðôèçìîâ ýòèõ ãðóïï.
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü Nr,c � ñâîáîäíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ðàíãà r, ñòó-

ïåíè c. Òîãäà

1. SpecR(N2,2) = 2N ∪ {∞},

2. SpecR(N2,3) = {2n2 | n ∈ N} ∪ {∞},

3. SpecR(N3,2) = {2n− 1 | n ∈ N} ∪ {4n | n ∈ N} ∪ {∞}.

Ê. Äåêèìïå è Ä. Ãîíçàëâåñ â ðàáîòå [62, òåîðåìà 2.1] îáîáùèëè ðåçóëü-

òàò òåîðåìû 6, äîêàçàâ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 8. Câîáîäíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà Nr,c ðàíãà r ≥ 2, ñòóïåíè

c ≥ 2 îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c ≥ 2r.

Ã.-ß. Äþãàðäåéí â ñâîåé äèññåðòàöèè [64, òåîðåìà 9.2.11], óñòàíîâèë

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 9. Ãðóïïà UT4(Z) îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞.

Â ñâîåé êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè àâòîð íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èçó-

÷àë êëàññû ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè è ñâîéñòâî R∞ â ãðóïïàõ Øåâàëëå

íàä êîëüöàìè è ïîëÿìè. Ãðóïïû Øåâàëëå ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîë-

æåíèåì êàê àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, òàê è êëàññè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ãðóïï íàä

êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ãðóïï Øåâàëëå ÿâëÿþòñÿ

ìíîãèå êëàññè÷åñêèå ãðóïïû ìàòðèö, òàêèå êàê SLn(R), SOn(R) è Sp2n(R).

Èçó÷åíèåì ãðóïï Øåâàëëå çàíèìàëèñü òàêèå èçâåñòíûå ìàòåìàòèêè, êàê

Ê. Øåâàëëå, Ý. Àáå, Ð. Ñòåéíáåðã, Äæ. Õàìôðè, Í. Âàâèëîâ, Â. Ëåâ÷óê,

Ñ. Êîëåñíèêîâ è ìíîãèå äðóãèå.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè àâòîðà áûëè îïóáëè-

êîâàíû â ðàáîòàõ [3,21,22]. Îíè ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå ñëåäó-

þùèõ òåîðåì.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü R � öåëîñòíîå êîëüöî õàðàêòåðèñòèêè íîëü ñ ïåðè-

îäè÷åñêîé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ. Òîãäà

1. Ãðóïïà GLn(R) îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞.

2. Ãðóïïû Øåâàëëå òèïà An íàä R îáëàäàþò ñâîéñòâîì R∞.
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3. Åñëè R � ëîêàëüíîå êîëüöî ñ îáðàòèìîé äâîéêîé, òî ãðóïïû Øåâàëëå

òèïîâ Bn, Dn íàä R îáëàäàþò ñâîéñòâîì R∞.

4. Åñëè R � ëîêàëüíîå êîëüöî, òî ãðóïïû Øåâàëëå òèïîâ Cn íàä R

îáëàäàþò ñâîéñòâîì R∞.

Åñëè â òåîðåìå 10 êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, òî ðåçóëüòàò òåîðåìû 10

ñ ãðóïï Øåâàëëå êëàññè÷åñêèõ ñåðèé An, Bn, Cn, Dn ìîæíî ðàñøèðèòü íà

âñå ãðóïïû Øåâàëëå íîðìàëüíîãî òèïà.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü G � ãðóïïà Øåâàëëå òèïà Φ 6= A1 íàä ïîëåì F

íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Åñëè ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïîëÿ F ïåðèîäè÷å-

ñêàÿ, òî G îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü G � ãðóïïà Øåâàëëå òèïà Φ 6= A1 íàä ïîëåì F

íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, ïðè÷åì ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä Q

êîíå÷íà. Òîãäà

1. Åñëè Φ èìååò îäèí èç òèïîâ An(n ≥ 2), Bn(n ≥ 4), E8, F4, G2, òî

G îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞.

2. Åñëè áîëåå òîãî â ïîëå F óðàâíåíèå T k = a ðàçðåøèìî äëÿ ëþáîãî a,

ãäå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k (â çàâèñèìîñòè îò Φ) èìååò âèä

Φ Bl Cl Dl E6 E7

k 2 2 2 3 2

òî G îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞ è â ñëó÷àå êîðíåâûõ ñèñòåì òèïîâ

Bn(n = 2, 3), Cn(l ≥ 3), Dn(n ≥ 4), E6, E7.

Óñëîâèå òîãî, ÷òî îñíîâíîå ïîëå (êîëüöî) èìååò íóëåâóþ õàðàêòå-

ðèñòèêó, íåëüçÿ îòáðîñèòü ïðè èññëåäîâàíèè ãðóïï Øåâàëëå íà ñâîéñòâî

R∞. Ýòî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà Ð. Ñòåéíáåðãà [131, òåîðåìà 10.1] î òîì,

÷òî ñâÿçíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíó-

òûì ïîëåì, îáëàäàþùàÿ àâòîìîðôèçìîì ϕ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì íåïîäâèæ-

íûõ òî÷åê, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ âèäà xϕ(x−1), ò. å. ñ êëàññîì
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ϕ-ñîïðÿæåííîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî, R(ϕ) = 1 è òàêàÿ

ãðóïïà íå ìîæåò îáëàäàòü ñâîéñòâîì R∞. Äëÿ ãðóïï Øåâàëëå íàä ïîëåì

íåíóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè òàêîé àâòîìîðôèçì ϕ âñåãäà ñóùåñòâóåò (àâòî-

ìîðôèçì Ôðîáåíèóñà).

Â Íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ñâîéñòâî R∞ èçó÷àåòñÿ äëÿ ðåäóêòèâíûõ

ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, à òàêæå äëÿ ãðóïï Øåâàëëå íàä àëãåá-

ðàè÷åñêè çàìêíóòûìè ïîëÿìè íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, ñòåïåíü òðàíñöåí-

äåíòíîñòè êîòîðûõ íàä Q áåñêîíå÷íà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåííî

îáîáùàþò è ðàñøèðÿþò ðåçóëüòàòû êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè àâòîðà.

Ïîìèìî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà, òîïîëî-

ãè÷åñêîé òåîðèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê Íèëüñåíà-Ðàéäåìàéñòåðà è ñâîéñòâà

R∞, ñîîòíîøåíèÿ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â

òåîðèè ãðóïï íàïðÿìóþ. Íàïðèìåð, îïèðàÿñü íà ñâîéñòâà êëàññà ñêðó÷åí-

íîé ñîïðÿæåííîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà ãðóïïû, ìîæíî äåëàòü âûâîäû î

÷èñëå êëàññîâ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè è î ñâîéñòâàõ ñàìîé ãðóïïû. Ñëå-

äóþùàÿ ãèïîòåçà, ñôîðìóëèðîâàííàÿ Áàðäàêîâûì, Íàñûáóëëîâûì è Íåùà-

äèìîì â [3, ãèïîòåçà 1], âíåñåíà â Êîóðîâñêóþ òåòðàäü [14, ïðîáëåìà 18.14].

Ãèïîòåçà 1. Åñëè êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]ϕ åäèíè÷íîãî ýëå-

ìåíòà e ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà

ϕ ∈ Aut(G), òî ãðóïïà G íèëüïîòåíòíà.

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îáðûâà óáûâàþùèõ

ìàòðåøåê íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï (óñëîâèþ Min-n), åñëè äëÿ ëþáîé ìàòðåø-

êè H1 ≥ H2 ≥ H3 ≥ . . . íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G ñóùåñòâóåò òàêîé

íîìåð n, ÷òîHn = Hn+1 = . . . Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïàG óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

îáðûâà âîçðàñòàþùèõ ìàòðåøåê íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï (óñëîâèþMax-n), åñ-

ëè äëÿ ëþáîé ìàòðåøêè H1 ≤ H2 ≤ H3 ≤ . . . íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû

G ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð n, ÷òî Hn = Hn+1 = . . . Ñëåäóþùåå óòâåðæäå-

íèå, óñòàíîâëåííîå â [3, òåîðåìà 3], äàåò ÷àñòè÷íûé ïîëîæèòåëüíûé îòâåò

ê ãèïîòåçå 1.
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Òåîðåìà 13. Åñëè ãðóïïà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Min-n è Max-n è

äëÿ êàæäîãî âíóòðåííåãî àâòîìîðôèçìà ϕ ãðóïïû G êëàññ [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ

ïîäãðóïïîé â G, òî ãðóïïà G íèëüïîòåíòíà.

Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Min-n è Max-n. Ñëå-

äîâàòåëüíî, èç òåîðåìû 13 âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå,

êîòîðîå ïîëîæèòåëüíî ðåøàåò ãèïîòåçó 1 â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ãðóïï.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü G � òàêàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ÷òî äëÿ êàæäîãî

âíóòðåííåãî àâòîìîðôèçìà ϕ ãðóïïû G êëàññ [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé

â G. Òîãäà G íèëüïîòåíòíà.

Â äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ ñâÿçü êëàññà ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè åäè-

íè÷íîãî ýëåìåíòà ãðóïïû G ñî ñòðîåíèåì ýòîé ãðóïïû.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ

ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, âîçíèêàþùèõ ïðè ðåøåíèè òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà, à òàêæå èçó÷åíèå ïðèëîæåíèé

ýòèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì è ðåøåíèé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíå-

íèÿ ßíãà-Áàêñòåðà íà ýòèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ

àëãåáðû è òîïîëîãèè: ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï êîñ è ãðóïï âèðòóàëüíûõ êîñ,

èíâàðèàíòû óçëîâ, âèðòóàëüíûõ óçëîâ, óçëîâ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè è óç-

ëîâ â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, àääèòèâíûå è ìóëüòèïëèêàòèâíûå ãðóïïû

êîñûõ áðýéñîâ, êëàññû ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè â ëèíåéíûõ ãðóïïàõ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

1. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëåé ïîñòðîåíèÿ ïî ñïåöèàëü-

íûì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï (âèðòó-

àëüíûõ) êîñ àâòîìîðôèçìàìè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, è èíâàðèàíòîâ

(âèðòóàëüíûõ) çàöåïëåíèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòå-

ìàìè.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ïîñòðîåíû íîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï (âèð-

òóàëüíûõ) êîñ àâòîìîðôèçìàìè, è íîâûå èíâàðèàíòû (âèðòóàëüíûõ)

çàöåïëåíèé.
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2. Ïîñòðîåí ïîëíûé èíâàðèàíò äëÿ çàöåïëåíèé ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè.

3. Óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè A � òàêîé äâóñòîðîííèé êîñîé áðýéñ, ÷òî ìóëü-

òèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà A� íèëüïîòåíòíà ñòóïåíè k, òî àääèòèâíàÿ

ãðóïïà A⊕ ðàçðåøèìà ñòóïåíè íå âûøå 2k.

4. Óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè G � ãðóïïà Øåâàëëå îäíîãî èç òèïîâ

An, Bn, Cn, Dn íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè

íîëü, òî G îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòåïåíü

òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä Q êîíå÷íà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-

÷åñêèé õàðàêòåð. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â äàëüíåéøèõ

èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè ãðóïï, àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè è òåîðèè íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê Íèëüñåíà-Ðàéäåìàéñòåðà. Ìíîãèå äîêàçàííûå â äèññåðòà-

öèè óòâåðæäåíèÿ ìîãóò áûòü âêëþ÷åíû â ñïåöêóðñû äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïè-

ðàíòîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû êîìáèíà-

òîðíîé òåîðèè ãðóïï, òåîðèè ëèíåéíûõ ãðóïï, óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû, ìà-

ëîìåðíîé òîïîëîãèè, òåîðèè ìîäåëåé. Â õîäå ðàáîòû èñïîëüçóþòñÿ ìíîãèå

êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû: ïðè ðàáîòå ñ ãðóïïàìè (âèðòóàëüíûõ) êîñ è èõ

ïðåäñòàâëåíèÿìè èñïîëüçóþòñÿ êàê ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ãðóïï ïðè ïîìîùè

ïîðîæäàþùèõ è ñîîòíîøåíèé, òàê è ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýëåìåí-

òîâ ýòèõ ãðóïï, ïðè ðàáîòå ñ (âèðòóàëüíûìè) óçëàìè è çàöåïëåíèÿìè àê-

òèâíî èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Ðàéäåìàéñòåðà, êîòîðàÿ îïèñûâàåò äèàãðàììû

ýêâèâàëåíòíûõ çàöåïëåíèé, à òàêæå òåîðåìû Àëåêñàíäåðà è Ìàðêîâà, êî-

òîðûå ñâÿçûâàþò (âèðòóàëüíûå) çàöåïëåíèÿ ñ ýëåìåíòàìè ãðóïï êîñ, ïðè

ðàáîòå ñ àâòîìîðôèçìàìè ãðóïï Øåâàëëå àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà

Ñòåéíáåðãà î ñòðîåíèè ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû Øåâàëëå íàä ïîëÿìè

è åå àíàëîãè äëÿ ãðóïï Øåâàëëå íàä ðàçëè÷íûìè êîëüöàìè. Êðîìå òîãî, â

ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ îðèãèíàëüíûå ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå àâòîðîì.
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Àïðîáàöèÿ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíà-

ðîäíîé ìîëîäåæíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Àëãîðèòìè÷åñêèå âîïðîñû òåî-

ðèè ãðóïï è ñìåæíûõ îáëàñòåé¿ (2016, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ), ìåæäóíà-

ðîäíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Graphs and groups, spectra and symmetries¿

(2016, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ), ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Nielsen theory

and related topics¿ (2016, Ðèî Êëàðî, Áðàçèëèÿ), ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-

êîíôåðåíöèè ¾Groups and graphs, metrics and manifolds¿ (2017, Åêàòåðèí-

áóðã, Ðîññèÿ), ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè ãðóïï ¾Groups St

Andrews 2017 in Birmingham¿ (2017, Áèðìèíãåì, Âåëèêîáðèòàíèÿ), ñåäüìîé

ìåæäóíàðîäíîé âîñòî÷íîàçèàòñêîé êîíôåðåíöèè ïî àëãåáðàè÷åñêîé òîïî-

ëîãèè EACAT7 (2017, Ìîõàëè, Èíäèÿ), ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïî-

ñâÿùåííîé ñåìèäåñÿòèëåòèþ äèïëîìàòè÷åñêèõ îòíîøåíèé ìåæäó Èíäèåé è

Ðîññèåé (2017, Ìîõàëè, Èíäèÿ), ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàëüöåâ-

ñêèå ÷òåíèÿ¿ (2017, 2018, 2021, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ), ìåæäóíàðîäíîé êîí-

ôåðåíöèè ¾Braid groups, con�guration spaces and homotopy theory¿ (2018,

Ñàëüâàäîð, Áðàçèëèÿ), ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Graphs and

groups, representations and relations¿ (2018, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ), ìåæäó-

íàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Zeta functions of groups and dynamical systems¿

(2018, Äþññåëüäîðô, Ãåðìàíèÿ), ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Rings and

associated structures¿ (2019, Ñïà, Áåëüãèÿ), ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

¾Nielsen theory and related topics in Kortrijk¿ (2019, Êîðòðåéê, Áåëüãèÿ),

îíëàéí êîíôåðåíöèè ¾Conference on Physical Knotting, Vortices and Surgery

in Nature¿, ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Äíè ãåîìåòðèè â Íîâîñèáèðñêå¿

(2020, 2021, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ), ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Groups

and quandles in low-dimensional topology¿ (2020, Òîìñê, Ðîññèÿ) à òàêæå íà

ñåìèíàðå ¾Òåîðèÿ ãðóïï¿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà, ñå-

ìèíàðå ïî òåîðèè êîëåö èì. À. È. Øèðøîâà Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì.

Ñ. Ë. Ñîáîëåâà, ñåìèíàðå ¾Ýâàðèñò Ãàëóà¿ Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåí-

íîãî óíèâåðñèòåòà, òîïîëîãè÷åñêîì ñåìèíàðå óíèâåðñèòåòà Áîëîíüè (Èòà-
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ëèÿ), ñåìèíàðå àñïèðàíòîâ óíèâåðñèòåòà Ôðàíø-Êîìòå (Ôðàíöèÿ), ñåìèíà-

ðå ¾Knot theory¿ óíèâåðñèòåòà Æåíåâû (Øâåéöàðèÿ), ñåìèíàðå èññëåäîâà-

òåëüñêîé ãðóïïû àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè è òåîðèè ãðóïï Êàòîëè÷åñêîãî

Óíèâåðñèòåòà Ëåâåíà (Áåëüãèÿ), ñåìèíàðå ¾Algebra and geometry¿ óíèâåð-

ñèòåòà Ñàí-Ïàóëó (Áðàçèëèÿ), ñåìèíàðå ¾Seminario do DMAT-UFBA¿ óíè-

âåðñèòåòà Ñàëüâàäîðà (Áðàçèëèÿ), ñåìèíàðå ¾Seminar Oberseminar Gruppen

und Geometrie¿ óíèâåðñèòåòà Áèëåôåëüäà (Ãåðìàíèÿ) è ìàòåìàòè÷åñêîì ñå-

ìèíàðå Èíäèéñêîãî Èíñòèòóòà íàóêè, îáðàçîâàíèÿ è èññëåäîâàíèé Ìîõàëè

(Èíäèÿ).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâà-

íû â âèäå 12 ñòàòåé [4, 39, 40, 54, 66, 82, 113�118]. Ðåçóëüòàòû ðàáîò [113�118]

ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî, ðåçóëüòàòû ðàáîò [4, 39, 40] ïîëó÷åíû â

íåðàçäåëèìîì ñîàâòîðñòâå ñ Â. Ã. Áàðäàêîâûì (ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ), ðåçóëüòàòû

ðàáîòû [81] ïîëó÷åíû â íåðàçäåëèìîì ñîàâòîðñòâå c Ä. Ãîíçàëâåñîì (Óíè-

âåðñèòåò Ñàí Ïàóëó, Áðàçèëèÿ), ðåçóëüòàòû ðàáîòû [54] ïîëó÷åíû â íåðàç-

äåëèìîì ñîàâòîðñòâå ñ À. Êàòòàáðèãà (Óíèâåðñèòåò Áîëîíüè, Èòàëèÿ), è

ðåçóëüòàòû ðàáîòû [66] ïîëó÷åíû â íåðàçäåëèìîì ñîàâòîðñòâå ñ À. Ë. Ôåëü-

øòûíûì (Óíèâåðñèòåò Ùåöèíà, Ïîëüøà).

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç âîñüìè

ãëàâ, âêëþ÷àÿ ââåäåíèå, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ãëàâû ðàçáèòû íà ðàçäåëû,

ðàçäåëû íà ïîäðàçäåëû. Âñå íóìåðóåìûå ñóùíîñòè ðàçáèòû íà êàòåãîðèè:

îïðåäåëåíèå, ïðèìåð, ïðåäëîæåíèå, ëåììà, òåîðåìà, ñëåäñòâèå, âîïðîñ, ãè-

ïîòåçà. Äëÿ óòâåðæäåíèé èç êàæäîé êàòåãîðèè âåäåòñÿ ñâîÿ ñêâîçíàÿ íó-

ìåðàöèÿ. Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò 55 ðèñóíêîâ è èçëîæåíà íà 321 ñòðàíèöå.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 138 íàèìåíîâàíèé.

Áëàãîäàðíîñòè. ß âûðàæàþ èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷-

íîìó êîíñóëüòàíòó Âàëåðèþ Ãåîðãèåâè÷ó Áàðäàêîâó çà íåèçìåííóþ âñåñòî-

ðîííþþ ïîìîùü è ïîääåðæêó. Åãî âêëàä â ìîå ðàçâèòèå êàê ìàòåìàòèêà,

à òàêæå ïîñòîÿííàÿ ïîääåðæêà íåîöåíèìû. ß òàêæå èñêðåííå áëàãîäàðþ
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Åâãåíèÿ Ïåòðîâè÷à Âäîâèíà çà ðåãóëÿðíóþ ïîìîùü è êîíñóëüòàöèè â õî-

äå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû, à òàêæå çà óâëåêàòåëüíûå áåñåäû î ìàòåìàòèêå â

öåëîì. Á�îëüøàÿ ÷àñòü ðàáîòû áûëà âûïîëíåíà âî âðåìÿ ìîåé ñòàæèðîâ-

êè â óíèâåðñèòåòå Áîëîíüè (Èòàëèÿ) è Êàòîëè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå Ëåâåíà

(Áåëüãèÿ), è ÿ áëàãîäàðåí ýòèì óíèâåðñèòåòàì, âñåì ñîòðóäíèêàì è ñòóäåí-

òàì êàôåäð àëãåáðû, ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè ýòèõ óíèâåðñèòåòîâ è, îñîáåííî,

ïðîôåññîðó Ì. Ìóëàöàíè (óíèâåðñèòåò Áîëîíüè) è ïðîôåññîðó Ê. Äåêèìïå

(Êàòîëè÷åñêèé óíèâåðñèòåò Ëåâåíà) çà èõ ïîìîùü è ïîääåðæêó. ß òàêæå

ïðèçíàòåëåí âñåì ñîòðóäíèêàì ëàáîðàòîðèè òåîðèè ãðóïï Èíñòèòóòà ìàòå-

ìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà è êàôåäðû àëãåáðû è ëîãèêè Íîâîñèáèðñêîãî

ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ïðèñóùàÿ ýòèì êîëëåêòèâàì òâîð÷åñêàÿ è

áëàãîæåëàòåëüíàÿ àòìîñôåðà ðàñïîëàãàåò ê ïëîäîòâîðíîé íàó÷íîé äåÿòåëü-

íîñòè.

1.2. Óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà è àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû àëãåáðàè÷åñêèõ

ñèñòåì, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâ-

íåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà, à òàêæå ïðèâåäåíû êîíêðåòíûå ôîðìóëû ðåøåíèé

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà íà ýòèõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ ñèñòåìàõ.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, òîãäà îòîáðàæåíèå T : X2 → X2, çà-

äàííîå ïðàâèëîì

T (x, y) = (y, x)

äëÿ x, y ∈ X, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì òåîðåòèêî ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ

ßíãà-Áàêñòåðà (èëè ïåðåêëþ÷àòåëåì). Ýòî ðåøåíèå èíâîëþòèâíî.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü X � ãðóïïà, òîãäà îòîáðàæåíèå SA : X2 → X2, çàäàííîå

ïðàâèëîì

SA(x, y) = (xyx−1, x)
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äëÿ x, y ∈ X, ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ïåðåêëþ÷àòåëåì. Ýòîò ïåðåêëþ÷à-

òåëü íàçûâàåòñÿ ïåðåêëþ÷àòåëåì Àðòèíà.

Ïåðåêëþ÷àòåëü Àðòèíà ìîæåò áûòü îáîáùåí ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü X � ãðóïïà, ϕ � íåêîòîðûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû G.

Òîãäà îòîáðàæåíèå SA,ϕ : X2 → X2, çàäàííîå ïðàâèëîì

SA,ϕ(x, y) = (xyϕ(x)−1, ϕ(x))

äëÿ x, y ∈ X, ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ïåðåêëþ÷àòåëåì. Åñëè ϕ � òîæäå-

ñòâåííûé àâòîìîðôèçì, òî ïåðåêëþ÷àòåëü SA,ϕ ñîâïàäàåò ñ ïåðåêëþ÷àòåëåì

Àðòèíà SA.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü X � ìîäóëü íàä êîëüöîì K, à t � ôèêñèðîâàííûé îá-

ðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöà K. Òîãäà îòîáðàæåíèå SB : X2 → X2, çàäàííîå

ïðàâèëîì

SB(x, y) = ((1− t)x+ ty, x)

äëÿ x, y ∈ X, ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ïåðåêëþ÷àòåëåì. Ýòîò ïåðåêëþ÷à-

òåëü íàçûâàåòñÿ ïåðåêëþ÷àòåëåì Áóðàó.

Íàïîìíèì äàëåå îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

ñèñòåì, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé òåîðå-

òèêî ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà.

Êâàíäëîì íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà Q ñ îäíîé áèíàðíîé àë-

ãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé (a, b) 7→ a ∗ b, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

òðåì àêñèîìàì.

1. Äëÿ âñåõ a ∈ Q ñïðàâåäëèâî a ∗ a = a.

2. Îòîáðàæåíèå Ia : b 7→ b ∗ a ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé íà Q äëÿ âñåõ a ∈ Q.

Ýëåìåíò I−1
b (a) ïðè ýòîì îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç a ∗−1 b.

3. Äëÿ âñåõ a, b, c ∈ Q ñïðàâåäëèâî (a ∗ b) ∗ c = (a ∗ c) ∗ (b ∗ c).

Êâàíäëû âïåðâûå ïîÿâèëèñü â ðàáîòàõ Ä. Äæîéñà [89] è Ñ. Â. Ìàòâååâà [20],

ïîñâÿùåííûõ òåîðèè óçëîâ.
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Ïðèìåð 5. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Çàäàäèì íà A îïåðàöèþ

∗ ïðàâèëîì x ∗ y = x äëÿ âñåõ x, y ∈ A. Òîãäà ìíîæåñòâî A c îïåðàöèåé ∗

îáðàçóåò êâàíäë, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì êâàíäëîì íà ìíîæåñòâå

A. Òðèâèàëüíûé êâàíäë íà ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Tn.

Ïðèìåð 6. Ïóñòü G � ãðóïïà, a A � òàêîå ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G, ÷òî

äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y èç A ýëåìåíò y−1xy òàêæå ëåæèò â A. Çàäàäèì íà

A îïåðàöèþ ∗ ïðàâèëîì x ∗ y = y−1xy äëÿ âñåõ x, y ∈ A. Òîãäà ìíîæåñòâî

A c îïåðàöèåé ∗ îáðàçóåò êâàíäë, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Conj(A). Â

êà÷åñòâå ìíîæåñòâà A ìîæíî âçÿòü îáúåäèíåíèå êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè

ëþáûõ ýëåìåíòîâ èç G.

Ïðèìåð 7. Ïóñòü Fn � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùè-

ìè x1, x2, . . . , xn, è ïóñòü A � îáúåäèíåíèå êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåí-

òîâ x1, x2, . . . , xn. Òîãäà êâàíäë Conj(A) íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì êâàíäëîì c

n ïîðîæäàþùèìè è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç FQn. Ýòîò êâàíäë óäîâëåòâîðÿåò

óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó ñâîáîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû: åñëè Q � ïðî-

èçâîëüíûé êâàíäë, òî ëþáîå îòîáðàæåíèå {x1, x2, . . . , xn} → Q ìîæåò áûòü

åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæåíî äî ãîìîìîðôèçìà FQn → Q.

Íåêîòîðûå äðóãèå ïðèìåðû êâàíäëîâ ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 2.4.2. Ñëå-

äóþùèé ïðèìåð ãîâîðèò î òîì, êàê êâàíäëû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ

ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé òåîðåòèêî ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà.

Ïðèìåð 8. Ïóñòü X � êâàíäë, òîãäà îòîáðàæåíèå SQ : X2 → X2, çàäàííîå

ïðàâèëîì

SQ(x, y) = (y, x ∗ y)

äëÿ x, y ∈ X, ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ïåðåêëþ÷àòåëåì.

Áèêâàíäëîì íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà BQ ñ äâóìÿ áèíàð-

íûìè àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè (a, b) 7→ ab, (a, b) 7→ ab, êîòîðûå óäîâëå-

òâîðÿþò ñëåäóþùèì àêñèîìàì.
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1. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ BQ îòîáðàæåíèÿ fa, fa : BQ → BQ, çà-

äàííûå ïðàâèëàìè fa(x) = xa, fa(x) = xa äëÿ x ∈ BQ, ÿâëÿþòñÿ áè-

åêöèÿìè íà BQ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ ba
−1

= (fa)−1(b),

ba−1 = (fa)
−1(b).

2. Äëÿ âñåõ a ∈ BQ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà aa
−1

= aaa−1 , aa−1 = aaa−1 .

3. Äëÿ âñåõ a, b, c ∈ Q ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(a) abc = acbb
c

,

(b) abc = acbbc,

(c) (ab)
cba = (ac)bca .

Áèêâàíäëû âïåðâûå ïîÿâèëèñü â ðàáîòå Ð. Ôåííà, È. Äæîðäàí-Ñàíòàíà è

Ë. Êàóôôìàíà [71] êàê èíñòðóìåíò äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ èíâàðèàíòîâ äëÿ

êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ óçëîâ è çàöåïëåíèé.

Ïðèìåð 9. Ïóñòü Q � êâàíäë c îïåðàöèåé ∗. Äëÿ ýëåìåíòîâ a, b ∈ Q îáî-

çíà÷èì ÷åðåç ab = a, ab = a ∗ b. Òîãäà ìíîæåñòâî Q ñ äâóìÿ îïåðàöèÿìè

(a, b) 7→ ab, (a, b) 7→ ab ÿâëÿåòñÿ áèêâàíäëîì. Åñëè äëÿ âñåõ a, b ∈ Q âû-

ïîëíåíî ðàâåíñòâî a ∗ b = a, òî òàêîé áèêâàíäë íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì.

Â òðèâèàëüíîì áèêâàíäëå äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a, b ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ab = ab = a.

Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå îäíà èç îïåðàöèé áèêâàíäëà òðèâèàëüíà. Ïðè-

âåäåì ïðèìåð áèêâàíäëà, â êîòîðîì îáå îïåðàöèè íåòðèâèàëüíû.

Ïðèìåð 10. Ïóñòü M � ìîäóëü íàä êîëüöîì K, à λ, µ � ôèêñèðîâàííûå

îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà K. Äëÿ ýëåìåíòîâ a, b ∈ M îáîçíà÷èì ÷åðåç

ab = µb, ab = λa + (1 − µλ)b. Òîãäà ìíîæåñòâî M ñ äâóìÿ îïåðàöèÿìè

(a, b) 7→ ab, (a, b) 7→ ab ÿâëÿåòñÿ áèêâàíäëîì.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ãîâîðèò î òîì, êàê áèêâàíäëû ìîãóò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé òåîðåòèêî ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ

ßíãà-Áàêñòåðà.
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Ïðèìåð 11. Ïóñòü X � áèêâàíäë, òîãäà îòîáðàæåíèå SBQ : X2 → X2,

çàäàííîå ïðàâèëîì

SBQ(x, y) = (yx, x
y)

äëÿ x, y ∈ X, ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ïåðåêëþ÷àòåëåì.

Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, è ïóñòü S : X2 → X2 � òàêîå

ðåøåíèå òåîðåòèêî ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà íà X, ÷òî

S(x, y) = (Sl(x, y), Sr(x, y)) äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ X. Îïðåäåëèì íà

X äâå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè (a, b) 7→ ab, (a, b) 7→ ab ïî ïðàâèëó

ab = Sl(b, a), ab = Sr(a, b)

äëÿ a, b ∈ X. Åñëè ìíîæåñòâî X ñ ýòèìè äâóìÿ îïåðàöèÿìè îáðàçóåò áè-

êâàíäë, òî ýòîò áèêâàíäë îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì (X,S). Ðåøåíèå S â ýòîì

ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ïåðåêëþ÷àòåëåì. Òàêîé ïåðåêëþ÷àòåëü

íàçûâàåòñÿ áèêâàíäëîâûì ïåðåêëþ÷àòåëåì. Ïåðåêëþ÷àòåëè èç ïðèìåðîâ 1,

2, 4, 8, 11 ÿâëÿþòñÿ áèêâàíäëîâûìè ïåðåêëþ÷àòåëÿìè.

Êîñûì áðýéñîì íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = (A,⊕,�) ñ

äâóìÿ òàêèìè áèíàðíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè ⊕, �, ÷òî àëãåáðà-

è÷åñêèå ñèñòåìû A⊕ = (A,⊕), A� = (A,�) ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè è ðàâåíñòâî

a� (b⊕ c) = (a� b)	 a⊕ (a� c) (1.13)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ a, b, c ∈ A, ãäå 	a îáîçíà÷àåò ýëåìåíò èç A îáðàò-

íûé ê a ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè ⊕ (÷åðåç a−1 îáîçíà÷àåòñÿ ýëåìåíò èç A

îáðàòíûé ê a ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè �). Ãðóïïà A⊕ íàçûâàåòñÿ àääè-

òèâíîé ãðóïïîé êîñîãî áðýéñà A, ãðóïïà A� íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé

ãðóïïîé êîñîãî áðýéñà A.

Ïðèìåð 12. Ïóñòü G � ãðóïïà. Òîãäà ìíîæåñòâî G ñ îïåðàöèÿìè ⊕,�,

çàäàííûìè ïî ïðàâèëó

x⊕ y = xy, x� y = xy
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äëÿ x, y ∈ G, ÿâëÿåòñÿ êîñûì áðýéñîì. Òàêîé êîñîé áðýéñ íàçûâàåòñÿ òðè-

âèàëüíûì. Àääèòèâíàÿ è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïû òàêîãî êîñîãî áðýéñà

èçîìîðôíû G.

Ïðèìåð 13. Ïóñòü G,H � ãðóïïû, A = GoH � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

ãðóïï G,H. Òîãäà ìíîæåñòâî A ñ îïåðàöèÿìè ⊕,�, çàäàííûìè ïî ïðàâèëó

(g1h1)⊕ (g2h2) = (g1g2)(h1h2), (g1h1)� (g2h2) = (g1g
h−11
2 )(h1h2)

äëÿ g1, g2 ∈ G, h1, h2 ∈ H, ÿâëÿåòñÿ êîñûì áðýéñîì. Àääèòèâíàÿ ãðóïïà

ýòîãî êîñîãî áðýéñà èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ G×H, ìóëüòèïëè-

êàòèâíàÿ ãðóïïû òàêîãî êîñîãî áðýéñà èçîìîðôíû ïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäå-

íèþ GoH.

Íåêîòîðûå äðóãèå ïðèìåðû êîñûõ áðýéñîâ ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 6.1.

Ïðèìåð 14. Ïóñòü X � êîñîé áðýéñ, òîãäà îòîáðàæåíèå SSB : X2 → X2,

çàäàííîå ïðàâèëîì

SSB(x, y) =
(
	 x⊕ (x� y), (	x⊕ (x� y))−1 � x� y

)
(1.14)

äëÿ x, y ∈ X, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì òåîðåòèêî ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ

ßíãà-Áàêñòåðà. Áîëåå òîãî, ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ áèêâàíäëîâûì (â ÷àñò-

íîñòè, íåâûðîæäåííûì) ïåðåêëþ÷àòåëåì.

1.3. Îáîçíà÷åíèÿ èç îáùåé òåîðèè ãðóïï

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû îáîçíà÷åíèÿ èç îáùåé òåîðèè ãðóïï, èñ-

ïîëüçóåìûå ïî õîäó äèññåðòàöèè.

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ, âûáðàííûå â ñîîò-

âåòñòâèè ñ [12, 124]. Åñëè G � ãðóïïà, òî çàïèñè H ≤ G (H < G) è H E G

(H C G) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òîãî, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé

èëè íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G (ïîäãðóïïîé èëè íîðìàëüíîé ïîä-

ãðóïïîé, íå ñîâïàäàþùåé ñ G). Ñèìâîëîì |G : H| îáîçíà÷àåòñÿ èíäåêñ ïîä-

ãðóïïû H â ãðóïïå G, ò. å. ÷èñëî ëåâûõ (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ïðàâûõ)

42



ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ïîäãðóïïå H, ñèìâîëîì NG(H) îáîçíà÷àåòñÿ íîðìà-

ëèçàòîð ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G. Åñëè ïîäãðóïïà H íîðìàëüíà â G, òî

÷åðåç G/H îáîçíà÷àåòñÿ ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H. Çàïèñü

1 → A → G → B → 1 îáîçíà÷àåò, ÷òî A E G è ãðóïïà G/A èçîìîðô-

íà ãðóïïå B. Äëÿ ïîäìíîæåñòâ A,B ãðóïïû G ñèìâîëîì AB îáîçíà÷àåòñÿ

ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ A è B, ò. e. ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G,

êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå ab äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ a ∈ A,

b ∈ B. Ñèìâîëàìè G×H, GoH, G◦H, G∗H îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

ïðÿìîå, ïîëóïðÿìîå, öåíòðàëüíîå è ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï G,H.

Ñîïðÿæåíèå ýëåìåíòà x ïðè ïîìîùè ýëåìåíòà y ãðóïïû G îáîçíà÷à-

åòñÿ ÷åðåç xy = y−1xy, ñèìâîëîì x−y îáîçíà÷àåòñÿ ýëåìåíò x−y = y−1x−1y.

Åñëè x � íåêîòîðûé ýëåìåíò ãðóïïû G, òî ñèìâîëîì xG îáîçíà÷àåòñÿ ìíî-

æåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, ñîïðÿæåííûõ ñ x. Ñèìâîëîì [x, y] = x−1xy

îáîçíà÷àåòñÿ êîììóòàòîð ýëåìåíòîâ x, y ãðóïïû G. Âî âñÿêîé ãðóïïå ñïðà-

âåäëèâû ñëåäóþùèå êîììóòàòîðíûå òîæäåñòâà

[xy, z] = [x, z]y[y, z] = [x, z][[x, z], y][y, z], (1.15)

[x, yz] = [x, z][x, y]z = [x, z][x, y][[x, y], z], (1.16)

[x, y]−1 = [y, x]. (1.17)

Èç ðàâåíñòâ (1.15), (1.16), (1.17) ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè ýëåìåíò x

ãðóïïû G ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè x1, x2, . . . , xn,

à ýëåìåíò y ãðóïïû G ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè

y1, y2, . . . , ym, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn, c1,

c2, . . . , cn, d1, d2, . . . , dn ãðóïïû G, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

[x, y] =
n∏
i=1

[x, yi]
ai[x, y−1

i ]bi, (1.18)

[x, y] =
n∏
i=1

[xi, y]ci[x−1
i , y]di. (1.19)

Ñèìâîëîì [A,B] îáîçíà÷àåòñÿ âçàèìíûé êîììóòàíò ïîäãðóïï A è B ãðóïïû
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G, ò. å. ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ âñåìè êîììóòàòîðàìè [x, y] ýëåìåíòîâ x èç

A, y èç B. Cèìâîëîì γi(G) îáîçíà÷àåòñÿ i-é öåíòðàë ãðóïïû G, ò. å. i-é ÷ëåí

íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà

γ1(G) = G, γi+1(G) = [γi(G), G].

Äëÿ ýëåìåíòîâ x1, x2, . . . , xn ãðóïïû G ñèìâîëîì [x1, x2, . . . , xn] îáîçíà÷àåò-

ñÿ ñëåäóþùèé èíäóêòèâíî îïðåäåëåííûé ýëåìåíò ãðóïïû G

[x1, x2, . . . , xn−1, xn] = [[x1, x2, . . . , xn−1], xn].

Äëÿ i ≥ 1 ïîäãðóïïà γi+1(G) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè [x1, x2, . . . , xi+1] äëÿ

âñåõ âîçìîæíûõ x1, x2, . . . , xi+1 ∈ G, ïîýòîìó ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷å-

íèå [x1, x2, . . . , xi+1] = γi+1(x1, x2, . . . , xi+1).

×åðåç Z(G) è PG îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî öåíòð ãðóïïû G è

ôàêòîðãðóïïà G/Z(G), ñèìâîëîì ζi(G) îáîçíà÷àåòñÿ i-é ãèïåðöåíòð ãðóïïû

G, ò. å. i-é ÷ëåí âåðõíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà

ζ0(G) = 1, ζi+1(G)/ζi(G) = Z(G/ζi(G)).

Åñëè H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, à x ∈ NG(H) � íåêîòîðûé ýëåìåíò

íîðìàëèçàòîðà ãðóïïû H â G, òî ñèìâîëîì ϕx îáîçíà÷èì àâòîìîðôèçì

ãðóïïû H äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

ϕx(g) = xgx−1 = gx
−1
.

Àâòîìîðôèçì òàêîãî âèäà íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçì-ñîïðÿæåíèå ãðóïïû H,

èíäóöèðîâàííûé ýëåìåíòîì x ãðóïïû G. Åñëè ïðè ýòî ýëåìåíò x ëåæèò âH,

òî ϕx � âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì ãðóïïû H. Ñèìâîëàìè Aut(G) è Inn(G)

îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ è ãðóïïà âíóòðåííèõ

àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G. Ñèìâîë Out(G) = Aut(G)/Inn(G) îáîçíà÷àåò

ãðóïïó âíåøíèõ àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïûG. ×åðåç End(G) îáîçíà÷àåòñÿ ìíî-

æåñòâî âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû G. Åñëè ϕ � ýíäîìîðôèçì ãðóïïû G,
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H � íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî ñèìâîëîì ϕ(H) îáîçíà÷àåòñÿ îá-

ðàç ïîäãðóïïû H ïîä äåéñòâèåì ýíäîìîðôèçìà ϕ. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé åñëè ϕ(H) = H äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèç-

ìà ϕ ãðóïïû G. Åñëè H � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, è ϕ �

íåêîòîðûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû G, òî ñèìâîëîì ϕ|H îáîçíà÷àåòñÿ ñóæåíèå

àâòîìîðôèçìà ϕ íà ãðóïïó H.
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Ãëàâà 2. Ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëè è

ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï êîñ

Êëàññè÷åñêèå ãðóïïû êîñ Bn âïåðâûå ïîÿâèëèñü â ðàáîòå Ý. Àðòè-

íà [31] êàê èíñòðóìåíò äëÿ ðàáîòû ñ óçëàìè â òðåõìåðíîì Åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå. Ë. Êàóôôìàí â ðàáîòå [96] ââåë ïîíÿòèå âèðòóàëüíîãî óçëà,

ïîñëå ÷åãî â ðàáîòàõ [91,97, 98,135] ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêèìè ãðóïïàìè

êîñ áûëè ââåäåíû âèðòóàëüíûå ãðóïïû êîñ V Bn.

Â ðàáîòå [71] îòìå÷åíî, ÷òî åñëè S � ïåðåêëþ÷àòåëü íà ìíîæåñòâå

X, òî ñ ïîìîùüþ S ìîæíî ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Bn, V Bn ïîä-

ñòàíîâêàìè ìíîæåñòâà Xn. Áîëåå òîãî, åñëè X � íåêîòîðàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ

ñèñòåìà, òî ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ ïåðåêëþ÷àòåëü S íà X ìî-

æåò áûòü èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Bn, V Bn àâ-

òîìîðôèçìàìè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X. Íåêîòîðûå èçâåñòíûå ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ãðóïï Bn, V Bn ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òàêèì ñïîñîáîì, îäíàêî áîëü-

øèíñòâî èçâåñòíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Bn, V Bn íå ìîãóò áûòü ïîñòðîå-

íû òàêèì ñïîñîáîì. Â äàííîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàí ìåòîä ìóëüòè-

ïåðåêëþ÷àòåëåé, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Bn, V Bn

àâòîìîðôèçìàìè ïðîèçâîëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, èñïîëüçóÿ ñïåöè-

àëüíûå ðåøåíèÿ òåîðåòèêî ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà. Âñå

èçâåñòíûå íà äàííûé ìîìåíò ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Bn, V Bn àâòîìîðôèçìà-

ìè ãðóïï ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà.

Â ðàçåäëå 2.1 ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû êîñ, ãðóïïû âèðòóàëü-

íûõ êîñ, à òàêæå èõ âàæíåéøèõ ïîäãðóïï è ôàêòîðãðóïï. Â ðàçäåëå 2.2

ïðèâåäåí èçâåñòíûé ñïîñîá, êàê ïåðåêëþ÷àòåëè íà àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòå-

ìàõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï (âèðòó-

àëüíûõ) êîñ àâòîìîðôèçìàìè ýòèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ðàçäåëå 2.3

ââåäåíî îïðåäåëåíèå ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëÿ, êîòîðîå îáîáùàåò îïðåäåëå-

íèå ïåðåêëþ÷àòåëÿ, à òàêæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ìóëüòèïåðåêëþ÷àòåëåé.
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Â ðàçäåëå 2.4 ðàçðàáîòàí ìåòîä, êàê ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëè ìîãóò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Bn, V Bn àâòîìîðôèçìàìè

ïðîèçâîëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ïîñòðîåíî

ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn íà n íèòÿõ àâòîìîðôèçìàìè

ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ FQn ∗ Tn ñâîáîäíîãî êâàíäëà FQn ñ n ïîðîæäà-

þùèìè è òðèâèàëüíîãî êâàíäëà Tn íà n ýëåìåíòàõ. Ðàçäåë 2.5 ïîñâÿùåí

ïîñòðîåíèþ è èçó÷åíèþ ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Bn, V Bn.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [4,39,40].

2.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ãðóïïàõ êîñ

Â äàííîì ðàçåäëå ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

î ãðóïïàõ êîñ, ãðóïïàõ âèðòóàëüíûõ êîñ, à òàêæå îá èõ âàæíåéøèõ ïîä-

ãðóïïàõ è ôàêòîðãðóïïàõ.

Ïóñòü n > 1 � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Ãðóïïîé êîñ Bn íà n íèòÿõ

íàçûâàåòñÿ ãðóïïà ñ ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè σ1, σ2, . . . , σn−1 è îïðåäå-

ëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, i = 1, 2, . . . , n− 2, (b1)

σiσj = σjσi, |i− j| ≥ 2. (b2)

Ïîäãðóïïà ãðóïïû êîñ Bn, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè σ1, σ2, . . . , σn−2, èçî-

ìîðôíà ãðóïïå êîñ Bn−1. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî öåïî÷êà âëîæåííûõ

ïîäãðóïï

B2 < B3 < B4 < . . .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B∞ îáúåäèíåíèå âñåõ ãðóïï â ýòîé öåïî÷êå B∞ =
⋃
k≥2Bk.

Îòîáðàæåíèå ι : {σ1, σ2, . . . , σn−1} → Sn èç ìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ

{σ1, σ2, . . . , σn−1} ãðóïïû êîñ Bn íà n íèòÿõ â ãðóïïó ïîäñòàíîâîê Sn íà

n ñèìâîëàõ, ïåðåâîäÿùåå ïîðîæäàþùèé σi â òðàíñïîçèöèþ (i, i + 1) äëÿ

i = 1, 2, . . . , n− 1, ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà ι : Bn → Sn. ßäðî ýòîãî
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ãîìîìîðôèçìà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé êðàøåíûõ êîñ íà n íèòÿõ è îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç Pn. Äëÿ ïàðû èíäåêñîâ 1 ≤ i < j ≤ n îáîçíà÷èì ÷åðåç ai,j ñëåäóþùèå

ýëåìåíòû ãðóïïû êîñ Bn

ai,i+1 = σ2
i ,

ai,j = σj−2σj−2 . . . σi+1σ
2
i σ
−1
i+1 . . . σ

−1
j−2σ

−1
j−1, ïðè i+ 1 < j.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ èíäåêñîâ 1 ≤ i < j ≤ n ýëåìåíòû ai,j ëåæàò â ãðóïïå

êðàøåíûõ êîñ Pn. Áîëåå òîãî, ýëåìåíòû ai,j (1 ≤ i < j ≤ n) ïîðîæäàþò

ãðóïïó Pn. Îá ýòîì ãîâîðèò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå, íàïðèìåð,

â [45, ëåììà 1.8.2].

Ëåììà 1. Ãðóïïà Pn êðàøåíûõ êîñ íà n íèòÿõ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

ñ ïîðîæäàþøèìè ýëåìåíòàìè ai,j (1 ≤ i < j ≤ n) è îïðåäåëÿþùèìè

ñîîòíîøåíèÿìè (äëÿ ε = ±1)

a−εi,kak,ja
ε
i,k = (ai,kak,j)

εak,j(ai,jak,j)
−ε,

a−εk,mak,ja
ε
k,m = (ak,jam,j)

εak,j(ak,jam,j)
−ε, m < j,

a−εi,mak,ja
ε
i,m =

[
a−εi,j , a

−ε
m,j

]ε
ak,j

[
a−εi,j , a

−ε
m,j

]−ε
, i < k < m,

a−εi,mak,ja
ε
i,m = ak,j, k < i,m < j èëè m < k.

Ãðóïïà êîñ Bn−1 íà (n− 1)-é íèòè ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóïïå êîñ

Bn íà n íèòÿõ. Ñóæåíèå ãîìîìîðôèçìà ι : Bn → Sn íà ãðóïïó Bn−1 äàåò

ãîìîìîðôèçì ι : Bn−1 → Sn−1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà êðàøåíûõ êîñ

Pn−1 ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóïïå êðàøåíûõ êîñ Pn è èìååò ìåñòî öåïî÷êà

âëîæåííûõ ïîäãðóïï

P2 < P3 < P4 < . . .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P∞ îáúåäèíåíèå âñåõ ãðóïï â ýòîé öåïî÷êå P∞ =
⋃
k≥2 Pk.

Ãðóïïîé âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn íà n íèòÿõ íàçûâàåòñÿ ãðóïïà ñ

ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1, ñîîòíîøåíèÿìè
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(b1), (b2) è äîïîëíèòåëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

ρiρi+1ρi = ρi+1ρiρi+1, i = 1, . . . , n− 2, (vb1)

ρiρj = ρjρi, |i− j| ≥ 2, (vb2)

ρ2
i = 1, i = 1, . . . , n− 1, (vb3)

σiρj = ρjσi, |i− j| ≥ 2, (vb4)

ρiρi+1σi = σi+1ρiρi+1, i = 1, . . . , n− 2. (vb5)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîäãðóïïà â V Bn, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè

ρ1, ρ2, . . . , ρn−1, èçîìîðôíà ãðóïïå ïîäñòàíîâîê Sn íà n ñèìâîëàõ. Òàêæå

èçâåñòíî, ÷òî ýëåìåíòû σ1, σ2, . . . , σn−1 ïîðîæäàþò â ãðóïïå âèðòóàëüíûõ

êîñ V Bn ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ ãðóïïå êîñ Bn.

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êëàññè÷åñêèõ êîñ îáîçíà÷èì ÷åðåç ι îòîáðàæåíèå

ι : {σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1} → Sn

èç ìíîæåñòâà {σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1} ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû âèð-

òóàëüíûõ êîñ V Bn íà n íèòÿõ â ãðóïïó ïîäñòàíîâîê íà n ñèìâîëàõ, ïåðåâî-

äÿùåå ïîðîæäàþùèå σi, ρi â òðàíñïîçèöèþ (i, i + 1) äëÿ i = 1, 2, . . . , n − 1.

Ýòî îòîáðàæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà ι : V Bn → Sn. ßäðî ýòîãî

ãîìîìîðôèçìà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé êðàøåíûõ âèðòóàëüíûõ êîñ íà n íèòÿõ è

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç V Pn. Ïîðîæäàþùèå è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ýòèõ

ãðóïï áûëè íàéäåíû Â. Ã. Áàðäàêîâûì â ðàáîòå [34]. Äëÿ ïàðû èíäåêñîâ

1 ≤ i < j ≤ n îáîçíà÷èì ÷åðåç λi,j, λj,i ñëåäóþùèå ýëåìåíòû ãðóïïû V Bn

λi,i+1 = ρiσ
−1
i , (2.1)

λi+1,i = ρiλi,i+1ρi = σ−1
i ρi, (2.2)

λi,j = ρj−1ρj−2 . . . ρi+1λi,i+1ρi+1 . . . ρj−2ρj−1, i+ 1 < j, (2.3)

λj,i = ρj−1ρj−2 . . . ρi+1λi+1,iρi+1 . . . ρj−2ρj−1, i+ 1 < j. (2.4)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíîâëåíî â [34, òåîðåìà 1].
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Òåîðåìà 14. Ãðóïïà V Pn êðàøåíûõ âèðòóàëüíûõ êîñ íà n íèòÿõ äîïóñ-

êàåò ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîðîæäàþøèìè ýëåìåíòàìè λi,j, λj,i (1 ≤ i < j ≤ n)

è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

λi,jλk,l = λk,lλi,j,

λk,iλk,jλi,j = λi,jλk,jλk,i,

ãäå ðàçëè÷íûå áóêâû îáîçíà÷àþò ðàçëè÷íûå èíäåêñû.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíîâëåíî â [34, ëåììà 1].

Ëåììà 2. Ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû â ãðóïïå âèðòóàëüíûõ êîñ

V Bn íà n íèòÿõ.

1. Åñëè 1 ≤ i < j ≤ n è k < i− 1 èëè i < k < j − 1 èëè k > j, òî

ρkλi,jρk = λi,j, ρkλj,iρk = λj,i.

2. Åñëè 1 ≤ i < j ≤ n, òî

ρi−1λi,jρi−1 = λi−1,j, ρi−1λj,iρi−1 = λj,i−1.

3. Åñëè 1 ≤ i < j − 1 ≤ n, òî

ρiλi,i+1ρi = λi+1,i, ρiλi,jρi = λi+1,j,

ρiλi+1,iρi = λi,i+1, ρiλj,iρi = λj,i+1.

4. Åñëè 1 ≤ i+ 1 < j ≤ n, òî

ρj−1λi,jρj−1 = λi,j−1, ρj−1λj,iρj−1 = λj−1,i.

5. Åñëè 1 ≤ i < j ≤ n, òî

ρjλi,jρj = λi,j+1, ρjλj,iρj = λj+1,i.
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Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï êîñ, â ñëó÷àå âèðòóàëüíûõ

ãðóïï êîñ òàêæå èìåþò ìåñòî öåïî÷êè âëîæåííûõ ïîäãðóïï

V B2 < V B3 < V B4 < · · · < V B∞ =
⋃
k≥2

V Bk,

V P2 < V P3 < V P4 < · · · < V P∞ =
⋃
k≥2

V Pk.

Â ðàáîòå [83] óñòàíîâëåíî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ

ρiσi+1σi = σi+1σiρi+1, i = 1, 2, . . . , n− 2, (w1)

ρi+1σiσi+1 = σiσi+1ρi, i = 1, 2, . . . , n− 2 (w2)

íå âûïîëíÿþòñÿ â ãðóïïå âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn. Ãðóïïà, ïîëó÷åííàÿ èç

ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ äîáàâëåíèåì ñîîòíîøåíèé (w1), íàçûâàåòñÿ ãðóï-

ïîé êîñ ñî ñïàéêàìè. Ýòà ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç WBn. Ãðóïïû êîñ ñî

ñïàéêàìè âïåðâûå ïîÿâèëèñü â ðàáîòå Ð. Ôåííà, Ð. Ðèìàíè è Ê. Ðóðêà [72]

êàê ïîäãðóïïû ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(Fn) ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn. Ãðóï-

ïà, ïîëó÷åííàÿ èç ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ äîáàâëåíèåì îáîèõ ñåìåéñòâ

ñîîòíîøåíèé (w1), (w2) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé êîñ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè è

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç UV Bn. Ãðóïïû êîñ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè âïåðâûå ïî-

ÿâèëèñü â ðàáîòå [97]. Ñâîéñòâà ýòèõ ãðóïï èçó÷àëèñü, íàïðèìåð, â ðàáî-

òàõ [37,90].

Î÷åâèäíî, ÷òî ãðóïïà êîñ ñî ñïàéêàìè WBn ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðãðóïïîé

ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn, à ãðóïïà êîñ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè UV Bn

ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðãðóïïîé ãðóïïû êîñ ñî ñïàéêàìè WBn (è, ñëåäîâàòåëüíî,

ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðãðóïïîé ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn). Ãðóïïû êðàøå-

íûõ êîñ ñî ñïàéêàìè WPn è êðàøåíûõ êîñ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè UV Pn

îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ãðóïïå âèðòóàëüíûõ êðàøåíûõ êîñ V Pn. Äëÿ ïà-

ðû èíäåêñîâ 1 ≤ i < j ≤ n îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè λi,j, λj,i ýëåìåíòû ãðóïï

WBn, UV Bn, îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâàìè (2.1), (2.2), (2.3), (2.4). Ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå î ñòðîåíèè ãðóïïû UV Pn êðàøåíûõ êîñ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè

óñòàíîâëåíî â [37, òåîðåìà 2.7].
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Òåîðåìà 15. Ãðóïïà UV Pn êðàøåíûõ êîñ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè äîïóñêà-

åò ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè λi,j, λj,i (1 ≤ i < j ≤ n)

è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

λi,jλk,l = λk,lλi,j ⇔ (i, j) 6= (l, k).

Èç òåîðåìû 15 ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ãðóïïà UV Pn êðàøåíûõ êîñ

c äâîéíûìè ñïàéêàìè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì n(n − 1)/2 êîïèé

ñâîáîäíîé ãðóïïû F2 ñ äâóìÿ ïîðîæäàþùèìè

UV Pn = F
n(n−1)/2
2 ,

ãäå êàæäàÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà F2 ñâîáîäíî ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè λi,j, λj,i

äëÿ ôèêñèðîâàííûõ èíäåêñîâ 1 ≤ i < j ≤ n. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî ãðóïïû

WBn, UV Bn ÿâëÿþòñÿ ôàêòîðãðóïïàìè ãðóïïû V Bn ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè,

÷òî ëåììà 2 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè â íåé ãðóïïó âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn

çàìåíèòü íà ãðóïïó êîñ ñî ñïàéêàìèWBn èëè ãðóïïó êîñ ñ äâîéíûìè ñïàé-

êàìè UV Bn. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ñòðîåíèè ãðóïïû UV Bn ñëåäóåò èç

ëåììû 2 è òåîðåìû 15. Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â [37, òåîðåìà 2.4].

Òåîðåìà 16. Ãðóïïà UV Bn ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì

UV Bn = (F2)
n(n−1)/2 o Sn,

ãäå (F2)
n(n−1)/2 = UV Pn = 〈λi,j | 1 ≤ i 6= j ≤ n〉, Sn = 〈ρ1, ρ2, . . . , ρn−1〉,

è ãðóïïà Sn äåéñòâóåò ïåðåñòàíîâêàìè íà èíäåêñàõ ïîðîæäþùèõ λi,j äëÿ

1 ≤ i 6= j ≤ n.

Ãðóïïû WB∞, UV B∞, WP∞, UV P∞ îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ãðóï-

ïàì V B∞, V P∞.

2.2. Ïåðåêëþ÷àòåëè è ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï êîñ àâòîìîðôèçìàìè

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåí èçâåñòíûé ñïîñîá, êàê ïðè íàëîæåíèè äî-

ïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ïåðåêëþ÷àòåëè íà àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ìîãóò
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áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Bn, V Bn àâòîìîð-

ôèçìàìè ýòèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïóñòü X � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ

ïîðîæäàþùèìè x1, x2, . . . , xn, è ïóñòü S � òàêîé ïåðåêëþ÷àòåëü íà àëãåáðà-

è÷åñêîé ñèñòåìå X, ÷òî

S(a, b) = (Sl(a, b), Sr(a, b))

äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ X. Äëÿ i = 1, 2, . . . , n− 1 îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Si

îòîáðàæåíèå Si : {x1, x2, . . . , xn} → X, çàäàííîå ïðàâèëîì

Si(xk) =


Sl(xi, xi+1), k = i,

Sr(xi, xi+1), k = i+ 1,

xk, k 6= i, i+ 1.

(2.5)

Åñëè îòîáðàæåíèå Si èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X

äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n− 1, òî îòîáðàæåíèå

σi 7→ Si, i = 1, 2, . . . , n− 1

èíäóöèðóåò ïðåäñòàâëåíèå Bn → Aut(X) ãðóïïû êîñ Bn àâòîìîðôèçìàìè

àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X.

Ïðèìåð 15. Ïóñòü X = Fn � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäà-

þùèìè x1, x2, . . . , xn, è ïóñòü S = SA ïåðåêëþ÷àòåëü Àðòèíà èç ïðèìåðà 2,

ò. å.

S(x, y) = (xyx−1, x)

äëÿ âñåõ x, y ∈ X. Ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó, îïèñàííóþ âûøå, ê äàííîìó ïåðå-

êëþ÷àòåëþ, äëÿ i = 1, 2, . . . , n− 1 èìååì îòîáðàæåíèÿ

Si(xk) =


xixi+1x

−1
i , k = i,

xi, k = i+ 1,

xk, k 6= i, i+ 1.
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Ò. ê. X � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ n ïîðîæäàþùèìè, äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n− 1

îòîáðàæåíèÿ Si ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîðôèçìà ãðóïïû X, ñëåäîâàòåëüíî,

îòîáðàæåíèå ϕA, ïåðåâîäÿùåå ïîðîæäàþùèé σi ãðóïïû Bn â àâòîìîðôèçì

Si ãðóïïû X = Fn äëÿ i = 1, 2, . . . , n − 1, ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà

ϕA : Bn → Aut(Fn). Ýòîò ãîìîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì Àðòèíà

[45, ñëåäñòâèå 1.8.3].

Ïðèìåð 16. ÏóñòüX � ñâîáîäíûé ìîäóëü c áàçèñîì x1, x2, . . . , xn íàä êîëü-

öîì Z[t, t−1], è ïóñòü S = SB � ïåðåêëþ÷àòåëü Áóðàó èç ïðèìåðà 4, ò. å.

S(x, y) = ((1− t)x+ ty, x)

äëÿ âñåõ x, y ∈ X. Ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó, îïèñàííóþ âûøå, ê äàííîìó ïåðå-

êëþ÷àòåëþ, äëÿ i = 1, 2, . . . , n− 1 èìååì îòîáðàæåíèÿ

Si(xk) =


(1− t)xi + txi+1, k = i,

xi, k = i+ 1,

xk, k 6= i, i+ 1.

Ò. ê. X � ñâîáîäíûé ìîäóëü, äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n − 1 îòîáðàæåíèå Si

ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîðôèçìà ìîäóëÿX, ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå ϕB,

ïåðåâîäÿùåå ïîðîæäàþùèé σi ãðóïïû Bn â àâòîìîðôèçì Si ìîäóëÿ X äëÿ

i = 1, 2, . . . , n− 1, ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà

ϕB : Bn → Aut(X) = GLn
(
Z[t, t−1]

)
.

Ýòîò ãîìîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì Áóðàó [45, ðàçäåë 3].

Äëÿ i = 1, 2, . . . , n − 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Vi : {x1, x2, . . . , xn} → X

îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ïðàâèëîì

Vi(xk) =


xi+1, k = i,

xi, k = i+ 1,

xk, k 6= i, i+ 1.

(2.6)
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Åñëè äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n− 1 îòîáðàæåíèÿ Si, çàäàííûå ôîðìóëîé (2.5),

è îòîáðàæåíèÿ Vi, çàäàííûå ôîðìóëîé (2.6), èíäóöèðóþò àâòîìîðôèçìû

àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X, òî îòîáðàæåíèå

σi 7→ Si, ρi 7→ Vi, i = 1, 2, . . . , n− 1

ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà V Bn → Aut(X) ãðóïïû âèðòóàëüíûõ

êîñ V Bn àâòîìîðôèçìàìè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X. Àíàëîãè÷íî ïðèìå-

ðó 15, ïðèìåíÿÿ ýòó ïðîöåäóðó ê ñâîáîäíîé ãðóïïå X = Fn è ïåðåêëþ-

÷àòåëþ Àðòèíà S = SA, ïðèõîäèì ê ðàñøèðåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ Àðòè-

íà ϕ̃A : V Bn → Aut(Fn). Àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 16, ïðèìåíÿÿ ýòó ïðîöå-

äóðó ê ñâîáîäíîìó ìîäóëþ X ðàíãà n íàä êîëüöîì Z[t, t−1] è ïåðåêëþ-

÷àòåëþ Áóðàó S = SB, ïðèõîäèì ê ðàñøèðåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ Áóðàó

ϕ̃B : V Bn → GLn
(
Z[t, t−1]

)
. Ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ̃A, ϕ̃B èçó÷àëèñü â ðàáîòå [135].

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ ïåðåêëþ÷àòåëü S

íà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìåX ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåä-

ñòàâëåíèé ãðóïï Bn, V Bn àâòîìîðôèçìàìè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X.

2.3. Ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëè è âèðòóàëüíûå ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòå-

ëè

Â äàííîì ðàçäåëå ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå (âèðòóàëüíîãî) ìóëüòè-

ïåðåêëþ÷àòåëÿ, êîòîðîå îáîáùàåò îïðåäåëåíèå ïåðåêëþ÷àòåëÿ. Òàêæå

â ðàçäåëå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëåé è âèðòóàëüíûõ

ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëåé.

2.3.1. Ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëè

Ïóñòü X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, X1, X2, . . . , Xm � íåïóñòûå ïîäìíîæå-

ñòâà â X. Äëÿ ïàðû ýëåìåíòîâ A = (a0, a1, . . . , am), B = (b0, b1, . . . , bm) èç
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X ×X1 ×X2 × · · · ×Xm îáîçíà÷èì óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (A,B) ÷åðåç

(A,B) = (a0, b0; a1, b1; a2, b2; . . . ; am, bm).

Èñïîëüçóÿ òàêîå îáîçíà÷åíèå, ìîæíî îòîæäåñòâèòü ìíîæåñòâà

(X ×X1 ×X2 × · · · ×Xm)2 è X2 ×X2
1 ×X2

2 × · · · ×X2
m.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ìîæíî îòîæäåñòâèòü ìíî-

æåñòâà (X ×X1 ×X2 × · · · ×Xm)n è Xn ×Xn
1 ×Xn

2 × · · · ×Xn
m.

Îòîáðàæåíèå S : X2×X2
1×· · ·×X2

m → X2×X2
1×· · ·×X2

m íàçûâàåòñÿ

(m + 1)-ïåðåêëþ÷àòåëåì (èëè ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëåì, åñëè m íå óêàçàíî

ÿâíî) íà X, åñëè S ÿâëÿåòñÿ ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X ×X1 ×X2 × · · · ×Xm,

è äëÿ âñåõ c0 ∈ X2, ci ∈ X2
i (i = 1, 2, . . . ,m) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

S(c0, c1, . . . , cm) = (S0(c0, c1, . . . , cm), S1(c1), . . . , Sm(cm)) (2.7)

äëÿ íåêîòîðûõ îòîáðàæåíèé

S0 : X2 ×X2
1 ×X2

2 × · · · ×X2
m → X2,

Si : X2
i → X2

i , äëÿ i = 1, 2, . . . ,m.

Åñëè (m + 1)-ïåðåêëþ÷àòåëü S çàäàí ôîðìóëîé (2.7), òî áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî S çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèÿìè S0, S1, . . . , Sm. Ïðè ýòîì áóäåì èñïîëüçî-

âàòü îáîçíà÷åíèå S = (S0, S1, . . . , Sm). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ èíäåêñîâ

i = 1, 2, . . . ,m îòîáðàæåíèå Si : X2
i → X2

i ÿâëÿåòñÿ ïåðåêëþ÷àòåëåì íà

ìíîæåñòâå Xi.

Ïðèìåð 17. Åñëè S � ïåðåêëþ÷àòåëü íà X, òî S � 1-ïåðåêëþ÷àòåëü íà X.

Â ýòîì ñìûñëå îïðåäåëåíèå ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëÿ îáîáùàåò îïðåäåëåíèå

ïåðåêëþ÷àòåëÿ.

Ïðèìåð 18. Åñëè S � ïåðåêëþ÷àòåëü íà ìíîæåñòâå X, à Si � ïåðå-

êëþ÷àòåëü íà ìíîæåñòâå Xi ⊂ X äëÿ i = 1, 2, . . . ,m, òî îòîáðàæåíèå

S × S1 × S2 × · · · × Sm ÿâëÿåòñÿ (m+ 1)-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X.
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Ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëè èç ïðèìåðà 17 è ïðèìåðà 18 â íåêîòîðîì

ñìûñëå òðèâèàëüíû. Ïðèâåäåì äàëåå ïðèìåð íåòðèâèàëüíîãî ìóëüòè-

ïåðåêëþ÷àòåëÿ íà ìîäóëå. ÅñëèM � ñâîáîäíûé ìîäóëü íàä öåëîñòíûì êîëü-

öîì R, òî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî K êîëüöà R ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïîäìíî-

æåñòâîì â M , îòîæäåñòâëÿÿ ìíîæåñòâî K ⊂ R ñ ìíîæåñòâîì Kx0 ⊂ M

äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà x0 ìîäóëÿ M .

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü R � öåëîñòíîå êîëüöî, X � ñâîáîäíûé ìîäóëü

íàä êîëüöîì R, à X1 � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîé

ãðóïïû êîëüöà R. Òîãäà îòîáðàæåíèå S2B : X2 ×X2
1 → X2 ×X2

1 , çàäàííîå

ôîðìóëîé

S2B(a, b;x, y) = ((1− y)a+ xb, a; y, x) a, b ∈ X, x, y ∈ X1

ÿâëÿåòñÿ 2-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå S2B çàäàåòñÿ ôîðìó-

ëîé (2.7). Cëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî S2B ÿâëÿåòñÿ 2-

ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X, íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî S2B � îáðàòèìîå îòîá-

ðàæåíèå, è ÷òî S2B óäîâëåòâîðÿåò òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîìó óðàâíåíèþ

ßíãà-Áàêñòåðà. Èñïîëüçóÿ ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ, ëåãêî óâèäåòü, ÷òî îòîáðà-

æåíèå S−1
2B çàäàåòñÿ ôîðìóëîé S−1

2B(a, b;x, y) = (b, y−1a + y−1(x − 1)b; y, x)

äëÿ a, b ∈ X, x, y ∈ X1, ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå S2B áèåêòèâíî. Äî-

êàæåì ÷òî S2B óäîâëåòâîðÿåò òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîìó óðàâíåíèþ ßíãà-

Áàêñòåðà (1.2). Îáîçíà÷èâ ÷åðåç S1 = S2B× id, S2 = id×S2B, äëÿ ýëåìåíòîâ

a, b, c ∈ X, x, y, z ∈ X1 èìååì ðàâåíñòâà

S1S2S1(a, b, c;x, y, z) =

= S1S2((1− y)a+ xb, a, c; y, x, z)

= S1((1− y)a+ xb, (1− z)a+ xc, a; y, z, x)

= ((1− z)((1− y)a+ xb) + y((1− z)a+ xc), (1− y)a+ xb, a; z, y, x)

= ((1− z)a+ x((1− z)b+ yc), (1− y)a+ xb, a; z, y, x),
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S2S1S2(a, b, c;x, y, z) =

= S2S1(a, (1− z)b+ yc, b;x, z, y)

= S2((1− z)a+ x((1− z)b+ yc), a, b; z, x, y)

= ((1− z)a+ x((1− z)b+ yc), (1− y)a+ xb, a; z, y, x),

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî S1S2S1 = S2S1S2, ò. å. S2B óäîâëåòâîðÿåò òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííîìó óðàâíåíèþ ßíãà-Áàêñòåðà. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå

S2B ÿâëÿåòñÿ 2-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X. �

Åñëè â ïðåäëîæåíèè 1 êîëüöî R èìååò âèä R = Z[t, t−1], à ìíîæåñòâî

X1 ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà X1 = {t}, òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ

a, b ∈ X îòîáðàæåíèå S2B çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

S2B(a, b; t, t) = ((1− t)a+ tb, a; t, t).

Äàííàÿ ôîðìóëà çàâèñèò ëèøü îò ýëåìåíòîâ a, b ∈ X, ýëåìåíò t â íåé

ôèêñèðîâàí. Îãðàíè÷èâàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà ïåðâûå äâå êîîðäèíàòû, ïðèõî-

äèì ê ïåðåêëþ÷àòåëþ Áóðàó. Â ýòîì ñìûñëå 2-ïåðåêëþ÷àòåëü S2B îáîáùà-

åò ïåðåêëþ÷àòåëü Áóðàó. Îáîçíà÷åíèå S2B âûáðàíî â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì

çàìå÷àíèåì: ÷èñëî 2 â èíäåêñå S2B óêàçûâàåò íà òî, ÷òî S2B ÿâëÿåòñÿ 2-

ïåðåêëþ÷àòåëåì, áóêâà B â èíäåêñå S2B ãîâîðèò, î òîì, ÷òî S2B îáîáùàåò

ïåðåêëþ÷àòåëü Áóðàó.

2.3.2. Âèðòóàëüíûå ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëè

Àíàëîãè÷íî ïåðåêëþ÷àòåëÿì, ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëü

S : X2 ×X2
1 ×X2

2 × · · · ×X2
m → S : X2 ×X2

1 ×X2
2 × · · · ×X2

m

íàçûâàåòñÿ èíâîëþòèâíûì, åñëè S2 = id. Ïóñòü S, V � äâà (m + 1)-

ïåðåêëþ÷àòåëÿ íà X. Íàçîâåì óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (S, V ) âèðòóàëüíûì

(m + 1)-ïåðåêëþ÷àòåëåì (èëè âèðòóàëüíûì ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëåì, åñëè
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m íå óêàçàíî ÿâíî) íà X, åñëè V � èíâîëþòèâíûé (m+ 1)-ïåðåêëþ÷àòåëü,

è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(id× V )(S × id)(id× V ) = (V × id)(id× S)(V × id), (2.8)

ãäå id îáîçíà÷àåò òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå íà X ×X1 ×X2 × · · · ×Xm.

Åñëè ïàðà (S, V ) ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëåé óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (2.8), òî

áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà (S, V ) ñîãëàñîâàíà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò ïðèìåð âèðòóàëüíîãî 3-ïåðåêëþ÷àòåëÿ

íà ìîäóëå.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü X � ñâîáîäíûé ìîäóëü íàä öåëîñòíûì êîëü-

öîì R, à X1, X2 � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû

êîëüöà R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S3B, V3B : X2 × X2
1 × X2

2 → X2 × X2
1 × X2

2

îòîáðàæåíèÿ, çàäàííûå ôîðìóëàìè

S3B(a, b;x, y; p, q) = ((1− y)a+ xb, a; y, x; q, p),

V3B(a, b;x, y; p, q) = (pb, q−1a; y, x; q, p)

äëÿ a, b ∈ X, x, y ∈ X1, p, q ∈ X2. Òîãäà ïàðà (S3B, V3B) ÿâëÿåòñÿ âèðòó-

àëüíûì 3-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ïàðà (S3B, V3B) ÿâëÿåòñÿ

âèðòóàëüíûì 3-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X, íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî S3B ÿâëÿ-

åòñÿ ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X × X1 × X2, V3B ÿâëÿåòñÿ èíâîëþòèâíûì ïåðå-

êëþ÷àòåëåì íà X ×X1 ×X2, è ÷òî ïàðà (S3B, V3B) ñîãëàñîâàíà.

Èç ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùåé S3B, âèäíî, ÷òî S3B = S2B×T , ò. å. îòîá-

ðàæåíèå S3B äåéñòâóåò êàê 2-ïåðåêëþ÷àòåëü S2B èç ïðåäëîæåíèÿ 1 íà ïåð-

âûõ ÷åòûðåõ àðãóìåíòàõ, è êàê ïåðåêëþ÷àòåëü T èç ïðèìåðà 1 íà ïîñëåäíèõ

äâóõ àðãóìåíòàõ. Èç ðàâåíñòâà S3B = S2B × T è òîãî ôàêòà, ÷òî S2B � 2-

ïåðåêëþ÷àòåëü íà X, à T � ïåðåêëþ÷àòåëü íà X2, ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå

S3B ÿâëÿåòñÿ 3-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X.
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Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå V3B ÿâëÿåòñÿ 3-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X. Èç

ðàâåíñòâà V 2
3B(a, b;x, y; p, q) = V3B(pb, q−1a; y, x; q, p) = (a, b;x, y; p, q) äëÿ

a, b ∈ X, x, y ∈ X1, p, q ∈ X2 ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå V3B îáðàòèìî è

ñîâïàäàåò ñî ñâîèì îáðàòíûì. Îáîçíà÷èì V1 = V3B × id, V2 = id × V3B.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ X, x, y, z ∈ X1, p, q, r ∈ X2

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

V1V2V1(a, b, c;x, y, z; p, q, r) = V1V2(pb, q
−1a, c; y, x, z; q, p, r)

= V1(pb, pc, r
−1q−1a; y, z, x; q, r, p)

= (qpc, r−1pb, r−1q−1a; z, y, x; r, q, p),

V2V1V2(a, b, c;x, y, z; p, q, r) = V2V1(a, qc, r
−1b;x, z, y; p, r, q)

= V2(pqc, r
−1a, r−1b; z, x, y; r, p, q)

= (pqc, pr−1b, q−1r−1a; z, y, x; r, q, p),

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî V3B ÿâëÿåòñÿ 3-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X. Èç ýòîãî

ôàêòà è òîãî ôàêòà, ÷òî V 2
3B = id, ñëåäóåò, ÷òî V3B � èíâîëþòèâíûé 3-

ïåðåêëþ÷àòåëü íà X.

Äîêàæåì, ÷òî ïàðà 3-ïåðåêëþ÷àòåëåé (S3B, V3B) ñîãëàñîâàíà. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç S1 = S3B × id, S2 = id× S3B. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ

a, b, c ∈ X, x, y, z ∈ X1, p, q, r ∈ X2 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

V2S1V2(a, b, c;x, y, z; p, q, r) = V2S1(a, qc, r
−1b;x, z, y; p, r, q)

= V2((1− z)a+ xqc, a, r−1b; z, x, y; r, p, q)

= ((1− z)a+ xqc, pr−1b, q−1a; z, y, x; r, q, p),

V1S2V1(a, b, c;x, y, z; p, q, r) = V1S2(pb, q
−1a, c; y, x, z; q, p, r)

= V1(pb, (1− z)q−1a+ xc, q−1a; y, z, x; q, r, p)

= ((1− z)a+ qxc, pr−1b, q−1a; z, y, x; r, q, p),

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî ïàðà (S3B, V3B) ñîãëàñîâàíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà

(S3B, V3B) ÿâëÿåòñÿ âèðòóàëüíûì 3-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X. �
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Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2 ìû îòìåòèëè, ÷òî S3B = S2B×T .

Ýòî ðàâåíñòâî ãîâîðèò î òîì, ÷òî âèðòóàëüíûé 3-ïåðåêëþ÷àòåëü (S3B, V3B)

ðàñøèðÿåò 2-ïåðåêëþ÷àòåëü S2B. Îáîçíà÷åíèå (S3B, V3B) âûáðàíî â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ýòèì çàìå÷àíèåì.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äàåò ïðèìåð âèðòóàëüíîãî 2-ïåðåêëþ÷àòåëÿ

íà áèêâàíäëå.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü X � áèêâàíäë, X1 � òðèâèàëüíûé ïîäáèêâàíäë

â X, è ïóñòü îòîáðàæåíèÿ S2BQ, V2BQ : X2 × X2
1 → X2 × X2

1 çàäàíû

ôîðìóëàìè

S2BQ(a, b;x, y) = (ba, a
b; y, x), V2BQ(a, b;x, y) = (bx

−1
, ay; y, x)

äëÿ a, b ∈ X, x, y ∈ X1. Åñëè äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ X, x ∈ X1 ñïðàâåä-

ëèâû ðàâåíñòâà

ba
x−1x = bxa, (abx)

x−1 = (ax
−1

)b, (2.9)

òî ïàðà (S2BQ, V2BQ) ÿâëÿåòñÿ âèðòóàëüíûì 2-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ïàðà (S2BQ, V2BQ) ÿâëÿ-

åòñÿ âèðòóàëüíûì 2-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X, íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî S2BQ

ÿâëÿåòñÿ ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X × X1, V2BQ ÿâëÿåòñÿ èíâîëþòèâíûì ïåðå-

êëþ÷àòåëåì íà X ×X1, è ïàðà (S2BQ, V2BQ) ñîãëàñîâàíà.

Èç ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùåé S2BQ, âèäíî, ÷òî S2BQ = SBQ × T , ò. å.

îòîáðàæåíèå S2BQ äåéñòâóåò êàê ïåðåêëþ÷àòåëü SBQ èç ïðèìåðà 11 íà ïåð-

âîé ïàðå àðãóìåíòîâ, è êàê ïåðåêëþ÷àòåëü T èç ïðèìåðà 1 íà âòîðîé ïàðå

àðãóìåíòîâ. Èç ðàâåíñòâà S2BQ = SBQ×T è òîãî ôàêòà, ÷òî SBQ � ïåðåêëþ-

÷àòåëü íà X, à T � ïåðåêëþ÷àòåëü íà X1, ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå S2BQ

ÿâëÿåòñÿ 2-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X.

Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå V2BQ ÿâëÿåòñÿ 2-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X. Èç

ðàâåíñòâà

V 2
2BQ(a, b;x, y) = V2BQ(bx

−1
, ay; y, x) = (ayy

−1
, bx

−1x;x, y) = (a, b;x, y)
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äëÿ a, b ∈ X, x, y ∈ X1 ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå V2BQ îáðàòèìî è ñîâ-

ïàäàåò ñî ñâîèì îáðàòíûì. Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå V2BQ óäîâëåòâîðÿ-

åò òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîìó óðàâíåíèþ ßíãà-Áàêñòåðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

V1 = V2BQ×id, V2 = id×V2BQ. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ X,

x, y, z ∈ X1 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

V1V2V1(a, b, c;x, y, z) = (cx
−1y−1, bx

−1z, ayz; z, y, x), (2.10)

V2V1V2(a, b, c;x, y, z) = (cy
−1x−1, bzx

−1
, azy; z, y, x). (2.11)

Äîêàæåì ðàâåíñòâî ïåðâûõ êîîðäèíàò â ïðàâûõ ÷àñòÿõ âûðàæåíèé (2.10) è

(2.11). Îáîçíà÷èâ ÷åðåç d = cx
−1y−1, èìååì ðàâåíñòâî

dxy = dyxx
y

(àêñèîìà áèêâàíäëà)

= dyx (ò. ê. X1 � òðèâèàëüíûé áèêâàíäë),

èç êîòîðîãî ñëåäóåò ðàâåíñòâî cx
−1y−1xy = c, èç êîòîðîãî, â ñâîþ î÷åðåäü,

ñëåäóåò ðàâåíñòâî cx
−1y−1 = cy

−1x−1, ò. å. ïåðâûå êîîðäèíàòû â âûðàæåíèÿõ

(2.10) è (2.11) ðàâíû.

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü ðàâåíñòâî âòîðûõ êîîðäèíàò â âûðàæåíèÿõ

(2.10) è (2.11), îáîçíà÷èì ÷åðåç d = bx
−1
. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

dxz = dzxx
z

(àêñèîìà áèêâàíäëà)

= dzx (ò. ê. X1 � òðèâèàëüíûé áèêâàíäë),

èç êîòîðîãî ñëåäóåò ðàâåíñòâî bz = bx
−1zx, èç êîòîðîãî, â ñâîþ î÷åðåäü,

ñëåäóåò ðàâåíñòâî bzx
−1

= bx
−1z, ò. å. âòîðûå êîîðäèíàòû â âûðàæåíèÿõ (2.10)

è (2.11) ðàâíû.

Ðàâåíñòâî òðåòüèõ êîîðäèíàò â âûðàæåíèÿõ (2.10) è (2.11) ñëåäóåò

èç àêñèîìû áèêâàíäëà ayz = azyy
z

è òîãî ôàêòà, ÷òî X1 � òðèâèàëüíûé

ïîäáèêâàíäë áèêâàíäëà X. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðàâûå ÷à-

ñòè ðàâåíñòâ (2.10) è (2.11) ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
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V1V2V1 = V2V1V2. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è òîãî ôàêòà, ÷òî V 2
2BQ = id, ñëåäóåò,

÷òî V2BQ � èíâîëþòèâíûé 2-ïåðåêëþ÷àòåëü íà X.

Äîêàæåì, ÷òî ïàðà 2-ïåðåêëþ÷àòåëåé (S2BQ, V2BQ) ñîãëàñîâàíà. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç S1 = S2BQ × id, S2 = id × S2BQ. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ X, x, y, z ∈ X1 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

V2S1V2(a, b, c;x, y, z) = V2S1(a, c
y−1, bz;x, z, y)

= V2((c
y−1)a, a

cy
−1

, bz; z, x, y)

= ((cy
−1

)a, b
zx−1, ac

y−1y; z, y, x),

V1S2V1(a, b, c;x, y, z) = V1S2(b
x−1, ay, c; y, x, z)

= V1(b
x−1, cay , a

yc; y, z, x)

= ((cay)
y−1, bx

−1z, ayc; z, y, x).

Èç óñëîâèé (2.9) ñëåäóþò ðàâåíñòâà (cy
−1

)a = (cay)
y−1, ac

y−1y = ayc. Ðàâåíñòâî

bzx
−1

= bx
−1z ñëåäóåò èç àêñèîì áèêâàíäëà è òîãî ôàêòà, ÷òî X1 � òðèâèàëü-

íûé áèêâàíäë. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî V2S1V2 = V1S2V1, ò. å.

ïàðà (S2BQ, V2BQ) ñîãëàñîâàíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà (S2BQ, V2BQ) ÿâëÿåòñÿ

âèðòóàëüíûì 2-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X. �

Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 3 áûëî îòìå÷åíî ðàâåíñòâî

S2BQ = SBQ × T . Ýòî ðàâåíñòâî ãîâîðèò î òîì, ÷òî âèðòóàëüíûé 2-

ïåðåêëþ÷àòåëü (S2BQ, V2BQ) ðàñøèðÿåò ïåðåêëþ÷àòåëü SBQ èç ïðèìåðà 11.

Îáîçíà÷åíèå (S2BQ, V2BQ) âûáðàíî â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì çàìå÷àíèåì.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü X � êâàíäë, X1 � òðèâèàëüíûé ïîäêâàíäë â X, è

ïóñòü îòîáðàæåíèÿ S2Q, V2Q : X2 ×X2
1 → X2 ×X2

1 çàäàíû ôîðìóëàìè

S2Q(a, b;x, y) = (b, a ∗ b; y, x), V2Q(a, b;x, y) = (b ∗−1 x, a ∗ y; y, x)

äëÿ a, b ∈ X, x, y ∈ X1. Òîãäà (S2Q, V2Q) ÿâëÿåòñÿ âèðòóàëüíûì 2-

ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ýëåìåíòîâ a, b ∈ X îáîçíà÷èì ÷åðåç ab = a ∗ b,

ab = a. Òîãäà ìíîæåñòâî X ñ îïåðàöèÿìè (a, b) 7→ ab, (a, b) 7→ ab ÿâëÿåòñÿ

áèêâàíäëîì, à åãî ïîäìíîæåñòâî X1 ñ îïåðàöèÿìè (a, b) 7→ ab, (a, b) 7→ ab

ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ïîäáèêâàíäëîì â X. Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèÿ S2Q, V2Q

èç ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèÿ ñîâïàäàþò ñ îòîáðàæåíèÿìè S2BQ, V2BQ èç

ïðåäëîæåíèÿ 3. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî (S2Q, V2Q)

ÿâëÿåòñÿ 2-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ îïåðàöèé

(a, b) 7→ ab = a, (a, b) 7→ ab = a ∗ b ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (2.9).

Ïóñòü a, b ∈ X, x ∈ X1. Ðàâåíñòâî

(abx)
x−1 = ax

−1
= (ax

−1
)b

î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè (a, b) 7→ ab = a. Äîêà-

æåì ðàâåíñòâî ba
x−1x = bxa. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç d = a∗−1x, èç òðåòüåé àêñèîìû

êâàíäëà èìååì ðàâåíñòâî

(b ∗ (a ∗−1 x)) ∗ x = (b ∗ d) ∗ x = (b ∗ x) ∗ (d ∗ x) = (b ∗ x) ∗ a.

Ââèäó îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè (a, b) 7→ ab = a ∗ b, èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò

ðàâåíñòâî ba
x−1x = bxa, ò. å. äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a, b ∈ X, x ∈ X1 ñïðàâåäëèâû

ðàâåíñòâà (2.9), è (S2Q, V2Q) ÿâëÿåòñÿ 2-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X. �

2.4. Ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëè è ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï êîñ

Â äàííîì ðàçäåëå ðàçðàáîòàí îáùèé ìåòîä, êàê ìóëüòè-

ïåðåêëþ÷àòåëè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé

ãðóïï Bn, V Bn àâòîìîðôèçìàìè ïðîèçâîëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ïîñòðîåíî ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû âèðòóàëüíûõ

êîñ V Bn íà n íèòÿõ àâòîìîðôèçìàìè ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ FQn ∗ Tn
ñâîáîäíîãî êâàíäëà FQn ñ n ïîðîæäàþùèìè è òðèâèàëüíîãî êâàíäëà Tn

íà n ýëåìåíòàõ.
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2.4.1. Îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ

Ïóñòü X � íåêîòîðàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, à X0, X1, . . . , Xm � ýòî

òàêèå ïîäñèñòåìû ñèñòåìû X, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. äëÿ i = 0, 1, . . . ,m ïîäñèñòåìà Xi ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè

xi1, x
i
2, . . . , x

i
n (ñðåäè êîòîðûõ, ìîãóò áûòü îäèíàêîâûå),

2. {xi1, xi2, . . . , xin} ∩ {x
j
1, x

j
2, . . . , x

j
n} = ∅ äëÿ i 6= j,

3. ìíîæåñòâî {xij | i = 0, 1, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n} ïîðîæäàåò X.

Ïóñòü S = (S0, S1, . . . , Sm) � ýòî òàêîé (m+ 1)-ïåðåêëþ÷àòåëü íà X, ÷òî

S0 = (Sl0, S
r
0) : X2 ×X2

1 ×X2
2 × · · · ×X2

m → X2,

Si = (Sli, S
r
i ) : X2

i → X2
i , äëÿ i = 1, 2, . . . ,m,

è äëÿ i = 0, 1, . . . ,m îáðàçû îòîáðàæåíèé Sli, S
r
i ÿâëÿþòñÿ ñëîâàìè (â

òåðìèíàõ îïåðàöèé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X) îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Äëÿ

j = 1, 2, . . . , n−1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Rj ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà

{xij | i = 0, 1, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n} ïîðîæäàþùèõ ñèñòåìû X â X

Rj :



x0
j 7→ Sl0(x

0
j , x

0
j+1, x

1
j , x

1
j+1, . . . , x

m
j , x

m
j+1),

x0
j+1 7→ Sr0(x0

j , x
0
j+1, x

1
j , x

1
j+1, . . . , x

m
j , x

m
j+1),

x1
j 7→ Sl1(x

1
j , x

1
j+1),

x1
j+1 7→ Sr1(x1

j , x
1
j+1),

...

xmj 7→ Slm(xmj , x
m
j+1),

xmj+1 7→ Srm(xmj , x
m
j+1)

(2.12)

(ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî âñå ýëåìåíòû, íåóêàçàííûå ÿâíî â â ôîð-

ìóëå (2.12), ïåðåõîäÿò ïîä äåéñòâèåì Rj â ñåáÿ, ò. å. äëÿ âñåõ k /∈ {j, j + 1},

i = 0, 1, . . . ,m ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Rj(x
i
k) = xik). Äîïóñòèì, ÷òî îòîáðà-

æåíèå Rj êîððåêòíî îïðåäåëåíî: ò. ê. íåêîòîðûå èç ýëåìåíòîâ x
i
1, x

i
2, . . . , x

i
n
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ìîãóò ñîâïàäàòü, êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Rj çíà÷èò, ÷òî îá-

ðàçû ðàâíûõ ýëåìåíòîâ ðàâíû. Íàïðèìåð, åñëè xij = xij+1, òî êîððåêòíîñòü

îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Rj ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî

Sli(x
i
j, x

i
j+1) = Rj(x

i
j) = Rj(x

i
j+1) = Sri (x

i
j, x

i
j+1).

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà X ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ

{xij | i = 0, 1, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n}, à îòîáðàæåíèÿ Rj, îïðåäåëåííûå ôîð-

ìóëàìè (2.12), äåéñòâóþò èç ìíîæåñòâà {xij | i = 0, 1, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n}

âX. Åñëè äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , n−1 îòîáðàæåíèå Rj ìîæåò áûòü ïðîäîëæå-

íî äî àâòîìîðôèçìà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X, òî (m+ 1)-ïåðåêëþ÷àòåëü

S íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôíûì (m + 1)-ïåðåêëþ÷àòåëåì (èëè àâòîìîðôíûì

ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëåì) íà X ïî îòíîøåíèþ ê ïîðîæäàþùåìó ìíîæåñòâó

{xij | i = 0, 1, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n}. Ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëü ìîæåò áûòü

àâòîìîðôíûì ïî îòíîøåíèþ ê îäíîìó ïîðîæäàþùåìó ìíîæåñòâó, è íå àâ-

òîìîðôíûì ïî îòíîøåíèþ ê äðóãîìó ïîðîæäàþùåìó ìíîæåñòâó àëãåáðàè-

÷åñêîé ñèñòåìû X.

Òåîðåìà 17. Ïóñòü X � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìû, à S � àâòîìîðôíûé

(m+1)-ïåðåêëþ÷àòåëü íà X ïî îòíîøåíèþ ê ïîðîæäàþùåìó ìíîæåñòâó

{xij | i = 0, 1, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n}. Òîãäà îòîáðàæåíèå

ϕS : Bn → Aut(X),

îïðåäåëåííîå íà ïîðîæäàþùèõ σ1, σ2, . . . , σn−1 ãðóïïû êîñ Bn ïðàâèëîì

ϕS(σj) = Rj, j = 1, 2, . . . , n− 1,

ãäå îòîáðàæåíèå Rj çàäàíî ôîðìóëîé (2.12), ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì

ãðóïïû êîñ Bn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕS ÿâëÿåòñÿ

ïðåäñòàâëåíèåì, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî àâòîìîðôèçìû R1, R2, . . . , Rn−1

àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì
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(b1), (b2) ãðóïïû êîñ Bn. Âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé (b2) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

S ÿâëÿåòñÿ (m+1)-ïåðåêëþ÷àòåëåì íàX. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü âûïîë-

íåíèå ñîîòíîøåíèé (b1) âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó èíäåêñîâ 1 ≤ j, k ≤ n,

óäîâëåòâîðÿþùóþ ðàâåíñòâó |j−k| ≥ 2. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ

Rj (ôîðìóëà (2.12)) ñëåäóåò, ÷òî

Rj(x
i
s) =

u
i
s, s = j, j + 1; i = 0, 1, . . . ,m,

xis, s 6= j, j + 1; i = 0, 1, . . . ,m,

ãäå uis ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì â òåðìèíàõ îïåðàöèé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X

îò áóêâ {xij, xij+1 | i = 0, 1, . . . ,m}. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî îòîáðàæåíèå Rk

äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà {xij, xij+1 | i = 0, 1, . . . ,m},

ñëåäóåò, ÷òî Rk(u
i
s) = uis äëÿ s ∈ {j, j + 1}, i = 0, 1, . . . ,m. Ñëåäîâàòåëüíî,

RkRj(x
i
s) =


uis, s = j, j + 1; i = 0, 1, . . . ,m,

vis, s = k, k + 1; i = 0, 1, . . . ,m,

xis, s /∈ {j, j + 1, k, k + 1}; i = 0, 1, . . . ,m,

ãäå vis � ýòî íåêîòîðîå ñëîâî â òåðìèíàõ îïåðàöèé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû

X îò áóêâ {xik, xik+1 | i = 0, 1, . . . ,m}. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü

ïåðåïèñàíî â âèäå

RkRj(x
i
s) =


Rj(x

i
s), s = j, j + 1; i = 0, 1, . . . ,m,

Rk(x
i
s), s = k, k + 1; i = 0, 1, . . . ,m,

xis, s /∈ {j, j + 1, k, k + 1}; i = 0, 1, . . . ,m.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî RjRk(x
i
s) èìååò òîò æå ñàìûé âèä, ñëå-

äîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ èíäåêñîâ 1 ≤ j, k ≤ n ñ óñëîâèåì |j − k| ≥ 2 ñïðàâåä-

ëèâî ðàâåíñòâî RjRk = RkRj, ò. å. îòîáðàæåíèÿ R1, R2, . . . , Rn−1 óäîâëåòâî-

ðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (b1) ãðóïïû êîñ Bn. �

Àíàëîãè÷íûé òåîðåìå 17 ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí äëÿ

âèðòóàëüíûõ (m+ 1)-ïåðåêëþ÷àòåëåé è ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï âèðòóàëüíûõ
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êîñ V Bn. Ïóñòü (S, V ) � ýòî òàêîé âèðòóàëüíûé (m + 1)-ïåðåêëþ÷àòåëü íà

X, ÷òî S = (S0, S1, . . . , Sm), V = (V0, V1, . . . , Vm) äëÿ îòîáðàæåíèé

S0 = (Sl0, S
r
0), V0 = (V l

0 , V
r

0 ) : X2 ×X2
1 ×X2

2 × · · · ×X2
m → X2,

Si = (Sli, S
r
i ), Vi = (V l

i , V
r
i ) : X2

i → X2
i , äëÿ i = 1, 2, . . . ,m,

è äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . ,m îáðàçû îòîáðàæåíèé Sli, S
r
i , V

l
i , V

r
i ÿâëÿþòñÿ ñëî-

âàìè (â òåðìèíàõ îïåðàöèé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X) îò ñâîèõ àðãóìåí-

òîâ. Äëÿ j = 1, 2, . . . , n− 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Rj îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà

{xij | i = 0, 1, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n} ïîðîæäàþùèõ ñèñòåìû X â X, çà-

äàííîå ôîðìóëîé (2.12), à ÷åðåç Gj îáîçíà÷èì ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå èç

ìíîæåñòâà {xij | i = 0, 1, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n} â X

Gj :



x0
j 7→ V l

0 (x0
j , x

0
j+1, x

1
j , x

1
j+1, . . . , x

m
j , x

m
j+1),

x0
j+1 7→ V r

0 (x0
j , x

0
j+1, x

1
j , x

1
j+1, . . . , x

m
j , x

m
j+1),

x1
j 7→ V l

1 (x1
j , x

1
j+1),

x1
j+1 7→ V r

1 (x1
j , x

1
j+1),

...

xmj 7→ V l
m(xmj , x

m
j+1),

xmj+1 7→ V r
m(xmj , x

m
j+1).

(2.13)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ j = 1, 2 . . . , n−1 îòîáðàæåíèÿ Rj, Gj êîððåêòíî

îïðåäåëåíû. Ýòè îòîáðàæåíèÿ äåéñòâóþò èç ìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ ýëå-

ìåíòîâ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìûX âX. Åñëè ïðè ýòîì äëÿ j = 1, 2, . . . , n−1

îòîáðàæåíèÿ Rj, Gj ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû äî àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðàè-

÷åñêîé ñèñòåìû X, òî âèðòóàëüíûé (m+1)-ïåðåêëþ÷àòåëü (S, V ) íàçûâàåò-

ñÿ àâòîìîðôíûì âèðòóàëüíûì (m+ 1)-ïåðåêëþ÷àòåëåì (èëè àâòîìîðôíûì

âèðòóàëüíûì ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëåì) íà X ïî îòíîøåíèþ ê ïîðîæäàþùå-

ìó ìíîæåñòâó {xij | i = 0, 1, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n}.
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Òåîðåìà 18. Ïóñòü X � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, à (S, V ) � àâòîìîðô-

íûé âèðòóàëüíûé (m + 1)-ïåðåêëþ÷àòåëü íà X ïî îòíîøåíèþ ê ïîðîæ-

äàþùåìó ìíîæåñòâó {xij | i = 0, 1, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n}. Òîãäà îòîáðà-

æåíèå

ϕS,V : V Bn → Aut(X),

îïðåäåëåííîå íà ïîðîæäàþùèõ σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1 ãðóïïû âèð-

òóàëüíûõ êîñ V Bn ïðàâèëîì

ϕS,V (σj) = Rj, ϕS,V (ρj) = Gj, j = 1, 2, . . . , n− 1,

ãäå îòîáðàæåíèÿ Rj, Gj çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè (2.12), (2.13),

ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêà-

çàòåëüñòâî òåîðåìû 17 ñ äîáàâëåíèåì íåêîòîðûõ äåòàëåé. �

Åñëè ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëü S â òåîðåìå 18 ÿâëÿåòñÿ 1-

ïåðåêëþ÷àòåëåì (ò. å. ïðîñòî ïåðåêëþ÷àòåëåì) íà X, òî X = X0, è

X ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n. Åñëè ïðè ýòîì V ñîâïàäàåò ñ

1-ïåðåêëþ÷àòåëåì T èç ïðèìåðà 1, òî ïðåäñòàâëåíèå ϕS,V èç òåîðåìû 18

åñòü íè÷òî èíîå, êàê ïðåäñòàâëåíèå, ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ ïðîöåäó-

ðû èç ðàçäåëà 2.2. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ

ϕS,V : V Bn → Aut(X) ïî âèðòóàëüíîìó ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëþ (S, V )

íà X, ïðåäñòàâëåííûé â òåîðåìå 18, îáîáùàåò ïðîöåäóðó èç ðàçäåëà 2.2.

Â ÷àñòíîñòè, ðàñøèðåííîå ïðåäñòàâëåíèþ Àðòèíà ϕ̃A : V Bn → Aut(Fn)

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 18 äëÿ X = X0 = Fn, S = SA,

V = T . Â ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ ïîêàçàíî, êàê îñòàëüíûå èçâåñòíûå íà äàí-

íûé ìîìåíò ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn àâòîìîðôèçìàìè

ãðóïï (ïðåäñòàâëåíèÿ ϕSW , ϕBD, ϕM , ϕ̃M) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ

òåîðåìû 18.

Ïðèìåð 19. Ïóñòü Fn � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþ-

ùèìè x1, x2, . . . , xn, Zn+1 � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ ïîðîæäàþùèìè
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v, u1, u2, . . . , un. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X = Fn ∗Zn+1, X0 = 〈x1, x2, . . . , xn〉 = Fn,

X1 = 〈u1, u2, . . . , un〉 = Zn, X2 = 〈v〉 = Z, è äëÿ j = 1, 2, . . . , n îáîçíà÷èì

÷åðåç x0
j = xj, x

1
j = uj, x

2
j = v. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ

S, V : X2 ×X2
1 ×X2

2 → X2 ×X2
1 ×X2

2 ,

çàäàííûå ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè

S(x, y; a, b; p, q) = (xyax−pb, xq; b, a; q, p), V (x, y; a, b; p, q) = (y, x; b, a; q, p)

äëÿ x, y ∈ X, a, b ∈ X1, p, q ∈ X2. Ñ ïîìîùüþ ïðÿìîé ïðîâåðêè íåñëîæ-

íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî (S, V ) ÿâëÿåòñÿ âèðòóàëüíûì 3-ïåðåêëþ÷àòåëåì

íà X. Èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèé S, V âèäíî, ÷òî âñå êîìïîíåíòû çíà-

÷åíèé S(x, y; a, b; p, q), V (x, y; a, b; p, q) ÿâëÿþòñÿ ãðóïïîâûìè ñëîâàìè îò

x, y, a, b, p, q. Äëÿ j = 1, 2, . . . , n − 1 îòîáðàæåíèÿ Rj, Gj, çàäàííûå ñîîò-

âåòñòâåííî ôîðìóëàìè (2.12), (2.13), åñòü íè÷òî èíîå, êàê îòîáðàæåíèÿ

ϕSW (σj), ϕSW (ρj), ãäå ϕSW � ýòî ïðåäñòàâëåíèå Ñèëüâåð è Âèëüÿìñ, çàäàí-

íîå ôîðìóëîé (1.3). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ j = 1, 2, . . . , n−1 îòîáðàæåíèÿ Rj, Gj

ïðîäîëæàþòñÿ äî àâòîìîðôèçìîâ X, ò. å. (S, V ) ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôíûì

âèðòóàëüíûì 3-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X, è ìîæíî ïðèìåíÿòü òåîðåìó 18. Èç

ðàâåíñòâ ϕSW (σj) = Rj, ϕSW (ρj) = Gj äëÿ j = 1, 2, . . . , n − 1 ñëåäóåò, ÷òî

ïðåäñòàâëåíèå ϕS,V , ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 18 ïî âèðòóàëüíîìó

ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëþ (S, V ), ñîâïàäàåò ñ ïðåäñòàâëåíèåì ϕSW Ñèëüâåð è

Âèëüÿìñ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå ϕSW ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñ ïî-

ìîùüþ òåîðåìû 18.

Ïðèìåð 20. Ïóñòü Fn � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùè-

ìè x1, x2, . . . , xn, Z2 � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ êàíîíè÷åñêèìè ïîðîæ-

äàþùèìè v, u. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X = Fn ∗ Z2, X0 = 〈x1, x2, . . . , xn〉 = Fn,

X1 = 〈u〉 = Z, X2 = 〈v〉 = Z, è äëÿ j = 1, 2, . . . , n îáîçíà÷èì ÷åðåç x0
j = xj,

x1
j = u, x2

j = v. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ

S, V : X2 ×X2
1 ×X2

2 → X2 ×X2
1 ×X2

2 ,
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çàäàííûå ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè

S(x, y; a, b; p, q) = (xyx−a, xb; b, a; q, p), V (x, y; a, b; p, q) = (yp
−1
, xq; b, a; q, p)

äëÿ x, y ∈ X, a, b ∈ X1, p, q ∈ X2. Àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 19 ïàðà (S, V ) ÿâëÿ-

åòñÿ àâòîìîðôíûì âèðòóàëüíûì 3-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X, è ê (S, V ) ìîæíî

ïðèìåíÿòü òåîðåìó 18. Ïðåäñòàâëåíèå ϕS,V , ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ òåî-

ðåìû 18 ïî âèðòóàëüíîìó ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëþ (S, V ), ñîâïàäàåò ñ ïðåä-

ñòàâëåíèåì ϕBD, çàäàííûì ôîðìóëàìè (1.4). Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå

ϕBD ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 18.

Ïðèìåð 21. Ïóñòü Fn � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè

x1, x2, . . . , xn, Z2n+1 � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ êàíîíè÷åñêèìè ïîðîæäà-

þùèìè u1, u2, . . . , un, v0, v1, . . . , vn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X = Fn ∗ Z2n+1, X0 =

〈x1, x2, . . . , xn〉 = Fn, X1 = 〈u1, u2, . . . , un〉 = Zn, X2 = 〈v1, v2, . . . , vn〉 = Zn,

X3 = 〈v0〉 = Z, è äëÿ j = 1, 2, . . . , n îáîçíà÷èì x0
j = xj, x

1
j = uj, x

2
j = vj,

x3
j = v0. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ

S, V : X2 ×X2
1 ×X2

2 ×X2
3 → X2 ×X2

1 ×X2
2 ×X2

3 ,

çàäàííûå ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè

S(a, b;x, y; p, q; r, s) = (abxa−ry, as; y, x; q, p; s, r),

V (a, b;x, y; p, q; r, s) = (bp
−1
, aq; y, x; q, p; s, r),

äëÿ a, b ∈ X, x, y ∈ X1, p, q ∈ X2, r, s ∈ X3. Àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 19 ïàðà

(S, V ) ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôíûì âèðòóàëüíûì 4-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X, è ê

(S, V ) ìîæíî ïðèìåíÿòü òåîðåìó 18. Ïðåäñòàâëåíèå ϕS,V , ïîñòðîåííîå ñ ïî-

ìîùüþ òåîðåìû 18 ïî âèðòóàëüíîìó ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëþ (S, V ), ñîâïà-

äàåò ñ ïðåäñòàâëåíèåì ϕM Áàðäàêîâà, Ìèõàëü÷èøèíîé è Íåùàäèìà. Òàêèì

îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå ϕM ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 18.

Ïðèìåð 22. Ïóñòü Fn � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè

x1, x2, . . . , xn, Zn � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ ïîðîæäàþùèìè y1, y2, . . . , yn.
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Îáîçíà÷èì X = Fn ∗ Zn, X0 = 〈x1, x2, . . . , xn〉 = Fn, X1 = 〈y1, y2, . . . , yn〉 =

Zn, è äëÿ j = 1, 2, . . . , n îáîçíà÷èì x0
j = xj, x

1
j = yj. Ðàññìîòðèì îòîáðàæå-

íèÿ S, V : X2 ×X2
1 → X2 ×X2

1 , çàäàííûå ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè

S(a, b;x, y) = (aba−1, a; y, x), V (a, b;x, y) = (xbx−1, y−1ay; y, x),

äëÿ a, b ∈ X, x, y ∈ X1. Àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 19 ïàðà (S, V ) ÿâëÿåòñÿ àâòî-

ìîðôíûì âèðòóàëüíûì 2-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X, è ê (S, V ) ìîæíî ïðèìå-

íÿòü òåîðåìó 18. Ïðåäñòàâëåíèå ϕS,V , ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 18

ïî âèðòóàëüíîìó ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëþ (S, V ), ñîâïàäàåò ñ ïðåäñòàâëåíè-

åì ϕ̃M , ò. å. ïðåäñòàâëåíèå ϕ̃M ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 18.

2.4.2. Ïðåäñòàâëåíèå àâòîìîðôèçìàìè êâàíäëà

Â äàííîì ðàçäåëå ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 18 ïîñòðîåíî ïðåäñòàâëå-

íèå ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn íà n íèòÿõ àâòîìîðôèçìàìè ñâîáîäíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ FQn ∗Tn ñâîáîäíîãî êâàíäëà FQn ñ n ïîðîæäàþùèìè è òðè-

âèàëüíîãî êâàíäëà Tn íà n ýëåìåíòàõ.

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ

êâàíäëîâ. Àíàëîãè÷íî ãðóïïàì, êâàíäëû ìîæíî çàäàâàòü ñ ïîìîùüþ ïî-

ðîæäàþùèõ è ñîîòíîøåíèé. Äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ñèìâîëîâ X îáîçíà-

÷èì ñèìâîëîâ WQ(X) ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå X ∪ {∗, ∗−1, (, )}, èíäóê-

òèâíî îïðåäåëåííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. x ∈ WQ(X) äëÿ âñåõ x ∈ X,

2. åñëè a, b ∈ WQ(X), òî (a) ∗ (b), (a) ∗−1 (b) ∈ WQ(X).

Ìíîæåñòâî WQ(X) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì êâàíäëîâûõ ñëîâ îò X. Ïóñòü

R = {ri = si | i ∈ I} � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ ðàâåíñòâ, ãäå

ri, si ∈ WQ(X) äëÿ i ∈ I. Ââåäåì íà ìíîæåñòâå WQ(X) îòíîøåíèå ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ∼ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1. x ∼ x ∗ x ∼ x ∗−1 x äëÿ âñåõ x ∈ WQ(X),
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2. x ∼ (x ∗ y) ∗−1 y ∼
(
x ∗−1 y

)
∗ y äëÿ âñåõ x, y ∈ WQ(X),

3. (x ∗ y) ∗ z ∼ (x ∗ z) ∗ (y ∗ z) äëÿ âñåõ x, y, z ∈ WQ(X),

4. ri ∼ si äëÿ âñåõ ðàâåíñòâ ri = si èç R.

ÔàêòîðìíîæåñòâîWQ(X)/∼ ñ êîððåêòíî îïðåäåëåííîé áèíàðíîé îïåðàöè-

åé (x, y) 7→ x ∗ y ÿâëÿåòñÿ êâàíäëîì. Ýòîò êâàíäë îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

〈X | R〉. Ãîâîðÿò, ÷òî êâàíäë 〈X | R〉 îïðåäåëåí ñ ïîìîùüþ ìíîæåñòâà ïî-

ðîæäàþùèõX è ìíîæåñòâà ñîîòíîøåíèé R. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé êâàíäë Q

ìîæåò áûòü îïðåäåëåí òàêèì îáðàçîì: íóæíî âçÿòüX = Q, è R � ìíîæåñòâî

âñåõ ðàâåíñòâ x ∗ y = z â Q.

Äëÿ êâàíäëîâ Q = 〈X | R〉, P = 〈Y | S〉 ñ óñëîâèåì X ∩ Y = ∅

îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Q ∗ P êâàíäë

Q ∗ P = 〈X ∪ Y | R ∪ S〉.

Êâàíäë Q∗P íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì êâàíäëîâ Q,P . Ñâîáîä-

íîå ïðîèçâåäåíèå êâàíäëîâ Q,P çàâèñèò èìåííî îò êâàíäëîâ Q,P , à íå îò

èõ ïðåäñòàâëåíèé ñ ïîìîùüþ ïîðîæäàþùèõ è ñîîòíîøåíèé.

Ïóñòü Q � íåêîòîðûé êâàíäë. Èç ïåðâîé è âòîðîé àêñèîì êâàíäëà

ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå Ix äëÿ x ∈ Q ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì êâàíäëàQ.

Ãðóïïà Inn(Q) = 〈Ix | x ∈ Q〉, ïîðîæäåííàÿ âñåìè àâòîìîðôèçìàìè Ix äëÿ

x ∈ Q, íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ êâàíäëà Q. Ãðóïïà

Inn(Q) äåéñòâóåò íà êâàíäëå Q, îðáèòà ýëåìåíòà x ∈ Q îòíîñèòåëüíî ýòîãî

äåéñòâèÿ îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Orb(x) è íàçûâàåòñÿ îðáèòîé ýëåìåíòà x.

Äëÿ êâàíäëà Q îáîçíà÷èì ñèìâîëîì GQ ãðóïïó ñ ìíîæåñòâîì ïîðîæ-

äàþùèõ ýëåìåíòîâ {ex | x ∈ Q} è ìíîæåñòâîì îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé

ex∗y = e−1
y exey äëÿ âñåõ x, y ∈ Q. Ãðóïïà GQ íàçûâàåòñÿ îáåðòûâàþùåé

ãðóïïîé êâàíäëà Q. Ñèìâîëîì θ îáîçíà÷àåòñÿ åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

θ : Q→ GQ, ïåðåâîäÿùåå ýëåìåíò x ∈ Q â ñîîòâåòñòâóþùèé ïîðîæäàþùèé

ex ãðóïïû GQ.
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Ïóñòü G � íåêîòîðàÿ ãðóïïà, A ⊆ G � ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G. Íà

ìíîæåñòâå A×G ðàññìîòðèì îïåðàöèþ ∗, çàäàííóþ ïðàâèëîì

(a, u) ∗ (b, v) = (a, uv−1bv)

äëÿ a, b ∈ A, u, v ∈ G. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàöèÿ ∗ íà ìíîæå-

ñòâå A× G óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé è òðåòüåé àêñèîìàì êâàíäëà, áîëåå òîãî,

îïåðàöèÿ ∗−1 â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

(a, u) ∗−1 (b, v) = (a, uv−1b−1v)

äëÿ a, b ∈ A, u, v ∈ G. Çàäàäèì íà ìíîæåñòâå A × G îòíîøíåíèå ∼ ïî

ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

(a, u) ∼ (b, v)⇐⇒ a = b è uv−1 ∈ CG(a),

ãäå CG(a) îáîçíà÷àåò öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà a â ãðóïïå G. Ëåãêî óáå-

äèòüñÿ â òîì, ÷òî îòíîøåíèå ∼ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàòåíòíîñòè íà

ìíîæåñòâå A × G, è ÷òî îïåðàöèÿ ∗ ñîãëàñîâàííà ñ îòíîøåíèåì ∼: åñëè

(a, u) ∼ (b, v), (c, g) ∼ (d, h), òî (a, u) ∗ (c, g) ∼ (b, v) ∗ (d, h). Îáîçíà÷èì

÷åðåç Q(G,A) ôàêòîðìíîæåñòâî G × A/∼ ñ îïåðàöèåé ∗, ò. å. äëÿ êëàññîâ

ýêâèâàëåíòíîñòè [(a, u)], [(b, v)] èìååò ìåñòî ôîðìóëà

[(a, u)] ∗ [(b, v)] = [(a, uv−1bv)].

Èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ ∼ è òîãî ôàêòà, ÷òî îïåðàöèÿ ∗ íà ìíîæå-

ñòâå A × G óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé è òðåòüåé àêñèîìàì êâàíäëà, ñëåäóåò,

÷òî Q(G,A) ÿâëÿåòñÿ êâàíäëîì. Òàêîé êâàíäë íàçûâàåòñÿ (G,A)-êâàíäëîì.

Äëÿ ïðîñòîòû äëÿ ýëåìåíòîâ a ∈ A, u ∈ G áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ ýêâèâà-

ëåíòíîñòè [(a, u)] ñèìâîëîì (a, u), îïóñêàÿ êâàäðàòíûå ñêîáêè. Òàêæå, äëÿ

ýëåìåíòà a ∈ A òåì æå ñèìâîëîì a áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíò (a, 1) êâàíäëà

Q(G,A).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñâîáîäíîãî êâàíäëà FQn, äàííîãî â ïðèìåðå 7, âèäíî,

÷òî ñâîáîäíûé êâàíäë FQn c n ïîðîæäàþùèìè ÿâëÿåòñÿ (G,A)-êâàíäëîì,
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ãäåG = Fn � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè x1, x2, . . . , xn,

A = {x1, x2, . . . , xn}. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, óñòàíîâëåííàÿ â [39, òåîðåìà 4.5],

ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìíîãèå äðóãèå êâàíäëû ÿâëÿþòñÿ (G,A)-êâàíäëàìè.

Òåîðåìà 19. Ïóñòü Q � òàêîé êâàíäë, ÷òî îòîáðàæåíèå θ : Q → GQ

èíúåêòèâíî, è ïóñòü A � ýòî ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèòåëåé îðáèò êâàíäëà

Q. Òîãäà Q = Q(GQ, θ(A)).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ (G,A)-êâàíäëîâ

óñòàíîâëåíî â [39, òåîðåìà 7.2].

Òåîðåìà 20. Ïóñòü Q,P � òàêèå êâàíäëû, ÷òî åñòåñòâåííûå îòîáðà-

æåíèÿ Q → GQ, P → GP èíúåêòèâíû, è ïóñòü A,B � ýòî ìíîæåñòâà

ïðåäñòàâèòåëåé îðáèò â êâàíäëàõ Q,P , ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà êâàíäë

P ∗Q èçîìîðôåí êâàíäëó Q(GQ ∗GP , A ∪B).

Ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn àâòîìîðôèçìà-

ìè êâàíäëà FQn ∗ Tn. Ïóñòü Q = FQn � ñâîáîäíûé êâàíäë ñ ïîðîæ-

äàþùèìè x1, x2, . . . , xn. Òîãäà îòîáðàæåíèå Q → GQ = Fn èíúåêòèâíî, è

ìíîæåñòâî A = {x1, x2, . . . , xn} åñòü ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèòåëåé îðáèò â Q.

Ïóñòü P = Tn � òðèâèàëüíûé êâàíäë íà ýëåìåíòàõ {y1, y2, . . . , yn}. Òîãäà

îòîáðàæåíèå P → GP = Zn èíúåêòèâíî, è ìíîæåñòâî B = {y1, y2, . . . , yn}

åñòü ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèòåëåé îðáèò â P . Èç òåîðåìû 20 ñëåäóåò, ÷òî ïðÿ-

ìîå ïðîèçâåäåíèå FQn ∗ Tn èìååò âèä

FQn ∗ Tn = Q({x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn}, Fn ∗ Zn).

Òàêèì îáðàçîì, ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå FQn ∗ Tn ìîæíî ïðåäñòàâèòü âèäå

ôàêòîðìíîæåñòâà ìíîæåñòâà ïàð

(A ∪B)× (Fn ∗ Zn) = {(x, g) | x ∈ A ∪B, g ∈ Fn ∗ Zn}

ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè (x, g) ∼ (y, h) ⇔ x = y è gh−1 ∈ CFn∗Zn(x)

c îïåðàöèåé (x, g) ∗ (y, h) = (x, gh−1yh).
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Ïóñòü (x, g) � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò êâàíäëà FQn ∗Tn, òîãäà ýëåìåíò

g ãðóïïû Fn∗Zn ïðåäñòàâèì â âèäå g = zε11 z
ε2
2 . . . zεkk , ãäå z1, z2, . . . , zn ∈ A∪B,

ε1, ε2, . . . , εn ∈ {±1}. Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè ∗ ñëåäóåò, ÷òî

(x, g) = (((x ∗ε1 z1) ∗ε2 z2) ∗ε3 . . . ) ∗εk zk,

ãäå x, z1, z2, . . . , zn ∈ A ∪B. Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà (x, g) ñëåäóåò, ÷òî

FQn ∗ Tn ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì A ∪ B = {x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn}.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èíäåêñîâ 1 ≤ i, j ≤ n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

yi ∗ yj = (yi, 1) ∗ (yj, 1) = (yi, yj) = (yi, 1) = yi,

ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ {y1, y2, . . . , yn} îáðàçóåò òðèâèàëüíûé

ïîäêâàíäë Tn íà n ýëåìåíòàõ â êâàíäëå FQn∗Tn. Èç îïðåäåëåíèÿ ñâîáîäíîãî

êâàíäëà FQn ñëåäóåò, ÷òî ïîäìíîæåñòâî â FQn ∗ Tn âèäà

{(x, g) | x ∈ {x1, x2, . . . , xn}, g ∈ Fn = 〈x1, x2, . . . , xn〉}

îáðàçóåò ñâîáîäíûé ïîäêâàíäë FQn ñ ïîðîæäàþùèìè x1, x2, . . . , xn â êâàíä-

ëå FQn ∗ Tn.

Èç ñëåäñòâèÿ 2 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü X0 = FQn � ñâîáîäíûé êâàíäë ñ ïîðîæäàþùèìè

x1, x2, . . . , xn, X1 = Tn � òðèâèàëüíûé êâàíäë íà ýëåìåíòàõ y1, y2, . . . , yn,

è X = X0 ∗X1. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ S2Q, V2Q : X2×X2
1 → X2×X2

1 çàäàíû

ôîðìóëàìè

S2Q(a, b;x, y) = (b, a ∗ b; y, x), V2Q(a, b;x, y) = (b ∗−1 x, a ∗ y; y, x)

äëÿ a, b ∈ X, x, y ∈ X1. Òîãäà (S2Q, V2Q) ÿâëÿåòñÿ âèðòóàëüíûì 2-

ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X.

Èç òåîðåìû 18 è ñëåäñòâèÿ 3 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 21. Ïóñòü FQn � ñâîáîäíûé êâàíäë ñ ïîðîæäàþùèìè

x1, x2, . . . , xn, Tn � òðèâèàëüíûé êâàíäë íà ýëåìåíòàõ y1, y2, . . . , yn. Òîãäà
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îòîáðàæåíèå ϕ2Q, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó

ϕ2Q(σi) :



xi 7→ xi+1,

xi+1 7→ xi ∗ xi+1,

yi 7→ yi+1,

yi+1 7→ yi,

ϕ2Q(ρi) :



xi 7→ xi+1 ∗−1 yi,

xi+1 7→ xi ∗ yi+1,

yi 7→ yi+1,

yi+1 7→ yi,

(2.14)

ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà V Bn → Aut(FQn ∗ Tn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ i = 1, 2, . . . , n îáîçíà÷èì ÷åðåç x0
i = xi, x

1
i = yi, è

ïóñòü X0 = 〈x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n〉 = FQn, X1 = 〈x1

0, x
1
2, . . . , x

1
n〉 = Tn, X = X0 ∗X1.

Ïóñòü (S2Q, V2Q) � âèðòóàëüíûé 2-ïåðåêëþ÷àòåëü íà X, îïðåäåëåííûé â

ñëåäñòâèè 3. Òîãäà îòîáðàæåíèå ϕ2Q, îïèñàííîå â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû,

åñòü íè÷òî èíîå, êàê îòîáðàæåíèå ϕS2Q,V2Q, îïèñàííîå â òåîðåìå 18, êîòî-

ðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà V Bn → Aut(X) ïî

òåîðåìå 18. �

2.5. Ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëè è ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï êîñ

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ è èçó÷åíèþ ëèíåéíûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèé ãðóïï (âèðòóàëüíûõ) êîñ. Â ðàçäåëå 2.5.1 ïðèâåäåíà èñòîðè÷åñêàÿ

ñïðàâêà î ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ãðóïï êîñ, à òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî

ãðóïïà V B3 ëèíåéíà. Â ðàçäåëàõ 2.5.2 è 2.5.3 ïîñòðîåíû íîâûå ëèíåéíûå

ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï êðàøåíûõ êîñ Pn è ãðóïï êðàøåíûõ âèðòóàëüíûõ êîñ

V Pn, ñîîòâåòñòâåííî.

2.5.1. Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû è îáùèå ôàêòû

Âîïðîñ î ëèíåéíîñòè (ò. å. î òî÷íîé ïðåäñòàâèìîñòè êîíå÷íîìåðíû-

ìè ìàòðèöàìè íàä ïîëåì) ãðóïï êîñ ñôîðìóëèðîâàë Â. Áóðàó â 1936 ãî-

äó [48]. Îòìåòèì, ÷òî ãðóïïà B2 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóï-

ïîé, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ãðóïïà ëèíåéíà. Ëèíåéíîñòü ãðóïïû B3 óñòàíîâèë
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Â. Ìàãíóñ [45, òåîðåìà 3.15]. Â. Áóðàó ïîñòðîèë ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå

ϕB : Bn → GLn(Z[t, t−1]), îáðàç ïîðîæäàþùåãî σi ãðóïïû êîñ Bn îòíîñè-

òåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ ϕB èìååò âèä

ϕB(σi) = Ii−1 ⊕

1− t t

1 0

⊕ In−i−1

(ñì. ïðèìåð 16). Äîëãîå âðåìÿ ñóùåñòâîâàëà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ïðåäñòàâëå-

íèå Áóðàó ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Â 1991 ãîäó Ä. Ìóäè [112] îïðîâåðã ýòó ãèïîòå-

çó, ïîñòðîèâ íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò, ïðèíàäëåæàùèé ÿäðó ãîìîìîðôèçìà

ϕB ïðè n ≥ 9. Ïîçäíåå Ä. Ëîíã è Ì. Ïàòîí [106] óñòàíîâèëè, ÷òî ïðåäñòàâ-

ëåíèå Áóðàó íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ïðè n ≥ 6, à Ñ. Áèãåëîó [43] ñíèçèë ýòó

ãðàíèöó äî n ≥ 5. Âîïðîñ î òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ïðè n = 4 äî

ñèõ ïîð îòêðûò.

Â 1961 ãîäó Á. Ãàññíåð [78] ïîñòðîèëà ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû êðàøåíûõ

êîñ ϕG : Pn → GLn(Z[t±1
1 , t±1

2 , . . . , t±1
n ]). Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðåäñòàâëå-

íèÿ Ãàññíåð ϕG. Ïóñòü Fn � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþ-

ùèìè x1, x2, . . . , xn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ZFn öåëî÷èñëåííîå ãðóïïîâîå êîëü-

öî ãðóïïû Fn. Íà ãðóïïîâîì êîëüöå ZFn îïðåäåëèì ïðîèçâîäíûå Ôîêñà

∂w/∂xj äëÿ j = 1, 2, . . . , n, w ∈ ZFn ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà ýëåìåíòå w

ãðóïïû Fn çíà÷åíèå ∂w/∂xj îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî óñëîâèÿìè

∂1

∂xj
= 0, j = 1, 2, . . . , n,

∂xi
∂xj

=

1, i = j

0, i 6= j,
i, j = 1, 2, . . . , n,

∂(uv)

∂xj
=

∂u

∂xj
+ u

∂v

∂xj
, u, v ∈ Fn, j = 1, 2, . . . , n.

Íà ýëåìåíòû êîëüöà ZFn ïðîèçâîäíûå ∂w/∂xj ïðîäîëæàþòñÿ ïî ëèíåéíî-

ñòè. Ïóñòü ϕA : Bn → Aut(Fn) � ïðåäñòàâëåíèå Àðòèíà, ðàññìîòðåííîå

â ïðèìåðå 15. Ïðåäñòàâëåíèå ϕA çàäàíî íà ïîðîæäàþùèõ σ1, σ2, . . . , σn−1
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ãðóïïû Bn ñëåäóþùèì îáðàçîì

ϕA(σi) :

xi 7→ xixi+1x
−1
i ,

xi+1 7→ xi.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ab : Fn → Zn åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì àáåëèàíèçà-

öèè, è ïóñòü xabi = ti äëÿ i = 1, 2, . . . , n. Îáîçíà÷èì òåì æå ñèìâîëîì

ab èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì ZFn → Z[t±1
1 , t±1

2 , . . . , t±1
n ]. Ïðåäñòàâëå-

íèå Ãàññíåð ϕG : Pn → GLn(Z[t±1
1 , t±1

2 , . . . , t±1
n ]) çàäàåòñÿ íà ïîðîæäàþùèõ

ai,j(1 ≤ i < j ≤ n) ãðóïïû Pn (ñì. ëåììó 1) ñëåäóþùèì ïðàâèëîì

ϕG(ai,j) =

((
∂ϕA(ai,j)(xr)

∂xs

)ab)
r,s

.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç e1, e2, . . . , en åñòåñòâåííûé áàçèñ ìîäóëÿ

(Z[t±1
1 , t±1

2 , . . . , t±1
n ])n, òî ïðåäñòàâëåíèå Ãàññíåð ìîæåò áûòü çàäàíî

ñâîèì äåéñòâèåì íà e1, e2, . . . , en ñëåäóþùèì îáðàçîì

ϕG(ai,j)ek =



ek, k < i,

(1− ti + titj)ei,+ti(1− ti)ej, k = i,

(1− tk)(1− tj)ei + ek + (1− tk)(ti − 1)ej, i < k < j,

(1− tj)ei + tiej, k = j,

ek, k > j,

(2.15)

(ñì. [100] è [45, ðàçäåë 3.2]). Ïîëîæèâ â ôîðìóëå (2.15) çíà÷åíèÿ

t1 = t2 = · · · = tn = t,

ïðèõîäèì ê ñóæåíèþ ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó íà ãðóïïó êðàøåíûõ êîñ Pn. Â

ýòîì ñìûñëå ïðåäñòàâëåíèå Ãàññíåð ϕG îáîáùàåò ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó ϕB.

Íà äàííûé ìîìåíò âîïðîñ î òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ Ãàññíåð îòêðûò.

Îêîí÷àòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ î ëèíåéíîñòè ãðóïï êîñ áûë ïîëó÷åí

íåçàâèñèìî Ñ. Áèãåëîó [44] è Ä. Êðàììåðîì [101], êîòîðûå äîêàçàëè, ÷òî
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ïðåäñòàâëåíèå ϕLKB : Bn → GLn(n−1)/2(Z[q±1, t±1]), ïîñòðîåííîå Ð. Ëîóðåíö

â [103], ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Ïðåäñòàâëåíèå ϕLKB íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì

Ëîóðåíö-Áèãåëîó-Êðàììåðà.

Ñèòóàöèÿ ñ ãðóïïàìè âèðòóàëüíûõ êîñ ñëîæíåå. Â ðàáîòå Â. Â. Âåð-

øèíèíà [135] ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó ϕB ðàñøèðåíî íà ãðóïïó WPn êîñ ñî

ñïàéêàìè. Â ðàáîòå Â. Ã. Áàðäàêîâà [35] ïðåäñòàâëåíèå Ãàññíåð ϕG òàêæå

ðàñøèðåíî íà ãðóïïó WPn. Ýòî ðàñøèðåííîå ïðåäñòàâëåíèå íå òî÷íî ïðè

n ≥ 2. Âîïðîñ î ëèíåéíîñòè ãðóïï V Pn ñôîðìóëèðîâàí â Êîóðîâñêîé òåò-

ðàäè [14, âîïðîñ 19.7(b)]. Â îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðóïïà

âèðòóàëüíûõ êîñ ëèíåéíîé. Áîëåå òîãî, íà äàííûé ìîìåíò íåò õîðîøèõ êàí-

äèäàòîâ íà ðîëü òî÷íîãî ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ

V Bn.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî ãðóïïà âèðòóàëüíûõ êîñ

V B3 íà òðåõ íèòÿõ ëèíåéíà.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ãðóïïà V B3 ëèíåéíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèé (b1), (b2), (vb1), (vb2), (vb3), (vb4), (vb5)

ãðóïï âèðòóàëüíûõ êîñ î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå V B3 → S3 èç ãðóïïû

âèðòóàëüíûõ êîñ V B3 â ãðóïïó S3 ïîäñòàíîâîê íà òðåõ ýëåìåíòàõ, çàäàííîå

íà ïîðîæäàþùèõ σ1, σ2, ρ1, ρ2 ãðóïïû V B3 ïî ïðàâèëó

σ1, σ2 7→ 1, ρ1 7→ (1, 2), ρ2 7→ (2, 3), (2.16)

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. ßäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâî-

ëîì H3. Ò. ê. H3 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé èíäåêñà 6 â ãðóïïå V B3,

äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà V B3 ëèíåéíà, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,

÷òî ãðóïïà H3 ëèíåéíà. Ïîðîæäàþùèå è ñîîòíîøåíèÿ ãðóïïû H3 ðàññìàò-

ðèâàëèñü, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [36,122]. ÃðóïïàH3 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
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ñ ïîìîùüþ ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ

x12 = σ1, x13 = ρ2σ1ρ2,

x21 = ρ1σ1ρ1, x23 = σ2,

x31 = ρ2ρ1σ1ρ1ρ2, x32 = ρ2σ2ρ2

è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé

xi,k xk,j xi,k = xk,j xi,k xk,j,

ãäå ðàçëè÷íûå áóêâû îáîçíà÷àþò ðàçëè÷íûå èíäåêñû. Èç ýòîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ âèäíî, ÷òî ãðóïïà H3 ïðåäñòàâèìà â âèäå ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

H3 = G1 ∗G2, ãäå

G1 = 〈x12, x23, x31〉, G2 = 〈x13, x32, x21〉.

Ãðóïïû G1, G2 èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé, è âêëàäûâàþòñÿ â ãðóïïó êîñ

B4 [29,99], ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïû G1, G2 ëèíåéíû. Ò. ê. ñâîáîäíîå ïðîèçâå-

äåíèå ëèíåéíûõ ãðóïï ëèíåéíî [23], ãðóïïà H3 = G1 ∗G2 òàêæå ëèíåéíà, è

ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà âèðòóàëüíûõ êîñ V B3 ëèíåéíà. �

2.5.2. Ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï êîñ

Äëÿ n ≥ 2 ïóñòü M � ñâîáîäíûé ìîäóëü ñ áàçèñîì e1, e2, . . . , en

íàä êîëüöîì K = Z[t±1
1 , t±1

2 , . . . , t±1
n ] ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà îò n ïåðåìåí-

íûõ t1, t2, . . . , tn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X àääèòèâíóþ ãðóïïó ìîäóëÿ M , ÷å-

ðåç X0 ïîäãðóïïó â X, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè áàçèñà e1, e2, . . . , en, è

÷åðåç X1 = {t1, t2, . . . , tn}. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå

S2B : X2 ×X2
1 → X2 ×X2

1 , çàäàííîå ïðàâèëîì

S2B(a, b;x, y) = ((1− y)a+ xb, a; y, x)

äëÿ a, b ∈ X, x, y ∈ X1, ÿâëÿåòñÿ 2-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà àáåëåâîé ãðóïïå X.

Äëÿ j = 1, 2, . . . , n − 1 îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Rj ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå èç
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ìíîæåñòâà {e1, e2, . . . , en, t1, t2, . . . , tn} â X

Rj :



ej 7→ (1− tj+1)ej + tjej+1,

ej+1 7→ ej,

tj 7→ tj+1,

tj+1 7→ tj.

(2.17)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ i = 1, 2, . . . , n îáîçíà÷èòü x0
i = ei, x

1
i = ti, òî îòîáðà-

æåíèå Rj èç (2.17) â òî÷íîñòè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (2.12). Îòîáðàæåíèå Rj

èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì àáåëåâîé ãðóïïû X ïî ïðàâèëó

Rj

(
n∑
k=1

αkek

)
=

n∑
k=1

Rj(αk)Rj(ek), (2.18)

ãäå α1, α2, . . . , αn ∈ K, è Rj(αk) îáîçíà÷àåò îáðàç ýëåìåíòà αk îòíîñèòåëüíî

ïåðåñòàíîâêè (tj, tj+1), èíäóöèðîâàííîé îòîáðàæåíèåìRj. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ϕ2B îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà {σ1, σ2, . . . , σn−1} ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû êîñ

Bn â ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ Aut(X), êîòîðîå ïåðåâîäèò ïîðîæäàþùèé σj

â àâòîìîðôèçì Rj äëÿ j = 1, 2, . . . , n− 1.

Òåîðåìà 22. Îòîáðàæåíèå ϕ2B : {σ1, σ2, . . . , σn−1} → Aut(X) ìîæåò

áûòü ïðîäîëæåíî äî ãîìîìîðôèçìà ϕ2B : Bn → Aut(X). Áîëåå òîãî, ñóæå-

íèå ãîìîìîðôèçìà ϕ2B íà ãðóïïó êðàøåíûõ êîñ Pn ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

ïðåäñòàâëåíèåì ϕ2B : Pn → GLn(K), êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ïðåäñòàâëåíè-

åì Ãàññíåð ϕG.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ2B ìîæåò

áûòü ïðîäîëæåíî äî ãîìîìîðôèçìà Bn → Aut(X), äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,

÷òî àâòîìîðôèçìû R1, R2, . . . , Rn−1 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (b1), (b2)

ãðóïïû êîñ Bn. Ýòîò ôàêò ýëåìåíòàðíî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðÿìûõ

âû÷èñëåíèé è òîãî ôàêòà, ÷òî S2B ÿâëÿåòñÿ 2-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X.

Èç òîãî ôàêòà, ÷òî àâòîìîðôèçì ϕ2B(σj) = Rj ìåíÿåò ìåñòàìè ýëå-

ìåíòû tj è tj+1, è îñòàâëÿåò ýëåìåíòû ti äëÿ i /∈ {j, j + 1} íåïîäâèæíûìè,
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ñëåäóåò, ÷òî àâòîìîðôèçì ϕ2B(σ2
j ) = R2

j îñòàâëÿåò âñå ýëåìåíòû t1, t2, . . . , tn

íåïîäâèæíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ 1 ≤ i < j ≤ n àâòîìîðôèçì ϕ2B(ai,j),

ãäå

ai,j = σj−1σj−2 . . . σi+1σ
2
i σ
−1
i+1 . . . σ

−1
j−2σ

−1
j−1 (2.19)

îáîçíà÷àåò ïîðîæäàþùèé ãðóïïû êðàøåíûõ êîñ Pn (ñì. ëåììó 1), äåéñòâóåò

òîæäåñòâåííî íà ýëåìåíòàõ t1, t2, . . . , tn. Èç ýòîãî ôàêòà ñëåäóåò, ÷òî

ϕ2Q(ai,j)

(
n∑
k=1

αkek

)
=

n∑
k=1

αkϕ2Q(ai,j)(ek),

ò. å. ñóæåíèå ãîìîìîðôèçìà ϕ2Q íà ãðóïïó êðàøåíûõ êîñ Pn äàåò ãîìîìîð-

ôèçì Bn → Aut(M) = GLn(K) (çäåñ ìû ïèøåì M âìåñòî X äëÿ òîãî, ÷òî-

áû ïîä÷åðêíóòü òîò ôàêò, ÷òîM � ìîäóëü, â òî âðåìÿ êàê X � àáåëåâà ãðóï-

ïà). Äîêàæåì, ÷òî ñóæåíèå ϕ2B : Pn → GLn(K) ñîâïàäàåò ñ ïðåäñòàâëåíèåì

Ãàññíåð ϕG. Äëÿ ýòîãî íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ϕ2B(ai,j) = ϕG(ai,j) äëÿ

âñåõ 1 ≤ i < j ≤ n, ãäå ai,j îáîçíà÷àåò ïîðîæäàþùèé ãðóïïû Pn. Ìû áóäåì

äîêàçûâàòü ýòîò ôàêò, èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî ïàðàìåòðó j − i.

Äîêàæåì áàçèñ èíäóêöèè (j = i+ 1). Èç ôîðìóëû (2.17) ñëåäóåò, ÷òî

ϕ2B(ai,i+1) = ϕ2B(σ2
i ) = R2

i :

ei 7→ (1− ti + titi+1)ei + ti(1− ti)ei+1,

ei+1 7→ (1− ti+1)ei + tiei+1.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó ñ ðàâåíñòâîì (2.15), ïðèõîäèì ê âûâîäó,

÷òî äëÿ âñåõ èíäåêñîâ i = 1, 2, . . . , n− 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ϕ2B(ai,i+1) = ϕG(ai,i+1),

áàçèñ èíäóêöèè äîêàçàí.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäåëàòü èíäóêöèîííûé øàã, îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî
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äëÿ j = 1, 2, . . . , n− 1 àâòîìîðôèçì R−1
j èìååò âèä

R−1
j :



ej 7→ ej+1,

ej+1 7→ t−1
j+1ej + t−1

j+1(tj − 1)ej+1,

tj 7→ tj+1,

tj+1 7→ tj.

(2.20)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî j < n ìû óæå óñòàíîâèëè ðàâåíñòâî

ϕ2B(ai,j) = ϕG(ai,j) äëÿ âñåõ 1 ≤ i < j. Èñõîäÿ èç ýòîãî, äîêàæåì ðàâåíñòâî

ϕ2B(ai,j+1) = ϕG(ai,j+1). Èç èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóþò ðàâåí-

ñòâà

ϕ2B(ai,j+1) = ϕ2B(σjai,jσ
−1
j )

= ϕ2B(σj)ϕ2B(ai,j)ϕ2B(σ−1
j )

= RjϕG(ai,j)R
−1
j , (2.21)

òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî RjϕG(ai,j)R
−1
j = ϕG(ai,j+1).

Íàéäåì çíà÷åíèå RjϕG(ai,j)R
−1
j (ek) äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n. Åñëè k < i

èëè k > j + 1, òî

RjϕG(ai,j)R
−1
j (ek) = ek, (2.22)

ò. ê. êàæäûé èç àâòîìîðôèçìîâ Rj, ϕG(ai,j) äåéñòâóþò òîæäåñòâåííî íà ek.

Åñëè k = i, òî

RjϕG(ai,j)R
−1
j (ei) = ϕG(ai,j)R

−1
j (ei)

= R−1
j ((1− ti + titj)ei + ti(1− ti)ej)

= (1− ti + titj+1)ei + ti(1− ti)ej+1. (2.23)

Åñëè i < k < j, òî

RjϕG(ai,j)R
−1
j (ek) = ϕG(ai,j)R

−1
j (ek)

= R−1
j ((1− tk)(1− tj)ei + ek + (1− tk)(ti − 1)ej)

= (1− tk)(1− tj+1)ei + ek + (1− tk)(ti − 1)ej+1. (2.24)
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Åñëè k = j, òî

RjϕG(ai,j)R
−1
j (ej) = ϕG(ai,j)R

−1
j ((1− tj+1)ej + tjej+1)

= R−1
j ((1− tj+1)((1− tj)ei + tiej) + tjej+1)

= (1− tj)((1− tj+1)ei + tiej+1)+

+ tj+1(t
−1
j+1ej + t−1

j+1(tj − 1))ej+1

= (1− tj)(1− tj+1)ei + ej + (1− tj)(ti − 1)ej+1. (2.25)

Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâà (2.24), (2.25) ñîâïàäàþò. Íàêîíåö, åñëè k = j + 1,

òî

RjϕG(ai,j)R
−1
j (ej+1) = ϕG(ai,j)R

−1
j (ej)

= R−1
j ((1− tj)ei + tiej)

= (1− tj+1)ei + tiej+1. (2.26)

Ñðàâíèâàÿ ðàâåíñòâà (2.22), (2.23), (2.24), (2.25), (2.26) ñ ðàâåíñòâîì (2.15),

ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ðàâåíñòâî RjϕG(ai,j)R
−1
j (ek) = ϕG(ai,j+1) ñïðàâåä-

ëèâî äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n. Èç ðàâåíñòâà (2.21) ñëåäóåò, ÷òî

ϕG(ai,j+1) = ϕ2B(ai,j+1),

è øàã èíäóêöèè óñòàíîâëåí. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ 1 ≤ i < j ≤ n ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî ϕ2B(ai,j) = ϕG(ai,j), è òåîðåìà äîêàçàíà. �

Îòìåòèì, ÷òî åñëè â ôîðìóëå (2.17) ïîëîæèòü t1 = t2 = · · · = tn = t,

òî ïðèäåì ê ïðåäñòàâëåíèþ Áóðàó ϕB. Â ýòîì ñìûñëå ïðåäñòàâëåíèå ϕ2B

îáîáùàåò êàê ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó ϕB òàê è ïðåäñòàâëåíèå Ãàññíåð ϕG.

Ò. ê. ñóæåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ2B íà ãðóïïó Pn ñîâïàäàåò ñ ïðåäñòàâëåíèåì

Ãàññíåð, âîïðîñ î òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ2B ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî

ñëîæíûì.

Íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî àâòîìîðôèçì Rj èç (2.17) èìååò òîò æå âèä, ÷òî è

îòîáðàæåíèå Rj èç (2.12), òåîðåìà 22 íå ñëåäóåò èç òåîðåìû 17. Äåëî â òîì,
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÷òî ýëåìåíòû e1, e2, . . . , en, t1, t2, . . . , tn íå îáðàçóþò ïîðîæäàþùåãî ìíîæå-

ñòâà àáåëåâîé ãðóïïû X, è äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàñøèðèòü îòîáðàæåíèå Rj èç

(2.17) äî àâòîìîðôèçìà àáåëåâîé ãðóïïû X, èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà (2.18).

Â òî æå âðåìÿ, â òåîðåìå 17 îòîáðàæåíèå Rj ðàñøèðÿåòñÿ äî àâòîìîðôèç-

ìà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X, äåéñòâóÿ íà ïîðîæäàþùèõ àëãåáðàè÷åñêîé

ñèñòåìû X.

2.5.3. Ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï âèðòóàëüíûõ êîñ

Â äàííîì ðàçäåëå ïîñòðîåíî ðàñøèðåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ

ϕ2B : Bn → Aut
((
Z[t±1

1 , t±1
2 , . . . , t±1

n ]
)n)

èç òåîðåìû 22 ñ ãðóïïû êîñ Bn íà ãðóïïó âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn, èñïîëüçóÿ

âìåñòî 2-ïåðåêëþ÷àòåëÿ S2B âèðòóàëüíûé 3-ïåðåêëþ÷àòåëü (S3B, V3B).

Äëÿ n ≥ 2 ïóñòü M � ñâîáîäíûé ìîäóëü ñ áàçèñîì e1, e2, . . . , en íàä

êîëüöîì K = Z[t±1
1 , t±1

2 , . . . , t±1
n , q±1

1 , q±1
2 , . . . , q±1

n ] ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà îò 2n

ïåðåìåííûõ t1, t2, . . . , tn, q1, q2, . . . , qn. Îáîçíà÷èì ÷åðåçX àääèòèâíóþ ãðóï-

ïó ìîäóëÿ M , ÷åðåç X0 ïîäãðóïïó â X, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè áàçèñà

e1, e2, . . . , en, ÷åðåç X1 = {t1, t2, . . . , tn}, è ÷åðåç X2 = {q1, q2, . . . , qn}. Èç

ïðåäëîæåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî ïàðà îòîáðàæåíèé

S3B, V3B : X2 ×X2
1 ×X2

2 → X2 ×X2
1 ×X2,

çàäàííûõ ôîðìóëàìè

S3B(a, b;x, y; p, q) = ((1− y)a+ xb, a; y, x; q, p),

V3B(a, b;x, y; p, q) = (pb, q−1a; y, x; q, p)

äëÿ a, b ∈ X, x, y ∈ X1, p, q ∈ X2, ÿâëÿåòñÿ âèðòóàëüíûì 3-ïåðåêëþ÷àòåëåì

íà X. Äëÿ j = 1, 2, . . . , n− 1 îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè Rj, Gj ñëåäóþùèå îòîá-
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ðàæåíèÿ èç ìíîæåñòâà {e1, e2, . . . , en, t1, t2, . . . , tn, q1, q2, . . . , qn} â X

Rj :



ej 7→ (1− tj+1)ej + tjej+1,

ej+1 7→ ej,

tj 7→ tj+1,

tj+1 7→ tj,

qj 7→ qj+1,

qj+1 7→ qj,

Gj :



ej 7→ qjej+1,

ej+1 7→ q−1
j+1ej,

tj 7→ tj+1,

tj+1 7→ tj,

qj 7→ qj+1,

qj+1 7→ qj.

(2.27)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ i = 1, 2, . . . , n îáîçíà÷èòü x0
i = ei, x

1
i = ti, x

2
i = qi,

òî îòîáðàæåíèÿ Rj, Gj èç (2.27) çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (2.12), (2.13), ñîîò-

âåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâó (2.18), îòîáðàæåíèÿ Rj, Gj èíäóöèðóþò

àâòîìîðôèçìû àáåëåâîé ãðóïïû X ïî ïðàâèëàì

Rj

(
n∑
k=1

αkek

)
=

n∑
k=1

Rj(αk)Rj(ek), Gj

(
n∑
k=1

αkek

)
=

n∑
k=1

Gj(αk)Gj(ek),

ãäå α1, α2, . . . , αn ∈ K, è Rj(αk) = Gj(αk) îáîçíà÷àåò îáðàç ýëåìåíòà αk èç

K îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè (tj, tj+1)(qj, qj+1), èíäóöèðîâàííîé îòîáðà-

æåíèÿìè Rj, Gj.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ϕ3B îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà

{σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1} ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû âèðòóàëüíûõ

êîñ V Bn â ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ Aut(X) àáåëåâîé ãðóïïû X, êîòîðîå

ïåðåâîäèò ïîðîæäàþùèé σj â àâòîìîðôèçì Rj, à ïîðîæäàþùèé ρj â

àâòîìîðôèçì Gj äëÿ j = 1, 2, . . . , n− 1.

Òåîðåìà 23. Îòîáðàæåíèå

ϕ3B : {σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1} → Aut(X)

ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî ãîìîìîðôèçìà ϕ3B : V Bn → Aut(X). Ñóæå-

íèå ãîìîìîðôèçìà ϕ3B íà ãðóïïó V Pn ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíè-

åì ϕ3B : V Pn → GLn(K).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïåðâîé ÷à-

ñòè òåîðåìû 22. �

Îòìåòèì, ÷òî åñëè â ôîðìóëàõ (2.27) ïîëîæèòü

q1 = q2 = · · · = qn = 1,

òî àâòîìîðôèçì Rj èç ðàâåíñòâà (2.27) ñîâïàäåò ñ àâòîìîðôèçìîì Rj èç

ðàâåíñòâà (2.17). Èç ýòîãî ôàêòà ñëåäóåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå

ϕ3B : V Bn → Aut
((
Z[t±1

1 , t±1
2 , . . . , t±1

n , q±1
1 , q±1

2 , . . . , q±1
n ]
)n)

ðàñøèðÿåò ïðåäñòàâëåíèå ϕ2B : Bn → Aut
((
Z[t±1

1 , t±1
2 , . . . , t±1

n ]
)n)

. Òîãäà, èç

òåîðåìû 22 ñëåäóåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå

ϕ3B : V Pn → GLn
(
Z[t±1

1 , t±1
2 , . . . , t±1

n , q±1
1 , q±1

2 , . . . , q±1
n ]
)

ðàñøèðÿåò ïðåäñòàâëåíèå Ãàññíåð ϕG. Íà äàííûé ìîìåíò íåèçâåñòíî, ÿâëÿ-

åòñÿ ëè ïðåäñòàâëåíèå ϕG òî÷íûì. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ãîâîðèò î òîì,

÷òî ïðåäñòàâëåíèå ϕ3B, ðàñøèðÿþùåå ïðåäñòàâëåíèå ϕG, îáëàäàåò íåòðèâè-

àëüíûì ÿäðîì.

Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè n ≥ 3, òî ïðåäñòàâëåíèå

ϕ3B : V Pn → GLn
(
Z[t±1

1 , t±1
2 , . . . , t±1

n , q±1
1 , q±1

2 , . . . , q±1
n ]
)

èìååò íåòðèâèàëüíîå ÿäðî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü óòâåðæäåíèå, äîñòàòî÷íî ïî-

êàçàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå

ϕ3B : V P3 → GL3

(
Z[t±1

1 , t±1
2 , t±1

3 , q±1
1 , q±1

2 , q±1
3 ]
)

èìååò íåòðèâèàëüíîå ÿäðî, ò. ê. ëþáîé ýëåìåíò èç ÿäðà ãîìîìîðôèçìà ϕ3B

ïðè n = 3 ëåæèò â ÿäðå ãîìîìîðôèçìà ϕ3B äëÿ ëþáîãî n ≥ 3. Â ãðóïïå

V P3 ðàññìîòðè ïîäãðóïïó V P
+
3 , ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè

λ1,2 = ρ1σ
−1
1 , λ1,3 = ρ2λ1,2ρ2, λ2,3 = ρ2σ

−1
2 .
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Â ðàáîòå [34] óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòà ãðóïïà èìååò îäíî îïðåäåëÿþùåå ñîîò-

íîøåíèå

λ1,2λ1,3λ2,3 = λ2,3λ1,3λ1,2.

Èñïîëüçóÿ ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ, èìååì

R−1
1 :



e1 7→ e2,

e2 7→ t−1
2 e1 + t−1

2 (t1 − 1)e2,

t1 7→ t2,

t2 7→ t1,

q1 7→ q2,

q2 7→ q1,

G1 :



e1 7→ q1e2,

e2 7→ q−1
2 e1,

t1 7→ t2,

t2 7→ t1,

q1 7→ q2,

q2 7→ q1,

R−1
2 :



e2 7→ e3,

e3 7→ t−1
3 e2 + t−1

3 (t2 − 1)e3,

t2 7→ t3,

t3 7→ t2,

q2 7→ q3,

q3 7→ q2,

G2 :



e2 7→ q2e3,

e3 7→ q−1
3 e2,

t2 7→ t3,

t3 7→ t2,

q2 7→ q3,

q3 7→ q2,

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî

ϕ3B(λ1,2) = G1R
−1
1 :


e1 7→ q2(t

−1
2 e1 + t−1

2 (t1 − 1)e2),

e2 7→ q−1
1 e2,

e3 7→ e3,

(2.28)

ϕ3B(λ1,3) = G2ϕ3B(λ1,2)G2 :


e1 7→ q3(t

−1
3 e1 + t−1

3 (t1 − 1)q2e3),

e2 7→ e2,

e3 7→ q−1
1 e3,

(2.29)
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ϕ3B(λ2,3) = G2R
−1
2 :


e1 7→ e1,

e2 7→ q3(t
−1
3 e2 + t−1

3 (t2 − 1)e3),

e3 7→ q−1
2 e3.

(2.30)

Èç ðàâåíñòâ (2.28), (2.29), (2.30) âèäíî, ÷òî ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé

ϕ3B(λ1,2), ϕ3B(λ1,3), ϕ3B(λ2,3) ÿâëÿþòñÿ âåðõíèìè òðåóãîëüíûìè ìàòðèöà-

ìè. Èç ýòîãî ôàêòà ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà ϕ3B(V P+
3 ) ðàçðåøèìà. Â òî æå âðå-

ìÿ, ãðóïïà V P+
3 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñ ïîìîùüþ òðåõ ïîðîæäàþùèõ

è îäíîãî ñîîòíîøåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ìàãíóñà [17, ðàçäåë 4.4]

ëþáûå äâà èç ýëåìåíòîâ {λ1,2, λ1,3, λ2,3} ïîðîæäàþò ñâîáîäíóþ ïîäãðóïïó

F2 â ãðóïïå V P
+
3 . Èç ýòîãî ôàêòà ñëåäóåò, ÷òî ãîìîìîðôèçì

ϕ3B : V P+
3 → GL3(Z[t±1

1 , t±1
2 , t±1

3 , q±1
1 , q±1

2 , q±1
3 ])

èìååò íåòðèâèàëüíîå ÿäðî. �
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Ãëàâà 3. Ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëè è èíâàðèàíòû

çàöåïëåíèé

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ óçëîâ êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ äèñöèïëèíà ïîÿâè-

ëàñü â íà÷àëå XIX âåêà, êîãäà â 1833 ãîäó Ê. Ô. Ãàóññ ââåë îïðåäåëåíèå

èíäåêñà çàöåïëåíèÿ äâóõ çàìêíóòûõ êðèâûõ â R3. Òåîðèÿ óçëîâ çàíèìàåò-

ñÿ èçó÷åíèåì âëîæåíèé îäíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé â òð¼õìåðíîå åâêëèäîâî

ïðîñòðàíñòâî. Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì â êëàññè÷åñêîé òåîðèè óçëîâ ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè çàöåïëåíèé.

Ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîñòðîèòü àëãîðèòì, êîòîðûé ïî äâóì

çàäàííûì çàöåïëåíèÿì L1, L2 îïðåäåëÿåò, ÿâëÿþòñÿ ëè çàöåïëåíèÿ L1, L2

ýêâèâàëåíòíûìè.

Ë. Êàóôôìàí â ðàáîòå [96] ââåë íàèáîëåå ñîäåðæàòåëüíîå îáîáùåíèå

êëàññè÷åñêîé òåîðèè óçëîâ � òåîðèþ âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Íà ïðîòÿæåíèè

ìíîãèõ ëåò, èñõîäÿ èç ðàçëè÷íûõ ñîîáðàæåíèé, áûëè ââåäåíû íîâûå îáîá-

ùåíèÿ è óïðîùåíèÿ êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ óçëîâ: ñèíãóëÿðíûå óç-

ëû [6, 45], óçëû ñî ñïàéêàìè [72], óçëû ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè [37, 90, 94], è

ò. ä. Ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç öåíòðàëüíûõ ïðîáëåì âî

âñåõ ýòèõ òåîðèÿõ.

Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû ýêâèâàëåíòíîñòè

ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòîâ. Èíâàðèàíòîì íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ

f èç ìíîæåñòâà âñåõ óçëîâ â íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî, ÷òî äëÿ

ýêâèâàëåíòíûõ çàöåïëåíèé L1, L2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(L1) = f(L2).

Â äàííîé ãëàâå ðàçðàáîòàí ìåòîä, êàê ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëè ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ äëÿ (âèðòóàëüíûõ) óçëîâ.

Â ðàçåäëå 3.1 ïðèâåäåíû ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î êëàññè÷åñêèõ

è âèðòóàëüíûõ óçëàõ, à òàêæå îá èõ îáîáùåíèÿõ: ðàçäåë 3.1.1 ïîñâÿùåí

äèàãðàììàòè÷åñêîìó ïîäõîäó ê îïðåäåëåíèþ óçëîâ, â ðàçäåëå 3.1.2 ïðèâå-

äåíà ñâÿçü óçëîâ ñ ãðóïïàìè êîñ. Â ðàçäåëå 3.2 ðàçðàáîòàí îáùèé ìåòîä, êàê
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ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàí-

òîâ äëÿ êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Êàê ñëåäñòâèå, â ðàçäåëå 3.2.4

ïîñòðîåí íîâûé êâàíäëîâûé èíâàðèàíò äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [4, 39,40].

3.1. Óçëû è çàöåïëåíèÿ

Â äàííîì ðàçåäëå ïðèâåäåíû ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î êëàññè÷å-

ñêèõ è âèðòóàëüíûõ óçëàõ, à òàêæå îá èõ îáîáùåíèÿõ.

3.1.1. Äèàãðàììû óçëîâ è çàöåïëåíèé

Óçëîì â êëàññè÷åñêîé òåîðèè óçëîâ íàçûâàåòñÿ âëîæåíèå îðèåíòèðî-

âàííîé îêðóæíîñòè S1 â òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R3. Äëÿ öå-

ëîãî n ≥ 1 çàöåïëåíèåì ñ n êîìïîíåíòàìè íàçûâàåòñÿ âëîæåíèå n íåïåðå-

ñåêàþùèõñÿ îðèåíòèðîâàííûõ îêðóæíîñòåé S1 â R3. Î÷åâèäíî, ÷òî óçåë �

ýòî çàöåïëåíèå ñ îäíîé êîìïîíåíòîé, ïîýòîìó ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëîâà

¾óçåë¿ è ¾çàöåïëåíèå¿ êàê ñèíîíèìû.

Äâà çàöåïëåíèÿ L1, L2 íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîé ãîìåîìîðôèçì ϕ : R3 → R3, ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ïðîñòðàíñòâà

R3, ÷òî ϕ(L1) = L2. Îäíîé èç öåíòðàëüíûõ çàäà÷ â òåîðèè óçëîâ ÿâëÿåòñÿ

çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ íàïåðåä çàäàííûõ çàöåïëåíèé

â R3.

Îáû÷íî çàöåïëåíèÿ çàäàþòñÿ ïîñðåäñòâîì òàê íàçûâàåìûõ äèàãðàìì

óçëîâ è çàöåïëåíèé. Ïóñòü L � íåêîòîðîå çàöåïëåíèå. Äèàãðàììîé çàöåïëå-

íèÿ L íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïðîåêöèÿDL çàöåïëåíèÿ L íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü,

÷òî â íåé íåò êàñàíèÿ êðèâûõ, â êàæäîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïåðåñåêàþòñÿ

ðîâíî äâå êðèâûå, è â ëþáîì ïåðåêðåñòêå çàäàíî, êàêàÿ êðèâàÿ ïðîõîäèò

ñâåðõó, à êàêàÿ ñíèçó (ñì. ðèñóíîê 3.1).
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(a) (b)

Ðèñ. 3.1. Ïåðåêðåñòêè â äèàãðàììå óçëà.

Ïåðåêðåñòîê, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 3.1 (a) íàçûâàåòñÿ ïîëîæè-

òåëüíûì, à ïåðåêðåñòîê, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 3.1 (b) íàçûâàåòñÿ îò-

ðèöàòåëüíûì. Äèàãðàììû çàöåïëåíèé óäîáíî èçîáðàæàòü ïðè ïîìîùè êàð-

òèíîê.

Ïðèìåð 23. Óçåë, çàäàííûé äèàãðàììîé, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 3.2 (a),

íàçûâàåòñÿ òðèëèñòíèêîì. Çàöåïëåíèå, çàäàííîå äèàãðàììîé, èçîáðàæåí-

íîé íà ðèñóíêå 3.2 (b), íàçûâàåòñÿ çàöåïëåíèåì Õîïôà. Çàöåïëåíèå, çàäàí-

íîå äèàãðàììîé, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 3.2 (c), íàçûâàåòñÿ áîððîìååâû-

ìè êîëüöàìè.

(a) (b) (c)

Ðèñ. 3.2. Ïðèìåðû äèàãðàìì çàöåïëåíèé.

Ðàññìîòðèì íà ìíîæåñòâå äèàãðàìì çàöåïëåíèé ñëåäóþùèå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ, íàçûâàåìûå ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ðàéäåìàéñòåðà.

R1 R2 R3

Ðèñ. 3.3. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàéäåìàéñòåðà.
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Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ëîêàëüíû, ò. å. îíè ìåíÿþò ëèøü íåáîëüøîé

ôðàãìåíò äèàãðàììû (òîëüêî ôðàãìåíò, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 3.3), íå

ìåíÿÿ îñòàëüíîé ÷àñòè äèàãðàììû. Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé î÷å-

âèäíî, ÷òî åñëè äèàãðàììà D1 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äèàãðàììû D2 ñ

ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðåîáðàçîâàíèé

Ðàéäåìàéñòåðà R1, R2, R3, òî äèàãðàììû D1, D2 ïðåäñòàâëÿþò ýêâèâàëåíò-

íûå çàöåïëåíèÿ. Â 1927 ãîäó Ê. Ðàéäåìàéñòåð äîêàçàë îáðàòíîå óòâåðæäå-

íèå [24, òåîðåìà 1.7].

Òåîðåìà 24 (Òåîðåìà Ðàéäåìàéñòåðà). Äâå äèàãðàììû çàäàþò ýêâèâà-

ëåíòíûå çàöåïëåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ìîæíî ïîëó÷èòü

îäíó èç äðóãîé ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðåîáðàçîâàíèé Ðàéäåìàéñòåðà

è ïëîñêèõ èçîòîïèé.

Òåîðåìà Ðàéäåìàéñòåðà îò÷àñòè äàåò îòâåò íà âîïðîñ î ðàñïîçíàâàíèè

ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ çàöåïëåíèé: çàöåïëåíèÿ L1, L2 ýêâèâàëåíòíû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà äèàãðàììà DL1
çàöåïëåíèÿ L1 ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà

â äèàãðàììó DL2
çàöåïëåíèÿ L2 ïîñðåäñòâîì ïëîñêèõ èçîòîïèé è ïðåîá-

ðàçîâàíèé Ðàéäåìàéñòåðà R1, R2, R3. Îäíàêî, íåïîíÿòíî êàê èñïîëüçîâàòü

ýòó òåîðåìó. Åñëè íàì óäàëîñü ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâà-

íèé Ðàéäåìàéñòåðà, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò äèàãðàììó D1 â äèàãðàììó D2, òî

ýòè äèàãðàììû ïðåäñòàâëÿþò ýêâèâàëåíòíûå óçëû. Íî êàê ïîíÿòü, ÷òî äâå

äèàãðàììû ïðåäñòàâëÿþò ðàçíûå óçëû? Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê

ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòîâ.

Ïóñòü A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Îòîáðàæåíèå f èç ìíîæåñòâà âñåõ

çàöåïëåíèé â ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì óçëîâ, åñëè äëÿ ëþáûõ

ýêâèâàëåíòíûõ çàöåïëåíèé L1, L2 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f(L1) = f(L2). Îò-

ñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè f(L1) 6= f(L2), òî çàöåïëåíèÿ L1, L2

íåýêâèâàëåíòíû. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå èíâàèàíòîâ èãðàåò î÷åíü âàæ-

íóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè âîïðîñà î ðàñïîçíàâàíèè ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ

çàöåïëåíèé. Îòìåòèì, ÷òî åñëè f � èíâàðèàíò çàöåïëåíèé, òî ðàâåíñòâî
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f(L1) = f(L2) íå îáÿçàòåëüíî âëå÷åò ýêâèâàëåíòíîñòü çàöåïëåíèé L1, L2.

Èíâàðèàíò f íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ðàâåíñòâî f(L1) = f(L2) âûïîëíåíî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L1 è L2 ýêâèâàëåíòíû.

Â 1999 ãîäó â ðàáîòå [96] Ë. Êàóôôìàí ââåë òåîðèþ âèðòóàëüíûõ

óçëîâ. Äèàãðàììîé âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ñ n-êîìïîíåíòàìè íàçûâàåò-

ñÿ ñèñòåìà èç n çàìêíóòûõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ íå èìååò òî÷åê

êàñàíèÿ, èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, â êàæäîé òî÷êå

ïåðåñå÷åíèÿ ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî äâå êðèâûå, è êàæäûé ïåðåêðåñòîê ÿâëÿ-

åòñÿ ëèáî êëàññè÷åñêèì (ñ óêàçàíèåì òîãî, êàêàÿ êðèâàÿ ïðîõîäèò ñâåðõó,

à êàêàÿ ñíèçó), ëèáî âèðòóàëüíûì (ñì. ðèñóíîê 3.4 (c)).

(a) (b) (c)

Ðèñ. 3.4. Ïåðåêðåñòêè â äèàãðàììå âèðòóàëüíîãî óçëà.

Äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ñ îäíîé êîìïîíåíòîé íàçûâàåòñÿ

äèàãðàììîé âèðòóàëüíîãî óçëà.

Ïðèìåð 24. Äèàãðàììà óçëà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 3.5 (a), íàçûâàåòñÿ

âèðòóàëüíûì òðèëèñòíèêîì. Äèàãðàììà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 3.5 (b),

íàçûâàåòñÿ âèðòóàëüíûì çàöåïëåíèåì Õîïôà. Äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ, èçîá-

ðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 3.5 (c), íàçûâàåòñÿ âèðòóàëüíûìè áîððîìååâûìè êîëü-

öàìè.

(a) (b) (c)

Ðèñ. 3.5. Ïðèìåðû äèàãðàìì âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.
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Äèàãðàììû D1, D2 âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíò-

íûìè, åñëè äèàãðàììà D1 ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà â äèàãðàììó D2 ïî-

ñðåäñòâîì ïëîñêèõ èçîòîïèé è îáîáùåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ðàéäåìàéñòå-

ðà, êîòîðûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ êëàññè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàéäåìàéñòå-

ðà R1, R2, R3 (ðèñóíîê 3.3), âèðòóàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàéäåìàéñòåðà

V R1, V R2, V R3 (ðèñóíîê 3.6) è ñìåøàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàéäåìàéñòåðà

V R4 (ðèñóíîê 3.7).

V R1 V R2 V R3

Ðèñ. 3.6. Âèðòóàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàéäåìàéñòåðà.

V R4

Ðèñ. 3.7. Ñìåøàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàéäåìàéñòåðà.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ R1, V R1 íàçûâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè òèïà I, ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ R2, V R2 íàçûâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè òèïà II, ïðåîáðàçîâàíèÿ

R3, V R3, V R4 íàçûâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè òèïà III. Êëàññ ýêâèâàëåíòíî-

ñòè äèàãðàììû âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ñ n êîìïîíåíòàìè íàçûâàåòñÿ âèð-

òóàëüíûì çàöåïëåíèåì ñ n êîìïîíåíòàìè. Âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå ñ îäíîé

êîìïîíåíòîé íàçûâàåòñÿ âèðòóàëüíûì óçëîì. Ë. Êàóôôìàí íàøåë ãåîìåò-

ðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ âèðòóàëüíûõ óçëîâ è çàöåïëåíèé. Îí óñòàíîâèë,

÷òî âèðòóàëüíûå çàöåïëåíèÿ (â âèäå äèàãðàìì) ìîæíî ïîíèìàòü ãåîìåòðè-

÷åñêè êàê çàöåïëåíèÿ âíóòðè óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòåé [96].

Äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò âèðòóàëü-

íûõ ïåðåêðåñòêîâ âûãëÿäèò â òî÷íîñòè êàê äèàãðàììà êëàññè÷åñêîãî çà-
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öåïëåíèÿ. Ì. Ãóñàðîâ, Ì. Ïîëÿê è Î. Âèðî â ðàáîòå [83] óñòàíîâèëè, ÷òî

åñëè äèàãðàììû âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé D1, D2 íå èìåþò âèðòóàëüíûõ ïå-

ðåêðåñòêîâ, òî D1, D2 ýêâèâàëåíòíû (ò. å. D1 ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà â D2 ñ

ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé R1, R2, R3, V R1, V R2, V R3, V R4) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äèàãðàììà D1 ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà â D2 ñ ïîìîùüþ ëèøü

ïðåîáðàçîâàíèé R1, R2, R3. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî çàöåï-

ëåíèÿ áåç âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ íå ïðîñòî âûãëÿäèò êàê äèàãðàììà

êëàññè÷åñêîãî çàöåïëåíèÿ, à ÿâëÿåòñÿ äèàãðàììîé êëàññè÷åñêîãî çàöåïëå-

íèÿ. Ýòîò ôàêò ãîâîðèò î òîì, ÷òî òåîðèÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ ñîäåðæèò â

ñåáå êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ óçëîâ. Ïîýòîìó äëÿ òåîðèè âèðòóàëüíûõ óçëîâ

òàêæå âàæíî èçó÷àòü ïðîáëåìó ýêâèâàëåíòíîñòè è ñòðîèòü èíâàðèàíòû.

Îòìåòèì, íàêîíåö, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿW1,W2 äèàãðàìì âèðòóàëüíûõ

çàöåïëåíèé, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 3.8, íå èìåþò ìåñòà â âèðòóàëüíîé

òåîðèè óçëîâ, ò. å. ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ñëåäóþò èç ïðåîáðàçîâàíèé R1,

R2, R3, V R1, V R2, V R3, V R4.

W1 W2

Ðèñ. 3.8. Çàïðåùåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàéäåìàéñòåðà.

Åñëè ê îïðåäåëåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè äèàãðàìì âèðòóàëüíûõ çàöåïëå-

íèé äîáàâèòü ïðåîáðàçîâàíèåW1, òî ïðèäåì ê òåîðèè óçëîâ ñî ñïàéêàìè [72].

Åñëè ê îïðåäåëåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè äèàãðàìì âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé

äîáàâèòü îáà ïðåîáðàçîâàíèÿ W1,W2, òî ïðèäåì ê òåîðèè óçëîâ ñ äâîéíû-

ìè ñïàéêàìè [37, 90, 94]. Äëÿ ýòèõ òåîðèé òàêæå âàæíî èçó÷àòü ïðîáëåìó

ýêâèâàëåíòíîñòè è ñòðîèòü èíâàðèàíòû.

97



3.1.2. Ñâÿçü çàöåïëåíèé ñ ãðóïïàìè êîñ

Â ïðîñòðàíñòâå R3 ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè x, y, z ðàññìîòðèì äâå ïà-

ðàëëåëüíûå ïðÿìûå y = 0, z = 0 è y = 1, z = 0. Íà ïðÿìîé y = 0, z = 0

îòìåòèì n òî÷åê (0, 0, 0), (1, 0, 0), . . . , (n, 0, 0), à íà ïðÿìîé y = 1, z = 0

îòìåòèì n òî÷åê (0, 1, 0), (1, 1, 0), . . . , (n, 1, 0). Ñîåäèíèì êàæäóþ èç òî÷åê

(0, 0, 0), (1, 0, 0), . . . , (n, 0, 0) ðîâíî ñ îäíîé èç òî÷åê (0, 1, 0), (1, 1, 0), . . . ,

(n, 1, 0) ìîíîòîííîé ïî êîîðäèíàòå y êðèâîé, îðèåíòèðîâàííîé îò ïðÿìîé

y = 1, z = 0 ê ïðÿìîé y = 0, z = 0 (âñåãî n íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ).

Ïîëó÷åííàÿ êîíôèãóðàöèÿ èç n îðèåíòèðîâàííûõ êðèâûõ íàçûâàåòñÿ êî-

ñîé íà n íèòÿõ. Ïðîåêöèÿ êîñû íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü y, z íàçûâàåòñÿ

äèàãðàììîé êîñû (ñì. ðèñóíîê 3.9).

(a) (b)

Ðèñ. 3.9. Ïðèìåðû äèàãðàìì êîñ íà 3 íèòÿõ.

Íà ìíîæåñòâå êîñ íà n íèòÿõ ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ

ñëåäóþøèì îáðàçîì: ïðîèçâåäåíèå αβ êîñû α íà n íèòÿõ ñ êîñîé β íà n

íèòÿõ � ýòî êîñà, ïîëó÷åííàÿ èç êîñû α äîðèñîâûâàíèåì ê íåé ñíèçó êîñû

β (ñì. ðèñóíîê 3.10).

Ðèñ. 3.10. Ïðîèçâåäåíèå αβ êîñû α ñ ðèñóíêà 3.9 (a) è êîñû β ñ ðèñóí-

êà 3.9 (b).
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Ìíîæåñòâî êîñ íà n íèòÿõ ñ òàê îïðåäåëåííîé îïåðàöèåé îáðàçóåò

ãðóïïó, èçîìîðôíóþ ãðóïïå êîñ Bn, ðàññìîòðåííîé â ðàçäåëå 2.1. Êîñà, ñî-

îòâåòñòâóþùàÿ åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó ãðóïïû êîñ Bn, èìååò âèä, èçîáðàæåí-

íûé íà ðèñóíêå 3.11.

1 2 n

Ðèñ. 3.11. Êîñà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó ãðóïïû êîñ Bn.

Êîñû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì σi, σ
−1
i äëÿ i = 1, 2, . . . , n−1, èçîá-

ðàæåíû íà ðèñóíêå 3.12.

1 2 i i + 1 n 1 2 i i + 1 n

Ðèñ. 3.12. Êîñû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì σi (ñëåâà) è σ
−1
i (ñïðàâà).

Ïóñòü α ∈ Bn � íåêîòîðàÿ êîñà. Åñëè ñîåäèíèòü ïåðâóþ âåðõíþþ

òî÷êó êîñû α ñ ïåðâîé íèæíåé òî÷êîé êîñû α, âòîðóþ âåðõíþþ òî÷êó êîñû

α ñî âòîðîé íèæíåé òî÷êîé êîñû α è òàê äàëåå, òî ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðîå

çàöåïëåíèå (ñì. ðèñóíîê 3.13). Ýòî çàöåïëåíèå íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì êîñû

α è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì α̂.

Ðèñ. 3.13. Ïîñòðîåíèå çàìûêàíèÿ êîñû.
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Ïîíÿòíî, ÷òî ïî êàæäîé êîñå ìîæíî ïîñòðîèòü åå çàìûêàíèå. Â 1923

ãîäó Äæ. Àëåêñàíäåð äîêàçàë îáðàòíîå óòâåðæäåíèå [30].

Òåîðåìà 25 (Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà). Äëÿ êàæäîãî çàöåïëåíèÿ L ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ êîñà α, ÷òî çàöåïëåíèå L ýêâèâàëåòíî çàöåïëåíèþ α̂.

Êîñà, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé ãàðàíòèðîâàíî òåîðåìîé Àëåêñàíäåðà,

îïðåäåëåíà íååäèíñòâåííûì ñïîñîáîì. Íà ìíîæåñòâå âñåõ êîñ îïðåäåëèì

ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

α 7→ σiασ
−1
i , α ∈ Bn, 1 ≤ i ≤ n− 1, (3.1)

α 7→ ασεn, α ∈ Bn, ε = ±1. (3.2)

Ïðåîáðàçîâàíèå (3.1) ïåðåâîäèò êîñó α íà n íèòÿõ â êîñó σiασ
−1
i íà n íèòÿõ.

Ïðåîáðàçîâàíèå (3.2) ïåðåâîäèò êîñó α íà n íèòÿõ â êîñó ασεn íà (n+1) íèòè.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.1), (3.2) è îáðàòíûå ê íèì íàçûâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ-

ìè Ìàðêîâà. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìàðêîâà íå ìåíÿþò çàìûêàíèÿ

êîñû (ïðåîáðàçîâàíèå (3.1) ýêâèâàëåíòíî ïðåîáðàçîâàíèþ Ðàéäåìàéñòåðà

R2, ïðåîáðàçîâàíèå (3.2) ýêâèâàëåíòíî ïðåîáðàçîâàíèþ Ðàéäåìàéñòåðà R1).

À. À. Ìàðêîâ â ðàáîòå [19] óñòàíîâèë îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 26 (Òåîðåìà Ìàðêîâà). Ïóñòü α ∈ Bn, β ∈ Bm � äâå êîñû.

Òîãäà çàöåïëåíèÿ α̂, β̂ ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîñ α1, α2, . . . , αr, ÷òî α1 = α, αr = β

è äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , r− 1 êîñà αi+1 ïîëó÷åíà èç êîñû αi ïðè ïîìîùè

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìàðêîâà.

Ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn èìåþò àíàëîãè÷íóþ ãðóïïàì êëàññè-

÷åñêèõ êîñ Bn ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïîðîæäàþùèå σi, ρi äëÿ

i = 1, 2, . . . , n− 1 çàäàþòñÿ äèàãðàììàìè, èçîáðàæåííûìè íà ðèñóíêå 3.14.

1 2 i i + 1 n 1 2 i i + 1 n

Ðèñ. 3.14. Êîñû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì σi (ñëåâà) è ρi (ñïðàâà).
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïðîèçâåäåíèå αβ âèðòóàëüíûõ êîñ α, β ∈ V Bn,

íóæíî ê êîñå α äîðèñîâàòü ñíèçó êîñó β. Çàìûêàíèå âèðòóàëüíîé êîñû

α ∈ V Bn îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî çàìûêàíèþ êëàññè÷åñêîé êîñû. Òîò

ôàêò, ÷òî ëþáîå âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê çàìû-

êàíèå íåêîòîðîé âèðòóàëüíîé êîñû (òåîðåìà Àëåêñàíäåðà äëÿ âèðòóàëüíûõ

êîñ è óçëîâ), áûë óñòàíîâëåí Ñ. Êàìàäà â ðàáîòå [91]. Àíàëîã òåîðåìû Ìàð-

êîâà äëÿ âèðòóàëüíûõ êîñ áûë óñòàíîâëåí Ñ. Êàìàäà â ðàáîòå [92]. Ïîçäíåå

Ë. Êàóôôìàí è C. Ëàìáðîïîëó â ðàáîòå [95] ïðåäúÿâèëè áîëåå ïðîñòîé

íàáîð ïðåîáðàçîâàíèé íà ìíîæåñòâå âèðòóàëüíûõ êîñ, íå ìåíÿþùèõ çàìû-

êàíèÿ âèðòóàëüíûõ êîñ.

Ãðóïïû êîñ ñî ñïàéêàìè WBn è ãðóïïû êîñ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè

UV Bn èìåþò àíàëîãè÷íóþ ãðóïïàì âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn ãåîìåòðè÷åñêóþ

èíòåðïðåòàöèþ. Âíåøíå âèðòóàëüíûå êîñû, êîñû ñî ñïàéêàìè è êîñû ñ äâîé-

íûìè ñïàéêàìè âûãëÿäÿò àíàëîãè÷íî. Êàê â ñëó÷àå âèðòóàëüíûõ êîñ, òàê è

â ñëó÷àÿõ êîñ ñî ñïàéêàìè è êîñ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè, ïîðîæäàþùèå σi, ρi

äëÿ i = 1, 2, . . . , n − 1 çàäàþòñÿ äèàãðàììàìè, èçîáðàæåííûìè íà ðèñóí-

êå 3.14. Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà äëÿ êîñ è óçëîâ ñî ñïàéêàìè è êîñ è óçëîâ ñ

äâîéíûìè ñïàéêàìè ñëåäóåò èç òåîðåìû Àëåêñàíäåðà äëÿ âèðòóàëüíûõ êîñ

è óçëîâ. Àíàëîã òåîðåìû Ìàðêîâà äëÿ êîñ ñî ñïàéêàìè è êîñ ñ äâîéíûìè

ñïàéêàìè óñòàíîâèë Ñ. Êàìàäà â ðàáîòå [91]. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðî-

âàòü ýòó òåîðåìó, íà ìíîæåñòâå âñåõ êîñ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè îïðåäåëèì

ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

α 7→ σiασ
−1
i , α ∈ UV Bn, 1 ≤ i ≤ n− 1, (3.3)

α 7→ ρiαρ
−1
i , α ∈ UV Bn, 1 ≤ i ≤ n− 1, (3.4)

α 7→ ασεn, α ∈ UV Bn, ε = ±1, (3.5)

α 7→ αρn, α ∈ UV Bn. (3.6)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.3), (3.4) ïåðåâîäÿò êîñó íà n íèòÿõ â êîñó íà n íèòÿõ.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.5), (3.6) ïåðåâîäÿò êîñó íà n íèòÿõ â êîñó íà (n+1) íèòè.
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) è îáðàòíûå ê íèì íàçûâàþòñÿ îáîá-

ùåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ìàðêîâà. Ñ. Êàìàäà â ðàáîòå [91] óñòàíîâèë

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 27. Ïóñòü α ∈ UV Bn, β ∈ UV Bm � äâå êîñû ñ äâîéíûìè

ñïàéêàìè. Òîãäà çàöåïëåíèÿ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè α̂, β̂ ýêâèâàëåíòíû òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîñ ñ

äâîéíûìè ñïàéêàìè α1, α2, . . . , αr, ÷òî α1 = α, αr = β è äëÿ êàæäîãî

i = 1, 2, . . . , r − 1 êîñà αi+1 ïîëó÷åíà èç êîñû αi ïðè ïîìîùè îáîáùåííîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìàðêîâà.

3.2. Ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëè è èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé

Â äàííîì ðàçäåëå ðàçðàáîòàí îáùèé ìåòîä, êàê ìóëüòè-

ïåðåêëþ÷àòåëè íà àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû

äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé. Ñ ïîìîùüþ ýòî-

ãî ìåòîäà ïîñòðîåí íîâûé êâàíäëîâûé èíâàðèàíò äëÿ âèðòóàëüíûõ

çàöåïëåíèé.

3.2.1. Ïåðåêëþ÷àòåëè è èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåí èçâåñòíûé ñïîñîá êàê ïåðåêëþ÷àòåëè ìî-

ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ âèðòóàëüíûõ çàöåïëå-

íèé. Ïóñòü S � òàêîé áèêâàíäëîâûé ïåðåêëþ÷àòåëü íà ìíîæåñòâå X, ÷òî

S(a, b) = (Sl(a, b), Sr(a, b))

äëÿ îòîáðàæåíèé Sl, Sr : X2 → X è a, b ∈ X. Ò. ê. S � áèêâàíäëîâûé

ïåðåêëþ÷àòåëü íà ìíîæåñòâå X, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,S) ÿâëÿåòñÿ

áèêâàíäëîì. Ïóñòü îáðàòíîå ê S îòîáðàæåíèå S−1 : X2 → X2 èìååò âèä

S−1(a, b) = (Ql(a, b), Qr(a, b))
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äëÿ îòîáðàæåíèé Ql, Qr : X2 → X è a, b ∈ X.

Ïóñòü D � äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ. Íàçîâåì äóãîé â äèà-

ãðàììå D ó÷àñòîê êðèâîé íà D, èäóùèé îò îäíîãî ïåðåêðåñòêà (êëàññè÷å-

ñêîãî èëè âèðòóàëüíîãî) ê äðóãîìó ïåðåêðåñòêó (êëàññè÷åñêîìó èëè âèð-

òóàëüíîìó). Ðàñêðàñêîé äèàãðàììû D ýëåìåíòàìè áèêâàíäëà (X,S) íàçû-

âàåòñÿ òàêàÿ ðàçìåòêà äóã äèàãðàììû D ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà X, ÷òî â

îêðåñòíîñòè êàæäîãî ïåðåêðåñòêà â äèàãðàììå D ðàçìåòêà äóã èìååò âèä,

èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 3.15. Äèàãðàììà D ìîæåò íå èìåòü ðàñêðàñîê,

a b a b a b

Sl(a, b) Sr(a, b) Qr(a, b)Ql(a, b) b a

Ðèñ. 3.15. Ðàçìåòêà äóã â äèàãðàììå D â îêðåñòíîñòè ôèêñèðîâàííîãî ïå-

ðåêðåñòêà.

èìåòü îäíó ðàñêðàñêó, èëè èìåòü íåñêîëüêî (â òîì ÷èñëå, áåñêîíå÷íî ìíî-

ãî) ðàñêðàñîê ýëåìåíòàìè áèêâàíäëà (X,S). Ìíîæåñòâî âñåõ ðàñêðàñîê äèà-

ãðàììûD ýëåìåíòàìè áèêâàíäëà (X,S) îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì lab(X,S)(D).

Åñëè X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ìíîæåñòâî ðàñêðàñîê lab(X,S)(D) òàêæå

êîíå÷íî.

Ð. Ôåíí, È. Äæîðäàí-Ñàíòàíà è Ë. Êàóôôìàí â ðàáîòå [71, òåîðå-

ìà 6.12] óñòàíîâèëè, ÷òî åñëè D1, D2 � ýêâèâàëåíòíûå äèàãðàììû âèðòóàëü-

íûõ çàöåïëåíèé, òî ïî êàæäîé ðàñêðàñêå äèàãðàììû D1 ìîæíî ïîñòðîèòü

åäèíñòâåííóþ ðàñêðàñêó äèàãðàììû D2. Â ÷àñòíîñòè, åñëè X � êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî, òî
∣∣lab(X,S)(D1)

∣∣ =
∣∣lab(X,S)(D2)

∣∣, ò. å. öåëîå ÷èñëî ∣∣lab(X,S)(D)
∣∣

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé. Ýòîò èíâàðèàíò îáîçíà÷à-

åòñÿ ñèìâîëîì C(X,S)(D). Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé áèêâàíäëîâûé ïåðåêëþ÷à-

òåëü ïðèâîäèò ê íåêîòîðîìó öåëî÷èñëåííîìó èíâàðèàíòó äëÿ âèðòóàëüíûõ

çàöåïëåíèé.
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3.2.2. Ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëè è èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé: îáùàÿ

êîíñòðóêöèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå ðàçðàáîòàí îáùèé ìåòîä, êàê ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòå-

ëè íà àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ

àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè âèðòóàëüíûõ çà-

öåïëåíèé. Ïóñòü X � íåêîòîðàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, X0, X1, . . . , Xm �

òàêèå ïîäñèñòåìû â X, ÷òî

1. äëÿ i = 0, 1, . . . ,m ïîäñèñòåìà Xi ïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè xi1, x
i
2, . . .

(ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü îäèíàêîâûå),

2. {xi1, xi2, . . . } ∩ {x
j
1, x

j
2, . . . } = ∅ äëÿ i 6= j,

3. ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ {xij | i = 0, 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . } ïîðîæäàåò X,

4. äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè α íàòóðàëüíîãî ðÿäà N ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì

îòîáðàæåíèå xij 7→ xiα(j) äëÿ i = 0, 1, . . . ,m, j = 1, 2, . . . èíäóöèðóåò

àâòîìîðôèçì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X.

Îòìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëÿ íå òðåáîâàëîñü, ÷òîáû

ìíîæåñòâà X1, X2, . . . , Xm áûëè ïîäñèñòåìàìè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X,

îäíàêî, â äàííîì ðàçäåëå ìû òðåáóåì âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ.

Èç óñëîâèÿ 4, ñôîðìóëèðîâàííîãî âûøå, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàí-

íîãî èíäåêñà i ýëåìåíòû xi1, x
i
2, . . . ëèáî âñå ðàçëè÷íû, ëèáî âñå ñîâïàäàþò.

Äëÿ n ≥ 2, i = 0, 1, . . . ,m îáîçíà÷èì ñèìâîëîìX
(n)
i ïîäñèñòåìó âXi, ïîðîæ-

äåííóþ ýëåìåíòàìè xi1, x
i
2, . . . , x

i
n, à ñèìâîëîì X(n) îáîçíà÷èì ïîäñèñòåìó â

X, ïîðîæäåííóþ ïîäñèñòåìàìè X
(n)
0 , X

(n)
1 , . . . , X

(n)
m .

Çàìå÷àíèå 1. Èç óñëîâèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ n > 1 àëãåáðàè÷åñêàÿ ñè-

ñòåìà X(n) èçîìîðôíà ôàêòîðó àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X(n+1) ïî (m + 1)

ñîîòíîøåíèÿì

x0
n+1 = x0

n, x1
n+1 = x1

n, . . . xmn+1 = xmn (3.7)

(ê ñèñòåìå X(n) äîáàâèëè ïîðîæäàþùèå x0
n+1, x

1
n+1, . . . , x

m
n+1, è ñîîòíîøå-

íèÿìè (3.7) ñêàçàëè, ÷òî ýòè ïîðîæäàþùèå ñîâïàäàþò ñ ïîðîæäàþùèìè
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x0
n, x

1
n, . . . , x

m
n ). Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü (m + 1) ñîîòíîøåíèé (3.7)

êàê îäíî ðàâåíñòâî

(x0
n+1, x

1
n+1, . . . , x

m
n+1) = (x0

n, x
1
n, . . . , x

m
n ).

êîðòåæåé äëèíû (m+ 1).

Ïóñòü S = (S0, S1, . . . , Sm), V = (V0, V1, . . . , Vm) � òàêîé âèðòóàëüíûé

(m+ 1)-ïåðåêëþ÷àòåëü íà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå X, ÷òî

S0 = (Sl0, S
r
0), V0 = (V l

0 , V
r

0 ) : X2 ×X2
1 ×X2

2 × · · · ×X2
m → X2,

Si = (Sli, S
r
i ), Vi = (V l

i , V
r
i ) : X2

i → X2
i , äëÿ i = 1, 2, . . . ,m,

è äëÿ i = 0, 1, . . . ,m îáðàçû îòîáðàæåíèé Sli, S
r
i , V

l
i , V

r
i ÿâëÿþòñÿ ñëîâàìè

(îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X) îò àðãóìåíòîâ îòîá-

ðàæåíèé Sli, S
r
i , V

l
i , V

r
i . Èç ýòîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî âèð-

òóàëüíûé ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëü (S, V ) èíäóöèðóåò âèðòóàëüíûé (m + 1)-

ïåðåêëþ÷àòåëü íà êàæäîé ïîäñèñòåìå X(n) äëÿ âñåõ n. Ò. ê. îòîáðàæåíèå

S : X2 ×X2
1 ×X2

2 × · · · ×X2
m → X2 ×X2

1 ×X2
2 × · · · ×X2

m

ÿâëÿåòñÿ ïåðåêëþ÷àòåëåì, ýòî îòîáðàæåíèå îáðàòèìî, è ìû ìîæåì ãîâîðèòü

îá îòîáðàæåíèè S−1.

Ïóñòü D � äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ, êîòîðàÿ èìååò n äóã.

Ïîìåòèì äóãè äèàãðàììû D êîðòåæàìè x̃j = (x0
j , x

1
j , . . . , x

m
j ) äëèíû (m+1)

äëÿ j = 1, 2, . . . , n, ãäå x0
j , x

1
j , . . . , x

m
j � ýòî ïîðîæäàþùèå àëãåáðàè÷åñêîé ñè-

ñòåìûX, îïèñàííûå â íà÷àëå äàííîãî ðàçäåëà. Äîïóñòèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè

íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ïåðåêðåñòêà ìåòêè íà äóãàõ èìåþò âèä, èçîáðà-

æåííûé íà ðèñóíêå 3.16 (áîëüøàÿ îêðóæíîñòü âìåñòî ïåðåêðåñòêà îçíà÷àåò,

÷òî ïåðåêðåñòîê ìîæåò áûòü êàê êëàññè÷åñêèì, òàê è âèðòóàëüíûì).

Ïî îïðåäåëåíèþ, ïîäñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X, ïîðîæäåí-

íàÿ ýëåìåíòàìè xij ñî âñåõ ìåòîê íà äóãàõ äèàãðàììû D, åñòü íè÷òî èíîå

êàê X(n). Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì XS,V (D) ôàêòîð àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû
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x̃i

x̃p

x̃j

x̃q

Ðèñ. 3.16. Ìåòêè äóã äèàãðàììû D â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî ïåðåêðåñòêà.

X(n) ïî ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü âûïèñàíû èñõîäÿ èç ïåðåêðåñò-

êîâ äèàãðàììû D ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S(x̃i, x̃j) = (x̃p, x̃q), ïîëîæèòåëüíûé ïåðåêðåñòîê,

S−1(x̃i, x̃j) = (x̃p, x̃q), îòðèöàòåëüíûé ïåðåêðåñòîê,

V (x̃i, x̃j) = (x̃p, x̃q), âèðòóàëüíûé ïåðåêðåñòîê,

ãäå ìåòêè â îêðåñòíîñòè ïåðåêðåñòêà ðàñïîëîæåíû êàê íà ðèñóíêå 3.16. Îò-

ìåòèì, ÷òî êàæäûé ïåðåêðåñòîê íà äèàãðàììåD äàåò 2(m+1) ñîîòíîøåíèé,

ò. å. ÷èñëî ñîîòíîøåíèé â XS,V (D) ðàâíî ÷èñëó ïåðåêðåñòêîâ â äèàãðàììå

D, óìíîæåííîìó íà 2(m+1). Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 28. Ïóñòü X � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, X0, X1, . . . , Xm � ïîäñè-

ñòåìû àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1-4, çàïè-

ñàííûì â íà÷àëå ðàçäåëà 3.2.2. Åñëè (S, V ) � òàêîé âèðòóàëüíûé (m+ 1)-

ïåðåêëþ÷àòåëü íà X, ÷òî S, V � áèêâàíäëîâûå ïåðåêëþ÷àòåëè íà ìíî-

æåñòâå X ×X1 ×X2 × · · · ×Xm, òî XS,V (D) � èíâàðèàíò âèðòóàëüíûõ

çàöåïëåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèÿ 4 èç íà÷àëà äàííîãî ðàçäåëà, äëÿ ëþáîé

ïåðåñòàíîâêè α íàòóðàëüíîãî ðÿäà N ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì îòîáðàæåíèå

xij 7→ xiα(j) äëÿ i = 0, 1, . . . ,m, j = 1, 2, . . . èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì àëãåá-

ðàè÷åñêîé ñèñòåìû X. Èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòå-

ìà XS,V (D) êîððåêòíî îïðåäåëåíà, ò. å. XS,V (D) íå çàâèñèò îò òîãî, â êàêîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóìåðóþòñÿ äóãè äèàãðàììû D.
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Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî XS,V ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì âèðòóàëü-

íûõ çàöåïëåíèé, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè äèàãðàììà D2 ïîëó÷åíà èç

äèàãðàììû D1 ïðè ïîìîùè îäíîãî îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàéäåìàé-

ñòåðà (ðèñóíêè 3.3, 3.6, 3.7), òî àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìûXS,V (D1) èXS,V (D2)

èçîìîðôíû. Â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî îáîáùåíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàéäåìàé-

ñòåðà ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1: äèàãðàììà D2 ïîëó÷åíà èç äèàãðàììû D1 ïðè ïîìîùè

ïðåîáðàçîâàíèÿ R1 èëè ïðåîáðàçîâàíèÿ V R1. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ñëó÷àé

ïðåîáðàçîâàíèÿ R1. Â ýòîì ñëó÷àå äèàãðàììû D1 è D2 îòëè÷íû ëèøü â

íåáîëüøîé îêðåñòíîñòè, â êîòîðîé äèàãðàììà D1 èìååò âèä, èçîáðàæåííûé

íà ëåâîé ÷àñòè ðèñóíêà 3.17, à äèàãðàììà D2 èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà

ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà 3.17.

R1

Ðèñ. 3.17. Îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé äèàãðàììû D1 è D2 ðàçëè÷íû: D1 ñëåâà,

D2 ñïðàâà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çà ïðåäåëàìè îêðåñòíîñòè, ãäå ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîá-

ðàçîâàíèå R1, äèàãðàììû D1 è D2 èìåþò ïî n äóã. Ïîìåòèì äóãè äèàãðàìì

D1, D2 (êîòîðûå åùå íå ïîìå÷åíû) âíóòðè îêðåñòíîñòè, â êîòîðîé ïðèìå-

íÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå R1, äîïîëíèòåëüíûìè ìåòêàìè. Òîãäà â îêðåñòíî-

ñòè, ãäå ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå R1, äóãè äèàãðàììû D2 èìåþò ìåò-

êè, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 3.18. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà

XS,V (D2) åñòü íè÷íî èíîå, êàê ôàêòîð àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X(n) ïî ñî-

îòíîøåíèÿì, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû èç ïåðåêðåñòêîâ çà ïðåäåëàìè

ðèñóíêà 3.18, è (m+ 1) ñîîòíîøåíèÿì

x̃i = x̃j,
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x̃i

x̃j

Ðèñ. 3.18. Ìåòêè äóã äèàãðàììû D2.

êîòîðûå ñëåäóþò èç ÷àñòè äèàãðàììû, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 3.18.

Íàéäåì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó XS,V (D1). Â îêðåñòíîñòè, ãäå ïðèìå-

íÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå R1, äóãè äèàãðàììû D1 èìåþò ìåòêè, èçîáðàæåííûå

íà ðèñóíêå 3.19. Ïî îïðåäåëåíèþ, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà XS,V (D1) åñòü íè-

x̃i

x̃j

x̃n+1

Ðèñ. 3.19. Ìåòêè äóã äèàãðàììû D1.

÷òî èíîå êàê ôàêòîð àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X(n+1) (n äóã äèàãðàììû çà

ïðåäåëàìè ðèñóíêà 3.19 è îäíà äîïîëíèòåëüíàÿ äóãà âíóòðè ÷àñòè äèàãðàì-

ìû, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 3.19) ïî ñîîòíîøåíèÿì, êîòîðûå ìîãóò áûòü

çàïèñàíû èç ïåðåêðåñòêîâ çà ïðåäåëàìè ðèñóíêà 3.19, è 2(m+ 1) ñîîòíîøå-

íèÿì

S(x̃n+1, x̃j) = (x̃n+1, x̃i), (3.8)

êîòîðûå ñëåäóþò èç ïåðåêðåñòêà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 3.19. Äëÿ ýëå-

ìåíòîâ A,B èç ìíîæåñòâà X × X1 × X2 × · · · × Xm îáîçíà÷èì ÷åðåç

S(A,B) = (BA, A
B), ãäå BA, A

B � ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà X×X1×· · ·×Xm.

Ò. ê. S � áèêâàíäëîâûé ïåðåêëþ÷àòåëü íà ìíîæåñòâåX×X1×X2×· · ·×Xm,

îòîáðàæåíèÿ B 7→ BA, B 7→ BA îáðàòèìû, è ìîæíî ãîâîðèòü î âûðàæåíè-
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ÿõ âèäà BA−1, B
A−1 äëÿ A,B ∈ X × X1 × · · · × Xm. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ

ðàâåíñòâà (3.8) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â ñëåäóþùåì âèäå

(x̃j)x̃n+1
= x̃n+1, (3.9)

(x̃n+1)
x̃j = x̃i. (3.10)

Èç ðàâåíñòâà (3.10) ñëåäóåò ðàâåíñòâî x̃n+1 = (x̃i)
x̃−1j . Ò. ê. äëÿ âñåõ

èíäåêñîâ k = 0, 1, . . . ,m îáðàçû îòîáðàæåíèé Slk, S
r
k ÿâëÿþòñÿ ñëîâà-

ìè (â òåðìèíàõ îïåðàöèé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X) íàä àðãóìåíòàìè

ýòèõ îòîáðàæåíèé, èç ðàâåíñòâà x̃n+1 = (x̃i)
x̃−1j ñëåäóåò, ÷òî ïîðîæäà-

þùèå x0
n+1, x

1
n+1, . . . , x

m
n+1 ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ñëîâà (â òåðìè-

íàõ îïåðàöèé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X) îò ïîðîæäàþùèõ x0
i , x

1
i , . . . , x

m
i ,

x0
j , x

1
j , . . . , x

m
j , ò. å. ïîðîæäàþùèå x0

n+1, x
1
n+1, . . . , x

m
n+1 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

ïîðîæäàþùèå x0
i , x

1
i , . . . , x

m
i , x

0
j , x

1
j , . . . , x

m
j . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîðîæäàþùèå

x0
n+1, x

1
n+1, . . . , x

m
n+1 ìîæíî óäàëèòü èç ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà àëãåáðàè-

÷åñêîé ñèñòåìûXS,V (D1). Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìàXS,V (D1)

ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìûX(n) (çäåñü n+1 ïîìåíÿëîñü íà

n, ò. ê. ìû óäàëèëè ýëåìåíòû x0
n+1, x

1
n+1, . . . , x

m
n+1 èç ïîðîæäàþùåãî ìíîæå-

ñòâà) ïî ñîîòíîøåíèÿì, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû èç ïåðåêðåñòêîâ çà

ïðåäåëàìè ðèñóíêà 3.19, è (m+ 1) ñîîòíîøåíèÿì, ïîëó÷åííûì èç ðàâåíñòâ

(3.9), (3.10) èñêëþ÷åíèåì x̃n+1. Èç ðàâåíñòâà (3.9) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

x̃j = (x̃n+1)x̃−1n+1
, (3.11)

èç ðàâåíñòâà (3.10) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

x̃i = (x̃n+1)
x̃j = (x̃n+1)

(x̃n+1)
x̃−1n+1 . (3.12)

Èñïîëüçóÿ âòîðóþ àêñèîìó áèêâàíäëîâ, ìîæíî èñêëþ÷èòü x̃n+1 èç ðàâåíñòâ

(3.11), (3.12) è ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî x̃i = x̃j. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðàè÷åñêàÿ

ñèñòåìàXS,V (D1) åñòü íè÷òî èíîå, êàê ôàêòîð àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìûX
(n)
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ïî ñîîòíîøåíèÿì, êîòîðûå ìîãóòü áûòü çàïèñàíû èç ïåðåêðåñòêîâ çà ïðå-

äåëàìè ðèñóíêà 3.19, è (m+ 1) ñîîòíîøåíèÿì

x̃i = x̃j. (3.13)

Ñðàâíèâàÿ ýòî îïèñàíèå äëÿ XS,V (D1) ñ îïèñàíèåì äëÿ XS,V (D2), ïðèõîäèì

ê âûâîäó, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû XS,V (D1) è XS,V (D2) èçîìîðôíû.

Ñëó÷àé ïðåîáðàçîâàíèÿ R1 ñ îòðèöàòåëüíûì ïåðåêðåñòêîì è ñëó÷àé

ïðåîáðàçîâàíèÿ V R1 ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñëó÷àé 2: äèàãðàììà D2 ïîëó÷åíà èç äèàãðàììû D1 ïðè ïîìîùè

ïðåîáðàçîâàíèÿ R2 èëè ïðåîáðàçîâàíèÿ V R2. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ñëó÷àé

ïðåîáðàçîâàíèÿ R2, ïðåîáðàçîâàíèå V R2 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Äèà-

ãðàììû D1 è D2 â ýòîì ñëó÷àå îòëè÷àþòñÿ ëèøü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè,

â êîòîðîé äèàãðàììà D1 èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ëåâîé ÷àñòè ðèñóí-

êà 3.20, à äèàãðàììà D2 èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ïðàâîé ÷àñòè ðèñóí-

êà 3.20.

R2

Ðèñ. 3.20. Îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé äèàãðàììû D1 è D2 ðàçëè÷íû: D1 ñëåâà,

D2 ñïðàâà.

Ïóñòü çà ïðåäåëàìè îêðåñòíîñòè, â êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâà-

íèå R2, äèàãðàììû D1, D2 èìåþò ïî n äóã. Ïîìåòèì äóãè äèàãðàìì D1, D2

(êîòîðûå åùå íå ïîìå÷åíû) âíóòðè îêðåñòíîñòè, ãäå ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçî-

âàíèå R2, äîïîëíèòåëüíûìè ìåòêàìè. Òîãäà â îêðåñòíîñòè, ãäå ïðèìåíÿåòñÿ

ïðåîáðàçîâàíèå R2, äóãè äèàãðàììû D2 èìåþò ìåòêè, èçîáðàæåííûå íà ðè-

ñóíêå 3.21. Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà XS,V (D2) åñòü íè÷òî

èíîå, êàê ôàêòîð àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X(n) ïî ñîîòíîøåíèÿì, êîòîðûå
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x̃i x̃j

x̃p x̃q

Ðèñ. 3.21. Ìåòêè äóã äèàãðàììû D2.

ìîãóò áûòü çàïèñàíû èç ÷àñòè äèàãðàììû çà ïðåäåëàìè ðèñóíêà 3.21, è

2(m+ 1) ñîîòíîøåíèÿì

x̃i = x̃p, x̃j = x̃q,

êîòîðûå ñëåäóþò èç ÷àñòè äèàãðàììû D2, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 3.21.

Íàéäåì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó XS,V (D1). Ðàçìåòêà äóã äèàãðàììû

D1 â îêðåñòíîñòè, â êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå R2, èçîáðàæåíà

íà ðèñóíêå 3.22. Äóãè äèàãðàììû D1, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 3.22 ìî-

x̃i x̃j

x̃p x̃q

x̃n+1 x̃n+2

Ðèñ. 3.22. Ìåòêè äóã äèàãðàììû D1.

ãóò áûòü îðèåíòèðîâàíû ÷åòûðüìÿ ñïîñîáàìè: i) îáå äóãè îðèåíòèðîâàíû

ñâåðõó âíèç, ii) îáå äóãè îðèåíòèðîâàíû ñíèçó ââåðõ, iii) ëåâàÿ äóãà îðèåí-

òèðîâàíà ñâåðõó âíèç, ïðàâàÿ äóãà îðèåíòèðîâàíà ñíèçó ââåðõ, è iv) ëåâàÿ

äóãà îðèåíòèðîâàíà ñíèçó ââåðõ, ïðàâàÿ äóãà îðèåíòèðîâàíà ñâåðõó âíèç.

Ò. ê. ñëó÷àé i) àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ ii), à ñëó÷àé iii) àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ iv),

ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ëèøü ñëó÷àé i) è ñëó÷àé iii).

Ïóñòü îáå äóãè äèàãðàììû D1, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 3.22, îðèåí-

òèðîâàíû ñâåðõó âíèç. Â ýòîì ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà XS,V (D1) åñòü

íè÷òî èíîå, êàê ôàêòîð àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X(n+2) (n äóã çà ïðåäåëàìè
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ðèñóíêà 3.22 è äâå äîïîëíèòåëüíûå äóãè, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 3.22) ïî

ñîîòíîøåíèÿì, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû èç ÷àñòè äèàãðàììû D1 çà

ïðåäåëàìè ðèñóíêà 3.22, è 4(m+ 1) ñîîòíîøåíèÿì

S−1(x̃i, x̃j) = (x̃n+1, x̃n+2), (3.14)

S(x̃n+1, x̃n+2) = (x̃p, x̃q), (3.15)

êîòîðûå ñëåäóþò èç äâóõ ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû D1, èçîáðàæåííûõ íà

ðèñóíêå 3.22.

Ò. ê. äëÿ èíäåêñîâ k = 0, 1, . . . ,m îáðàçû îòîáðàæåíèé Slk, S
r
k ÿâ-

ëÿþòñÿ ñëîâàìè (â òåðìèíàõ îïåðàöèé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X) îò

àðãóìåíòîâ îòîáðàæåíèé Slk, S
r
k, èç ðàâåíñòâ (3.14) ñëåäóåò, ÷òî ïîðîæ-

äàþùèå x0
n+1, x

1
n+1, . . . , x

m
n+1, x

0
n+2, x

1
n+2, . . . , x

m
n+2 âûðàæàþòñÿ (â òåðìèíàõ

îïåðàöèé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X) ÷åðåç ïîðîæäàþùèå x0
i , x

1
i , . . . , x

m
i ,

x0
j , x

1
j , . . . , x

m
j . Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî óäàëèòü ýëåìåíòû x

0
n+1, x

1
n+1, . . . , x

m
n+1,

x0
n+2, x

1
n+2, . . . , x

m
n+2 èç ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû

XS,V (D1). Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà XS,V (D1) åñòü íè÷òî

èíîå, êàê ôàêòîð àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X(n) (n + 2 ïîìåíÿëîñü íà n,

ò. ê. ìû óäàëèëè ýëåìåíòû x0
n+1, x

1
n+1, . . . , x

m
n+1, x

0
n+2, x

1
n+2, . . . , x

m
n+2 èç ïî-

ðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû XS,V (D1)) ïî ñîîòíîøåíè-

ÿì, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû D1 çà ïðåäå-

ëàìè ðèñóíêà 3.22, è 2(m+1) ñîîòíîøåíèÿì, ïîëó÷åííûì èç ðàâåíñòâ (3.15)

çàìåíîé (x̃n+1, x̃n+2) íà S
−1(x̃i, x̃j) (âûðàæåíèå (x̃n+1, x̃n+2) èç (3.14)). Ýòè

2(m+ 1) ñîîòíîøåíèé î÷åâèäíî èìåþò âèä

(x̃i, x̃j) = (x̃p, x̃q). (3.16)

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî åñëè îáå äóãè íà ðèñóíêå 3.22

îðèåíòèðîâàíû ñâåðõó âíèç, òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà XS,V (D1) åñòü ôàê-

òîð àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X(n) ïî ñîîòíîøåíèÿì, êîòîðûå ìîãóò áûòü

çàïèñàíû èç ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû D1 çà ïðåäåëàìè ðèñóíêà 3.22, è
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2(m+ 1) ñîîòíîøåíèÿì (3.16). Ñðàâíèâàÿ ýòî îïèñàíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñè-

ñòåìû XS,V (D1) ñ îïèñàíèåì àëãåðàè÷åñêîé ñèñòåìû XS,V (D2), ïðèõîäèì

ê âûâîäó, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû XS,V (D1), XS,V (D2) èçîìîðôíû â

ñëó÷àå, êîãäà îáå äóãè äèàãðàììû D1, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 3.22, îðè-

åíòèðîâàíû ñâåðõó âíèç.

Ïóñòü ëåâàÿ äóãà íà ðèñóíêå 3.22 îðèåíòèðîâàíà ñâåðõó âíèç, à ïðàâàÿ

äóãà íà ðèñóíêå 3.22 îðèåíòèðîâàíà ñíèçó ââåðõ. Â ýòîì ñëó÷àå àëãåáðàè÷å-

ñêàÿ ñèñòåìàXS,V (D1) åñòü íè÷òî èíîå, êàê ôàêòîð àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû

X(n+2) ïî ñîîòíîøåíèÿì, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû èç ïåðåêåðåñòêîâ

äèàãðàììû D1 çà ïðåäåëàìè ðèñóíêà 3.22, è 4(m+ 1) ñîîòíîøåíèÿì

S(x̃n+1, x̃i) = (x̃n+2, x̃j), (3.17)

S−1(x̃0
n+2, x̃

0
q) = (x̃0

n+1, x̃p), (3.18)

êîòîðûå ñëåäóþò èç äâóõ ïåðåêðåñòêîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå 3.22. Äëÿ

ýëåìåíòîâ A,B èç ìíîæåñòâà X × X1 × X2 × · · · × Xm îáîçíà÷èì ÷åðåç

S(A,B) = (BA, A
B), ãäå BA, A

B � ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X ×X1 × · · · ×Xm.

Ò. ê. îòîáðàæåíèå S ÿâëÿåòñÿ áèêâàíäëîâûì ïåðåêëþ÷àòåëåì íà ìíîæåñòâå

X×X1×X2×· · ·×Xm, îòîáðàæåíèÿ B 7→ BA, B 7→ BA áèåêòèâíû, è ìîæíî

ãîâîðèòü î âûðàæåíèÿõ âèäàBA−1,B
A−1 äëÿ A,B ∈ X×X1×· · ·×Xm. Â ýòèõ

îáîçíà÷åíèÿõ ðàâåíñòâà (3.17), (3.18) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â ñëåäóþùåì

âèäå

(x̃i)x̃n+1
= x̃n+2, (3.19)

(x̃n+1)
x̃i = x̃j, (3.20)

(x̃p)x̃n+1
= x̃n+2, (3.21)

(x̃n+1)
x̃p = x̃q. (3.22)

Ò. ê. äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . ,m îáðàçû îòîáðàæåíèé Slk, S
r
k ÿâëÿþòñÿ

ñëîâàìè (â òåðìèíàõ îïåðàöèé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X) îò àðãóìåíòîâ
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îòîáðàæåíèé Slk, S
r
k, èç ðàâåíñòâ (3.19), (3.20) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

x̃n+1 = (x̃j)
x̃−1i , x̃n+2 = (x̃i)x̃n+1

= (x̃i)
(x̃j)

x̃−1
i
,

ò. å. ïîðîæäàþùèå x0
n+1, x

1
n+1, . . . , x

m
n+1, x

0
n+2, x

1
n+2, . . . , x

m
n+2 âûðàæàþòñÿ

(â òåðìèíàõ îïåðàöèé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X) ÷åðåç ïîðîæäàþùèå

x0
i , x

1
i , . . . , x

m
i , x

0
j , x

1
j , . . . , x

m
j . Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû x0

n+1, x
1
n+1, . . . , x

m
n+1,

x0
n+2, x

1
n+2, . . . , x

m
n+2 ìîæíî óäàëèòü èç ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ àëãåáðàè-

÷åñêîé ñèñòåìûXS,V (D1). Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìàXS,V (D1)

åñòü íè÷òî èíîå, êàê ôàêòîð àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìûX(n) (n+2 ïîìåíÿëîñü

íà n, ò. ê. ìû óäàëèëè ýëåìåíòû x0
n+1, x

1
n+1, . . . , x

m
n+1, x

0
n+2, x

1
n+2, . . . , x

m
n+2 èç

ìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû XS,V (D1)) ïî ñîîòíîøå-

íèÿì, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû èç ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû D1 çà ïðå-

äåëàìè ðèñóíêà 3.22, è ñîîòíîøåíèÿì, ïîëó÷åííûì èç ñîîòíîøåíèé (3.21),

(3.22) çàìåíîé x̃n+1 íà (x̃j)
x̃−1i , è çàìåíîé x̃n+2 íà (x̃i)

(x̃j)
x̃−1
i
(âûðàæåíèÿ äëÿ

x̃n+1, x̃n+2 èç (3.19), (3.20)). Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà èìå-

þò âèä

x̃i = x̃p, x̃j = x̃q. (3.23)

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííîå îïèñàíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû XS,V (D1) ñ îïèñà-

íèåì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû XS,V (D2), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî àëãåáðàè-

÷åñêèå ñèñòåìû XS,V (D1), XS,V (D2) èçîìîðôíû â ñëó÷àå, êîãäà ëåâàÿ äóãà

íà ðèñóíêå 3.22 îðèåíòèðîâàíà ñâåðõó âíèç, à ïðàâàÿ äóãà íà ðèñóíêå 3.22

îðèåíòèðîâàíà ñíèçó ââåðõ.

Ñëó÷àé 3: äèàãðàììàD2 ïîëó÷åíà èç äèàãðàììûD1 ïðè ïîìîùè ïðå-

îáðàçîâàíèÿ R3, ïðåîáðàçîâàíèÿ V R3 èëè ïðåîáðàçîâàíèÿ V R4. Ðàññìîòðèì

ïîäðîáíî ñëó÷àé ïðåîáðàçîâàíèÿ V R4, ñëó÷àè ïðåîáðàçîâàíèé R3, V R3 ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Â ýòîì ñëó÷àå äèàãðàììûD1,D2 ðàçëè÷íû ëèøü

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè, â êîòîðîé äèàãðàììà D1 èìååò âèä, èçîáðàæåí-

íûé íà ëåâîé ÷àñòè ðèñóíêà 3.23, à äèàãðàììà D2 èìååò âèä, èçîáðàæåííûé

íà ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà 3.23.

114



V R4

Ðèñ. 3.23. Îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé äèàãðàììû D1 è D2 ðàçëè÷íû: D1 ñëåâà,

D2 ñïðàâà.

Äóãè, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 3.23 ìîãóò áûòü îðèåíòèðîâàíû âîñü-

ìüþ ñïîñîáàìè. Â. Ã. Òóðàåâ â ðàáîòå [134] îòìåòèë, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå

Ðàéäåìàéñòåðà òèïà III äëÿ ëþáîé îðèåíòàöèè äóã íà ðèñóíêå 3.23 ìîæåò

áûòü ðåàëèçîâàíî, êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Ðàéäåìàéñòåðà

òèïà II è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàéäåìàéñòåðà òèïà III äëÿ ôèêñèðîâàííîé îðè-

åíòàöèè äóã íà ðèñóíêå 3.23. Íàïðèìåð, åñëè âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ äóãè íà

ðèñóíêå 3.23 îðèåíòèðîâàíû ñëåâà íàïðàâî, à ñðåäíÿÿ äóãà íà ðèñóíêå 3.23

îðèåíòèðîâàíà ñïðàâà íàëåâî, òî ïðåîáðàçîâàíèå V R4 ìîæåò áûòü ðåàëè-

çîâàíî êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: 1) äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ V R2, 2) ïðåîáðàçî-

âàíèå V R4 â ñëó÷àå, êîãäà âñå äóãè íà ðèñóíêå 3.23 îðèåíòèðîâàíû ñëåâà

íàïðàâî, 3) äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ V R2 (ñì. ðèñóíîê 3.24). Ñëåäîâàòåëüíî, äî-

1 2 3

Ðèñ. 3.24. Ðåàëèçàöèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà III äëÿ íåêîòîðîé îðèåíòàöèè

äóã, êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé òèïà II è ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà

III äëÿ ôèêñèðîâàííîé îðèåíòàöèè äóã.

ñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü îäèí ñëó÷àé îðèåíòàöèè äóã íà ðèñóíêå 3.23.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå äóãè íà ðèñóíêå 3.23 îðèåíòèðîâàíû ñëåâà

íàïðàâî.

Ïóñòü çà ïðåäåëàìè îêðåñòíîñòè, â êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçî-
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âàíèå V R4, äèàãðàììû D1, D2 èìåþò ïî n äóã. Ïîìåòèì äóãè äèàãðàìì

D1, D2 (êîòîðûå åùå íå ïîìå÷åíû) âíóòðè îêðåñòíîñòè, ãäå ïðèìåíÿåòñÿ

ïðåîáðàçîâàíèå V R4, äîïîëíèòåëüíûìè ìåòêàìè. Òîãäà â îêðåñòíîñòè, ãäå

ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå V R4, äóãè äèàãðàììû D1 èìåþò ìåòêè, èçîá-

ðàæåííûå íà ðèñóíêå 3.25.

x̃i

x̃j

x̃k x̃r

x̃q

x̃p

x̃n+2 x̃n+3

x̃n+1

Ðèñ. 3.25. Ìåòêè äóã äèàãðàììû D1.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà XS,V (D1) åñòü íè÷òî èíîå, êàê ôàêòîð àëãåá-

ðàè÷åñêîé ñèñòåìû X(n+3) (n äóã äèàãðàììû D1 çà ïðåäåëàìè ðèñóíêà 3.25

è òðè äîïîëíèòåëüíûå äóãè, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 3.25) ïî ñîîòíî-

øåíèÿì, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû èç ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû D1 çà

ïðåäåëàìè ðèñóíêà 3.25, è 6(m+ 1) ñîîòíîøåíèÿì

V (x̃j, x̃i) = (x̃n+2, x̃n+1), (3.24)

S−1(x̃k, x̃n+2) = (x̃r, x̃n+3), (3.25)

V (x̃n+3, x̃n+1) = (x̃q, x̃p), (3.26)

êîòîðûå ñëåäóþò èç ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû D1, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóí-

êå 3.25. Ðàâåíñòâà (3.24), (3.25), (3.26) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

(id× V )(x̃k, x̃j, x̃i) = (x̃k, x̃n+2, x̃n+1), (3.27)

(S−1 × id)(x̃k, x̃n+2, x̃n+1) = (x̃r, x̃n+3, x̃n+1), (3.28)

(id× V )(x̃r, x̃n+3, x̃n+1) = (x̃r, x̃q, x̃p). (3.29)
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Ò. ê. äëÿ âñåõ t = 0, 1, . . . ,m îáðàçû îòîáðàæåíèé Slt, S
r
t ÿâëÿþò-

ñÿ ñëîâàìè (îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X) îò àð-

ãóìåíòîâ îòîáðàæåíèé Slt, S
r
t , èç ðàâåíñòâ (3.27), (3.28) ìîæíî âûðàçèòü

ïîðîæäàþùèå èç êîðòåæåé x̃n+1, x̃n+2, x̃n+3 êàê ñëîâà îò ïîðîæäàþùèõ

èç êîðòåæåé x̃i, x̃j, x̃k. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî óäàëèòü ýëåìåíòû èç êîð-

òåæåé x̃n+1, x̃n+2, x̃n+3 èç ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòå-

ìû XS,V (D1). Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà XS,V (D1) åñòü íè÷òî

èíîå, êàê ôàêòîð àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X(n) (n+3 ïîìåíÿëîñü íà n, ò. ê.

ìû óäàëèëè ýëåìåíòû èç êîðòåæåé x̃n+1, x̃n+2, x̃n+3 èç ïîðîæäàþùåãî ìíî-

æåñòâà) ïî ñîîòíîøåíèÿì, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû èç ïåðåêðåñòêîâ

äèàãðàììû D1 çà ïðåäåëàìè ðèñóíêà 3.25, è ñîîòíîøåíèÿì, ïîëó÷åííûì èç

ñîîòíîøåíèé (3.27), (3.28), (3.29) èñêëþ÷åíèåì x̃n+1, x̃n+2, x̃n+3. Íåñëîæíî

óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

(id× V )(S−1 × id)(id× V )(x̃k, x̃j, x̃i) = (x̃r, x̃q, x̃p). (3.30)

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà XS,V (D2) íàõîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì.

Ïóñòü â îêðåñòíîñòè, ãäå ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå V R4, äóãè äèàãðàì-

ìû D2 èìåþò ìåòêè, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 3.26. Àíàëîãè÷íî ðàçîáðàí-

x̃i

x̃j

x̃k x̃r

x̃q

x̃p

x̃n+2 x̃n+3

x̃n+1

Ðèñ. 3.26. Ìåòêè äóã äèàãðàììû D2.

íîìó ñëó÷àþ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû XS,V (D1), íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà XS,V (D2) åñòü íè÷òî èíîå, êàê ôàêòîð àëãåáðàè÷å-
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ñêîé ñèñòåìû X(n) ïî ñîîòíîøåíèÿì

(V × id)(id× S−1)(V × id)(x̃k, x̃j, x̃i) = (x̃r, x̃q, x̃p). (3.31)

Ñðàâíèâàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ ðàâåíñòâîì (3.30) â ñèëó òîãî ôàêòà, ÷òî (S, V )

� âèðòóàëüíûé ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëü íà X, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî àëãåá-

ðàè÷åñêèå ñèñòåìû XS,V (D1), XS,V (D2) èçîìîðôíû. �

Òåîðåìà 28 äàåò ìîùíûé èíñòðóìåí ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ âèðòó-

àëüíûõ óçëîâ. Â ÷àñòíîñòè, ìíîãèå èçâåñòíûå èíâàðèàíòû ìîãóò áûòü ïî-

ñòðîåíû ïðè ïîìîùè òåîðåìû 28.

Ïðèìåð 25. Ïóñòü X = X0 = F∞ � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè

ïîðîæäàþùèìè x0
1, x

0
2, . . . , è S, V : X2 → X2 � îòîáðàæåíèÿ, çàäàííûå

ôîðìóëàìè

S(x, y) = (xyx−1, x), V (x, y) = (y, x).

Òîãäà (S, V ) ÿâëÿåòñÿ áèêâàíäëîâûì 1-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X, è àëãåáðà-

è÷åñêàÿ ñèñòåìà XS,V (D), ïðåäñòàâëåííàÿ â òåîðåìå 28, åñòü íè÷òî èíîå

êàê ãðóïïà âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ D, ðàññìîòðåííàÿ Ë. Êàóôôìàíîì â

ðàáîòå [96]. Åñëè D � êëàññè÷åñêîå çàöåïëåíèå, òî ýòà ãðóïïà ñîâïàäàåò

ñ êëàññè÷åñêîé ãðóïïîé çàöåïëåíèÿ (ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äîïîëíåíèÿ

çàöåïëåíèÿ â R3).

Ïðèìåð 26. Ïóñòü X = X0 = FQ∞ � ñâîáîäíûé êâàíäë ñî ñâîáîäíûìè

ïîðîæäàþùèìè x0
1, x

0
2, . . . , è S, V : X2 → X2 � îòîáðàæåíèÿ, çàäàííûå

ôîðìóëàìè

S(x, y) = (y ∗ x, x), V (x, y) = (y, x).

Òîãäà (S, V ) ÿâëÿåòñÿ áèêâàíäëîâûì 1-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X, è àëãåáðàè-

÷åñêàÿ ñèñòåìà XS,V (D), ïðåäñòàâëåííàÿ â òåîðåìå 28, åñòü íè÷òî èíîå êàê

êâàíäë çàöåïëåíèÿ D, ðàññìîòðåííûé Ë. Êàóôôìàíîì â ðàáîòå [96]. Åñëè
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D � êëàññè÷åñêîå çàöåïëåíèå, òî ýòîò êâàíäë ñîâïàäàåò ñ ôóíäàìåíòàëü-

íûì êâàíäëîì çàöåïëåíèÿ D, ðàññìîòðåííûì â ðàáîòàõ Ä. Äæîéñà [89] è

Ñ. Â. Ìàòâååâà [20].

Ïðèìåð 27. Ïóñòü X = F∞ ∗Z∞ � ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ïî-

ðîæäåííîé ñâîáîäíîé ãðóïïû F∞ ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè x0
1, x

0
2, . . .

è ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû Z∞ ñ ñèñòåìîé êàíîíè÷åñêèõ ïîðîæäàþùèõ,

ðàçáèòîé íà òðè ãðóïïû x1
1, x

1
2, . . . , x

2
1, x

2
2, . . . , x

3
1, x

3
2, . . . , ãäå x

3
1 = x3

2 = . . .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X0 = 〈x0
1, x

0
2, . . . 〉 = F∞, X1 = 〈x1

1, x
1
2, . . . 〉 = Z∞,

X2 = 〈x2
1, x

2
2, . . . 〉 = Z∞, X3 = 〈x3

1, x
3
2, . . . 〉 = Z, è ïóñòü îòîáðàæåíèÿ

S, V : X2 ×X2
1 ×X2

2 ×X2
3 → X2 ×X2

1 ×X2
2 ×X2

3

çàäàíû ôîðìóëàìè

S(a, b;x, y; p, q; r, s) = (abxa−ry, as; y, x; q, p; s, r),

V (a, b;x, y; p, q; r, s) = (bp
−1
, aq; y, x; q, p; s, r),

äëÿ a, b ∈ X, x, y ∈ X1, p, q ∈ X2, r, s ∈ X3. Òîãäà (S, V ) ÿâëÿåòñÿ âèðòóàëü-

íûì 4-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X, è àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà XS,V (D), ïðåäñòàâ-

ëåííàÿ â òåîðåìå 28, åñòü íè÷òî èíîå êàê ãðóïïà GM(D), ðàññìîòðåííàÿ

Â. Ã. Áàðäàêîâûì, Þ. Â. Ìèõàëü÷èøèíîé è Ì. Â. Íåùàäèìîì â ðàáîòå [2].

Ïðèìåð 28. Ïóñòü R = Z[t±1, s±1] � êîëüöî ëîðàíîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ îò

äâóõ ïåðåìåííûõ t, s. Åñëè X = X0 � ñâîáîäíûé R-ìóäóëü ñ áàçèñîì

x0
1, x

0
2, . . . , è S, V : X2 → X2 � îòîáðàæåíèÿ çàäàííûå ôîðìóëàìè

S(x, y) = (sy, tx+ (1− st)y), V (x, y) = (y, x)

äëÿ x, y ∈ X, òî (S, V ) ÿâëÿåòñÿ áèêâàíäëîâûì 1-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X, è

àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà XS,V (D), ïðåäñòàâëåííàÿ â òåîðåìå 28, åñòü íè÷òî

èíîå, êàê ìîäóëü Àëåêñàíäåðà âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ D. Êëàññè÷åñêèé

ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà è îáîáùåííûé ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà ìîãóò áûòü ïî-

ñòðîåíû èñõîäÿ èç èäåàëîâ ìîäóëÿ Àëåêñàíäåðà.

119



3.2.3. Ñâÿçü îáùåé êîíñòðóêöèè ñ ãðóïïàìè êîñ

Â äàííîì ðàçäåëå óñòàíîâëåíî, êàê ïîðîæäàþùèå è ñîîòíîøåíèÿ àë-

ãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû XS,V (D), ïðåäñòàâëåííîé â òåîðåìå 28, ìîãóò áûòü

íàéäåíû ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ ϕS,V , ïðåäñòàâëåííîãî â òåîðåìå 18.

Ïðåäñòàâëåíèå ϕS,V èç òåîðåìû 18 çàäàíî ÿâíî íà ïîðîæäàþùèõ

σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1 ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn ôîðìóëàìè

(2.12), (2.13). Ïóñòü β � íåêîòîðàÿ êîñà èç V Bn, è ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé

ýëåìåíò èç X. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè çíà÷åíèå ϕS,V (β)(x), ïðåäñòàâèì êîñó

β êàê ãðóïïîâîå ñëîâî îò ïîðîæäàþùèõ σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1, ò. å.

çàïèøåì êîñó β â âèäå β = β1β2 . . . βk, ãäå

βi ∈ {σ1, σ2 . . . , σn−1, σ
−1
1 , σ−1

2 , . . . , σ−1
n−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1}

äëÿ i = 1, 2, . . . , k, è, ÷èòàÿ β ñëåâà íàïðàâî, íàéäåì îáðàçû

x
ϕS,V (β1)−−−−−→ x1

ϕS,V (β2)−−−−−→ x2
ϕS,V (β3)−−−−−→ . . .

ϕS,V (βk)−−−−−→ xk.

Ïîñëåäíèé âû÷èñëåííûé ýëåìåíò xk åñòü íè÷òî èíîå êàê îáðàç ϕS,V (β)(x).

Ýòî ñîãëàøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî

ϕS,V (β1β2 . . . βk)(x) = ϕS,V (βk)ϕS,V (βk−1) . . . ϕS,V (β1)(x).

Ïóñòü X � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, à X0, X1, . . . , Xm � ïîäñèñòåìû àë-

ãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1-4, çàïèñàííûì â íà-

÷àëå ðàçäåëà 3.2.2. Ïóñòü (S, V ) � òàêîé âèðòóàëüíûé (m+1)-ïåðåêëþ÷àòåëü

íà X, ÷òî

S0 = (Sl0, S
r
0), V0 = (V l

0 , V
r

0 ) : X2 ×X2
1 ×X2

2 × · · · ×X2
m → X2,

Si = (Sli, S
r
i ), Vi = (V l

i , V
r
i ) : X2

i → X2
i , äëÿ i = 1, 2, . . . ,m,

è äëÿ i = 0, 1, . . . ,m îáðàçû îòîáðàæåíèé Sli, S
r
i , V

l
i , V

r
i ÿâëÿþòñÿ ñëîâà-

ìè (â òåðìèíàõ îïåðàöèé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X) îò àðãóìåíòîâ ýòèõ
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îòîáðàæåíèé. Èç ýòîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî (S, V ) èíäóöè-

ðóåò âèðòóàëüíûé (m + 1)-ïåðåêëþ÷àòåëü (S(n), V (n)) íà àëãåáðàè÷åñêîé

ñèñòåìå X(n) äëÿ âñåõ n. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ n = 2, 3, . . . âèðòóàëüíûé

(m + 1)-ïåðåêëþ÷àòåëü (S(n), V (n)) ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôíûì âèðòóàëüíûì

(m + 1)-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X(n) ïî îòíîøåíèþ ê ïîðîæäàþùåìó ìíîæå-

ñòâó {xij | i = 0, 1, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n}. Òîãäà ïî òåîðåìå 18 äëÿ âñåõ

n = 2, 3, . . . îïðåäåëåíû ïðåäñòàâëåíèÿ

ϕS(n),V (n) : V Bn → Aut
(
X(n)

)
.

Èç òîãî ôàêòà, ÷òî ϕS(n),V (n) è ϕS(n+1),V (n+1) ïîëó÷åíû èç îäíîãî è òîãî æå âèð-

òóàëüíîãî ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëÿ (S, V ) îãðàíè÷åíèåì åãî íà ðàçíûå ìíî-

æåñòâà, ñëåäóåò ðàâåíñòâî

ϕS(n+1),V (n+1)|V Bn = ϕS(n),V (n),

òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèÿ ϕS(n),V (n) ñîãëàñîâàíû äðóã ñ äðóãîì äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕS,V : V B∞ → Aut(X) ãîìîìîðôèçì, êîòîðûé

ñîâïàäàåò ñ ãîìîìîðôèçìîì ϕS(n),V (n) íà V Bn. Ãîìîìîðôèçì ϕS,V êîððåêò-

íî îïðåäåëåí, ò. ê. ãîìîìîðôèçìû ϕS(n),V (n) ñîãëàñîâàíû äðóã ñ äðóãîì. Â

òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî ïèñàòü ϕS,V : V Bn → Aut(X(n)), ïîäðàçóìåâàÿ

ñóæåíèå ãîìîìîðôèçìà ϕS,V íà ãðóïïó V Bn < V B∞.

Åñëè (S, V ) � òàêîé âèðòóàëüíûé (m + 1)-ïåðåêëþ÷àòåëü íà X, ÷òî

îòîáðàæåíèÿ S, V ÿâëÿþòñÿ áèêâàíäëîâûìè ïåðåêëþ÷àòåëÿìè íà ìíîæå-

ñòâå X × X1 × X2 × · · · × Xm, òî ïî òåîðåìå 28 ìîæíî îïðåäåëèòü èíâà-

ðèàíò XS,V (D) äëÿ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãîâîðèò

î òîì, êàê íàõîäèòü ïîðîæäàþùèå è ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû

XS,V (D), èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ϕS,V .

Òåîðåìà 29. Ïóñòü β ∈ V Bn � âèðòóàëüíàÿ êîñà, D = β̂ � çàìûêàíèå

êîñû β. Òîãäà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà XS,V (D) åñòü ôàêòîð àëãåáðàè÷å-
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ñêîé ñèñòåìû X(n) ïî ñîîòíîøåíèÿì

ϕS,V (β)(xij) = xij

äëÿ i = 0, 1, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì êîñó β â âèäå β = β1β2 . . . βk, ãäå

βi ∈ {σ1, σ2 . . . , σn−1, σ
−1
1 , σ−1

2 , . . . , σ−1
n−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1}

äëÿ i = 1, 2, . . . , k. Ïîìåòèì (m+ 1)-êîðòåæàìè

x̃1 = (x0
1, x

1
1, . . . , x

m
1 ), x̃2 = (x0

2, x
1
2, . . . , x

m
2 ), . . . x̃n = (x0

n, x
1
n, . . . , x

m
n )

äóãè äèàãðàììû β̂, êîòîðûå ñîäåðæàò âåðõíèå òî÷êè êîñû β1 (ñì. ðèñó-

íîê 3.27 â ñëó÷àå, êîãäà β1 = σj).

x̃1 x̃2 x̃j x̃j+1 x̃n

Ðèñ. 3.27. Ìåòêè äóã â β1 = σj.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ i = 2, 3, . . . , k ïîìåòèì (m+ 1)-êîðòåæàìè

x̃(i−1)n+1 =
(
x0

(i−1)i+1, x
1
(i−1)i+1, . . . , x

m
(i−1)n+1

)
x̃(i−1)n+2 =

(
x0

(i−1)i+2, x
1
(i−1)i+2, . . . , x

m
(i−1)n+2

)
. . .

x̃in =
(
x0
in, x

1
in, . . . , x

m
in

)
äóãè äèàãðàììû β̂, êîòîðûå ñîäåðæàò âåðõíèå òî÷êè êîñû βi. Ò. ê. âåðõíèå

òî÷êè êîñû βi+1 ñîâïàäàþò ñ íèæíèìè òî÷êàìè êîñû βi, íåêîòîðûå äóãè

îêàçàëèñü ïîìå÷åíû íåñêîëüêî ðàç (ñì. ðèñóíîê 3.28 â ñëó÷àå βi = σj, â

êîòîðîì x̃(i−1)n+1 = x̃in+1).
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x̃(i−1)n+1 x̃(i−1)n+2 x̃(i−1)n+j x̃(i−1)n+j+1 x̃in

x̃in+1 x̃in+2 x̃in+j x̃in+j+1 x̃(i+1)n

Ðèñ. 3.28. Ìåòêè äóã â βi = σj.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1 èç ðàçäåëà 3.2.2 àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà

XS,V (β̂) èçîìîðôíà ôàêòîðó àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X(nk) (äëÿ êàæäîãî

èíäåêñà i = 1, 2, . . . , k êàæäàÿ êîñà βi äàåò n êîðòåæåé èç ïîðîæäàþùèõ)

ïî k ñåìåéñòâàì ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû èñõîäÿ èç ïå-

ðåêðåñòêîâ êîñ β1, β2, . . . , βk. Ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå èç êîñû β1, â çàâè-

ñèìîñòè îò âèäà êîñû β1, èìåþò îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

åñëè β1 = σj, òî ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

x̃n+r = x̃r äëÿ r 6= j, j + 1,

(x̃n+j, x̃n+j+1) = S(x̃j, x̃j+1), (3.32)

åñëè β1 = σ−1
j , òî ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

x̃n+r = x̃r äëÿ r 6= j, j + 1,

(x̃n+j, x̃n+j+1) = S−1(x̃j, x̃j+1), (3.33)

åñëè β1 = ρj, òî ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

x̃n+r = x̃r äëÿ r 6= j, j + 1,

(x̃n+j, x̃n+j+1) = V (x̃j, x̃j+1), (3.34)

(ñì. ðèñóíîê 3.28 äëÿ i = 1 è îïðåäåëåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû

XS,V (D)). Èç ôîðìóë (2.12), (2.13) è òåîðåìû 18, â êîòîðîé îïðåäåëåíî

ïðåäñòàâëåíèå ϕS,V , âèäíî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (3.32), (3.33), (3.34) ìîãóò áûòü

çàïèñàíû åäèíîîáðàçíî â âèäå

x̃n+r = ϕS,V (β1)(x̃r) r = 1, 2, . . . , n, (3.35)

123



ãäå ϕS,V (β1)(x̃r) = (ϕS,V (β1)(x
0
r), ϕS,V (β1)(x

1
r), . . . , ϕS,V (β1)(x

m
r )). Àíàëîãè÷-

íî, ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå èç êîñû β2, â çàâèñèìîñòè îò âèäà êîñû β2,

èìåþò îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

åñëè β2 = σj, òî ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

x̃2n+r = x̃n+r äëÿ r 6= j, j + 1,

(x̃2n+j, x̃2n+j+1) = S(x̃n+j, x̃n+j+1), (3.36)

åñëè β2 = σ−1
j , òî ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

x̃2n+r = x̃n+r äëÿ r 6= j, j + 1,

(x̃2n+j, x̃2n+j+1) = S−1(x̃n+j, x̃n+j+1), (3.37)

åñëè β2 = ρj, òî ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

x̃2n+r = x̃n+r äëÿ r 6= j, j + 1,

(x̃2n+j, x̃2n+j+1) = V (x̃n+j, x̃n+j+1). (3.38)

Èç ôîðìóë (2.12), (2.13) è òåîðåìû 18 âèäíî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (3.36), (3.37),

(3.38) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â åäèíîîáðàçíîé ôîðìå

x̃2n+r = ϕS,V (β2)(x̃n+r) r = 1, 2, . . . , n. (3.39)

Èç ðàâåíñòâ (3.35) è (3.39) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

x̃2n+r = ϕS,V (β1β2)(x̃r) r = 1, 2, . . . , n.

Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , k − 1, ïðèõîäèì

ê âûâîäó, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå èç êîñû βi, ìîãóò áûòü çàïèñàíû â

âèäå

x̃in+r = ϕS,V (β1β2 . . . βi)(x̃r) r = 1, 2, . . . , n. (3.40)

Ò. ê. â çàöåïëåíèè β̂ îòîæäåñòâëåíû âåðõíèå òî÷êè êîñû β (êîòîðûå ñîâ-

ïàäàþò ñ âåðõíèìè òî÷êàìè êîñû β1) ñ íèæíèìè òî÷êàìè êîñû β (êîòîðûå
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ñîâïàäàþò ñ íèæíèìè òî÷êàìè êîñû βk), ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå èç êîñû

βk, ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

x̃r = ϕS,V (β1β2 . . . βk)(x̃r) = ϕS,V (β)(x̃r) r = 1, 2, . . . , n. (3.41)

Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà XS,V (β̂) åñòü ôàêòîð àëãåáðàè÷å-

ñêîé ñèñòåìû X(nk) ïî ñîîòíîøåíèÿì (3.40), (3.41). Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ

(3.40), ìîæíî óäàëèòü ýëåìåíòû èç êîðòåæåé x̃in+r äëÿ i = 1, 2, . . . , k − 1

(n(k − 1) êîðòåæåé ïîðîæäàþùèõ) èç ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà àëãåáðà-

è÷åñêîé ñèñòåìû XS,V (D). Ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà XS,V (β̂)

åñòü ôàêòîð àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X(n) (nk−n(k− 1) = n) ïî ñîîòíîøå-

íèÿì (3.41). �

3.2.4. Êâàíäëîâûé èíâàðèàíò äëÿ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé

Â äàííîì ðàçäåëå ïðè ïîìîùè òåîðåìû 28 ïîñòðîåí íîâûé êâàíäëîâûé

èíâàðèàíò äëÿ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé, êîòîðûé îáîáùàåò èçâåñòíûå ðàíåå

êâàíäëîâûå èíâàðèàíòû äëÿ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.

Ïóñòü X0 = FQ∞ � ñâîáîäíûé êâàíäë ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè

x1, x2, . . . , X1 = T∞ � òðèâèàëüíûé êâàíäë íà ýëåìåíòàõ y1, y2, . . . , è ïóñòü

X = X0 ∗X1 � ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå êâàíäëîâ X0 è X1. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç

x0
j = xj, x

1
j = yj äëÿ j = 1, 2, . . . , âèäèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

1. äëÿ i = 0, 1 ïîäñèñòåìà Xi ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè x
i
1, x

i
2, . . . ,

2. {x0
1, x

0
2, . . . } ∩ {x1

1, x
1
2, . . . } = ∅,

3. ìíîæåñòâî {xij | i = 0, 1, j = 0, 1, . . . } ïîðîæäàåò X,

4. äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè α íàòóðàëüíîãî ðÿäà N ñ êîíå÷íûì íîñèòå-

ëåì îòîáðàæåíèå xij 7→ xiα(j) äëÿ i = 0, 1, j = 1, 2, . . . èíäóöèðóåò

àâòîìîðôèçì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ 1-4, çàïèñàííûå â íà÷àëå ðàçäåëà 3.2.2, ñïðàâåäëè-

âû äëÿ X,X0, X1.
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Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ S2Q, V2Q : X2×X2
1 → X2×X2

1 çàäàíû ôîðìóëàìè

S2Q(a, b;x, y) = (b, a ∗ b; y, x), V2Q(a, b;x, y) = (b ∗−1 x, a ∗ y; y, x) (3.42)

äëÿ a, b ∈ X, x, y ∈ X1. Òîãäà, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3, ïàðà (S2Q, V2Q) ÿâëÿ-

åòñÿ âèðòóàëüíûì 2-ïåðåêëþ÷àòåëåì íà X, è, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 28, ìîæíî

îïðåäåëèòü àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìû XS,V (D), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàí-

òîì äëÿ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.

Ïóñòü D � äèàãðàììà âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ, êîòîðàÿ èìååò n äóã.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó XS,V (D), ðàçìåòèì äóãè

äèàãðàììû D êîðòåæàìè (xi, yi) äëÿ i = 1, 2, . . . , n. Ïóñòü â îêðåñòíîñòè

íåêîòîðîãî ïåðåêðåñòêà äóãè ðàçìå÷åíû ñïîñîáîì, èçîáðàæåííûì íà ðè-

ñóíêå 3.29.

(xi, yi) (xj, yj)

(xp, yp) (xq, yq)

Ðèñ. 3.29. Ìåòêè äóã äèàãðàììû D â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî ïåðåêðåñòêà.

Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà XS,V (D) åñòü ôàêòîð àë-

ãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X(n) = FQn ∗ Tn ïî ñîîòíîøåíèÿì, êîòîðûå ìîãóò

áûòü çàïèñàíû èç ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû D ñëåäóþùèì îáðàçîì

xp = xj, xq = xi ∗ xj, yp = yj, yq = yi,
ïîëîæèòåëüíûé

ïåðåêðåñòîê,

xp = xj ∗−1 xi, xq = xi, yp = yj, yq = yi,
îòðèöàòåëüíûé

ïåðåêðåñòîê,

xp = xj ∗−1 yi, xq = xi ∗ yj, yp = yj, yq = yi,
âèðòóàëüíûé

ïåðåêðåñòîê.
(3.43)
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Ò. ê. îòîáðàæåíèÿ S, V , çàäàííûå ôîðìóëîé (3.42), ÿâëÿþòñÿ áèêâàíäëî-

âûìè ïåðåêëþ÷àòåëÿìè íà ìíîæåñòâå X × X1, èç òåîðåìû 28 ñëåäóåò, ÷òî

àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà XS,V (D) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàòîì âèðòóàëüíûõ çàöåï-

ëåíèé. Ïóñòü L � âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå, çàäàííîå äèàãðàììîé D. Îáîçíà-

÷àÿ ÷åðåç Q̃(L) = XS,V (D), èñïîëüçóÿ òåîðåìó 28, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó

óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 30. Êâàíäë Q̃(L) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì äëÿ âèðòóàëüíûõ çà-

öåïëåíèé.

Êâàíäë FQn ∗ Tn ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì ñâîáîäíîãî êâàíäëà FQ2n ñî

ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn ïî ñîîòíîøåíèÿì

yi ∗ yj = yi äëÿ i, j = 1, 2, . . . , n, ñëåäîâàòåëüíî, êâàíäë Q̃(L) åñòü ôàê-

òîð ñâîáîäíîãî êâàíäëà FQ2n (ãäå n îáîçíà÷àåò ÷èñëî äóã â äèàãðàììå D,

ïðåäñòàâëÿþùåé âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå L) ïî ñîîòíîøåíèÿì (3.43), çàïè-

ñàííûì â êàæäîì ïåðåêðåñòêå äèàãðàììû D, è ñîîòíîøåíèÿ yi ∗yj = yi äëÿ

i, j = 1, 2, . . . , n.

Â. Î. Ìàíòóðîâ â ðàáîòå [109] ââåë êâàíäë Q(L), êîòîðûé ÿâëÿåò-

ñÿ èíâàðèàíòîì äëÿ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé. Êâàíäëà Q(L) ìîæíî íàé-

òè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü äèàãðàììà D, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò âèðòó-

àëüíîå çàöåïëåíèå L, èìååò n äóã. Ðàçìåòèì äóãè äèàãðàììû D ñèìâîëà-

ìè x1, x2, . . . , xn. Ïî îïðåäåëåíèþ, êâàíäë Q(L) � ýòî ôàêòîð ñâîáîäíîãî

êâàíäëà FQn+1 íà (n+ 1) ïîðîæäàþùåì x1, x2, . . . , xn, y ïî ñîîòíîøåíèÿì,

êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû èç ïåðåêðåñòêîâ äèàãðàììû D ñëåäóþùèì

îáðàçîì

xp = xj, xq = xi ∗ xj, ïîëîæèòåëüíûé ïåðåêðåñòîê,

xp = xj ∗−1 xi, xq = xi, îòðèöàòåëüíûé ïåðåêðåñòîê,

xp = xj ∗−1 y, xq = xi ∗ y, âèðòóàëüíûé ïåðåêðåñòîê,

ãäå äóãè â îêðåñòíîñòè ïåðåêðåñòêà èìåþò ìåòêè, èçîáðàæåííûå íà ðèñóí-

êå 3.30. Ñðàâíèâàÿ ýòî îïèñàíèå êâàíäëà Q(L) ñ îïèñàíèåì êâàíäëà Q̃(L)
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xi xj

xp xq

Ðèñ. 3.30. Ìåòêè äóã äèàãðàììû D â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî ïåðåêðåñòêà.

(ôîðìóëû (3.43)), âèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå xi â xi, yi â y äëÿ

i = 1, 2, . . . , n, ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì Q̃(L)→ Q(L). Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî êâàíäë Q̃(L) îáîáùàåò êâàíäë Ìàíòóðîâà Q(L) (è, ñëåäîâà-

òåëüíî, îáîáùàåò êâàíäë Êàóôôìàíà [96]). Â òî æå âðåìÿ êâàíäëû Q(L)

è Q̃(L) ðàçëè÷íû. Íàïðèìåð, åñëè U � òðèâèàëüíîå çàöåïëåíèå ñ äâóìÿ

êîìïîíåíòàìè (ñì. ðèñóíîê 3.31), òî Q(U) = FQ3, à Q̃(U) = FQ2 ∗ T2.

Ðèñ. 3.31. Òðèâèàëüíîå çàöåïëåíèå ñ äâóìÿ êîìïîíåíòàìè.

Íàêîíåö, òåîðåìà 29 ãîâîðèò î òîì, êàê ïîñòðîèòü àëãåáðàè÷åñêóþ

ñèñòåìó XS,V (D), èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ϕS,V . Äëÿ âèðòóàëüíîãî ïåðå-

êëþ÷àòåëÿ (S, V ), çàäàííîãî ôîðìóëàìè (3.42), ïðåäñòàâëåíèå

ϕS,V : V Bn → Aut(FQn ∗ Tn)

îïèñàíî â òåîðåìå 21. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ϕ2Q, îíî

çàäàåòñÿ íà ïîðîæäàþùèõ σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1 ãðóïïû V Bn ñëå-

äóþùèì îáðàçîì (ñì. òåîðåìó 21)

ϕ2Q(σi) :



xi 7→ xi+1,

xi+1 7→ xi ∗ xi+1,

yi 7→ yi+1,

yi+1 7→ yi,

ϕ2Q(ρi) :



xi 7→ xi+1 ∗−1 yi,

xi+1 7→ xi ∗ yi+1,

yi 7→ yi+1,

yi+1 7→ yi.

(3.44)
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Èç òåîðåìû 29 è îïèñàíèÿ (3.44) ïðåäñòàâëåíèÿ ϕ2Q ñëåäóåò, ÷òî êâàíäë

Q̃(L) ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 31. Ïóñòü FQn � ñâîáîäíûé êâàíäë ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäà-

þùèìè {x1, x2, . . . , xn}, Tn = {y1, y2, . . . , yn} � òðèâèàëüíûé êâàíäë, è

β ∈ V Bn � âèðòóàëüíàÿ êîñà íà n íèòÿõ. Òîãäà êâàíäë Q̃(β̂) ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîðîæäàþùèõ è ñîîòíîøåíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì

〈
x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn

∣∣∣∣∣
ϕ2Q(β)(xi) = xi,

ϕ2Q(β)(yi) = yi,
i = 1, 2, . . . , n,

yr ∗ ys = yr, r, s = 1, 2, . . . , n.

〉
,

ãäå ãîìîìîðôèçì ϕ2Q îïðåäåëåí ôîðìóëàìè (3.44).
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Ãëàâà 4. Êëàññèôèêàöèÿ çàöåïëåíèé ñ

äâîéíûìè ñïàéêàìè

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 êàæäûé óçåë (çàöåïëåíèå ñ îäíîé êîìïîíåíòîé)

ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè ýêâèâàëåíòåí òðèâèàëüíîìó óçëó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

íå êàæäîå çàöåïëåíèå ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè ýêâèâàëåíòíî òðèâèàëüíîìó

çàöåïëåíèþ. Íàïðèìåð, òðèâèàëüíîå çàöåïëåíèå ñ äâóìÿ êîìïîíåíòàìè, çà-

öåïëåíèå Õîïôà è âèðòóàëüíîå çàöåïëåíèå Õîïôà (ñì. ðèñóíîê 4.1) íå ýêâè-

âàëåíòíû ìåæäó ñîáîé. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2, çàöåïëåíèå ñ äâîéíûìè ñïàéêà-

(a) (b) (c)

Ðèñ. 4.1. Ðàçëè÷íûå çàöåïëåíèÿ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè ñ äâóìÿ êîìïîíåíòà-

ìè.

ìè, êîòîðîå íå ñîäåðæèò âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ, ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî

íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ ìåæäó ñâîèìè êîìïîíåíòàìè. Ýòî çíà-

÷èò, ÷òî íàáîð êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìè çàöåïëå-

íèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì äëÿ çàöåïëåíèé ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè,

êîòîðûå íå ñîäåðæàò âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ. Â äàííîé ãëàâå ïîñòðîåí

ïîëíûé èíâàðèàíò äëÿ âñåõ çàöåïëåíèé ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè. Òåîðåìà 1 è

òåîðåìà 2 ñëåäóþò èç êîíñòðóêöèè ïîñòðîåííîãî èíâàðèàíòà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [118].

4.1. Îòîáðàæåíèå UV B∞ → UV P∞, íå ìåíÿþùåå çàìûêàíèÿ êîñû

Â äàííîì ðàçäåëå ïîñòðîåíî òàêîå îòîáðàæåíèå %∗ : UV B∞ → UV P∞,

÷òî äëÿ ëþáîé êîñû α ∈ UV Bn ⊂ UV B∞ çûìûêàíèå α̂ êîñû α ýêâèâàëåíòíî

(êàê çàöåïëåíèå ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè) çàìûêàíèþ %̂∗(α) êðàøåíîé êîñû
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%∗(α). Ýòî îòîáðàæåíèå ôèãóðèðóåò íåÿâíûì îáðàçîì â ðàáîòå [37].

Ñîãëàñíî òåîðåìå 15, ãðóïïà UV Pn ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè λi,j, λj,i

(1 ≤ i < j ≤ n). Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

UV Pn = F
n(n−1)/2
2 ,

ãäå êàæäàÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà F2 ñâîáîäíî ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè λi,j, λj,i

äëÿ ôèêñèðîâàííûõ èíäåêñîâ 1 ≤ i < j ≤ n. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî èíäåê-

ñà 2 ≤ j ≤ n îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Uj ïîäãðóïïó â UV Pn, ïîðîæäåííóþ

ýëåìåíòàìè {λi,j, λj,i | 1 ≤ i < j}. Òîãäà èç òåîðåìû 15 ñëåäóåò, ÷òî

Uj = 〈λ1,j, λj,1〉× 〈λ2,j, λj,2〉× · · ·× 〈λj−1,j, λj,j−1〉 = F2×F2× · · ·×F2, (4.1)

è ãðóïïà UV Pn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

UV Pn = U2 × U3 × · · · × Un. (4.2)

Äëÿ èíäåêñîâ 1 ≤ i, j ≤ n îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Bi,j ýëåìåíò

Bi,j = ρj−1ρj−2 . . . ρi+1ρi, i < j,

Bi,j = 1, i ≥ j.

Ïóñòü ι : UV Bn → Sn � ãîìîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé ïîðîæäàþùèå σi, ρi

ãðóïïû UV Bn â òðàíñïîçèöèþ (i, i + 1) äëÿ i = 1, 2, . . . , n − 1. Ïðîâåäÿ

íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ â ãðóïïå ïîäñòàíîâîê Sn, ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì,

÷òî åñëè i < j, òî ïîäñòàíîâêà ι(Bi,j) åñòü öèêë (i, i+ 1, . . . , j).

Ëåììà 3. Ïóñòü α ∈ UV Bn, è ïóñòü s ∈ {1, 2, . . . , n} � ìàêñèìàëüíîå

÷èñëî, òàêîå ÷òî ι(α)(s) 6= s. Òîãäà êîñó α ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì

çàïèñàòü â âèäå

α = γxsBks,sxs+1xs+2 . . . xn,

ãäå xi ∈ Ui, γ ∈ 〈σ1, σ2, . . . , σs−2, ρ1, ρ2, . . . , ρs−2〉 < UV Bn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 16, êîñà α ∈ UV Bn ìîæåò áûòü åäèí-

ñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

α = βπ (4.3)

äëÿ β ∈ UV Pn, π ∈ Sn = 〈ρ1, ρ2, . . . , ρn−1〉. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ks = π(s) = ι(βπ)(s) = ι(α)(s) 6= s.

Èç òîãî ôàêòà, ÷òî ι(α) � áèåêöèÿ ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} è ι(α)(s) = ks,

ñëåäóåò, ÷òî ι(α)(ks) 6= ks. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî s ∈ {1, 2, . . . , n} � ìàêñèìàëü-

íîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî ι(α)(s) 6= s, ñëåäóåò, ÷òî ks < s è Bks,s 6= 1.

Ò. ê. ïîäñòàíîâêè π, B−1
ks,s

äåéñòâóþò òîæäåñòâåííî íà s+1, s+2, . . . , n,

ïîäñòàíîâêà δ = πB−1
ks,s

òàêæå äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà s+ 1, s+ 2, . . . , n.

Áîëåå òîãî, îáðàç ýëåìåíòà s îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè δ ðàâåí s

s
π−−→ ks

B−1ks,s−−−−→ s,

ñëåäîâàòåëüíî, ïîäñòàíîâêà δ = πB−1
ks,s

äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà ýëåìåí-

òàõ s, s+ 1, . . . , n (â ÷àñòíîñòè, δ ëåæèò â ãðóïïå 〈ρ1, ρ2, . . . , ρs−2〉).

Èç ðàâåíñòâà (4.2) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîäõîäÿùèõ ýëåìåíòîâ yj ∈ Uj

äëÿ j = 2, 3, . . . , n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî β = y2y3 . . . yn. Òàêèì îáðàçîì,

ðàâåíñòâî (4.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

α = βπ = y2y3 . . . ynδBks,s = δ(y2y3 . . . yn)
δBks,s. (4.4)

Ò. ê. ýëåìåíò (y2y3 . . . yn) ëåæèò â UV Pn, ýëåìåíò (y2y3 . . . yn)
δ òàêæå

ëåæèò â UV Pn, ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (4.2), êðàøåíóþ êîñó

(y2y3 . . . yn)
δ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

(y2y3 . . . yn)
δ = z2z3 . . . zn

äëÿ ïîäõîäÿùèõ ýëåìåíòîâ zj ∈ Uj äëÿ j = 2, 3, . . . , n. Èç îïðåäåëå-

íèÿ ïîäãðóïï Uj è îïðåäåëåíÿ ýëåìåíòîâ λi,j, λj,i ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåí-

òû z2, z3, . . . , zs−1 ëåæàò â ãðóïïå 〈σ1, σ2, . . . , σs−2, ρ1, ρ2, . . . , ρs−2〉. Èç ýòîãî
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ôàêòà è òîãî ôàêòà, ÷òî δ ëåæèò â ãðóïïå 〈ρ1, ρ2, . . . , ρs−2〉, ñëåäóåò, ÷òî êî-

ñà γ = δz2z3 . . . zs−1 ëåæèò â ãðóïïå 〈σ1, σ2, . . . , σs−2, ρ1, ρ2, . . . , ρs−2〉. Â ýòèõ

îáîçíà÷åíèÿõ ðàâåíñòâî (4.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå.

α = δ(y2y3 . . . yn)
δBks,s

= δz2z3 . . . zs−1zszs+1 . . . znBks,s

= γzszs+1 . . . znBks,s

= γzsBks,s(zs+1zs+2 . . . zn)
Bks,s

= γzsBks,sz
Bks,s
s+1 z

Bks,s
s+2 . . . zBks,sn

Ò. ê. zj ∈ Uj = 〈λ1,j, λj,1〉×〈λ2,j, λj,2〉×· · ·×〈λj−1,j, λj,j−1〉, èç òåîðåìû 16

ñëåäóåò, ÷òî z
Bks,s
j ∈ Uj äëÿ j = s+ 1, s+ 2, . . . , n. Ñëåäîâàòåëüíî, îáîçíà÷èâ

xs = zs, xs+1 = z
Bks,s
s+1 , . . . , xn = z

Bks,s
n , ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

α = γxsBks,sxs+1xs+2 . . . xn,

êîòîðîå äîêàçûâàåò, ÷òî êîñà α ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â òðåáóåìîì âèäå.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü òðåáóåìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî êîñà α ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè

α = γxsBks,sxs+1xs+2 . . . xn = ηysBts,sys+1ys+2 . . . yn (4.5)

äëÿ xi, yi ∈ Ui (i = s, s + 1, . . . , n), γ, η ∈ 〈σ1, σ2, . . . , σs−2, ρ1, ρ2, . . . , ρs−2〉, è

äîêàæåì, ÷òî γ = η, ks = ts è xj = yj äëÿ j = s, s+ 1, . . . , n.

Èç ðàâåíñòâà (4.5) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

η−1γ = ysBts,sys+1 . . . yn(xsBks,sxs+1 . . . xn)
−1. (4.6)

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ts ≤ ks. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ts < ks, è ðàññìîòðèì îáðàç ðàâåíñòâà (4.6) îòíîñèòåëü-

íî ãîìîìîðôèçìà ι : UV Bn → Sn. Ò. ê. ts < ks, ïîäñòàíîâêà

ι(ysBts,sys+1 . . . yn(xsBks,sxs+1 . . . xn)
−1) èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.6) ïå-

ðåâîäèò s â ts

s
ι(ysBts,sys+1...yn)−−−−−−−−−−−→ ts

ι((xsBks,sxs+1...xn)−1)−−−−−−−−−−−−−−→ ts.
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Â òî æå âðåìÿ ïîäñòàíîâêè ι(η), ι(γ) ëåæàò â ïîäãðóïïå

〈σ1, σ2, . . . , σs−2, ρ1, ρ2, . . . , ρs−2〉, ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ïîäñòàíîâêè äåé-

ñòâóþò òîæäåñòâåííî íà ýëåìåíòàõ s, s + 1, . . . , n, è ïîäñòàíîâêà ι(η−1γ)

èç ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.6) äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà s. Ïîëó÷åííîå

ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ts = ks.

Èç ðàâåíñòâà ts = ks ñëåäóåò ðàâåíñòâî

ι(ysBts,sys+1 . . . yn(xsBks,sxs+1 . . . xn)
−1) = 1,

êîòîðîå â ñèëó ðàâåíñòâà (4.6) âëå÷åò ðàâåíñòâî ι(η−1γ) = 1. Èç ýòîãî

ôàêòà ñëåäóåò, ÷òî η−1γ ∈ UV Pn, è, ò. ê. êîñû η, γ ëåæàò â ïîäãðóïïå

〈σ1, σ2, . . . , σs−2, ρ1, ρ2, . . . , ρs−2〉, èìååò ìåñòî âëîæåíèå

η−1γ ∈ 〈U2, U3, . . . , Us−1〉.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîñà ysBts,sys+1 . . . yn(xsBks,sxs+1 . . . xn)
−1 èç ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà (4.6) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå

ysBts,sys+1ys+2 . . . yn(xsBks,sxs+1xs+2 . . . xn)
−1 =

= ysBts,sys+1 . . . ynx
−1
n . . . x−1

s+1B
−1
ts,s
x−1
s

= ysBts,sB
−1
ts,s

(ys+1 . . . ynx
−1
n . . . x−1

s+1x
−1
s )B

−1
ts,sx−1

s

= ys(ys+1 . . . ynx
−1
n . . . x−1

s+1x
−1
s )B

−1
ts,sx−1

s .

Ïî òåîðåìå 16 äëÿ ëþáîãî j = s + 1, s + 2, . . . , n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

y
B−1ts,s
j ∈ Uj, (x−1

j )B
−1
ts,s ∈ Uj, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî âëîæåíèå

ysBts,sys+1 . . . yn(xsBks,sxs+1 . . . xn)
−1 ∈ 〈Us, . . . , Un〉.

Èç ðàâåíñòâà (4.2) ñëåäóåò, ÷òî 〈U2, . . . , Us−1〉 ∩ 〈Us, . . . , Un〉 = 1, òàêèì îá-

ðàçîì, η = γ è xsBks,sxs+1 . . . xn = ysBts,sys+1 . . . yn. �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíîâëåíî â [93, äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-

ìû 1].
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Ëåììà 4. Ïóñòü K � çàöåïëåíèå ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè, K ′ � çàöåïëåíèå

ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè, ïîëó÷åííîå èç K çàìåíîé íåêîòîðîãî êëàññè÷åñêî-

ãî ïåðåêðåñòêà ìåæäó äóãàìè, ïðèíàäëåæàùèìè îäíîé êîìïîíåíòå äèà-

ãðàììû K, âèðòóàëüíûì ïåðåêðåñòêîì. Òîãäà K è K ′ ýêâèâàëåíòíû êàê

çàöåïëåíèÿ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íåñêîëüêî èíûì îáðàçîì ñôîðìóëèðîâàíî â

ðàáîòå [37] è ïîëíîñòüþ òàì äîêàçàíî. Ââèäó âàæíîñòè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ,

ìû ïîâòîðèì äîêàçàòåëüñòâî èç [37] â òåêñòå äèññåðòàöèè.

Ëåììà 5. Ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå % : UV B∞ → UV B∞, óäîâëåòâî-

ðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1. Äëÿ ëþáîé êîñû α ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè çàìûêàíèÿ êîñ α è %(α)

ýêâèâàëåíòíû êàê çàöåïëåíèÿ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè.

2. Åñëè α ∈ UV P∞, òî %(α) = α.

3. Åñëè α ∈ UV Bn \ UV Pn, òî %(α) ∈ UV Bn−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì îáðàç êîñû α ∈ UV Bn ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè

îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ % â ÿâíîì âèäå. Åñëè α ∈ UV Pn, òî ïîëîæèì

%(α) = α. Ïóñòü òåïåðü α ∈ UV Bn \ UV Pn. Íàéäåì ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî

s ∈ {1, 2, . . . , n}, òàêîå ÷òî ι(α)(s) = ks 6= s, è ðàññìîòðèì êîñó

α1 = Bs−n
1,n δB

n−s
1,n .

Ò. ê. ïðè ñîïðÿæåíèè çàìûêàíèå êîñû íå ìåíÿåòñÿ, çàöåïëåíèå α̂1 ñ äâîé-

íûìè ñïàéêàìè ýêâèâàëåíòíî çàöåïëåíèþ α̂.

Ïîäñòàíîâêà ι(α1) ïåðåâîäèò ýëåìåíò n â kn = n− s+ ks < n

n
ι(Bs−n1,n )
−−−−−→ s

ι(α)−−−→ ks
ι(Bn−s1,n )
−−−−−→ n− s+ ks = kn.

Ïî ëåììå 3, êîñà α1 ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå α1 = γxnBkn,n, ãäå

γ ∈ 〈σ1, σ2, . . . , σn−2, ρ1, ρ2, . . . , ρn−2〉, xn ∈ Un. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîäãðóï-

ïû Un, ýëåìåíò xn ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå xn = w1w2 . . . wn−1 äëÿ
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wi ∈ 〈λi,n, λn,i〉. Èç íåðàâåíñòâà Bkn,n 6= 1 ñëåäóåò, ÷òî Bkn,n = ρn−1Bkn,n−1,

ñëåäîâàòåëüíî, êîñó α1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

α1 = γw1w2 . . . wn−1ρn−1Bkn,n−1,

ãäå γ ∈ 〈σ1, σ2, . . . , σn−2, ρ1, ρ2, . . . , ρn−2〉 è wi ∈ 〈λi,n, λn,i〉 äëÿ i = 1, . . . , n

(ñì. ðèñóíîê 4.2).

γ

w1w2 . . . wn−2

wn−1

Bkn,n−1

Ðèñ. 4.2. Êîñà α1

Ðàññìîòðèì êîñó α2 = γw1w2 . . . wn−2ρn−1Bkn,n−1. Çàöåïëåíèå α̂1 ýêâè-

âàëåíòíî çàöåïëåíèþ α̂2. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðèñóíêà 4.2 î÷åâèäíî, ÷òî âñå

ïåðåêðåñòêè â wn−1 � ýòî ïåðåêðåñòêè ìåæäó äóãàìè çàöåïëåíèÿ α̂1, ïðèíàä-

ëåæàùèìè îäíîé êîìïîíåíòå çàöåïëåíèÿ α̂1. Èñïîëüçóÿ ëåììó 4, çàìåíèì

âñå êëàññè÷åñêèå ïåðåêðåñòêè â wn−1ρn−1 âèðòóàëüíûìè ïåðåêðåñòêàìè, ò. e.

çàìåíèì â êîñå wn−1 âñå ýëåìåíòû σn−1 íà ρn−1. Ò. ê. wn−1 ∈ 〈λn−1,n, λn,n−1〉

è λn−1,n = ρn−1σ
−1
n−1, λn,n−1 = σ−1

n−1ρn−1, â ðåçóëüòàòå çàìåíû âñåõ σn−1 íà

ρn−1, êîñà wn−1 ïåðåéäåò â òðèâèàëüíóþ êîñó. Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòà-

òå çàìåíû âñåõ êëàññè÷åñêèõ ïåðåêðåñòêîâ â wn−1ρn−1 âèðòóàëüíûìè ïå-

ðåêðåñòêàìè, êîñà α1 ïåðåéäåò â êîñó α2. Ïî ëåììå 4 çàìûêàíèÿ ýòèõ êîñ

ýêâèâàëåíòíû.

Ïî ëåììå 2 äëÿ âñåõ λj,n, λn,j ñ j < n− 1 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

λj,nρn−1 = ρn−1λj,n−1,

λn,jρn−1 = ρn−1λn−1,j.
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Ñëåäîâàòåëüíî, êîñó α2 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

α2 = γρn−1w
′
1 . . . w

′
n−2Bkn,n−1,

ãäå w′i = w
ρn−1
i � ýòî êîñà èç 〈λi,n−1, λn−1,i〉, â ÷àñòíîñòè wi ëåæèò â

〈σ1, σ2, . . . , σn−2, ρ1, ρ2, . . . , ρn−2〉 äëÿ i = 1, 2, . . . , n − 2 (ñì. ðèñóíîê 4.3).

γ

Bkn,n−1

w′1w
′
2 . . . w

′
n−2

Ðèñ. 4.3. Êîñà α2.

Â êîñå α2 ïðèñóòñòâóåò ëèøü îäèí âèðòóàëüíûé ïåðåêðåñòîê, âîâëå-

êàþùèé íèòü ñ íîìåðîì n. Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìàðêîâà, êîñó α2

ìîæíî ïðèâåñòè ê êîñå α3 = γw′1w
′
2 . . . w

′
n−2Bkn,n−1. Çàìûêàíèå êîñû α3 ýê-

âèâàëåíòíî çàìûêàíèþ êîñû α2, ñëåäîâàòåëüíî, çàìûêàíèå êîñû α3 ýêâèâà-

ëåíòíî çàìûêàíèþ êîñ α1, α. Áîëåå òîãî, êîñà α3 èìååò ëèøü (n− 1) íèòü.

Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

%(α) = α3 = γw′1w
′
2 . . . w

′
n−2Bkn,n−1.

Ëåììà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 2. Î÷åâèäíî, ÷òî â îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû 5 ñïðàâåäëèâû ðà-

âåíñòâà %(α) = %(α1) = %(α2).

Äëÿ ëþáîé êîñû α ∈ UV Bn ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîñ α, %(α), %2(α), . . .

ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà íåêîòîðîì øàãå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç %∗ îòîáðàæåíèå, ïå-

ðåâîäÿùåå êîñó α â êîñó %k(α), ãäå k � ýòî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâî-

ðÿþùåå ðàâåíñòâó %k(α) = %k+1(α). Îòîáðàæåíèå %∗ êîððåêòíî îïðåäåëåíî.
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Èñïîëüçóÿ ïðîñòóþ èíäóêöèþ ïî ÷èñëó n, ëåãêî óñòàíîâèòü ñëåäóþ-

ùèé ôàêò.

Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü α ∈ UV Bn � òàêàÿ êîñà, ÷òî %∗(α) ∈ UV Pm. Åñëè

α = βγ äëÿ β ∈ UV Bn, γ ∈ [UV Pn, UV Pn], òî %
∗(α) = %∗(β)δ, äëÿ íåêîòîðîé

êîñû δ ∈ [UV Pm, UV Pm].

Ëåììà 5 âëå÷åò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü α ∈ UV Bn � òàêàÿ êîñà, ÷òî åå çàìûêàíèå

α̂ èìååò m êîìïîíåíò. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîñà β ∈ UV Pm, ÷òî

α̂ = β̂.

Äîêàçàòåëüñòâî. β = %∗(α). �

4.2. Ïîëíûé èíâàðèàíò äëÿ çàöåïëåíèé ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè

Â äàííîì ðàçäåëå ïîñòðîåí ïîëíûé èíâàðèàíò äëÿ çàöåïëåíèé ñ äâîé-

íûìè ñïàéêàìè.

Ïî òåîðåìå 15 ãðóïïà êðàøåíûõ êîñ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè UV Pn ïî-

ðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè λi,j, λj,i äëÿ 1 ≤ i < j ≤ n. Ïî ëåììå 2 ãðóïïà

Sn = 〈ρ1, ρ2, . . . , ρn−1〉 < UV Bn äåéñòâóåò íà ãðóïïå UV Pn, ïåðåñòàâëÿÿ

èíäåêñû ïîðîæäàþùèõ λi,j, λj,i. Îáîçíà÷èì îáðàç êîñû α ∈ UV Pn îòíîñè-

òåëüíî åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà UV Pn → UV Pn/[UV Pn, UV Pn] ñèìâî-

ëîì α. Òîãäà ãðóïïà UV Pn/[UV Pn, UV Pn] ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè λi,j, λj,i

äëÿ 1 ≤ i < j ≤ n, è ãðóïïà Sn = 〈ρ1, ρ2, . . . , ρn−1〉 äåéñòâóåò íà ãðóïïå

UV Pn/[UV Pn, UV Pn], ïåðåñòàâëÿÿ èíäåêñû ïîðîæäàþùèõ λi,j, λj,i. Îñíîâ-

íûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 32. Ïóñòü α, β � êîñû ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè. Òîãäà çàìûêàíèÿ

α̂, β̂ ýêâèâàëåíòíû êàê çàöåïëåíèÿ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ýëåìåíòû %∗(α), %∗(β) ñîïðÿæåíû ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî

ýëåìåíòà èç Sn.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 32 áóäåò ïðèâåäåíî â ðàçäåëàõ 4.2.1, 4.2.2.

Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî ñëåäñòâèé èç òåîðåìû 32. Ñëåäóþùåå óòâåðæäå-

íèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî òåîðåìà 1 ñëåäóåò èç òåîðåìû 32.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü K � óçåë ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè. Òîãäà K � òðèâè-

àëüíûé óçåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α ∈ UV Bn � òàêàÿ êîñà, ÷òî α̂ = K, è ïóñòü

%∗(α) ∈ UV Pm äëÿ m ≤ n. Ïîíÿòíî, ÷òî çàìûêàíèå ëþáîé êîñû èç UV Pm

èìååò m êîìïîíåíò. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî K � óçåë, ò. å. K èìååò îäíó êîìïî-

íåíòó, ñëåäóåò, ÷òî m = 1, ò. å. %∗(α) ∈ UV P1 è %
∗(α) = 1. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî %∗(α) = 1, â ÷àñòíîñòè %∗(α) è 1 ñîïðÿæåíû â S1. Èç òåîðåìû 32 ñëåäó-

åò, ÷òî çàìûêàíèå êîñû α ýêâèâàëåíòíî çàìûêàíèþ òîæäåñòâåííîé êîñû íà

îäíîé íèòè, ò. å. K = α̂ � òðèâèàëüíûé óçåë. �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç òåîðåìû 32.

Ñëåäñòâèå 5. Îòîáðàæåíèå α̂ → %∗(α)
Sn

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàí-

òîì äëÿ çàöåïëåíèé ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè.

Ïóñòü α � íåêîòîðûé ýëåìåíò ãðóïïû UV Pn/[UV Pn, UV Pn]. Òîãäà

ýëåìåíò α ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê ïðîèçâåäåíèå ïîðîæäàþùèõ λi,j äëÿ

1 ≤ i 6= j ≤ n ãðóïïû UV Pn/[UV Pn, UV Pn] â ñëåäóþùåì âèäå

α =
∏

1≤i,j≤n
λ
ki,j
i,j (4.7)

äëÿ öåëûõ ÷èñåë ki,j (1 ≤ i 6= j ≤ n). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

$ : UV Pn/[UV Pn, UV Pn]→ Mn(Z)

èç ãðóïïû UV Pn/[UV Pn, UV Pn] â ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö ðàç-

ìåðà n × n ïî ïðàâèëó: åñëè ýëåìåíò α ∈ UV Pn/[UV Pn, UV Pn] ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ â âèäå (4.7), òî â ìàòðèöå $(α) íà äèàãîíàëè ñòîÿò íóëè, à äëÿ

1 ≤ i 6= j ≤ n â i-é ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå çàïèñàíî ÷èñëî ki,j. Èç òîãî, êàê

ãðóïïà Sn äåéñòâóåò íà ãðóïïå UV Pn/[UV Pn, UV Pn], ñëåäóåò ÷òî ýëåìåíòû
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α, β ∈ UV Pn/[UV Pn, UV Pn] ñîïðÿæåíû ïðè ïîìîùè ýëåìåíòà èç Sn òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöû $(α), $(β) ∈ Mn(Z) ñîïðÿæåíû ïðè ïî-

ìîùè ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìà 32 ìîæåò áûòü

ïåðåïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü α, β � êîñû ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè. Òîãäà çàìû-

êàíèÿ α̂, β̂ ýêâèâàëåíòíû êàê çàöåïëåíèÿ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöû $(%∗(α)), $(%∗(β)) ñîïðÿæåíû ïðè ïîìîùè

ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè.

Ïðèìåð 29. Ïóñòü K1 � òðèâèàëüíîå çàöåïëåíèå ñ äâóìÿ êîìïîíåíòàìè

(ðèñóíîê 4.4 (a)),K2 � çàöåïëåíèå Õîïôà (ðèñóíîê 4.4 (b)),K3 � âèðòóàëüíîå

çàöåïëåíèå Õîïôà (ðèñóíîê 4.4 (c))

(a) (b) (c)

Ðèñ. 4.4. Çàöåïëåíèÿ K1, K2, K3.

Ïóñòü α1 ∈ UV P2 � òðèâèàëüíàÿ êîñà íà äâóõ íèòÿõ. Ïîíÿòíî, ÷òî

α̂1 = K1. Èç òîãî ôàêòà ÷òî α1 ∈ UV P2 ñëåäóåò, ÷òî %∗(α1) = α1. Ò. ê.

α1 � òðèâèàëüíàÿ êîñà íà äâóõ íèòÿõ, ýëåìåíò α1 åñòü åäèíè÷íûé ýëåìåíò

ãðóïïû UV P2/[UV P2, UV P2], ñëåäîâàòåëüíî,

$(%∗(α1)) =

0 0

0 0

 .

Çàöåïëåíèå K2 ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì êîñû

α2 = σ−2
1 = σ−1

1 ρ1ρ1σ
−1
1 = λ2,1λ1,2.

Èç òîãî ôàêòà ÷òî α2 ∈ UV P2 ñëåäóåò, ÷òî %∗(α2) = α2. Òàêèì îáðàçîì,

ñïðàâäëèâî ðàâåíñòâî

$(%∗(α2)) =

0 1

1 0

 .
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Çàöåïëåíèå K3 ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì êîñû

α3 = σ−1
1 ρ1 = λ2,1.

Èç òîãî ôàêòà ÷òî α3 ∈ UV P2 ñëåäóåò, ÷òî %∗(α3) = α3. Òàêèì îáðàçîì,

ñïðàâäëèâî ðàâåíñòâî

$(%∗(α3)) =

0 0

1 0

 .

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöû

$(%∗(α1)) =

0 0

0 0

 , $(%∗(α2)) =

0 1

1 0

 , $(%∗(α3)) =

0 0

1 0


íå ìîãóò áûòü ñîïðÿæåíûå ïðè ïîìîùè ìàòðèöû ïîäñòàíîâêè, ñëåäîâàòåëü-

íî, ïî ñëåäñòâèþ 6 çàöåïëåíèÿ K1, K2, K3 ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè ðàçëè÷íû.

4.2.1. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå

Â äàííîì ðàçäåëå äîêàçàíà äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ, ñôîðìóëèðîâàí-

íîãî â òåîðåìå 32, à èìåííî, óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè α, β � òàêèå êîñû ñ

äâîéíûìè ñïàéêàìè, ÷òî %∗(α), %∗(β) ñîïðÿæåíû ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî

ýëåìåíòà èç Sn, òî çàìûêàíèÿ α̂, β̂ ýêâèâàëåíòíû êàê çàöåïëåíèÿ ñ äâîéíû-

ìè ñïàéêàìè.

Ëåììà 6. Ïóñòü α ∈ UV Pn, u, v ∈ 〈λn−1,n, λn,n−1〉. Òîãäà çàìûêàíèÿ êîñ

α è α[u, v] ýêâèâàëåíòíû êàê çàöåïëåíèÿ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ ∈ UV Bn+2 � êîñà ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè ñëåäó-

þùåãî âèäà

γ = αu−1ρn−1u
ρnρn−1Bn−1,n+1Bn−1,n+2.

Êîñà αu−1ρn−1 ëåæèò â ãðóïïå 〈σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1〉, à êîñà

uρnρn−1 ïðèíàäëåæèò ãðóïïå 〈λn,n+1, λn+1,n〉. Íàéäåì îáðàç %(γ) êîñû γ îò-

íîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ %, îïðåäåëåííîãî â ëåììå 5.
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Ò. ê. ι(γ)(n + 2) = n − 1, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî s ∈ {1, 2, . . . , n + 2},

óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó ι(γ)(s) 6= s, ðàâíî n+ 2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

γ1 = γ (γ1 � ýòî êîñà α1 èç ëåììû 5 äëÿ α = γ). Ò. ê. â êîñå

γ = αu−1ρn−1u
ρnρn−1Bn−1,n+1Bn−1,n+2

êîñà αu−1ρn−1u
ρnρn−1Bn−1,n+1 ëåæèò â ãðóïïå 〈σ1, σ2, . . . , σn, ρ1, ρ2, . . . , ρn〉,

ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè, îïèñàííîé â ëåììå 5, èìååì

γ2 = αu−1ρn−1u
ρnρn−1Bn−1,n+1ρn+1Bn−1,n+1

(γ2 � ýòî êîñà α2 èç ëåììû 5 äëÿ α = γ). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ

% èç ëåììû 5, êîñà %(γ) èìååò âèä

%(γ) = αu−1ρn−1u
ρnρn−1Bn−1,n+1Bn−1,n+1.

Íàéäåì êîñó %2(γ). Ò. ê. ι(%(γ))(n + 1) = n, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî s èç

{1, 2, . . . , n + 1}, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó ι(%(γ))(s) 6= s, ðàâíî n + 1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî %(γ)1 = %(γ) (%(γ)1 � ýòî êîñà α1 èç ëåììû 5 äëÿ

α = %(γ)). Êîñó %(γ) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

%(γ) = αu−1ρn−1u
ρnρn−1Bn−1,n+1Bn−1,n+1

= αu−1ρn−1u
ρnρn−1ρn−1ρn

= αu−1ρn−1u
ρnρn−1ρn−1ρn = αu−1uρnρn,

ãäå êîñà αu−1 ëåæèò â ãðóïïå 〈σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1〉, à êîñà uρn

ëåæèò â 〈λn−1,n+1, λn+1,n−1〉. Ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè, îïèñàííîé â ëåììå 5,

èìååì

%(γ)2 = αu−1uρnρn

(%(γ)2 � ýòî êîñà α2 èç ëåììû 5 äëÿ α = %(γ)). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

îòîáðàæåíèÿ % èç ëåììû 5 êîñà %2(γ) èìååò âèä

%2(γ) = α.
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Èç òîãî ôàêòà, ÷òî %2(γ) = α � êðàøåíàÿ êîñà, ñëåäóåò, ÷òî %∗(γ) = α.

Ïóñòü w = vρn−1Bn−1,n+1Bn−1,n+2. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî êîñà w ëå-

æèò â ãðóïïå 〈λn+2,n+1, λn+1,n+2〉. Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ = wγw−1 è íàéäåì

%∗(δ). Íàéäåì ñíà÷àëà %(δ). Ò. ê. w � êðàøåíàÿ êîñà, äëÿ ëþáîãî ÷èñëà s

èç {1, 2, . . . , n + 2} ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ι(δ)(s) = ι(γ)(s), ñëåäîâàòåëü-

íî, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî s, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó ι(δ)(s) 6= s, ðàâíî

n + 2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî δ1 = δ (δ1 � ýòî êîñà α1 èç ëåììû 5 äëÿ α = δ).

Êîñó δ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

δ = wγw−1 = wαu−1ρn−1u
ρnρn−1Bn−1,n+1Bn−1,n+2w

−1

= αu−1ρn−1u
ρnρn−1wBn−1,n+1(w

−1)B
−1
n−1,n+2Bn−1,n+2

= αu−1ρn−1u
ρnρn−1Bn−1,n+1w

Bn−1,n+1(w−1)B
−1
n−1,n+2Bn−1,n+2

= αu−1ρn−1u
ρnρn−1Bn−1,n+1(w

−1)B
−1
n−1,n+2wBn−1,n+1Bn−1,n+2,

ãäå êîñà αu−1ρn−1u
ρnρn−1Bn−1,n+1(w

−1)B
−1
n−1,n+2 ïðèíàäëåæèò ãðóïïå

〈σ1, σ2, . . . , σn, ρ1, ρ2, . . . , ρn〉, à êîñà wBn−1,n+1 ëåæèò â 〈λn+2,n, λn,n+2〉.

Ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè, îïèñàííîé â ëåììå 5, èìååì

δ2 = αu−1ρn−1u
ρnρn−1Bn−1,n+1(w

−1)B
−1
n−1,n+2wBn−1,n+1ρn+1Bn−1,n+1

(δ2 � ýòî êîñà α2 èç ëåììû 5 äëÿ α = δ). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ

% èç ëåììû 5, êîñà %(δ) èìååò âèä

%(δ) = αu−1ρn−1u
ρnρn−1Bn−1,n+1(w

−1)B
−1
n−1,n+2wBn−1,n+1ρn+1Bn−1,n+1.

Íàéäåì êîñó %2(δ). Ò. ê. ι(%(δ))(n + 1) = n, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî s èç

{1, 2, . . . , n + 1}, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó ι(%(δ))(s) 6= s, ðàâíî n + 1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî %(δ)1 = %(δ) (%(δ)1 � ýòî êîñà α1 èç ëåììû 5 äëÿ
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α = %(γ)). Êîñà %(δ) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå

%(δ) = αu−1ρn−1u
ρnρn−1Bn−1,n+1(w

−1)B
−1
n−1,n+2wBn−1,n+1ρn+1Bn−1,n+1

= αu−1ρn−1u
ρnρn−1(w−1)B

−1
n−1,n+2B

−1
n−1,n+1wBn−1,n+1ρn+1B

−1
n−1,n+1Bn−1,n+1Bn−1,n+1

= αu−1ρn−1u
ρnρn−1(w−1)B

−1
n−1,n+2B

−1
n−1,n+1wBn−1,n+1ρn+1B

−1
n−1,n+1ρn−1ρn

= αu−1uρn(w−1)B
−1
n−1,n+2B

−1
n−1,n+1ρn−1wBn−1,n+1ρn+1B

−1
n−1,n+1ρn−1ρn

= αu−1(w−1)B
−1
n−1,n+2B

−1
n−1,n+1ρn−1uρnwBn−1,n+1ρn+1B

−1
n−1,n+1ρn−1ρn,

ãäå êîñà αu−1(w−1)B
−1
n−1,n+2B

−1
n−1,n+1ρn−1 ïðèíàäëåæèò ãðóïïå

〈σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1〉, à êîñà uρnwwBn−1,n+1ρn+1B
−1
n−1,n+1ρn−1 ëå-

æèò â 〈λn−1,n+1, λn+1,n−1〉. Ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè, îïèñàííîé â ëåììå 5,

èìååì

%(δ)2 = αu−1(w−1)B
−1
n−1,n+2B

−1
n−1,n+1ρn−1uρnwBn−1,n+1ρn+1B

−1
n−1,n+1ρn−1ρn

(%(δ)2 � ýòî êîñà α2 èç ëåììû 5 äëÿ α = %(δ)). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îòîá-

ðàæåíèÿ % èç ëåììû 5, êîñà %2(δ) èìååò âèä

%2(δ) = αu−1(w−1)B
−1
n−1,n+2B

−1
n−1,n+1ρn−1uwBn−1,n+1ρn+1B

−1
n−1,n+1ρn−1ρn.

Èç ðàâåíñòâà w = vρn−1Bn−1,n+1Bn−1,n+2 ñëåäóåò, ÷òî

(w−1)B
−1
n−1,n+2B

−1
n−1,n+1ρn−1 = v−1.

Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

wBn−1,n+1ρn+1B
−1
n−1,n+1ρn−1ρn = v

ρn−1Bn−1,n+1Bn−1,n+2Bn−1,n+1ρn+1B
−1
n−1,n+1ρn−1ρn

= vρn−1Bn−1,n+1Bn−1,n+2Bn−1,n+1ρn+1ρn−1ρnρn−1ρn

= vρn−1Bn−1,n+1Bn−1,n+2Bn−1,n+1ρn+1ρnρn−1

= vρn−1Bn−1,n+2Bn,n+2Bn−1,n+1ρn+1ρnρn−1

= vρn−1Bn−1,n+2ρn+1ρn−1ρn+1ρnρn−1

= vρn−1Bn−1,n+2ρn−1ρnρn−1 = vρn−1ρn+1ρn−1 = vρn+1

= v (ò. ê. v ∈ 〈λn−1,n, λn,n−1〉).
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Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî %2(δ) = αu−1v−1uv = α[u, v]. Èç òîãî

ôàêòà, ÷òî %2(δ) � êðàøåíàÿ êîñà, ñëåäóåò, ÷òî %∗(δ) = %2(δ) = α[u, v].

Ò. ê. çàìûêàíèÿ êîñ γ è δ = γw
−1

ýêâèâàëåíòíû êàê çàöåïëåíèÿ ñ

äâîéíûìè ñïàéêàìè, ïî ëåììå 5 çàìûêàíèÿ êîñ %∗(γ) = α è %∗(δ) = α[u, v]

ýêâèâàëåíòíû êàê çàöåïëåíèÿ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè. �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåò äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ, ñôîðìó-

ëèðîâàííîãî â òåîðåìå 32.

Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü α, β ∈ UV Pn � òàêèå êîñû ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè,

÷òî ýëåìåíòû α, β ∈ UV Pn/[UV Pn, UV Pn] ñîïðÿæåíû ïðè ïîìîùè ýëå-

ìåíòà èç Sn. Òîãäà çàöåïëåíèÿ α̂, β̂ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýëåìåíòû α, β ∈ UV Pn/[UV Pn, UV Pn] èìåþò âèä

α =
∏

1≤i,j≤n
λ
ki,j
i,j , β =

∏
1≤i,j≤n

λ
mi,j

i,j .

Ðàññìîòðèì êîñû α0, β0 ∈ UV Pn ñëåäóþùåãî âèäà

α0 =
∏

1≤i,j≤n
λ
ki,j
i,j , β0 =

∏
1≤i,j≤n

λ
mi,j

i,j .

Ò. ê. α, β ∈ UV Pn/[UV Pn, UV Pn] ñîïðÿæåíû ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ïîä-

ñòàíîâêè èç Sn (à ïîäñòàíîâêè äåéñòâóþò íà UV Pn/[UV Pn, UV Pn] ïåðå-

ñòàíîâêàìè èíäåêñîâ ïîðîæäàþùèõ), êîñû α0, β0 ∈ UV Pn ñîïðÿæåíû ïðè

ïîìîùè òîé æå ñàìîé ïîäñòàíîâêè èç Sn. Ò. ê. çàìûêàíèÿ ñîïðÿæåííûõ êîñ

ýêâèâàëåíòíû, çàöåïëåíèÿ α̂0, β̂0 ýêâèâàëåíòíû êàê çàöåïëåíèÿ ñ äâîéíûìè

ñïàéêàìè. Èç ýòîãî ôàêòà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü óòâåðæäå-

íèå, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî çàìûêàíèå êîñû α ýêâèâàëåíòíî çàìûêàíèþ

êîñû α0, à çàìûêàíèå êîñû β ýêâèâàëåíòíî çàìûêàíèþ êîñû β0.

Äîêàæåì, ÷òî çàìûêàíèå êîñû α ýêâèâàëåíòíî çàìûêàíèþ êîñû α0.

Èç òîãî ôàêòà, ÷òî α = α0, ñëåäóåò, ÷òî α0 = α[u1, v1][u2, v2] . . . [uk, vk] äëÿ

íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ ui, vi ∈ UV Pn, i = 1, 2, . . . , k. Ïî òåîðåìå 15 ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî ui, vi ∈ 〈λri,si, λsi,ri〉 äëÿ i = 1, 2, . . . , k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α1 = α,
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α2 = α1[u1, v1], α3 = α2[u2, v2], . . . , αk = αk−1[uk, vk] = α0. Åñëè äîêàçàòü,

÷òî äëÿ êàæäîãî èíäåêñà i = 1, 2, . . . , k çàìûêàíèå êîñû αi ýêâèâàëåíòíî

çàìûêàíèþ êîñû αi−1, òî ìû äîêàæåì, ÷òî çàìûêàíèå êîñû α ýêâèâàëåíòíî

çàìûêàíèþ êîñû α0. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α0 = α[u, v] äëÿ

íåêîòîðûõ u, v ∈ 〈λr,s, λs,r〉.

Çàìûêàíèå êîñû α0 ýêâèâàëåíòíî çàìûêàíèþ êîñû αµ0 äëÿ ëþáîé ïîä-

ñòàíîâêè µ ∈ Sn < UV Bn. Ïóñòü µ � ïîäñòàíîâêà, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò s â

n − 1, à r â n. Òîãäà çàìûêàíèå êîñû α0 ýêâèâàëåíòíî çàìûêàíèþ êîñû

αµ0 = αµ[uµ, vµ]. Ñîãëàñíî òåîðåìå 16 êîñû uµ, vµ ëåæàò â 〈λn−1,n, λn,n−1〉,

ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 6 çàìûêàíèå êîñû α0 ýêâèâàëåíòíî çàìûêàíèþ êî-

ñû αµ, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî çàìûêàíèþ êîñû α. Òîò ôàêò,

÷òî çàìûêàíèå êîñû β ýêâèâàëåíòíî çàìûêàíèþ êîñû β0 äîêàçûâàåòñÿ àíà-

ëîãè÷íî. �

4.2.2. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå

Â äàííîì ðàçäåëå äîêàçàíà íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ, ñôîðìóëèðîâàí-

íîãî â òåîðåìå 32, à èìåííî, óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè çàìûêàíèÿ α̂, β̂ êîñ α, β

ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè ýêâèâàëåíòíû êàê çàöåïëåíèÿ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè,

òî %∗(α), %∗(β) ñîïðÿæåíû ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî ýëåìåíòà èç Sm.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè Ai, Bi, Ci, Di ñëåäóþùèå ýëåìåíòû ãðóïïû êîñ

UV Bn ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè

Bi = Bi,n = ρn−1ρn−2 . . . ρi äëÿ 1 ≤ i ≤ n− 1, Bn = 1,

Ai = Bi,n−1 = ρn−2ρn−3 . . . ρi äëÿ 1 ≤ i ≤ n− 2, An−1 = 1,

Ci = Bi,n−2 = ρn−3ρn−4 . . . ρi äëÿ 1 ≤ i ≤ n− 3, Cn−2 = 1,

Di = Bi,n−3 = ρn−4ρn−5 . . . ρi äëÿ 1 ≤ i ≤ n− 4, Dn−3 = 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî Bi = ρn−1Ai, Ai = ρn−2Ci, Ci = ρn−3Di.

Ëåììà 7. Ïóñòü α ∈ UV Bn, è ïóñòü β = αρi äëÿ êàêîãî-òî èíäåêñà i
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èç {1, 2, . . . , n − 1}. Òîãäà ýëåìåíòû %∗(α), %∗(β) ∈ UV Pm/[UV Pm, UV Pm]

ñîïðÿæåíû ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè èç Sm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî ïàðà-

ìåòðó n−m. Ýòîò ïàðàìåòð ðàâåí ðàçíèöå ìåæäó êîëè÷åñòâîì íèòåé â êîñå

α è êîëè÷åñòâîì êîìïîíåíò â çàöåïëåíèè α̂.

Åñëè n−m = 0, òî êîñû α, β ÿâëÿþòñÿ êðàøåíûìè êîñàìè ñ äâîéíû-

ìè ñïàéêàìè. Èç ýòîãî ôàêòà è îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ %∗ ñëåäóþò, ÷òî

%∗(α) = α, %∗(β) = β. Ñëåäîâàòåëüíî,

%∗(β) = β = αρi = %∗(α)
ρi
,

è áàçà èíäóêöèè äîêàçàíà.

Åñëè n−m > 0, òî α, β ∈ UV Bn\UV Pn, %∗(α) 6= α, %∗(β) 6= β. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç s ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî s ∈ {1, 2, . . . , n}, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðà-

âåíñòâó ι(α)(s) 6= s, è ïóñòü ι(α)(s) = ks. Ïóñòü ýëåìåíò α1 = Bs−n
1 αBn−s

1

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå, îïèñàííîì â ëåììå 3, ñëåäóþùèì îáðàçîì

α1 = Bs−n
1 αBn−s

1 = γw1w2 . . . wn−1Bk, (4.8)

ãäå êîñà γ ëåæèò â ãðóïïå 〈σ1, σ2, . . . , σn−2, ρ1, ρ2, . . . , ρn−2〉, wj ∈ 〈λj,n, λn,j〉,

è Bk 6= 1. Èç îïðåäåëåíèÿ êîñû α1 î÷åâèäíî, ÷òî k = ks+n−s. Ñîãëàñíî êîí-

ñòðóêöèè îòîáðàæåíèÿ % èç ëåììû 5, êîñà %(α) ∈ V Bn−1 èìååò ñëåäóþùèé

âèä

%(α) = γw
ρn−1
1 w

ρn−1
2 . . . w

ρn−1
n−2Ak. (4.9)

Ïóñòü êîñà γ ∈ 〈σ1, σ2, . . . , σn−2, ρ1, ρ2, . . . , ρn−2〉 = V Bn−1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå, îïèñàííîì â ëåììå 3, ñëåäóþùèì îáðàçîì

γ = ηv1v2 . . . vn−2Al (4.10)

äëÿ íåêîòîðîé êîñû η èç 〈σ1, σ2, . . . , σn−3, ρ1, ρ2, . . . , ρn−3〉 è êîñ vj èç

〈λj,n−1, λn−1,j〉. Â çàâèñèìîñòè îò ÷èñåë i, s, l è k èìååò ìåñòî îäèí èç ñëó-

÷àåâ, ïðèâåäåííûõ â ñëåäóþùåé òàáëèöå.
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1) i ≤ k − n+ s− 2

2) i = k − n+ s− 1

3) i = k − n+ s 3.1) k ≤ n− 2

3.2) k = n− 1 3.2.1) l = n− 1

3.2.2) l ≤ n− 2

4) k − n+ s+ 1 ≤ i ≤ s− 2

5) i = s− 1 5.1) l = n− 1

5.2) l = n− 2

5.3) l ≤ n− 3 5.3.1) l ≥ k

5.3.2) l < k

6) i = s

7) i ≥ s+ 1

Êàæäûé èç ñëó÷àåâ, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå, ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü

îòäåëüíî. Îäíàêî, ñðåäè ñëó÷àåâ, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå, åñòü ìíîãî ñëó÷à-

åâ, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîõîæèì îáðàçîì. Ïîýòîìó ïðèâåäåì ïîäðîá-

íîå äîêàçàòåëüñòâî ëèøü äëÿ ñëó÷àåâ 1), 5.3.1), 6) è 7). Îñòàëüíûå ñëó÷àè

ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñëó÷àé 1: i ≤ k − n + s − 2. Èç ðàâåíñòâà k = ks + n − s ñëåäóåò

íåðàâåíñòâî i ≤ ks − 2, èç êîòîðîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò, ÷òî ïîäñòà-

íîâêà ι(ρi) äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà s è ks. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëü-

íîå ÷èñëî èç {1, 2, . . . , n}, íà êîòîðîì ïîäñòàíîâêà ι(β) äåéñòâóåò íåòîæäå-

ñòâåííî, ðàâíî s. Îáîçíà÷èì ÷åðåç β1 = Bs−n
1 βBn−s

1 . Îòìåòèì, ÷òî â ãðóïïå

Sn = 〈ρ1, ρ2, . . . , ρn−1〉 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Bs−n
1 ρiB

n−s
1 = ρi+n−s. (4.11)

Äåéñòâèòåëüíî, ρi � ýòî òðàíñïîçèöèÿ (i, i+ 1), à B1 � ýòî öèêë (1, 2, . . . , n).

Ñëåäîâàòåëüíî,

Bs−n
1 ρiB

n−s
1 = (i, i+ 1)(1,2,...,n)n−s = (i+ n− s, i+ 1 + n− s) = ρi+n−s.
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Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (4.11), êîñó β1 = Bs−n
1 βBn−s

1 ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëå-

äóþùåì âèäå

β1 = Bs−n
1 ρiαρiB

n−s
1

= ρi+n−sB
s−n
1 αBn−s

1 ρi+n−s

= ρi+n−sγw1w2 . . . wn−1Bkρi+n−s

= γρi+n−s(w1w2 . . . wn−2)
ρi+n−sw

ρi+n−s
n−1 B

ρi+n−s
k .

Èç íåðàâåíñòâà i ≤ k − n + s − 2 ñëåäóåò, ÷òî i + n − s ≤ k − 2. Èç ýòîãî

ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî B
ρi+n−s
k = Bk, w

ρi+n−s
n−1 = wn−1, è êîñà γρi+n−s ëåæèò â

ãðóïïå 〈σ1, σ2, . . . , σn−2, ρ1, ρ2, . . . , ρn−2〉. Ò. ê. ïîäñòàíîâêà ι(ρi+n−s) äåéñòâó-

åò òîæäåñòâåííî íà n, êîñà (w1w2 . . . wn−2)
ρi+n−s ëåæèò â ãðóïïå

〈λ1,n, λn,1〉 × 〈λ2,n, λn,2〉 × · · · × 〈λn−2,n, λn,n−2〉,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

β1 = γρi+n−s(w1w2 . . . wn−2)
ρi+n−swn−1Bk.

Ò. ê. i+ n− s < n− 2, ïîäñòàíîâêè ρn−1 è ρi+n−s êîììóòèðóþò, è, ñëåäîâà-

òåëüíî, êîñà %(β) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå

%(β) = γρi+n−s(w1w2 . . . wn−2)
ρi+n−sρn−1Ak

= γρi+n−s(w1w2 . . . wn−2)
ρn−1ρi+n−sAk

= γρi+n−s((w1w2 . . . wn−2)
ρn−1)ρi+n−sA

ρi+n−s
k

= (γ(w1w2 . . . wn−2)
ρn−1Ak)

ρi+n−s

= %(α)ρi+n−s.

Ò. ê. %(α), %(β) ∈ UV Bn−1, ò. å. êîñû %(α), %(β) èìåþò íà îäíó íèòü ìåíü-

øå, ÷åì êîñû α, β, ê êîñàì %(α), %(β) = %(α)ρi+n−s ìîæíî ïðèìåíèòü èí-

äóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû %∗(%(α)) = %∗(α) è

%∗(%(β)) = %∗(β) ñîïðÿæåíû ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâêè èç Sm.
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Ñëó÷àé 5.3.1: i = s− 1, k ≤ l ≤ n− 3. Èç ðàâåíñòâ (4.8), (4.9), (4.10)

è îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ % èç ëåììû 5 èìååì ðàâåíñòâà

α1 = ηv1v2 . . . vn−2Alw1w2 . . . wn−1Bk,

%(α) = ηv1v2 . . . vn−2Al(w1w2 . . . wn−2)
ρn−1Ak

= ηv1v2 . . . vn−2(w1w2 . . . wn−2)
ρn−1A

−1
l AlAk.

Íàéäåì êîñó %2(α). Èç íåðàâåíñòâ k ≤ l ≤ n − 3 ñëåäóåò, ÷òî ïîäñòàíîâ-

êà ι(%(α)) ïåðåâîäèò n − 1 â l + 1 ≤ n − 2, ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëü-

íîå ÷èñëî èç {1, 2, . . . , n − 1}, íà êîòîðîì ïîäñòàíîâêà ι(%(α)) äåéñòâóåò

íåòîæäåñòâåííî, ðàâíî n − 1. Èç íåðàâåíñòâ k ≤ l ≤ n − 3 ñëåäóåò, ÷òî

AlAk = CkAl+1. Äåéñòâèòåëüíî, êîñû Al, Ak, Ck, Al+1 � ýòî, ñîîòâåòñòâåí-

íî, öèêëû (l, l + 1, . . . , n − 1), (k, k + 1, . . . , n − 1), (k, k + 1, . . . , n − 2),

(l + 1, l + 2, . . . , n− 1). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

A−1
k AlAk = (l, l + 1, . . . , n− 1)(k,k+1,...,n−1)

= (l + 1, l + 2, . . . , n− 1, k)

= (k, n− 1)(l + 1, l + 2, . . . , n− 1)

= (k, n− 1)Al+1

= (n− 1, n− 2)(k,k+1,...,n−2)Al+1

= C−1
k ρn−2CkAl+1

= A−1
k CkAl+1,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò ðàâåíñòâî AlAk = CkAl+1. Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî,

ïåðåïèøåì ýëåìåíò %(α) â ñëåäóþùåì âèäå

%(α) = ηv1 . . . vn−2(w1 . . . wn−2)
ρn−1A

−1
l CkAl+1

= η(w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−2)
ρn−1A

−1
l v1 . . . vn−2w

ρn−1A
−1
l

l CkAl+1

= η(w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−2)
ρn−1A

−1
l Ck(v1 . . . vn−2)

Ckw
ρn−1A

−1
l Ck

l Al+1

= η(w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−2)
ρn−1A

−1
l Ck

· (v1 . . . vn−4vn−2)
Ckw

ρn−1A
−1
l Ck

l vCkn−3Al+1.

150



Ñîãëàñíî ëåììå 2, êîñà η(w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−2)
ρn−1A

−1
l Ck ëåæèò â ãðóïïå

〈σ1, σ2, . . . , σn−3, ρ1, ρ2, . . . , ρn−3〉, êîñà (v1 . . . vn−4vn−2)
Ckw

ρn−1A
−1
l Ck

l ëåæèò â

ãðóïïå 〈λ1,n−1, λn−1,1〉×〈λ2,n−1, λn−1,2〉×· · ·×〈λn−3,n−1, λn−1,n−3〉, à êîñà vCkn−3

ëåæèò â ãðóïïå 〈λn−2,n−1, λn−1,n−2〉. Ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè îòîáðàæåíèÿ %,

îïèñàííîãî â ëåììå 5, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

%2(α) = η(w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−2)
ρn−1A

−1
l Ck(v1 . . . vn−4vn−2)

Ckρn−2

· wρn−1A
−1
l Ckρn−2

l Cl+1

= η(w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−2)
ρn−1A

−1
l (v1 . . . vn−4vn−2)

Ckρn−2C
−1
k

· wρn−1A
−1
l Ckρn−2C

−1
k

l CkCl+1

Íàéäåì êîñó %(β) = %(ρs−1αρs−1). Îáðàç ýëåìåíòà s îòíîñèòåëüíî ïîä-

ñòàíîâêè ι(β) ðàâåí ι(α)(s − 1), ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èç

{1, 2, . . . , n}, íà êîòîðîì ïîäñòàíîâêà ι(β) äåéñòâóåò íåòîæäåñòâåííî, ðàâ-

íî s. Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè â ãðóïïå ïîäñòàíîâîê íåñëîæíî óáåäèòüñÿ,

÷òî äëÿ k ≤ l ≤ n − 3 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà ρs−1B
n−s
1 = Bn−s

1 ρn−1,

A
ρn−1
l B

ρn−1
k = Akρn−2Bl+1. Èñïîëüçóÿ ýòè ðàâåíñòâà, êîñó β1 = Bs−n

1 βBn−s
1

ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

β1 = Bs−n
1 ρs−1αρs−1B

n−s
1 = ρn−1B

s−n
1 αBn−s

1 ρn−1 = ρn−1α1ρn−1

= ρn−1ηv1 . . . vn−2Alw1 . . . wn−1Bkρn−1

= ηρn−1(v1 . . . vn−2)
ρn−1A

ρn−1
l (w1 . . . wn−1)

ρn−1B
ρn−1
k

= ηρn−1(v1 . . . vn−2)
ρn−1(w1 . . . wn−1)

A−1l ρn−1A
ρn−1
l B

ρn−1
k

= ηρn−1(v1 . . . vn−2)
ρn−1(w1 . . . wn−1)

A−1l ρn−1Akρn−2Bl+1

= ηρn−1(w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−1)
A−1l ρn−1(v1 . . . vn−2)

ρn−1w
A−1l ρn−1
l Akρn−2Bl+1

= ηρn−1(w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−1)
A−1l ρn−1Akρn−2

· (v1 . . . vn−2)
ρn−1Akρn−2w

A−1l ρn−1Akρn−2
l Bl+1

= ηρn−1(w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−1)
A−1l ρn−1Akρn−2

· (v1 . . . vn−4vn−2)
ρn−1Akρn−2w

A−1l ρn−1Akρn−2
l v

ρn−1Akρn−2
n−3 Bl+1
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Ïî òåîðåìå 16, êîñà ηρn−1(w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−1)
A−1l ρn−1Akρn−2 ëåæèò â

〈σ1, σ2, . . . , σn−2, ρ1, ρ2, . . . , ρn−2〉, êîñà (v1 . . . vn−4vn−2)
ρn−1Akρn−2w

A−1l ρn−1Akρn−2
l

ëåæèò â 〈λ1,n, λn,1〉×〈λ2,n, λn,2〉×· · ·×〈λn−2,n, λn,n−2〉, à êîñà vρn−1Akρn−2n−3 ëåæèò

â 〈λn−1,n, λn,n−1〉. Èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ % ñëåäóåò, ÷òî

%(β) = ηρn−1(w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−1)
A−1l ρn−1Akρn−2

· (v1 . . . vn−4vn−2)
ρn−1Akρn−2ρn−1w

A−1l ρn−1Akρn−2ρn−1
l Al+1

Íàéäåì êîñó %2(β). Ò. ê. êîñà ηρn−1 ëåæèò â ãðóïïå

〈σ1, σ2, . . . , σn−3, ρ1, ρ2, . . . , ρn−3〉, îáðàç ýëåìåíòà n − 1 ïîä äåéñòâèåì

ïîäñòàíîâêè ι(%(β)) ðàâåí îáðàçó ýòîãî ýëåìåíòà ïîä äåéñòâèåì ïîäñòà-

íîâêè ι(Akρn−2Al+1), êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâåí k. Òàêèì îáðàçîì,

ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èç {1, 2, . . . , n − 1}, íà êîòîðîì ïîäñòàíîâêà ι(%(β))

äåéñòâóåò íåòîæäåñòâåííî, ðàâíî n− 1. Èñïîëüçóÿ íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ

â ãðóïïå ïîäñòàíîâîê, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè k ≤ l ≤ n− 3 ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî Akρn−2Al+1 = DlAk. Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî, èìååì

%(β) = ηρn−1(w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−1)
A−1l ρn−1

· (v1 . . . vn−4vn−2)
ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A

−1
k

· wA−1l ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A
−1
k

l Akρn−2Al+1

= ηρn−1(w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−1)
A−1l ρn−1

· (v1 . . . vn−4vn−2)
ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A

−1
k

· wA−1l ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A
−1
k

l DlAk

= ηρn−1(v1 . . . vn−4vn−2)
ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A

−1
k

· (w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−2)
A−1l ρn−1

· wA−1l ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A
−1
k

l w
A−1k ρn−1
n−1 DlAk

= ηρn−1(v1 . . . vn−4vn−2)
ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A

−1
k Dl

· (w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−2)
A−1l ρn−1Dl

· wA−1l ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A
−1
k Dl

l w
A−1l ρn−1Dl

n−1 Ak
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Êîñà ηρn−1(v1 . . . vn−4vn−2)
ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A

−1
k Dl ïðèíàäëåæèò ãðóïïå

〈σ1, σ2, . . . , σn−3, ρ1, ρ2, . . . , ρn−3〉,

êîñà (w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−2)
A−1l ρn−1Dlw

A−1l ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A
−1
k Dl

l ëåæèò â

〈λn−1,1, λ1,n−1〉 × 〈λn−1,2, λ2,n−1〉 × · · · × 〈λn−3,n−1, λn−1,n−3〉, à êîñà w
A−1l ρn−1Dl

n−1

ëåæèò â 〈λn−2,n−1, λn−1,n−2〉. Ñëåäîâàòåëüíî, êîñà %2(β) èìååò âèä

%2(β) = ηρn−1(v1 . . . vn−4vn−2)
ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A

−1
k Dl

· (w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−2)
A−1l ρn−1Dlρn−2

· wA−1l ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A
−1
k Dlρn−2

l Ck

= ηρn−1(v1 . . . vn−4vn−2)
ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A

−1
k

· (w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−2)
A−1l ρn−1Dlρn−2D

−1
l

· wA−1l ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A
−1
k Dlρn−2D

−1
l

l DlCk

= ηρn−1(w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−2)
A−1l ρn−1Dlρn−2D

−1
l

· (v1 . . . vn−4vn−2)
ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A

−1
k

· [(v1 . . . vn−4vn−2)
ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A

−1
k ,

(w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−2)
A−1l ρn−1Dlρn−2D

−1
l ]

· wA−1l ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A
−1
k Dlρn−2D

−1
l

l DlCk.

Ñðàâíèì êîñó %2(β) ñ óæå íàéäåííîé êîñîé %2(α)

%2(α) = η(w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−2)
ρn−1A

−1
l (v1 . . . vn−4vn−2)

Ckρn−2C
−1
k

· wρn−1A
−1
l Ckρn−2C

−1
k

l CkCl+1.

Èñïîëüçóÿ íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ â ãðóïïå ïîäñòàíîâîê, ëåãêî óáåäèòüñÿ

â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A
−1
k = ρn−3ρn−2ρn−3ρn−1. Èç

ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

(v1 . . . vn−4vn−2)
ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A

−1
k = ((v1 . . . vn−4vn−2)

ρn−3ρn−2ρn−3)ρn−1,
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à ò. ê. ïî ëåììå 2 êîñà (v1 . . . vn−4vn−2)
ρn−3ρn−2ρn−3 ëåæèò â ãðóïïå

〈σ1, σ2, . . . , σn−3, ρ1, ρ2, . . . , ρn−3〉, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

((v1 . . . vn−4vn−2)
ρn−3ρn−2ρn−3)ρn−1 = (v1 . . . vn−4vn−2)

ρn−3ρn−2ρn−3.

Èñïîëüçóÿ ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ â ãðóïïå ïîäñòàíîâîê, ëåãêî óáåäèòüñÿ â

ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà Cjρn−2C
−1
j = ρn−3ρn−2ρn−3, èç êîòîðîãî ñëåäóåò

ðàâåíñòâî (v1 . . . vn−4vn−2)
ρn−3ρn−2ρn−3 = (v1 . . . vn−4vn−2)

Ckρn−2C
−1
k , òàêèì îáðà-

çîì, (v1 . . . vn−4vn−2)
ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A

−1
k = (v1 . . . vn−4vn−2)

Ckρn−2C
−1
k .

Èñïîëüçóÿ íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ â ãðóïïå ïîäñòàíîâîê, ëåãêî óáå-

äèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà A−1
j ρn−1Djρn−2D

−1
j = ρn−1A

−1
j ρn−1, èç

êîòîðîãî ñëåäóåò ðàâåíñòâî

(w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−2)
A−1l ρn−1Dlρn−2D

−1
l =

=
(

(w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−2)
ρn−1A

−1
l

)ρn−1
,

à ò. ê. ïî ëåììå 2 êîñà (w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−2)
ρn−1A

−1
l ëåæèò â ãðóïïå

〈σ1, σ2, . . . , σn−3, ρ1, ρ2, . . . , ρn−3〉, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−2)
A−1l ρn−1Dlρn−2D

−1
l = (w1 . . . wl−1wl+1 . . . wn−2)

ρn−1A
−1
l .

Êîñû ρn−1A
−1
l Ckρn−2C

−1
k , A−1

l ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A
−1
k Dlρn−2D

−1
l äåéñòâóþò

îäèíàêîâî íà ýëåìåíòàõ l, n, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 2, äëÿ êîñû wl

èç 〈λl,n, λn,l〉 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

wl
A−1l ρn−1Akρn−2ρn−1ρn−2A

−1
k Dlρn−2D

−1
l = w

ρn−1A
−1
l Ckρn−2C

−1
k

l .

Íàêîíåö, ò. ê. êîñà η ëåæèò â 〈σ1, σ2, . . . , σn−3, ρ1, ρ2, . . . , ρn−3〉, òî ñïðàâåä-

ëèâî ðàâåíñòâî ηρn−1 = η. Òàêèì îáðàçîì, èç âû÷èñëåííûõ ôîðìóë äëÿ

%2(α), %2(β) è ïðèâåäåííûõ âûøå ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî êîñû %2(α), %2(β)

ñîâïàäàþò ïî ìîäóëþ êîììóòàíòà [UV Pn−2, UV Pn−2], ñëåäîâàòåëüíî, ñî-

ãëàñíî çàìå÷àíèþ 3, êîñû %∗(β), %∗(α) ñîâïàäàþò ïî ìîäóëþ êîììóòàíòà

[UV Pm, UV Pm], ò. å. %∗(α) = %∗(β).
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Ñëó÷àé 6: i = s. Â ýòîì ñëó÷àå ïîäñòàíîâêà, èíäóöèðîâàííàÿ êîñîé

β = ρsαρs, ïåðåâîäèò ýëåìåíò s+ 1 â ks.

s+ 1
ρs−−→ s

α−−→ ks
ρs−−→ ks

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èç {1, 2, . . . , n}, íà êîòîðîì ïîäñòàíîâ-

êà ι(β) äåéñòâóåò íåòîæäåñòâåííî, ðàâíî s + 1, è êîñó β1 = Bs+1−n
1 βBn−s−1

1

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Bs+1−n
1 βBn−s−1

1 = B1B
s−n
1 ρs−1αρs−1B

n−s
1 B−1

1

= B1ρn−1B
s−n
1 αBn−s

1 ρn−1B
−1
1

= B1ρn−1α1ρn−1B
−1
1 = ρn−2B1α1B

−1
1 ρn−2

Îáîçíà÷èì δ1 = α1, δ2 = δρ11 , δ3 = δρ22 , . . . , δn−1 = δ
ρn−2
n−2 , δn = δ

ρn−1
n−1 = α

B−11
1 ,

δn+1 = δ
ρn−2
n = β1. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n − 1 ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî ι(δi)(n) 6= n. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ðàññìîòðåííûì ñëó÷àÿì

1-5, äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n − 1 ýëåìåíòû %∗(δi) è %∗(δi+1) ñîïðÿæåíû ïðè

ïîìîùè íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè èç Sm, ò. å.

%∗(δi) = %∗(δi+1)
µi

äëÿ µi ∈ Sm. Ò. ê. ι(δn)(n− 1) 6= n− 1

n− 1
B1−−→ n

α1−−→ k 6= n
B−11−−−→ k − 1 6= n− 1

ñîãëàñíî ðàññìîòðåííûì ñëó÷àÿì 1-5, äëÿ íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè µn ∈ Sm
ñïðàâåäëèâî %∗(δn) = %∗(δn+1)

µn
. Ñëåäîâàòåëüíî,

%∗(α1) = %∗(δ1) = %∗(δ2)
µ1

= %∗(δ3)
µ2µ1

= · · · = %∗(δn+1)
µn...µ1

= %∗(β1)
µn...µ1

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû %∗(β) = %∗(β1), %∗(α) = %∗(α1) ñîïðÿæåíû ïðè

ïîìîùè íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè èç Sm.

Case 7: i ≥ s+ 1. Â ýòîì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èç {1, 2, . . . , n},

íà êîòîðîì ïîäñòàíîâêà ι(β) = ι(ρiαρi) äåéñòâóåò íåòîæäåñòâåííî, ðàâíî s.

155



Òîãäà êîñó β1 = Bs−n
1 βBn−s

1 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

β1 = Bs−n
1 βBn−s

1 = Bs−n
1 ρiαρiB

n−s
1 = ρi−sB

s−n
1 αBn−s

1 ρi−s = ρi−sα1ρi−s.

Ò. ê. ι(α1)(n) 6= n è i−s < n, ñîãëàñíî ðàññìîòðåííûì ñëó÷àÿì 1-6 ýëåìåíòû

%∗(α1), %∗(β1) ñîïðÿæåíû ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè èç Sm. �

Ëåììà 8. Ïóñòü α ∈ UV Bn è β = αλi,j . Òîãäà ýëåìåíòû %∗(α), %∗(β)

èç UV Pm/[UV Pm, UV Pm] ñîïðÿæåíû ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè

èç Sm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èâ ñèìâîëîì µ ïîäñòàíîâêó èç ãðóïïû ïîäñòà-

íîâîê Sn = 〈ρ1, . . . , ρn−1〉 < UV Bn, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò i â n − 1, à j â n,

èìååì ðàâåíñòâî λµi,j = λn−1,n. Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ ëåììó 7, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî λi,j = λn−1,n. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå, èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî

ïàðàìåòðó n−m. Ýòîò ïàðàìåòð ðàâåí ðàçíèöå ìåæäó êîëè÷åñòâîì íèòåé

â êîñå α è êîëè÷åñòâîì êîìïîíåíò â çàöåïëåíèè α̂.

Åñëè n−m = 0, òî α, β � êðàøåíûå êîñû. Èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ

% ñëåäóåò, ÷òî %∗(α) = α, %∗(β) = β, è

%∗(β) = β = α[α, λn−1,n] = %∗(α)[α, λn−1,n],

â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî %∗(α) = %∗(β), è áàçà èíäóêöèè äîêàçà-

íà.

Ïóñòü n − m > 0. Â ýòîì ñëó÷àå α, β ∈ UV Bn \ UV Pn, %∗(α) 6= α,

%∗(β) 6= β. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s ìèíèìàëüíîå ÷èñëî èç {1, 2, . . . , n}, íà êîòî-

ðîì ïîäñòàíîâêà ι(α) äåéñòâóåò íåòîæäåñòâåííî, è ïóñòü ι(α)(s) = ks. Ðàñ-

ñìîòðèì ýëåìåíò α1 = Bs−n
1 αBn−s

1 , è, àíàëîãè÷íî ëåììå 7, çàïèøåì ýòîò

ýëåìåíò â âèäå

α1 = γw1 . . . wn−1Bk = ηv1 . . . vn−2Alw1 . . . wn−1Bk, (4.12)

ãäå êîñà η ëåæèò â 〈σ1, σ2, . . . , σn−3, ρ1, ρ2, . . . , ρn−3〉, êîñà vj ëåæèò â

〈λj,n−1, λn−1,j〉 äëÿ j = 1, 2, . . . , n − 2, êîñà wj ëåæèò â 〈λj,n, λn,j〉 äëÿ

j = 1, 2, . . . , n− 1, è Bk 6= 1.

156



Î÷åâèäíî, ÷òî k = ks + n − s. Ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè îòîáðàæåíèÿ %

èç ëåììû 5 êîñà %(α) èìååò ñëåäóþùèé âèä

%(α) = γw
ρn−1
1 . . . w

ρn−1
n−2Ak, (4.13)

Â çàâèñèìîñòè îò ÷èñåë s, l è k èìååò ìåñòî îäèí èç ñëó÷àåâ, ïðèâåäåííûõ

â ñëåäóþùåé òàáëèöå.

1) s = n 1.1) l = n− 1 1.1.1) k = n− 1

1.1.2) k ≤ n− 2

1.2) l = n− 2

1.3) l ≤ n− 3 1.3.1) l ≥ k

1.3.2) l < k

2) s = n− 1

3) s ≤ n− 2

Êàæäûé èç ñëó÷àåâ, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå, ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü

îòäåëüíî. Îäíàêî, ñðåäè ñëó÷àåâ, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå, åñòü ìíîãî ñëó-

÷àåâ, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîõîæèì îáðàçîì. Ïîýòîìó ïðèâåäåì ïî-

äðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ëèøü äëÿ ñëó÷àåâ 1.1.2), 2) è 3). Îñòàëüíûå ñëó÷àè

ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñëó÷àé 1.1.2: s = n, l = n − 1, k ≤ n − 2. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà

(4.12), (4.13) è îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ % èç ëåììû 5, â ýòîì ñëó÷àå èìååì

ðàâåíñòâà

α = ηv1 . . . vn−2w1 . . . wn−1Bk,

%(α) = ηv1 . . . vn−2(w1 . . . wn−2)
ρn−1Ak,

%2(α) = η(v1 . . . vn−3)
ρn−2(w1 . . . wn−3)

ρn−1ρn−2Ck.

Íàéäåì êîñó %(β). Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, íà êîòîðîì ïîäñòàíîâêà ι(β) äåé-
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ñòâóåò íåòîæäåñòâåííî, ðàâíî n− 1, ñëåäîâàòåëüíî

β = λ−1
n−1,nαλn−1,n = λ−1

n−1,nηv1 . . . vn−2w1 . . . wn−1Bkλn−1,n

= ηv1 . . . vn−2λ
−1
n−1,nw1 . . . wn−1λ

B−1k
n−1,nBk

= ηv1 . . . vn−2λ
−1
n−1,nw1 . . . wn−1λn−2,n−1Bk

= ηv1 . . . vn−2λn−2,n−1w1 . . . wn−2λ
−1
n−1,nwn−1Bk.

Êîñà ηv1 . . . vn−2λn−2,n−1 ëåæèò â ãðóïïå 〈σ1, σ2, . . . , σn−2, ρ1, ρ2, . . . , ρn−2〉.

Ñîãëàñíî ëåììå 2, êîñà w1 . . . wn−2 ëåæèò â ãðóïïå

〈λ1,n, λn,1〉 × 〈λ2,n, λn,2〉 × · · · × 〈λn−2,n, λn,n−2〉,

à êîñà λ−1
n−1,nwn−1 ëåæèò â 〈λn−1,n, λn,n−1〉. Òàêèì îáðàçîì, èç îïðåäåëåíèÿ

îòîáðàæåíèÿ % ñëåäóåò, ÷òî

%(β) = ηv1 . . . vn−2λn−2,n−1(w1 . . . wn−2)
ρn−1Ak.

Íàéäåì êîñó %2(β). Èç íåðàâåíñòâà k 6= n− 1 ñëåäóåò, ÷òî Ak 6= 1 è

%2(β) = ηv1 . . . vn−3(w1 . . . wn−3)
ρn−1ρn−2Ck = %2(α),

â ÷àñòíîñòè, %∗(α) = %∗(β).

Ñëó÷àé 2: s = n−1. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

λn−1,nB
n−s
1 = λn−1,nB1 = B1λn,1 è λn,1 = λA1

n,n−1. Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò,

÷òî êîñà β1 = Bs−n
1 βBn−s

1 ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

β1 = B−1
1 λ−1

n−1,nαλn−1,nB1 = λ−1
n,1B

−1
1 αB1λn,1 = λ−1

n,1α1λn,1

= A−1
1 λ−1

n,n−1A1α1A
−1
1 λn,n−1A1 = A−1

1 λ−1
n,n−1δλn,n−1A1,

ãäå δ = A1α1A
−1
1 . Ñîãëàñíî ëåììå 7, ýëåìåíòû %∗(δ), %∗(α1) = %∗(α) ñî-

ïðÿæåíû ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè èç Sm, ò. å. %∗(α) = %∗(δ)
θ1
.

Áîëåå òîãî, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èç {1, 2, . . . , n}, íà êîòîðîì ïîäñòàíîâêà
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ι(δ) äåéñòâóåò íåòîæäåñòâåííî, ðàâíî n. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ðàçîáðàí-

íîìó ñëó÷àþ 1, ýëåìåíòû %∗(δ) è %∗(δλn,n−1) ñîïðÿæåíû ïðè ïîìîùè íåêî-

òîðîé ïîäñòàíîâêè èç Sm, ò. å. %∗(δ) = %∗(δλn,n−1)
θ2
. Ñîãëàñíî ëåììå 7 ýëå-

ìåíòû %∗(β) = %∗(β1) = %∗((δλn,n−1)A1) è %∗(δλn,n−1) ñîïðÿæåíû ïðè ïîìîùè

íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè èç Sm, ò. å. %∗(δλn,n−1) = %∗(β)
θ3
. Òàêèì îáðàçîì,

%∗(α1) = %∗(β)
θ3θ2θ1

.

Ñëó÷àé 3: s ≤ n − 2. Â ýòîì ñëó÷àå, ïðèìåíÿÿ ëåììó 3 êîñà α ìî-

æåò áûòü çàïèñàíà â âèäå α = δxn−1xn, ãäå xn−1 ∈ Un−1, xn ∈ Un, è êîñà

δ ïðèíàäëåæèò ãðóïïå 〈σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1〉. Èç òåîðåìû 16 ñëå-

äóåò ðàâåíñòâî ηλn−1,n = η, èç êîòîðîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò ðàâåíñòâî

αλn−1,n = α[xn−1xn, λn−1,n]. Èç çàìå÷àíèÿ 3 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåí-

ñòâà %∗(αλn−1,n) = %∗(α). �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ, ñôîðìó-

ëèðîâàííîãî â òåîðåìå 32.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü α, β � òàêèå êîñû ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè, ÷òî

èõ çàìûêàíèÿ α̂, β̂ åñòü ýêâèâàëåíòíûå m-êîìïîíåíòíûå çàöåïëåíèÿ ñ

äâîéíûìè ñïàéêàìè. Òîãäà ýëåìåíòû %∗(α), %∗(β) ∈ UV Pm/[UV Pm, UV Pm]

ñîïðÿæåíû ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè èç Sm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò. ê. çàöåïëåíèÿ α̂, β̂ ýêâèâàëåíòíû, èç òåîðåìû 27 ñëåäó-

åò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîñ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè

α = α0, α1, . . . , αk = β,

òàêàÿ ÷òî äëÿ j = 0, 1, . . . , k− 1 êîñà αj+1 ïîëó÷åíà èç êîñû αj ïðè ïîìîùè

îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìàðêîâà (ñì. ôîðìóëû (3.3), (3.4), (3.5), (3.6)).

Åñëè äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû %∗(αj), %∗(αj+1) ñîïðÿæåíû ïðè ïîìîùè

íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè èç Sm äëÿ êàæäîãî j = 0, 1, . . . , k−1, òî ìû äîêàæåì,

÷òî ýëåìåíòû %∗(α), %∗(β) ñîïðÿæåíû ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè

èç Sm. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî β ïîëó÷åíà èç α ïðè ïîìîùè

îäíîãî îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìàðêîâà.
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Åñëè êîñà β ïîëó÷åíà èç êîñû α ñîïðÿæåíèåì ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé

êîñû èç UV Bn (ôîðìóëû (3.3), (3.4)), òî ýëåìåíòû %∗(α), %∗(β) ñîïðÿæåíû

ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè èç Sm ïî ëåììå 7 è ëåììå 8.

Åñëè êîñà β ïîëó÷åíà èç êîñû α ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.5) äëÿ

ε = 1, òî

β = ασn = ασnρnρn = αλ−1
n,n+1ρn,

ãäå êîñà α ëåæèò â ãðóïïå 〈σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1〉, à λ−1
n,n+1 ëåæèò

â 〈λn,n+1, λn+1,n〉. Èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ % ñëåäóåò, ÷òî %(β) = α,

ñëåäîâàòåëüíî, %∗(β) = %∗(α), â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíòû %∗(β), %∗(α) ñîïðÿæåíû

ïðè ïîìîùè òîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêè. Ñëó÷àè, êîãäà êîñà β ïîëó÷åíà

èç êîñû α ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.5) äëÿ ε = −1, èëè êîãäà êîñà

β ïîëó÷åíà èç êîñû α ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.6), ðàññìàòðèâàþòñÿ

àíàëîãè÷íî. �
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Ãëàâà 5. Âèðòóàëüíûé êâàíäë äëÿ çàöåïëåíèé

â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî óíèâåðñàëüíûì íàêðûâàþùèì ïðîñòðàí-

ñòâîì ëèíçîâîãî ïðîñòðàíñòâà L(p, q) äëÿ ëþáîé ïàðû (p, q) âçàèìíî ïðî-

ñòûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíàÿ ñôåðà S3, ìíîãèå èíâàðèàíòû äëÿ çàöåï-

ëåíèé â òðåõìåðíîé ñôåðå S3 ìîãóò áûòü ðàñøèðåíû äî èíâàðèàíòîâ äëÿ

çàöåïëåíèé â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ L(p, q). Îäíàêî, ìíîãèå èç ýòèõ èí-

âàðèàíòîâ âåñüìà ñëîæíî èñïîëüçîâàòü. Òàê, íàïðèìåð, ôóíäàìåíòàëüíûé

êâàíäë çàöåïëåíèÿ, êîòîðûé èìååò î÷åíü ïðîñòîå ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå

äëÿ çàöåïëåíèé â S3, åñòåñòâåííûì îáðàçîì (èñïîëüçóÿ ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå

îïèñàíèå) îáîáùàåòñÿ íà çàöåïëåíèÿ â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ L(p, q). Îä-

íàêî, ÿâíàÿ çàïèñü ýòîãî êâàíäëà ñ ïîìîùüþ ïîðîæäàþùèõ è ñîîòíîøåíèé

ïî äèàãðàììå êîíêðåòíîãî çàöåïëåíèÿ â L(p, q) èçâåñòíà ëèøü â ñëó÷àå, êî-

ãäà (p, q) = (2, 1) (ò. å. â ñëó÷àå ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà RP 3) [8]. Äðóãîé

ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê ôóíäàìåíòàëüíîãî êâàäëà äëÿ çàöåïëåíèé â ëèí-

çîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ L(p, q) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûé êâàíäë

çàöåïëåíèÿ K ⊂ L(p, q) èçîìîðôåí ôóíäàìåíòàëüíîìó êâàíäëó åãî ïîäíÿ-

òèÿ p−1(K) ⊂ S3, ãäå p : S3 → L(p, q) îáîçíà÷àåò óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíäàìåíòàëüíûé êâàíäë çàöåïëåíèé â L(p, q) íå îòëè÷àåò

çàöåïëåíèé ñ ýêâèâàëåíòíûìè íàêðûòèÿìè [52].

Â äàííîé ãëàâå ïîñòðîåí âèðòóàëüíûé êâàíäë äëÿ çàöåïëåíèé â ëèí-

çîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ L(p, 1). Ïîðîæäàþùèå è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ

ýòîãî âèðòóàëüíîãî êâàäëà ìîãóò áûòü íàïðÿìóþ íàéäåíû èç äèàãðàììû

çàöåïëåíèÿ. Áîëåå òîãî, ýòîò âèðòóàëüíûé êâàíäë ìîæåò îòëè÷àòü çàöåïëå-

íèÿ ñ ýêâèâàëåíòíûìè ïîäíÿòèÿìè.

Â ðàçäåëå 5.1 îïèñàí ñïîñîá, êàê çàäàâàòü çàöåïëåíèÿ â ëèíçîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ ïðè ïîìîùè äèàãðàìì. Â ðàçäåëå 5.2 ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå

ñâåäåíèÿ î âèðòóàëüíûõ êâàíäëàõ. Â ðàçäåëå 5.3 ïðèâåäåíà êîíñòðóêöèÿ,
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êàê ïî çàäàííîìó çàöåïëåíèþ K â ëèíçîâîì ïðîñòðàíñòâå L(p, 1) ïîñòðî-

èòü âèðòóàëüíûé êâàíäë, à òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîëó÷åííûé âèðòóàëü-

íûé êâàíäë ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì çàöåïëåíèÿ K. Íàêîíåö, â ðàçäåëå 5.4

óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîñòðîåííîãî èíâàðèàíòà.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [54].

5.1. Äèàãðàììû çàöåïëåíèé â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ðàöèîíàëüíîé õèðóðãèè Äýíà íà òðåõìåðíîé

ñôåðå S3. Ïóñòü K � óçåë â S3, N(K) � çàìêíóòàÿ òîðè÷åñêàÿ îêðåñòíîñòü

óçëà K, è ïóñòü γ � ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íà ãðàíèöå ∂N(K). Ãîâîðÿò,

÷òî òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M ïîëó÷åíî ïðè ïîìîùè õèðóðãèè Äýíà íà

óçëå K âäîëü êðèâîé γ, åñëè M ïîëó÷åíî ïðèêëåèâàíèåì ê S3 \ int(N(K))

ïîëíîòîðèÿ D2 × S1 ïî èõ ãðàíèöàì òàê, ÷òî ãëàâíûé ìåðèäèàí ïîëíîòî-

ðèÿ D2 × S1 ïðè äàííîì ïðèêëåèâàíèè îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ êðèâîé γ. Åñëè

êðèâàÿ γ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ (p, q)-òîðè÷åñêèé óçåë íà ∂N(K) äëÿ âçàèì-

íî ïðîñòûõ ÷èñåë p, q ∈ Z, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M ïîëó÷åíî ïðè

ïîìîùè ðàöèîíàëüíîé õèðóðãèè Äýíà íà K ñ èíäåêñîì p/q.

Ïóñòü M � òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ïîëó÷åííîå ïðè ïîìîùè ðàöè-

îíàëüíîé õèðóðãèè Äýíà íà óçëå K ñ èíäåêñîì p/q, è ïóñòü L ⊂ M �

çàöåïëåíèå â ìíîãîîáðàçèè M . Òîãäà çàöåïëåíèå L ìîæåò áûòü çàäàíî â

âèäå äèàãðàììû L′ ∪ K â òðåõìåðíîé ñôåðå S3, ãäå óçåë K îñíàùåí èí-

äåêñîì p/q ∈ Q, à L′ � ýòî òàêîå çàöåïëåíèå â S3, ÷òî ïðè ðàöèîíàëüíîé

õèðóðãèè Äýíà S3 →M çàöåïëåíèå L′ ⊂ S3 ïåðåõîäèò â äàííîå çàöåïëåíèå

L ⊂M . Òàêîå çàäàíèå çàöåïëåíèÿ L ⊂M ïðè ïîìîùè äèàãðàììû çàöåïëå-

íèÿ L′ ∪K ⊂ S3 íàçûâàåòñÿ ñìåøàííîé äèàãðàììîé çàöåïëåíèÿ. Ïðè ýòîì

êîìïîíåíòà K (ñ èíäåêñîì p/q) â çàöåïëåíèè L′ ∪K íàçûâàåòñÿ êîìïîíåí-

òîé õèðóðãèè. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàöåïëåíèå

L ⊂M è êîìïîíåíòó L′ çàöåïëåíèÿ L′ ∪K ⊂ S3 îäíîé è òîé æå áóêâîé L.
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Ëèíçîâîå ïðîñòðàíñòâî L(p, q) � ýòî ìíîãîîáðàçèå, ïîëó÷åííîå ïðè

ïîìîùè ðàöèîíàëüíîé õèðóðãèè Äýíà íà òðèâèàëüíîì óçëå U ñ èíäåêñîì

−p/q. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå çàöåïëåíèå L ⊂ L(p, q) ìîæíî çàäàòü â âèäå

ñìåøàííîé äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ L ∪ U . Ïðèìåð ñìåøàííîé äèàãðàììû

çàöåïëåíèÿ L ⊂ L(p, q) èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 5.1, ñåðûì öâåòîì ïðè ýòîì

èçîáðàæåíà êîìïîíåíòà õèðóðãèè U (òðèâèàëüíûé óçåë).

−p/q

Ðèñ. 5.1. Ïðèìåð ñìåøàííîé äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ â L(p, q).

Ïðåäñòàâèì S3 êàê îäíîòî÷å÷íóþ êîìïàêòèôèêàöèþ ïðîñòðàíñòâà

R3, ò. å. ïðåäñòàâèì S3 êàê R3 ñ äîáàâëåííîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé.

Çàôèêñèðóåì â R3 êîîðäèíàòû (x1, x2, x3), è ðàññìîòðèì òàêîé ãîìåîìîð-

ôèçì S3 → S3, ïîä äåéñòâèåì êîòîðîãî êîìïîíåíòà õèðóðãèè K (êîòîðàÿ

ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì óçëîâ) çàöåïëåíèÿ K ∪ L ïåðåõîäèò â îñü x3. Ïîä

äåéñòâèåì ýòîãî ãîìåîìîðôèçìà â äèàãðàììå K ∪ L òðèâèàëüíûé óçåë K

ïåðåéäåò â ïðÿìóþ. Ïðîåêöèÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ çàöåïëåíèÿ íà êîîðäèíàòíóþ

ïëîñêîñòü x1x2 íàçûâàåòñÿ ïðîêîëîòîé äèàãðàììîé çàöåïëåíèÿ L èç ëèí-

çîâîãî ïðîñòðàíñòâà L(p, q). Êîìïîíåíòà çàöåïëåíèÿ K â ñìåøàííîé äèà-

ãðàììå K ∪L ïðè ïåðåõîäå ê ïðîêîëîòîé äèàãðàììå çàöåïëåíèÿ ïåðåõîäèò

â òî÷êó. Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðîêîëà. Ïðîêîëîòàÿ äèàãðàììà çà-

öåïëåíèÿ ñ ðèñóíêà 5.1 èçîáðàæåíà íà ëåâîé ÷àñòè ðèñóíêà 5.2.

Óäàëèâ íåáîëüøóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè ïðîêîëà â ïðîêîëîòîé äèàãðàì-

ìå çàöåïëåíèÿ L, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîêîëîòàÿ äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ L

â ëèíçîâîì ïðîñòðàíñòâå L(p, q) çàäàåòñÿ äèàãðàììîé â êîëüöå. Ïîëîñíîé

äèàãðàììîé çàöåïëåíèÿ L â ëèíçîâîì ïðîñòðàíñòâå L(p, q) íàçûâàåòñÿ äèà-

ãðàììà, ïîëó÷åííàÿ èç ïðîêîëîòîé äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ L â äâà øàãà: 1)
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ðàçðåçàíèåì êîëüöà, ñîäåðæàùåãî ïðîêîëîòóþ äèàãðàììó çàöåïëåíèÿ L ñ

öåíòðîì â òî÷êå ïðîêîëà, âäîëü ëó÷à ñ íà÷àëîì â òî÷êå ïðîêîëà, íå ïåðåñå-

êàþùåãî ïåðåêðåñòêè äèàãðàììû L, 2) äåôôîðìèðîâàíèåì ïîëó÷èâøåãîñÿ

ðàçðåçàííîãî êîëüöà â ïðÿìîóãîëüíèê. Ïîëîñíàÿ äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ ñ

ðèñóíêà 5.1 èçîáðàæåíà íà ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêå 5.2.

Ðèñ. 5.2. Ïðîêîëîòàÿ äèàãðàììà (ñëåâà) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïîëîñíàÿ

äèàãðàììà (ñïðàâà).

Òî÷êè çàöåïëåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå ëåâîé ãðàíèöå ïîëîñíîé äèàãðàì-

ìû, íàçûâàþòñÿ ëåâûìè ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè. Òî÷êè çàöåïëåíèÿ, ïðèíàä-

ëåæàùèå ïðàâîé ãðàíèöå ïîëîñíîé äèàãðàììû, íàçûâàþòñÿ ïðàâûìè ãðà-

íè÷íûìè òî÷êàìè. Ëåâûå è ïðàâûå ãðàíè÷íûå òî÷êè âìåñòå íàçûâàþòñÿ

ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè ïîëîñíîé äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ L èç L(p, q).

Ïîëîñíûå äèàãðàììû çàöåïëåíèé â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ áûëè ââå-

äåíû â ðàáîòå [86]. Ïîíÿòíî, ÷òî îðèåíòàöèÿ êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ èíäó-

öèðóåò îðèåíòàöèþ íà ïîëîñíîé äèàãðàììå. Àíàëîã òåîðåìû Ðàéäåìàéñòå-

ðà (ò. å. îïèñàíèå äèàãðàìì ýêâèâàëåíòíûõ çàöåïëåíèé) äëÿ çàöåïëåíèé â

L(p, q) áûë óñòàíîâëåí â ðàáîòå [102]. Îí óòâåðæäàåò, ÷òî äâå ïîëîñíûå

äèàãðàììû äëÿ çàöåïëåíèé â ëèíçîâîì ïðîñòðàíñòâå L(p, q) çàäàþò ýêâè-

âàëåíòíûå çàöåïëåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ìîæíî ïîëó÷èòü îä-

íó èç äðóãîé ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðåîáðàçîâàíèé Ðàéäåìàéñòåðà

R1, R2, R3 (ðèñóíîê 3.3) âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà ïîëîñíîé äèàãðàììû, è îä-

íîãî ãëîáàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ SL-ïðåîáðàçîâàíèåì.

SL-ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ çàöåïëåíèé â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ L(p, 1) èçîá-

ðàæåíî íà ðèñóíêå 5.3.
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Λ Λ

p

Ðèñ. 5.3. SL-ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ çàöåïëåíèé â L(p, 1).

5.2. Âèðòóàëüíûå êâàíäëû è èõ ðàñùåïëÿþùèå àâòîìîðôèçìû

Âèðòóàëüíûì êâàíäëîì íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà V Q ñ îä-

íîé áèíàðíîé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé (x, y) 7→ xy è îäíîé óíàðíîé àëãåá-

ðàè÷åñêîé îïåðàöèåé x 7→ f(x), óäîâëåòâîðÿþùèìè ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

1. V Q ñ îïåðàöèåé ∗, çàäàííîé ïðàâèëîì x ∗ y = xy äëÿ x, y ∈ V Q,

ÿâëÿåòñÿ êâàíäëîì,

2. f ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé íà ìíîæåñòâå V Q, óäîâëåòâîðÿþùåé ðàâåíñòâó

f(xy) = f(x)f(y).

Ïðèìåð 30. Ïóñòü Q � êâàíäë ñ îïåðàöèåé ∗, f � àâòîìîðôèçì êâàíäëà

Q. Òîãäà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà Q ñ îïåðàöèÿìè (x, y) 7→ x ∗ y, x 7→ f(x)

ÿâëÿåòñÿ âèðòóàëüíûì êâàíäëîì.

Ñîãëàñíî âòîðîé àêñèîìå êâàíäëà, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ V Q îòîá-

ðàæåíèå Ix : V Q→ V Q, çàäàííîå ïðàâèëîì Ix(y) = yx äëÿ y ∈ V Q, ÿâëÿåò-

ñÿ áèåêöèåé íà V Q. Ýëåìåíò I−1
x (y) ïðè ýòîì îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì yx

−1
.

Äëÿ ïðîñòîòû äëÿ ýëåìåíòîâ x, y, z ∈ V Q ñèìâîëàìè xyz, xyz
−1
, xy

−1z áóäåì

îáîçíà÷àòü, ñîîòâåòñòâåííî, ýëåìåíòû (xy)z, (xy)z
−1
, (xy

−1
)z âèðòóàëüíîãî

êâàíäëà V Q. Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, â âèðòóàëüíîì êâàíäëå V Q ìîæ-

íî îïðåäåëèòü âûðàæåíèÿ âèäà xw, ãäå x ∈ V Q, w ∈ F (V Q) � ãðóïïîâîå

ñëîâî â ïåðåìåííûõ èç V Q. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò x íàõîäèòñÿ

íà áàçîâîì óðîâíå â ýëåìåíòå xw ∈ V Q, à ýëåìåíò w ∈ F (V Q) íàõîäèòñÿ íà
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îïåðàòîðíîì óðîâíå â ýëåìåíòå xw ∈ V Q. Èç òðåòüåé àêñèîìû êâàíäëà ñëå-

äóåò, ÷òî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x, y, z ∈ Q ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî xyz = xzy
z

.

Çàìåíÿÿ â ýòîì ðàâåíñòâå x íà xz
−1
, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

xz
−1yz = xy

z

. (5.1)

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç âèðòóàëüíîãî êâàíäëà

V Q ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå xw äëÿ x ∈ V Q, w ∈ F (V Q), ò. å. äëÿ

çàïèñè ýëåìåíòîâ èç V Q íå íóæíû äðóãèå óðîâíè êðîìå áàçîâîãî è îïåðà-

òîðíîãî. Åñëè äëÿ ïàðû ãðóïïîâûõ ñëîâ v, w ∈ F (V Q) ðàâåíñòâî xv = xw

ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ x ∈ V Q, òî ìû ïèøåì v ≡ w. Âûðàæåíèÿ òàêîãî âèäà

íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðíûìè ñîîòíîøåíèÿìè â âèðòóàëüíîì êâàíäëå [73].

Âèðòóàëüíûå êâàíäëû ìîæíî çàäàâàòü ïðè ïîìîùè ïîðîæäàþùèõ è

ñîîòíîøåíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ìíîæåñòâà X = {x1, x2, . . . } îáî-

çíà÷èì ñèìâîëîì A(X) èíäóêòèâíî îïðåäåëåííîå ìíîæåñòâî ñëîâ, ïîëó-

÷åííûõ èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X ïðè ïîìîùè âñåõ âîçìîæíûõ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé (x, y) 7→ xy, (x, y) 7→ xy
−1
, x 7→ f(x),

x 7→ f−1(x). Ïóñòü {ri, si | i ∈ I} � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ñëîâ èç A(X),

è ïóñòü R = {ri = si | i ∈ I} � ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ ðàâåíñòâ. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç ∼ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A(X), çàäàííîå

ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:

1. x ∼ (xy)y
−1
∼
(
xy
−1
)y

äëÿ âñåõ x, y ∈ A(x),

2. x ∼ f−1 (f(x)) ∼ f
(
f−1(x)

)
äëÿ âñåõ x ∈ A(X),

3. x ∼ xx ∼ xx
−1
äëÿ âñåõ x ∈ A(X),

4. (xy)z ∼ (xz)y
z

äëÿ âñåõ x, y, z ∈ A(X),

5. f
(
xy
−1
)
∼ f(x)f(y)−1, f−1

(
xy
−1
)
∼ f−1(x)f

−1(y)−1, f(xy) ∼ f(x)f(y),

f−1(xy) ∼ f−1(x)f
−1(y) äëÿ âñåõ x, y ∈ A(X),

6. ri ∼ si, åñëè ri = si ëåæèò â R.
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Ôàêòîð ìíîæåñòâî A(X)/∼ ñ åñòåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè (x, y) 7→ xy,

x 7→ f(x) î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ âèðòóàëüíûì êâàíäëîì. Ãîâîðÿò, ÷òî ýòîò âèð-

òóàëüíûé êâàíäë çàäàí ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ X è ìíîæåñòâîì ñîîò-

íîøåíèé R, è îáîçíà÷àþò 〈X | R〉. Ëþáîé âèðòóàëüíûé êâàíäë ìîæåò áûòü

çàäàí ïðè ïîìîùè ïîðîæäàþùèõ è ñîîòíîøåíèé.

Äëÿ âèðòóàëüíîãî êâàíäëà V Q îáîçíà÷èì ñèìâîëîì V Q− êâàíäë, ïî-

ëó÷åííûé èç âèðòóàëüíîãî êâàíäëà V Q çàáûâàíèåì îïåðàöèè f . Ëþáîé àâ-

òîìîðôèçì âèðòóàëüíîãî êâàíäëà V Q ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì êâàíäëà

V Q−, áîëåå òîãî, ëþáîå îòîáðàæåíèå Ix (x ∈ V Q) ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì

êâàíäëà V Q− (îòîáðàæåíèå Ix íå îáÿçàíî áûòü àâòîìîðôèçìîì âèðòóàëüíî-

ãî êâàíäëà V Q). Îáîçíà÷èì äàëåå ÷åðåç Q êâàíäë V Q−, ñîîòâåòñòâóþùèé

âèðòóàëüíîìó êâàíäëó V Q.

Ïóñòü f � àâòîìîðôèçì êâàíäëà Q. Âîîáùå ãîâîðÿ, âûðàæåíèÿ âèäà

f(xy
−1

) = f(x)f(y−1), f(xyz) = f(x)f(yz) íå èìåþò ñìûñëà, ò. ê. âûðàæåíèÿ

f(y−1), f(yz) íå îïðåäåëåíû. Îäíàêî, ëåãî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðà-

âåíñòâ

f(xy
−1

) = f(x)f(y)−1, f(xyz) = f(x)f(y)f(z).

Áîëåå òîãî, àâòîìîðôèçì f êâàíäëà Q èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì f∗ ãðóïïû

Inn(Q) âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ êâàíäëà Q, äåéñòâóÿ íà ïîðîæäàþùåì

Ix ãðóïïû Inn(Q) ïî ïðàâèëó f∗(Ix) = If(x). Êàê ñëåäñòâèå, íà îïåðàòîðíîì

óðîâíå ìû ìîæåì ïèñàòü âûðàæåíèÿ âèäà f(yz) è f(y−1), ïîäðàçóìåâàÿ

xf(yz) = f∗(IzIy)(x), xf(y−1) = f∗(I
−1
y )(x) äëÿ x, y, z ∈ Q. Òàêèì îáðàçîì,

åñëè x ëåæèò â ñâîáîäíîé ãðóïïå F (Q), ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè êâàíäëà

Q, òî íà îïåðàòîðíîì óðîâíå ìîæíî ïèñàòü âûðàæåíèÿ âèäà f(x).

Àâòîìîðôèçì f êâàíäëà Q íàçûâàåòñÿ n-ðàñùåïëÿþùèì àâòîìîð-

ôèçìîì Q, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ Inn(Q) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

xf∗(x) . . . fn−1
∗ (x) = 1. Èíûìè ñëîâàìè, àâòîìîðôèçì f íàçûâàåòñÿ n-

ðàñùåïëÿþùèì àâòîìîðôèçìîì êâàíäëà Q, åñëè xf(x) . . . fn−1(x) ≡ 1 äëÿ
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âñåõ x ∈ F (Q).

Ïðèìåð 31. Ïóñòü G � ãðóïïà, N = 〈xn | x ∈ G〉 ïîäãðóïïà â G, ïîðîæ-

äåííàÿ n-ìè ñòåïåíÿìè ýëåìåíòîâ èç G, è ïóñòü g ∈ G/N � ôèêñèðîâàííûé

ýëåìåíò â ôàêòîðãðóïïå. Òîãäà âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì ãðóïïû G/N , èí-

äóöèðîâàííûé ýëåìåíòîì g ∈ G/N , ÿâëÿåòñÿ n-ðàñùåïëÿþùèì àâòîìîð-

ôèçìîì êâàíäëà Conj(G/N).

Ëåììà 9. Ïóñòü f ∈ Aut(Q) � n-ðàñùåïëÿþùèé àâòîìîðôèçì êâàíäëà

Q. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. fn∗ (x) = x äëÿ âñåõ x ∈ Inn(Q),

2. fn−1
∗ (x)fn−2

∗ (x) . . . x = 1 äëÿ âñåõ x ∈ Inn(Q),

3. äëÿ âñåõ z ∈ Q àâòîìîðôèçì g = Izf ÿâëÿåòñÿ n-ðàñùåïëÿþùèì

àâòîìîðôèçìîì êâàíäëà Q. Áîëåå òîãî, åñëè fn = id, òî gn = id.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èç òîãî ôàêòà, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ n-ðàñùåïëÿþùèì àâ-

òîìîðôèçîì êâàíäëà Q, ñëåäóåò ðàâåíñòâî

1 = f∗(x)f 2
∗ (x) . . . fn∗ (x) = x−1xf∗(x)f 2

∗ (x) . . . fn∗ (x) = x−1fn∗ (x),

ñëåäîâàòåëüíî, fn∗ (x) = x äëÿ âñåõ x ∈ Inn(Q).

2) Ïóíêò 2 ñëåäóåò èç ïóíêòà 1 è òîãî ôàêòà, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ n-

ðàñùåïëÿþùèì àâòîìîðôèçîì êâàíäëà Q

3) Ïóñòü y � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ñâîáîäíîé ãðóïïû F (Q), ïîðîæ-

äåííîé ýëåìåíòàìè êâàíäëà Q. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïóíêò 2 ëåììû, èìååì ñëå-

äóþùèå ðàâåíñòâà

yg(y) . . . gn−1(y) ≡ yf(y)zf 2(y)f(z)z . . . fn−1(y)f
n−2(z)fn−3(z)...z

≡ yz−1f(y)zz−1f(z)−1f 2(y)f(z)z . . . fn−1(y)fn−2(z) . . . z

≡ yz−1f(yz−1) . . . fn−1(yz−1)fn−1(z)fn−2(z) . . . z ≡ 1,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî àâòîìîðôèçì g ÿâëÿåòñÿ n-ðàñùåïëÿþùèì àâòî-

ìîðôèçìîì êâàíäëà Q. Íàêîíåö, äëÿ ýëåìåíòà x ∈ Q ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî gn(x) = fn(x)f
n−1(z)fn−2(z)...z = fn(x), ñëåäîâàòåëüíî, åñëè fn = id, òî

gn = id. �
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Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî fn∗ (x) = x â ïóíêòå 1 ëåììû 9 íå âëå÷åò

ðàâåíñòâî fn(x) = x, à âëå÷åò áîëåå ñëàáîå óòâåðæäåíèå fn(x) ≡ x äëÿ âñåõ

x ∈ F (Q).

5.3. Âèðòóàëüíûé êâàíäë äëÿ çàöåïëåíèé â L(p, 1)

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåíà êîíñòðóêöèÿ âèðòóàëüíîãî êâàíäëà

V Q(K) çàöåïëåíèÿ K â ëèíçîâîì ïðîñòðàíñòâå L(p, 1), à òàêæå óñòàíîâ-

ëåíî, ÷òî âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(K) íå ìåíÿåòñÿ, åñëè ê äèàãðàììå K

ïðèìåíÿòü ïðåîáðàçîâàíèÿ R1, R2, R3, SL, ò. å. V Q(K) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàí-

òîì äëÿ çàöåïëåíèé â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ L(p, 1).

Íàçîâåì äóãîé ïîëîñíîé äèàãðàììû D çàöåïëåíèÿ â ëèíçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå L(p, 1) ó÷àñòîê êðèâîé íàD, îãðàíè÷åííûé äâóìÿ ïðîõîäàìè (ò. å.

ïåðåêðåñòêàìè íà D, â êîòîðûõ äàííûé ó÷àñòîê êðèâîé ïðîõîäèò ñíèçó),

äâóìÿ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè äèàãðàììû, èëè îäíèì ïðîõîäîì è îäíîé ãðà-

íè÷íîé òî÷êîé äèàãðàììû.

Ïóñòü äèàãðàììà D çàöåïëåíèÿ â ëèíçîâîì ïðîñòðàíñòâå L(p, 1) èçîá-

ðàæåíà íà ðèñóíêå 5.4. Ïîìåòèì äóãè äèàãðàììû D ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ïîìåòèì áóêâàìè x1, x2, . . . , xn äóãè, êîòîðûå ñîäåðæàò (ïî êðàéíåé ìåðå)

îäíó ëåâóþ ãðàíè÷íóþ òî÷êó, ïîìåòèì áóêâàìè y1, y2, . . . , yn äóãè, êîòîðûå

ñîäåðæàò (ïî êðàéíåé ìåðå) îäíó ïðàâóþ ãðàíè÷íóþ òî÷êó, ïîìåòèì áóêâà-

ìè z1, z2, . . . , zk âñå îñòàëüíûå äóãè (ýòè îñòàëüíûå äóãè îãðàíè÷åíû äâóìÿ

ïðîõîäàìè, îíè íàõîäÿòñÿ âíóòðè îáëàñòè Λ íà ðèñóíêå 5.4). Îòìåòèì, ÷òî

íåêîòîðûå èç äóã ïðè òàêîé ðàçìåòêå ìîãóò áûòü ïîìå÷åíû äâàæäû, ò. ê.

êàêàÿ-òî äóãà ìîæåò ñîäåðæàòü, íàïðèìåð, êàê ëåâóþ òàê è ïðàâóþ ãðàíè÷-

íóþ òî÷êó.

Äèàãðàììà D íà ðèñóíêå 5.4 îðèåíòèðîâàíà, ò. å. êàæäàÿ äóãà íà ýòîé

äèàãðàììå èìååò îðèåíòàöèþ. Äëÿ êàæäîé ïðàâîé ãðàíè÷íîé òî÷êè yi ∈

{y1, y2, . . . , yn} äèàãðàììû D îïðåäåëèì ÷èñëî εi ïî ïðàâèëó: åñëè äóãà,
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ïîìå÷àííàÿ ñèìâîëîì yi îðèåíòèðîâàíà ñëåâà íàïðàâî, òî εi = 1, èíà÷å

εi = −1.

Λ

x1

x2

xn

y1
y2

yn

Ðèñ. 5.4. Ìåòêè äóã íà ïîëîñíîé äèàãðàììå.

Îïðåäåëèì âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(K) çàöåïëåíèÿ K ⊂ L(p, 1) êàê

âèðòóàëüíûé êâàíäë, çàäàííûé ïðè ïîìîùè ïîðîæäàþùèõ è ñîîòíîøåíèé

â âèäå V Q(K) = 〈X | I ∪B ∪ S〉, ãäå:

� ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî X ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ x1, x2, . . . , xn,

y1, y2, . . . , yn, z1, z2, . . . , zk;

� Ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé I ñîñòîèò èç ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå ìîãóò

áûòü çàïèñàíû èç ôðàãìåíòà Λ, ñîäåðæàùåãîñÿ âíóòðè ïðÿìîóãîëüíè-

êà ïîëîñíîé äèàãðàììû íà ðèñóíêå 5.4. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ âêëþ÷àþò

â ñåáÿ i) ðàâåíñòâà ïîðîæäàþùèõ èç {x1, . . . , xn, y1, . . . yn, z1, . . . , zk},

êîòîðûå ïîìå÷àþò îäíó è òó æå äóãó, è ii) ñîîòíîøåíèÿ ôóíäàìåí-

òàëüíîãî êâàíäëà â êàæäîì ïåðåêðåñòêå âíóòðè îáëàñòè Λ, à èìåííî,

ñîîòíîøåíèå xy = z â êàæäîì ïåðåêðåñòêå, ãäå x, y, z � ýòî ìåòêè äóã

â îêðåñòíîñòè ïåðåêðåñòêà, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 5.5.

y

y

z

x

Ðèñ. 5.5. Ìåòêè äóã â îêðåñòíîñòè ïåðåêðåñòêà.

Ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé I íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì âíóòðåííèõ ñîîò-

íîøåíèé âèðòóàëüíîãî áèêâàíäëà V Q(K);
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� Ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé B ñîäåðæèò n ñîîòíîøåíèé f(xi) = yi äëÿ

i = 1, 2, . . . , n è îäíî îïåðàòîðíîå ñîîòíîøåíèå yεnn y
εn−1
n−1 . . . y

ε1
1 ≡ 1.

Ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ãðàíè÷íûõ ñîîò-

íîøåíèé;

� Ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé S ãîâîðèò î òîì, ÷òî àâòîìîðôèçì f ÿâëÿåò-

ñÿ p-ðàñùåïëÿþùèì àâòîìîðôèçìîì êâàíäëà V Q(K)−, è ÷òî f èìå-

åò ïîðÿäîê p. Ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç îïåðàòîðíûõ ñîîòíîøåíèé

xf(x) . . . f p−1(x) ≡ 1 äëÿ âñåõ x ∈ F (X) è ñîîòíîøåíèé f p(x) = x äëÿ

âñåõ x ∈ V Q(K). Ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé S íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì

ðàñùåïëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé.

Íàéäåì âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(K) äëÿ íåêîòîðûõ óçëîâ è çàöåïëå-

íèé â L(p, 1).

Ïðèìåð 32. Ïóñòü K � óçåë â ëèíçîâîì ïðîñòðàíñòâå L(p, 1), äèàãðàììà

êîòîðîãî èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 5.6.

x1

x2

y1

y2

Ðèñ. 5.6. Ïîëîñíàÿ äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ K â L(p, 1).

Âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(K) â ýòîì ñëó÷àå èìååò ÷åòûðå ïîðîæäàþ-

ùèõ x1, x2, y1, y2. Ò. ê. äóãè, ïîìå÷åííûå ñèìâîëàìè y1, y2, îðèåíòèðîâàíû

ñëåâà íàïðàâî, òî ε1 = ε2 = 1. Ìíîæåñòâî I âíóòðåííèõ ñîîòíîøåíèé ñîñòî-

èò èç ñîîòíîøåíèé x1 = y2, x
x1
2 = y1 (ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç òîãî,

÷òî îäíà äóãà ïîìå÷åíà êàê ñèìâîëîì x1, òàê è ñèìâîëîì y2, âòîðîå ñîîòíî-

øåíèå ñëåäóåò èç ïåðåêðåñòêà äèàãðàììû). Ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ ñîîòíî-

øåíèé ñîñòîèò èç ñîîòíîøåíèé f(x1) = y1, f(x2) = y2, y2y1 ≡ 1. Ìíîæåñòâî

ðàñùåïëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ñîñòîèò èç ñîîòíîøåíèé xf(x) . . . f p−1(x) ≡ 1,
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f p(x) = x äëÿ âñåõ x. Òàêèì îáðàçîì, âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(K) èìååò

ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ïðè ïîìîùè ïîðîæäàþùèõ è ñîîòíîøåíèé

V Q(K) = 〈x1, x2, y1, y2 | x1 = y2,x
x1
2 = y1, f(x1) = y1, f(x2) = y2, y2y1 ≡ 1,

∀x xf(x) . . . f p−1(x) ≡ 1,∀x f p(x) = x〉.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ x1 = y2, x
x1
2 = y1, óäàëèì ïîðîæäàþùèå y1, y2 èç ïî-

ðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà âèðòóàëüíîãî êâàíäëà V Q(K).Òîãäà âèðòóàëüíûé

êâàíäë V Q(K) èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

V Q(K) = 〈x1, x2 | f(x1) = xx12 , f(x2) = x1, x2x1 ≡ 1,

∀x xf(x) . . . f p−1(x) ≡ 1,∀x f p(x) = x〉.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå f(x2) = x1, óäàëèì ïîðîæäàþùèé x1 èç ïîðîæ-

äàþùåãî ìíîæåñòâà âèðòóàëüíîãî êâàíäëà V Q(K). Òîãäà, åñëè çàìåíèòü

ñèìâîë x2 ñèìâîëîì z, òî âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(K) èìååò ñëåäóþùåå

ïðåäñòàâëåíèå

V Q(K) = 〈z | f 2(z) = zf(z), zf(z) ≡ 1,

∀x xf(x) . . . f p−1(x) ≡ 1,∀x f p(x) = x〉. (5.2)

Èç ñîîòíîøåíèé f 2(z) = zf(z), zf(z) ≡ 1 è àêñèîìû êâàíäëà zz = z ñëåäóåò,

÷òî f 2(z) = z. Åñëè p íå÷åòíîå, òî èç ñîîòíîøåíèé f 2(z) = z è f p(z) = z ñëå-

äóåò, ÷òî f(z) = z. Òàêèì îáðàçîì, åñëè p íå÷åòíîå, òî èç âûðàæåíèÿ (5.2)

ñëåäóåò, ÷òî âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(K) èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

V Q(K) = 〈z | f(z) = z, z2 ≡ 1,∀x xp ≡ 1〉.

Èç ñîîòíîøåíèé z2 ≡ 1, zp ≡ 1 ñëåäóåò, ÷òî z ≡ 1. Òàêèì îáðàçîì, âèðòó-

àëüíûé êâàíäë V Q(K) èìååò ïðåäñòàâëåíèå

V Q(K) = 〈z | f(z) = z〉.

Åñëè p ÷åòíîå, òî ñîîòíîøåíèå f p(x) = x äëÿ âñåõ x ÿâëÿåòñÿ ñëåä-

ñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ f 2(z) = z, à ñîîòíîøåíèå xf(x) . . . f p−1(x) ≡ 1 äëÿ âñåõ
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x ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ñîîòíîøåíèÿ zf(z) ≡ 1. Òàêèì îáðàçîì, åñëè p

÷åòíîå, òî èç âûðàæåíèÿ (5.2) ñëåäóåò, ÷òî âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(K)

èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

V Q(K) = 〈z | f 2(z) = z, zf(z) ≡ 1〉.

Ïðèìåð 33. Ïóñòü U � òðèâèàëüíûé óçåë â ëèíçîâîì ïðîñòðàíñòâå L(p, 1).

Ïîëîñíàÿ äèàãðàììà óçëà U èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 5.7. Â ýòîì ñëó÷àå âèð-

x

Ðèñ. 5.7. Ïîëîñíàÿ äèàãðàììà òðèâèàëüíîãî çàöåïëåíèÿ â L(p, 1).

òóàëüíûé êâàíäë V Q(U) èìååò ëèøü îäèí ïîðîæäàþùèé x è òîëüêî ðàñ-

ùåïëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ò. å.

V Q(U) = 〈x | ∀x xf(x) . . . f p−1(x) ≡ 1,∀x f p(x) = x〉.

Ïðèìåð 34. Ïóñòü L � n-êîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå â â ëèíçîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå L(p, 1), ïîëîñíàÿ äèàãðàììà êîòîðîãî èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 5.8.

x1
x2
x3

xn

Ðèñ. 5.8. Ïîëîñíàÿ äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ L â L(p, 1).

Âèðòóàëüíûé êâàíäëà V Q(L) èìååò n ïîðîæäàþùèõ x1, x2, . . . , xn.

Ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ ñîîòíîøåíèé I ïóñòî, ò. ê. äèàãðàììà íå ñîäåðæèò

ïåðåêðåñòêîâ. Ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ ñîîòíîøåíèé ñîäåðæèò ñîîòíîøåíèÿ

f(x1) = x1, f(x2) = x2, . . . , f(xn) = xn, xnxn−1 . . . x1 ≡ 1. Ìíîæåñòâî
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ðàñùåïëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ñîäåðæèò ñîîòíîøåíèÿ xf(x) . . . f p−1(x) ≡ 1 è

f p(x) = x äëÿ âñåõ x. Òàêèì îáðàçîì, âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(L) èìååò

ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

V Q(L) = 〈x1, . . . , xn | f(x1) = x1,f(x2) = x2, . . . , f(xn) = xn, xn . . . x1 ≡ 1,

∀x xf(x) . . . f p−1(x) ≡ 1,∀x f p(x) = x〉.

Èç ñîîòíîøåíèé f(x1) = x1, f(x2) = x2, . . . , f(xn) = xn ñëåäóåò, ÷òî f(x) = x

äëÿ âñåõ x. Ñëåäîâàòåëüíî, âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(L) èìååò ïðåäñòàâëå-

íèå

V Q(L) = 〈x1, . . . , xn | f(x1) = x1, . . . , f(xn) = xn, xn . . . x1 ≡ 1,∀x xp ≡ 1〉.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 33. Âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(K) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì äëÿ

çàöåïëåíèé â L(p, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî âèðòóàëüíûé êâàíäë

V Q(K) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì äëÿ çàöåïëåíèé â L(p, 1), äîñòàòî÷íî ïî-

êàçàòü, ÷òî V Q(K) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè ê äèàãðàììå çàöåïëåíèÿ

K ïðåîáðàçîâàíèé R1, R2, R3, SL. Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïðåîá-

ðàçîâàíèé R1, R2, R3 âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà ïîëîñíîé äèàãðàììû ñëå-

äóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñîîòíîøåíèé âèðòóàëüíîãî êâàíäëà V Q(K) âíóòðè

ïðÿìîóãîëüíèêà ïîëîñíîé äèàãðàììû: ñîîòíîøåíèÿ âèðòóàëüíîãî êâàíä-

ëà V Q(K) âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà ïîëîñíîé äèàãðàììû àíàëîãè÷íû ñî-

îòíîøåíèÿì ôóíäàìåíòàëüíîãî êâàíäëà äëÿ çàöåïëåíèé â S3, à ôóíäà-

ìåíòàëüíûé êâàíäë äëÿ çàöåïëåíèé â S3 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì äëÿ çà-

öåïëåíèé â S3. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ íåîáõîäèìî äî-

êàçàòü, ÷òî âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(K) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ëèøü

SL-ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïóñòü K � çàöåïëåíèå â ëèíçîâîì ïðîñòðàíñòâå L(p, 1), ïîëîñíàÿ äèà-

ãðàììà êîòîðîãî èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 5.4. Âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(K) â
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ýòîì ñëó÷àå èìååò ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z1, . . . , zk

è ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé I ∪ B ∪ S. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K1 çàöåïëåíèå â

L(p, 1), ïîëó÷åííîå èç K ïðè ïîìîùè SL-ïðåîáðàçîâàíèÿ (ðèñóíîê 5.9).

Îðèåíòàöèÿ äèàãðàììû K èíäóöèðóåò îðèåíòàöèþ íà äèàãðàììå K1, ïðè

ýòîì äóãè äèàãðàììû K1, ïîìå÷åííûå ñèìâîëàìè Y1, Y2, . . . , Yp, èìåþò òó

æå îðèåíòàöèþ, ÷òî äóãà äèàãðàììû K, ïîìå÷åííàÿ ñèìâîëîì y1.

Λ

X1

X2

Xp

x1

x2

xn

y1
y2

yn

Y2

Y1

Yp

Yp+1

Yp+2

Yp+n

Z2

Zp

Zp+1

Zp+n−1

Ðèñ. 5.9. Äèàãðàììà K1, ïîëó÷åííàÿ èç äèàãðàììû K ïðè ïîìîùè SL-

ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(K1) èìååò ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ

x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn, z1, z2, . . . , zk, X1, X2, . . . , Xp, Y1, Y2, . . . , Yp+n,

Z2, Z3, . . . , Zp+n−1. Ìíîæåñòâî I1 âíóòðåííèõ ñîîòíîøåíèé âèðòóàëüíîãî

êâàíäëà V Q(K) ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà I è ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé

X1 = Y2, X2 = Y3, . . . , Xp = Yp+1, (5.3)

y
y
ε1
1

2 = Yp+2, y
y
ε1
1

3 = Yp+3, . . . , yy
ε1
1

n = Yp+n, (5.4)

Z
Y

ε1
2

2 = Y1, Z
Y

ε1
3

3 = Z2, . . . , Z
Y

ε1
p+1

p+1 = Zp, (5.5)

Z
Y

ε2
p+2

p+2 = Zp+1, Z
Y

ε3
p+3

p+3 = Zp+2, . . . , Z
Y

εn−1
p+n−1

p+n−2 = Zp+n−1, y
Y εn
p+n

1 = Zp+n−1. (5.6)

Ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ ñîîòíîøåíèé B1 ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ p + n ñîîò-

íîøåíèé

f(X1) = Y1, . . . , f(Xp) = Yp, f(x1) = Yp+1, . . . , f(xn) = Yp+n (5.7)
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è îäíîãî îïåðàòîðíîãî ñîîòíîøåíèÿ

Y εn
p+nY

εn−1
p+n−1 . . . Y

ε2
p+2Y

ε1
p+1 . . . Y

ε1
1 ≡ 1. (5.8)

Ìíîæåñòâî ðàñùåïëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé S1 èìååò òîò æå ñàìûé âèä, ÷òî è

ìíîæåñòâî ðàñùåïëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé S (ò. ê. ðàñùåïëÿþùèå ñîîòíîøå-

íèÿ íå çàâèñÿò îò äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ, à çàâèñÿò ëèøü îò ïðîñòðàíñòâà

L(p, q), â êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ýòî çàöåïëåíèå). Ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîèò

èç ñîîòíîøåíèé xf(x) . . . f p−1(x) ≡ 1, f p(x) = x äëÿ âñåõ x.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.5), (5.6), êàæäûé ýëåìåíò Zi (äëÿ èíäåê-

ñîâ i = 2, 3, . . . , p + n − 1) ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç y1 è Y1, Y2, . . . , Yp+n.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû Z2, Z3, . . . , Zp+n−1 ìîãóò áûòü óäàëåíû èç ïîðîæ-

äàþùåãî ìíîæåñòâà âèðòóàëüíîãî êâàíäëà V Q(K). Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèÿ

(5.5), (5.6) çàìåíÿòñÿ îäíèì ñîîòíîøåíèåì

y
Y εnp+nY

εn−1
p+n−1...Y

ε2
p+2Y

ε1
p+1...Y

ε2
2

1 = Y1. (5.9)

Èç ãðàíè÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ (5.8) è ðàâåíñòâà Y
Y
ε1
1

1 = Y1 (àêñèîìà êâàíä-

ëà) ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî (5.9) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó Y1 = y1. Òà-

êèì îáðàçîì, âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(K1) ïîñëå óäàëåíèÿ ïîðîæäàþùèõ

Z2, Z3, . . . , Zp+n−1 èìååò âíóòðåííèå ñîîòíîøåíèÿ (5.3), (5.4), ãðàíè÷íûå ñî-

îòíîøåíèÿ (5.7), (5.8), ðàñùåïëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ è îäíî ñîîòíîøåíèå

Y1 = y1.

Èç âíóòðåííèõ ñîîòíîøåíèé (5.3), (5.4) âèäíî, ÷òî ïîðîæäàþùèå

Y2, Y3, . . . , Yp+n ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïîðîæäàþùèå X1, . . . , Xp, y1, . . . , yn.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî óäàëèòü ïîðîæäàþùèå Y2, Y3, . . . , Yp+n èç ïîðîæäà-

þùåãî ìíîæåñòâà âèðòóàëüíîãî êâàíäëà V Q(K) (çàìåíèâ â ñîîòíîøåíè-

ÿõ, ãäå ýòè ïîðîæäàþùèå ïîÿâëÿþòñÿ, èõ âûðàæåíèÿìè ÷åðåç X1, . . . , Xp,

y1, . . . , yn). Áîëåå òîãî, èç ñîîòíîøåíèé (5.7) ìîæíî âûðàçèòü ïîðîæäàþùèå

X1, . . . , Xp ÷åðåç ïîðîæäàþùèé x1 (Xi = f p+1−i(x1)) è óäàëèòü ýëåìåíòû

X1, . . . , Xp èç ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà âèðòóàëüíîãî êâàíäëà V Q(K).
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Ïîñëå óäàëåíèÿ ïîðîæäàþùèõ Y2, Y3, . . . , Yp+n, X1, X2, . . . , Xp ïðèõî-

äèì ê òîìó, ÷òî âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(K1) èìååò ìíîæåñòâî ïîðîæäà-

þùèõ ýëåìåíòîâ x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn, z1, z2, . . . , zk, êîòîðîå ñîâïàäà-

åò ñ ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ âèðòóàëüíîãî êâàíäëà V Q(K).

Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ ñîîòíîøåíèé I1 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

I. Ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ ñîîòíîøåíèé B1 ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ n ñîîòíî-

øåíèé

f p+1(x1) = y1, f(x2) = y
y
ε1
1

2 , . . . , f(xn) = yy
ε1
1
n (5.10)

è îäíîãî îïåðàòîðíîãî ñîîòíîøåíèÿ(
yy

ε1
1
n

)εn (
y
y
ε1
1
n−1

)εn−1
. . .
(
y
y
ε1
1

2

)ε2
f(x1)

ε1f 2(x1)
ε1 . . . f p+1(x1)

ε1 ≡ 1. (5.11)

Ìíîæåñòâî ðàñùåïëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé S1 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâî ðàñùåï-

ëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé S.

Èñïîëüçóÿ ðàñùåïëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ è ñîîòíîøåíèå y
y
ε1
1

1 = y1 (àê-

ñèîìà êâàíäëà), ñîîòíîøåíèÿ (5.10) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå

f(x1)
y
−ε1
1 = y1, f(x2)

y
−ε1
1 = y2, . . . , f(xn)

y
−ε1
1 = yn. (5.12)

Èç ðàñùåïëÿþùèõ ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò ðàâåíñòâî

f(x1)
ε1f 2(x1)

ε1 . . . f p(x1)
ε1 ≡ 1.

Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî è ðàâåíñòâî f p+1(x1)
ε1 = y1, ìîæíî ïåðåïèñàòü

ðàâåíñòâî (5.11) â âèäå
(
yεnn y

εn−1
n−1 . . . y

ε2
2 y

ε1
1

)yε11 ≡ 1, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ðà-

âåíñòâó yεnn y
εn−1
n−1 . . . y

ε2
2 y

ε1
1 ≡ 1.

Òàêèì îáðàçîì, âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(K1) èìååò òå æå ïîðîæ-

äàþùèå, ÷òî âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(K), à ñîîòíîøåíèÿ â âèðòóàëüíûõ

êâàíäëàõ V Q(K) è V Q(K1) îòëè÷àþòñÿ ëèøü òåì, ÷òî âèðòóàëüíûé êâàíäë

V Q(K) èìååò ãðàíè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ

f(x1) = y1, f(x2) = y2, . . . f(xn) = yn, (5.13)
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à âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(K1) èìååò ãðàíè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (5.12). Îáî-

çíà÷èâ ÷åðåç g = I−ε1y1
f , ñîîòíîøåíèÿ (5.12) ïðèíèìàþò òîò æå âèä, ÷òî

ñîîòíîøåíèÿ (5.13) (ñ çàìåíîé f íà g). Ò. ê. ïî ëåììå 9 ðàñùåïëÿþùèå ñî-

îòíîøåíèÿ äëÿ f è g ýêâèâàëåíòíû, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âèðòóàëüíûå

êâàíäëû V Q(K) è V Q(K1) èçîìîðôíû. �

5.4. Ñâîéñòâà âèðòóàëüíîãî êâàíäëà äëÿ çàöåïëåíèé â L(p, 1)

Â äàííîì ðàçäåëå óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà âèðòóàëüíîãî

êâàíäëà V Q(K) çàöåïëåíèÿ K â ëèíçîâîì ïðîñòðàíñòâå L(p, q).

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ãîìîëîãèÿõ çàöåïëåíèé â ëèíçî-

âûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñì. [51, ëåììà 4] è [76, ïðåäëîæåíèå 2]). Ïóñòü K �

îðèåíòèðîâàííîå çàöåïëåíèå â ëèíçîâîì ïðîñòðàíñòâå L(p, 1) ñ êîìïîíåí-

òàìè K1, K2, . . . , Km, ïðåäñòàâëåííîå ïðè ïîìîùè ïîëîñíîé äèàãðàììû ñ

2n ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè. Òîãäà ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ [Kj] êîìïîíåíòû Kj

â H1(L(p, 1)) ðàâåí âåëè÷èíå

[Kj] =

nj∑
ij=1j

εij mod p, (5.14)

ãäå èíäåêñû 1j, 2j, . . . , nj îáîçíà÷àþò ìåòêè ïðàâûõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê êîì-

ïîíåíòû Kj, à ÷èñëà εij = ±1 îïðåäåëåíû ñïîñîáîì, îïèñàííûì â íà÷àëå

ðàçäåëà 5.3. Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

H1(K) := H1(L(p, 1) \N(K)) = Zd ⊕mj=1 Z,

ãäå d = (p, [K1], [K2], . . . , [Km]) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âåëè÷èí

p, [K1], [K2], . . . , [Km].

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñâÿçûâàåò âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(K) çà-

öåïëåíèÿ K â ëèíçîâîì ïðîñòðàíñòâå L(p, 1) ñ ãîìîëîãèÿìè çàöåïëåíèÿ K.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü K ⊂ L(p, 1) � çàöåïëåíèå ñ êîìïîíåíòàìè

K1, K2, . . . , Km, è ïóñòü W (K) � âèðòóàëüíûé êâàíäë, ïîëó÷åííûé èç
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V Q(K) äîáàâëåíèåì ñîîòíîøåíèé x ≡ 1 äëÿ âñåõ x ∈ V Q(K). Òîãäà

W (K) = 〈t1, . . . , tm | ∀j f ([Kj ],p)(tj) = tj,∀x x ≡ 1〉,

ãäå [Kj] îáîçíà÷àåò ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ êîìïîíåíòû Kj â H1(L(p, 1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âèðòóàëüíûé êâàíäë W (K) î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ ãîìî-

ìîðôíûì îáðàçîì âèðòóàëüíîãî êâàíäëà V Q(K), ïðè ýòîì ìîæíî çàïè-

ñàòü ïðåäñòàâëåíèå âèðòóàëüíîãî êâàíäëà W (K) ïðè ïîìîùè ïîðîæäàþ-

ùèõ è ñîîòíîøåíèÿ, ïåðåïèñûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ êâàíäëà V Q(K) èç ìíîæå-

ñòâà I ∪B ∪ S ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé x ≡ 1 äëÿ âñåõ x.

Ãðàíè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ yεnn y
εn−1
n−1 . . . y

ε1
1 ≡ 1 è ðàñùåïëÿþùèå ñîîò-

íîøåíèÿ xf(x) . . . f p−1(x) ≡ 1 ñëåäóþò íàïðÿìóþ èç ñîîòíîøåíèé x ≡ 1

äëÿ âñåõ x. Ñëåäîâàòåëüíî, â âèðòóàëüíîì êâàíäëå W (K) îò ãðàíè÷íûõ

ñîîòíîøåíèé B îñòàíóòñÿ ëèøü ñîîòíîøåíèÿ f(x1) = y1, f(x2) = y2, . . . ,

f(xn) = yn, à îò ðàñùåïëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé îñòàíóòñÿ ëèøü ñîîòíîøåíèÿ

f p(x) = x äëÿ âñåõ x. Ëþáîå âíóòðåííåå ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå ñëåäóåò èç

ïåðåêðåñòêîâ ïîëîñíîé äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ K èìååò âèä xy = z (ñì. ðè-

ñóíîê 5.5), ñëåäîâàòåëüíî, ò. ê. y ≡ 1 â W (K), ýòî ñîîòíîøåíèå ïåðåéäåò â

ñîîòíîøåíèå x = z â âèðòóàëüíîì êâàíäëå W (K).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî âíóòðåííèå ñîîòíîøåíèÿ îòîæäåñòâëÿþò âñå äóãè, êî-

òîðûå ïðèíàäëåæàò îäíîé êîìïîíåíòå äèàãðàììû K è ëåæàò ìåæäó äâóõ

ãðàíè÷íûõ òî÷åê. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç tj ïîðîæäàþùèé âèðòóàëüíîãî êâàíäëà

W (K), êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò j-é êîìïîíåíòå, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåä-

ñòàâëåíèå äëÿ âèðòóàëüíîãî êâàíäëà W (K)

W (K) = 〈t1, . . . , tm | ∀j f ε1j+···+εmj (tj) = tj,∀x f p(x) = x,∀x x ≡ 1〉.

Ñîîòíîøåíèÿ f ε1j+···+εmj (tj) = tj è f p(tj) = tj äëÿ j = 1, 2, . . . ,m

ýêâèâàëåíòíû ñîîòíîøåíèÿì f (ε1j+···+εmj ,p)(tj) = tj äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . ,m,

êîòîðûå ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (5.14) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå f ([Kj ],p)(tj) = tj

äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . ,m. Ñëåäîâàòåëüíî, âèðòóàëüíûé êâàíäë W (K) èìååò
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ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ïðè ïîìîùè ïîðîæäàþùèõ è ñîîòíîøåíèé

W (K) = 〈t1, . . . , tm | ∀j f ([Kj ],p)(tj) = tj,∀x x ≡ 1〉.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ïóñòü p : S3 → L(p, q) îáîçíà÷àåò óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå. Èíâà-

ðèàíò äëÿ çàöåïëåíèé â ëèíçîâîì ïðîñòðàíñòâå L(p, q) íàçûâàåòñÿ ñóùå-

ñòâåííûì, åñëè ýòîò èíâàðèàíò îòëè÷àåò ïî êðàéíåé ìåðå ïàðó çàöåïëåíèé

K1, K2 â L(p, q), ïîäíÿòèÿ êîòîðûõ p−1(K1), p
−1(K2) ⊂ S3 ýêâèâàëåíòíû â

S3. Ôóíäàìåíòàëüíûé êâàíäë çàöåïëåíèé â ëèíçîâîì ïðîñòðàíñòâå íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì èíâàðèàíòîì [73]. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ãîâîðèò

î òîì, ÷òî âèðòóàëüíûé êâàíäë V Q(K) äëÿ çàöåïëåíèé â L(p, 1) ÿâëÿåòñÿ

ñóùåñòâåííûì èíâàðèàíòîì äëÿ çàöåïëåíèé â L(p, 1).

Ïðåäëîæåíèå 9. Âèðòóàëüíûé êâàíäë ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì èíâà-

ðèàíòîì äëÿ çàöåïëåíèé â L(p, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî âèðòóàëüíûé êâàíäë ÿâ-

ëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì èíâàðèàíòîì äëÿ çàöåïëåíèé â L(p, 1), äîñòàòî÷íî

ïðåäúÿâèòü äâà çàöåïëåíèÿ K1, K2 â L(p, 1), êîòîðûå èìåþò ýêâèâàëåíòíûå

ïîäíÿòèÿ, íî ðàçíûå âèðòóàëüíûå êâàíäëû. Ðàññìîòðèì çàöåïëåíèÿ K1, K2

â ïðîñòðàíñòâå L(4, 1), èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 5.10 (K1 ñëåâà,K2 ñïðàâà).

Ýòè çàöåïëåíèÿ èìåþò ýêâèâàëåíòíûå ïîäíÿòèÿ [108].

Ðèñ. 5.10. Äâà çàöåïëåíèÿ â L(4, 1) ñ ýêâèâàëåíòíûìè ïîäíÿòèÿìè â S3.

Èç ïðèìåðà 32 è ïðèìåðà 34 ñëåäóåò, ÷òî

V Q(K1) = 〈x | f 2(x) = x, xf(x) ≡ 1〉

V Q(K2) = 〈x, y | f(x) = x, f(y) = y, yx ≡ 1,∀z z4 ≡ 1〉.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç W1, W2 âèðòóàëüíûå êâàíäëû, ïîëó÷åííûå èç âèðòóàëü-

íûõ êâàíäëîâ V Q(K1), V Q(K2) ñîîòâåòñòâåííî äîáàâëåíèåì ñîîòíîøåíèé

z ≡ 1 äëÿ âñåõ z

W1 = 〈x | f 2(x) = x, ∀z z ≡ 1〉

W2 = 〈x, y | f(x) = x, f(y) = y,∀z z ≡ 1〉.

Ýòè âèðòóàëüíûå êâàíäëû íå èçîìîðôíû: W1,W2 èìåþò ïî äâà ýëåìåíòà,

îäíàêî, â âèðòóàëüíîì êâàíäëåW1 àâòîìîðôèçì f ïåðåñòàâëÿåò ýòè äâà ýëå-

ìåíòà, à â âèðòóàëüíîì êâàíäëåW2 àâòîìîðôèçì f îñòàâëÿåò ýòè ýëåìåíòû

íåïîäâèæíûìè. Cëåäîâàòåëüíî, âèðòóàëüíûå êâàíäëû V Q(K1), V Q(K2) íå

èçîìîðôíû. �
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Ãëàâà 6. Ñâÿçè ìåæäó àääèòèâíîé è

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïàìè êîñûõ áðýéñîâ

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ êîñûõ áðýéñîâ, à èìåííî, èçó÷å-

íèþ ñâÿçåé ìåæäó ñâîéñòâàìè àääèòèâíîé è ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïàìè

êîñûõ áðýéñîâ. Îñíîâíûå âîïðîñû, èçó÷àåìûå â äàííîé ãëàâå, áûëè ñôîð-

ìóëèðîâàíû Ë. Âåíäðàìèíîì, À. Ñìîêòóíîâè÷ è Â. Ëåáåäü â Êîóðîâñêîé

òåòðàäè [14, âîïðîñû 19.49, 19.90].

Âîïðîñ 1. (Ïðîáëåìà 19.49 èç [14]) Ïóñòü A � êîñîé áðýéñ ñ ëåâîóïîðÿ-

äî÷åííîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé. Âåðíî ëè, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà

êîñîãî áðàéñà A ëåâîóïîðÿäî÷åííàÿ?

Âîïðîñ 2. (Ïðîáëåìà 19.90(à) èç [14]) Ïóñòü A � êîñîé áðýéñ ñ ðàçðåøè-

ìîé àääèòèâíîé ãðóïïîé. Âåðíî ëè, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîñîãî

áðýéñà A ðàçðåøèìà?

Âîïðîñ 3. (Ïðîáëåìà 19.90(b) èç [14]) Ïóñòü A � êîñîé áðýéñ ñ íèëüïîòåíò-

íîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé. Âåðíî ëè, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîñîãî

áðýéñà A ðàçðåøèìà?

Â ðàçäåëå 6.1 ñêîíñòðóèðîâàíû ïðèìåðû êîñûõ áðýéñîâ, êîòîðûå äà-

þò îòðèöàòåëüíûå îòâåòû íà âîïðîñ 1 è âîïðîñ 2. Â ðàçäåëå 6.2 ïðèâåäåíû

îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû î êîñûõ

áðýéñàõ, íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû. Íà-

êîíåö, â ðàçäåëå 6.3 óñòàíîâëåíû ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïî âîïðîñàì 2

è 3.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [117].

6.1. Êîñûå áðýéñû: ïðèìåðû è êîíòðïðèìåðû

Â äàííîì ðàçäåëå ïîñòðîåíû ïðèìåðû êîñûõ áðýéñîâ, êîòîðûå ïîêà-

çûâàþò, ÷òî îòâåòû íà âîïðîñ 1 è âîïðîñ 2 â îáùåì ñëó÷àå îòðèöàòåëüíû.
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Ïðèìåð 35. Íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë Z çàäàäèì äâå îïåðàöèè ⊕, �

ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè

a⊕ b = a+ (−1)ab, a� b = a+ b

äëÿ a, b ∈ Z. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z ñ îïåðàöèåé � îáðà-

çóåò áåñêîíå÷íóþ öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó. Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Z ñ îïå-

ðàöèåé ⊕ òàêæå îáðàçóåò ãðóïïó. Ïóñòü a, b, c � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà.

Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè ⊕ ñëåäóþò ðàâåíñòâà

(a⊕ b)⊕ c = (a+ (−1)ab)⊕ c

= a+ (−1)ab+ (−1)a+(−1)abc

= a+ (−1)ab+ (−1)a+b(−1)b(−1+(−1)a)c

= a+ (−1)ab+ (−1)a+bc (ò. ê. (−1 + (−1)a)− ÷åòíîå ÷èñëî)

= a⊕ (b+ (−1)bc)

= a⊕ (b⊕ c),

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî îïåðàöèÿ ⊕ àññîöèàòèâíà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öå-

ëîãî ÷èñëà a èç ðàâåíñòâ

0⊕ a = 0 + (−1)0a = a = a+ (−1)a0 = a⊕ 0

ñëåäóåò, ÷òî 0 ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûé ýëåìåíòîì ïî îòíîøåíèþ ê îïåðà-

öèè ⊕. Íàêîíåö, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà a ∈ Z ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

a⊕ ((−1)a+1a) = a+ (−1)2a+1a = a− a = 0,

((−1)a+1a)⊕ a = (−1)a+1a+ (−1)(−1)a+1aa = (−1)a+1a+ (−1)aa = 0,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ Z ñóùåñòâóåò îáðàòíûé

ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè ⊕ ýëåìåíò 	a, êîòîðûé çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

	a = (−1)a+1a.
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Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z ñ îïåðàöèåé ⊕ îáðàçóåò ãðóïïó.

Äîêàæåì, ÷òî îïåðàöèè ⊕ è � ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (1.13). Äëÿ ïðîèç-

âîëüíûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ Z ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

a� (b⊕ c) = a+ (b⊕ c) = a+ b+ (−1)bc,

(a� b)	 a⊕ (a� c) = (a+ b)⊕ ((−1)a+1a)⊕ (a+ c)

= (a+ b+ (−1)a+b(−1)a+1a)⊕ (a+ c)

= (a+ b+ (−1)b+1a)⊕ (a+ c)

= (a+ b+ (−1)b+1a) + (−1)a+b+(−1)b+1a(a+ c)

= (a+ b+ (−1)b+1a) + (−1)b(a+ c)

= a+ b+ (−1)bc,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò ðàâåíñòâî a � (b ⊕ c) = (a � b) 	 a ⊕ (a � c) äëÿ âñåõ

a, b, c ∈ Z. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî (A,⊕,�) � òàêàÿ àëãåáðàè÷å-

ñêàÿ ñèñòåìà, ÷òî (A,⊕), (A,�) � ãðóïïû, è îïåðàöèè ⊕, � ñâÿçàíû ñîîòíî-

øåíèåì (1.13), ò. å. (A,⊕,�) � êîñîé áðýéñ. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà A�

ýòîãî êîñîãî áðýéñà ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé. Â ÷àñòíî-

ñòè, A� � ëåâîóïîðÿäî÷åííàÿ ãðóïïà. Àääèòèâíàÿ ãðóïïà A⊕ êîñîãî áðýéñà

A èìååò êðó÷åíèå (1 ⊕ 1 = 1 + (−1)11 = 0), â ÷àñòíîñòè, ýòà ãðóïïà íå

ìîæåò áûòü ëåâîóïîðÿäî÷åííîé. Äàííûé ïðèìåð äàåò îòðèöàòåëüíûé îòâåò

íà âîïðîñ 1.

Ïðèìåð 36. Äëÿ öåëîãî n ≥ 2 îáîçíà÷èì ÷åðåç Un ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîãî

âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà n× n íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë Z, ò. å.

ìíîæåñòâî n×n ìàòðèö íàä Z, âñå ýëåìåíòû êîòîðûõ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè

è íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè íóëåâûå. Äëÿ ìàòðèö A,B ∈ Un îáîçíà÷èì ÷åðåç

A⊕B, A�B ñëåäóþùèå ìàòðèöû èç Un

A⊕B = A+B, A�B = (In + A)(In +B)− In,

ãäå In îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ðàçìåðà n × n. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíî-

æåñòâî Un ñ îïåðàöèåé ⊕ îáðàçóåò ãðóïïó èçîìîðôíóþ ãðóïïå Zn(n−1)/2.
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Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ : Un → UTn(Z) èç ìíîæåñòâà Un â ãðóïïó

UTn(Z) óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñòåïåíè n íàä êîëüöîì Z, çàäàííîå ïðàâè-

ëîì ϕ(A) = A+ In. Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ áèåêòèâíî. Áîëåå òîãî, èç

îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè � ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö A,B ∈ Un
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ϕ(A�B) = ϕ(A)ϕ(B).

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå ϕ çàäàåò èçîìîðôèçì èç àëãåáðàè÷åñêîé ñè-

ñòåìû (A,⊕) â ãðóïïó óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö UTn(Z). Â ÷àñòíîñòè, ìíî-

æåñòâî Un ñ îïåðàöèåé � îáðàçóåò ãðóïïó, èçîìîðôíóþ ãðóïïå UTn(Z). Äëÿ

ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö A,B,C ∈ Un ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

A� (B ⊕ C) = A� (B + C)

= (In + A)(In +B + C)− In

= (In + A)(In +B)− In + (In + A)C

= (In + A)(In +B)− In + (In + A)(In + C)− (In + A)

=
(
(In + A)(In +B)− In

)
− A+

(
(In + A)(In + C)− In

)
= (A�B)	 A⊕ (A� C),

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà An = (Un,⊕,�) ÿâëÿåòñÿ

êîñûì áðýéñîì ñ àääèòèâíîé ãðóïïîé (An)⊕ = Zn(n−1)/2 è ìóëüòèïëèêàòèâ-

íîé ãðóïïîé (An)� = UTn(Z).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ïðÿìóþ ñóììó êîñûõ áðýéñîâ An äëÿ n = 2, 3, . . . ,

ò. å. A = {a = (a2, a3, . . . ) | ai ∈ Ai} è îïåðàöèè çàäàíû ïîêîìïîíåíòíî. Àä-

äèòèâíàÿ ãðóïïà êîñîãî áðýéñà A ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ñ÷åòíîãî ÷èñëà

êîïèé áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Z, â ÷àñòíîñòè, A⊕ � àáåëåâà (ñëåäî-

âàòåëüíî, ðàçðåøèìàÿ) ãðóïïà. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà A� êîñîãî áð-

ýéñà A èçîìîðôíà ïðÿìîé ñóììå ãðóïï óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö UTn(Z)

äëÿ n = 2, 3, . . . Èç òîãî ôàêòà ÷òî ãðóïïà UTn(Z) ðàçðåøèìà ñòóïåíè

dlog2(n)e, ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà A� íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé. Òàêèì îáðàçîì,
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êîñîé áðýéñ A � ýòî êîñîé áðýéñ, àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîòîðîãî ðàçðåøèìà,

à ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà íåðàçðåøèìà, ÷òî äàåò îòðèöàòåëüíûé îòâåò

íà âîïðîñ 2.

Ïðèìåð 37. Äëÿ öåëîãî n ≥ 2 îáîçíà÷èì ÷åðåç Tn ìíîæåñòâî âñåõ îáðàòè-

ìûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñòåïåíè n íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë Z. Èç

òîãî ôàêòà, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöû X èç Tn ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ïðåäñòàâëåíà â âèäå X = (In + A)a äëÿ âåðõíåé óíèòðåóãîëüíîé

ìàòðèöû (In + A) è äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû a ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Tn

ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâîì ïàð Tn = {(A, a) | A ∈ Un, a ∈ Dn}, ãäå

Dn îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ñòåïåíè n c ÷èñëàìè ±1

íà äèàãîíàëè. Äëÿ ïàð (A, a), (B, b) ∈ Tn îáîçíà÷èì ÷åðåç (A, a) ⊕ (B, b),

(A, a)� (B, b) ñëåäóþùèå ýëåìåíòû èç Tn

(A, a)⊕ (B, b) = (A+B, ab),

(A, a)� (B, b) =
(

(A+ In)a(B + In)a
−1 − In, ab

)
.

Èñïîëüçóÿ ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿì èç ïðèìåðà 36,

ëåãêî óâèäåòü, ÷òî îïåðàöèè ⊕, � íà ìíîæåñòâå Tn ñâÿçàíû ñîîòíîøå-

íèåì (1.13), ò. å. àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (Tn,⊕,�) ÿâëÿåòñÿ êîñûì áðýé-

ñîì. Àääèòèâíàÿ ãðóïïà A⊕ ýòîãî êîñîãî áðýéñà èçîìîðôíà ïðÿìîé ñóììå

Zn(n−1)/2 ⊕ Zn2 , à ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà A� ýòîãî êîñîãî áðýéñà èçî-

ìîðôíà ãðóïïå Tn(Z) òðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñòåïåíè n íàä êîëüöîì Z ñ èçî-

ìîðôèçìîì, çàäàííûì ïðàâèëîì (A, a) 7→ (In + A)a.

Ïðÿìàÿ ñóììà êîñûõ áðýéñîâ (Tn,⊕,�) äëÿ n = 2, 3, . . . äàåò äðóãîé

ïðèìåð êîñîãî áðýéñà, êîòîðûé îòðèöàòåëüíî îòâå÷àåò íà âîïðîñ 2.

6.2. Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î êîñûõ áðýéñàõ

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è

ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû î êîñûõ áðýéñàõ, íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçà-
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òåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ãîâîðèò î

ñîâïàäåíèè íåéòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ â ãðóïïàõ A⊕ è A�.

Ëåììà 10. Ïóñòü A � êîñîé áðýéñ, 1 � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû A�,

è 0 � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû A⊕. Òîãäà 0 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèñàâ ðàâåíñòâî (1.13), ñïðàâåäëèâîå â ëþáîì êîñîì

áðýéñå, äëÿ a = 1, b = c = 0, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

1� (0⊕ 0) = (1� 0)	 1⊕ (1� 0),

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî 0 = 0	 1⊕ 0 èëè 0 = 1. �

Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïï A⊕, A� ñèìâîëîì

1, è áóäåì íàçûâàòü åãî åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì êîñîãî áðýéñà A.

Ëåììà 11. Ïóñòü A � êîñîé áðýéñ. Òîãäà ðàâåíñòâî

a� (	b⊕ c) = a	 (a� b)⊕ (a� c) (6.1)

ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ A ñïðàâåäëèâû

ðàâåíñòâà

a� c = a� (b	 b⊕ c) (1.13)
= (a� b)	 a⊕ (a� (	b⊕ c)),

èç êîòîðûõ, âûðàæàÿ a� (	b⊕ c), èìååì ðàâåíñòâî

a� (	b⊕ c) = a	 (a� b)⊕ (a� c).

Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 12. Ïóñòü A � êîñîé áðýéñ, a � íåêîòîðûé ýëåìåíò èç A. Òîãäà

îòîáðàæåíèå λa : A → A, çàäàííîå ïðàâèëîì λa(x) = 	a ⊕ (a � x) äëÿ

x ∈ A, ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû A⊕. Áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèå

a 7→ λa ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èç ãðóïïû A� â ãðóïïó Aut(A⊕).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ýëåìåíòà a ∈ A îáîçíà÷èì ÷åðåç βa îòîáðàæåíèå èç

A â A, çàäàííîå ïðàâèëîì βa(x) = a−1 � (a⊕ x) äëÿ x ∈ A. Èç ðàâåíñòâ

λaβa(x) = λa(a
−1 � (a⊕ x)) = 	a⊕ (a� (a−1 � (a⊕ x))) = 	a⊕ a⊕ x = x,

βaλa(x) = βa(	a⊕ (a� x)) = a−1 � (a⊕ (	a⊕ (a� x))) = a−1 � a� x = x

ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå βa ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê λa, ñëåäîâàòåëüíî λa �

áèåêöèÿ èç A â A. Ïóñòü a, b, c � íåêîòîðûå ýëåìåíòû èç A. Ïðèáàâèâ ê

ðàâåíñòâó (1.13) ñëåâà ýëåìåíò (	a), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

	a⊕ (a� (b⊕ c)) = 	a⊕ (a� b)	 a⊕ (a� c),

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå λa(b⊕ c) = λa(b)⊕ λa(c), ò. å. λa ÿâëÿåò-

ñÿ ýíäîìîðôèçìîì ãðóïïû A⊕, à ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå λa ÿâëÿåòñÿ

àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû A⊕.

Äëÿ ýëåìåíòîâ a, b, x ∈ A ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

λa�b(x) = 	(a� b)⊕ (a� b� x),

λaλb(x) = λa(	b⊕ (b� x))

= 	λa(b)⊕ λa(b� x)

= 	(	a⊕ (a� b))	 a⊕ (a� b� x)

= 	(a� b)⊕ a	 a⊕ (a� b� x)

= 	(a� b)⊕ (a� b� x),

èç êîòîðûõ ñëåäóåò ðàâåíñòâî λa�b = λaλb, ò. å. îòîáðàæåíèå a 7→ λa ÿâëÿ-

åòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èç A� â Aut(A⊕). �

Ïóñòü a, b � íåêîòîðûå ýëåìåíòû êîñîãî áðýéñà A. Ñ ïîìîùüþ àâòî-

ìîðôèçìà λa ýëåìåíò a� b ìîæíî çàïèñàòü â âèäå a� b = a⊕ λa(b). Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû íà êîñîì áðýéñå A çàäàòü îïåðàöèþ ⊕ äîñòàòî÷íî

çàäàòü íà A îïåðàöèþ ⊕ è ñåìåéñòâî àâòîìîðôèçìîâ λa äëÿ a ∈ A.

Ïîäìíîæåñòâî I êîñîãî áðýéñà A íàçûâàåòñÿ èäåàëîì â A, åñëè I ÿâëÿ-

åòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé êàê â àääèòèâíîé ãðóïïå A⊕, òàê è â ìóëüòè-
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ïëèêàòèâíîé ãðóïïå A�, è ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî λa(I) = I. Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ýëåìåí-

òà a ∈ A ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî a ⊕ I = a � I ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ.

Èäåàë I êîñîãî áðýéñà A ñàì ÿâëÿåòñÿ êîñûì áðýéñîì, è âûðàæåíèÿ âèäà

I⊕, I� èìåþò ñìûñë. Êîñîé áðýéñ íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îí íå ñîäåðæèò

ñîáñòâåííûõ èäåàëîâ.

Ïóñòü I � èäåàë êîñîãî áðýéñà A. Íà ìíîæåñòâå ëåâûõ ñìåæíûõ êëàñ-

ñîâ a⊕ I = a� I ââåäåì îïåðàöèè ⊕, � ïðàâèëàìè

(a⊕ I)⊕ (b⊕ I) = (a⊕ b)⊕ I, (a⊕ I)� (b⊕ I) = (a� b)⊕ I

äëÿ a, b ∈ A. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî I � èäåàë êîñîãî áðýéñà A, ñëåäóåò, ÷òî ìíî-

æåñòâî ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññíîâ a ⊕ I ñ çàäàííûìè îïåðàöèÿìè ÿâëÿåòñÿ

êîñûì áðýéñîì. Ýòîò êîñîé áðýéñ íàçûâàåòñÿ êîñûì ôàêòîðáðýéñîì êîñîãî

áðýéñà A ïî èäåàëó I è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A/I. Àääèòèâíàÿ è ìóëüòèïëèêà-

òèâíàÿ ãðóïïû ýòîãî êîñîãî áðýéñà ÿâëÿþòñÿ ôàêòîðãðóïïàìè àääèòèâíîé

è ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïï êîñîãî áðýéñà A ñîîòâåòñòâåííî

(A/I)⊕ = A⊕/I⊕, (A/I)� = A�/I�.

Èç îïðåäåëåíèÿ èäåàëà êîñîãî áðýéñà ñëåäóåò, ÷òî åñëè I � èäåàë êîñîãî

áðýéñà A, òî îòîáðàæåíèå A → A/I, çàäàííîå ïðàâèëîì a 7→ a ⊕ I äëÿ

a ∈ A, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîñûõ áðýéñîâ.

Äëÿ ýëåìåíòîâ a, b êîñîãî áðýéñà A îáîçíà÷èì ÷åðåç a ∗ b ýëåìåíò

a ∗ b = 	a ⊕ (a � b) 	 b = λa(b) 	 b êîñîãî áðýéñà A. Íàì ïîíàäîáèòñÿ

ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà.

Ëåììà 13. Ïóñòü A � êîñîé áðýéñ. Òîãäà ðàâåíñòâî

a ∗ (b⊕ c) = (a ∗ b)⊕ b⊕ (a ∗ c)	 b (6.2)

ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ a, b, c ∈ A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a, b, c � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç A. Òîãäà óòâåð-

æäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

a ∗ (b⊕ c) = λa(b⊕ c)	 (b⊕ c)

= λa(b)⊕ λa(c)	 c	 b

= λa(b)⊕ (a ∗ c)	 b

= λa(b)	 b⊕ b⊕ (a ∗ c)	 b

= (a ∗ b)⊕ b⊕ (a ∗ c)	 b.

Ëåììà äîêàçàíà. �

Äëÿ ïîäìíîæåñò X, Y êîñîãî áðýéñà A îáîçíà÷èì ÷åðåç X ∗ Y ïîä-

ãðóïïó X ∗ Y = 〈x ∗ y | x ∈ X, y ∈ Y 〉⊕ àääèòèâíîé ãðóïïû A⊕, àääèòèâíî

ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè âèäà x ∗ y äëÿ âñåõ x ∈ X, y ∈ Y . Ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå óñòàíîâëåíî â [56, ïðåäëîæåíèå 2.1].

Ïðåäëîæåíèå 10. Ïóñòü A � êîñîé áðýéñ. Ðàññìîòðèì â A ñèñòåìó

ïîäìíîæåñòâ A(1), A(2), . . . , çàäàííóþ ñëåäóþùèì èíäóêòèâíûì ïðàâèëîì

A(1) = A, A(k+1) = A(k) ∗ A (äëÿ k > 1).

Òîãäà äëÿ âñåõ k ≥ 1 ìíîæåñòâî A(k) ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîñîãî áðýéñà A.

Êîñîé áðýéñ A íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì, åñëè äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ

a, b ∈ A ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî a ⊕ b = a � b. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

óñòàíîâëåíî â [56, ïðåäëîæåíèå 2.3].

Ïðåäëîæåíèå 11. Ïóñòü A � êîñîé áðýéñ. Òîãäà ìíîæåñòâî A(2) ÿâ-

ëÿåòñÿ òàêèì ìèíèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ èäåàëîì êîñîãî áðýéñà A, ÷òî

êîñîé áðýéñ A/A(2) òðèâèàëåí.

Êîñîé áðýéñ A íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííèì, åñëè âìåñòå ñ òîæäåñòâîì

(1.13) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ A ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(a⊕ b)� c = (a� c)	 c⊕ (b� c). (6.3)
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Åñëè ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà A� êîñîãî áðýéñà A àáåëåâà, òî A î÷åâèäíî

ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîííèì êîñûì áðýéñîì. Â ðàáîòå [127] óñòàíîâëåíî, ÷òî ìíî-

æåñòâî âñåõ äâóñòîðîííèõ êëàññè÷åñêèõ áðýéñîâ (ò. å. òàêèõ äâóñòîðîííèõ

êîñûõ áðýéñîâ, àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîòîðûõ àáåëåâà) íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî

îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ðàäèêàëüíûõ êîëåö. Òàêèì

îáðàçîì, ïîíÿòèå äâóñòîðîííåãî êîñîãî áðýéñà îáîáùàåò ïîíÿòèå ðàäèêàëü-

íîãî êîëüöà.

6.3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î äâóñòîðîííèõ êîñûõ áðýéñàõ

Â äàííîì ðàçäåëå óñòàíîâëåíû ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïî âîïðî-

ñàì 2 è 3 äëÿ äâóñòîðîííèõ êîñûõ áðýéñîâ. Ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ òåõíè÷åñêàÿ

ëåììà ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ äâóñòîðîííèõ êîñûõ áðýéñîâ.

Ëåììà 14. Ïóñòü A � äâóñòîðîííèé êîñîé áðýéñ. Òîãäà ðàâåíñòâî

c−1 � (a⊕ b)� c = (c−1 � a� c)⊕ (c−1 � b� c)

ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ a, b, c ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (1.13), (6.1), (6.3), ñïðàâåäëèâûå â

äâóñòîðîííèõ êîñûõ áðýéñàõ, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì

c−1 � (a⊕ b)� c (6.3)
= c−1 �

(
(a� c)	 c⊕ (b� c)

)
(1.13)
= (c−1 � a� c)	 c−1 ⊕ c−1

(
	 c⊕ (b� c)

)
(6.1)
= (c−1 � a� c)	 c−1 ⊕ c−1 	 (c−1 � c)⊕ (c−1 � b� c)

= (c−1 � a� c)⊕ (c−1 � b� c),

èç êîòîðûõ ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �

Ëåììà 14 èìååò ñëåäóþùåå âàæíîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 8. Ïóñòü A � äâóñòîðîííèé êîñîé áðýéñ. Åñëè I � õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû A⊕ êîñîãî áðýéñà A, òî I � èäåàë

êîñîãî áðýéñà A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî I � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â

A⊕ ñëåäóåò, ÷òî I � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â A⊕. Äîêàæåì, ÷òî I ÿâëÿåòñÿ

íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â A�.

Èç ëåììû 12 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà a èç A îòîáðà-

æåíèå λa : A → A, çàäàííîå ïðàâèëîì λa(x) = 	a ⊕ (a � x) äëÿ x ∈ A,

ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû A⊕. Èç ýòîãî ôàêòà è òîãî ôàêòà, ÷òî I �

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â A⊕, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a ∈ A,

b ∈ I ýëåìåíò λa(b) ëåæèò â I. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ

a, b ∈ I ýëåìåíò

a� b = a⊕ λa(b)

ëåæèò â I, ò. å. ìíîæåñòâî I çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè �.

Èç ðàâåíñòâà a � b = a ⊕ λa(b) ñëåäóåò ðàâåíñòâî a−1 = 	λ−1
a (a). Èç

ýòîãî ðàâåíñòâà è òîãî ôàêòà, ÷òî I � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â A⊕,

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà a ∈ I ýëåìåíòî a−1 = 	λ−1
a (a) òàê-

æå ëåæèò â I, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî I çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè

� è îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè âçÿòèÿ îáðàòíîãî ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè �

ýëåìåíòà. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî I ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ìóëüòèïëèêà-

òèâíîé ãðóïïû A� êîñîãî áðýéñà A.

Èç ëåììû 14 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà a ∈ A îòîá-

ðàæåíèå ϕa : A → A, çàäàííîå ïðàâèëîì ϕa(x) = a−1 � x � a äëÿ x ∈ A,

ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì àääèòèâíîé ãðóïïû A⊕ êîñîãî áðýéñà A. Èç ýòîãî

ôàêòà è òîãî ôàêòà, ÷òî I � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â A⊕, ñëåäó-

åò, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ A âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ϕa(I) = I, ò. å. I ÿâëÿåòñÿ

íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû A� êîñîãî áðýéñà A.

Íàêîíåö, èç òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà a ∈ A îòîá-

ðàæåíèå λa : A → A, çàäàííîå ïðàâèëîì λa(x) = 	a ⊕ (a � x) äëÿ x ∈ A,

ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû A⊕, è òîãî ôàêòà, ÷òî I � õàðàêòåðèñòè-

÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â A⊕, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a ∈ A, âûïîëíåíî
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ðàâåíñòâî λa(I) = I, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî I ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîñîãî

áðýéñà A. �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, îáîáùàþùåå ðåçóëüòàò òåîðåìû 3 â ñëó÷àå

äâóñòîðîííèõ êîñûõ áðýéñîâ, äàåò, â ÷àñòíîñòè, ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà

âîïðîñ 2 äëÿ êîíå÷íûõ äâóñòîðîííèõ êîñûõ áðýéñîâ.

Òåîðåìà 34. Ïóñòü A � äâóñòîðîííèé êîñîé áðýéñ. Òîãäà

1. Åñëè |A| <∞ è ãðóïïà A⊕ ðàçðåøèìà, òî ãðóïïà A� ðàçðåøèìà,

2. Åñëè A⊕ � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà, òî A� �

ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà,

3. Åñëè A⊕ � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà, àïïðîêñèìèðóåìàÿ íèëüïî-

òåíòíûìè ãðóïïàìè, òî ãðóïïà A� àïïðîêñèìèðóåìà ðàçðåøèìûìè

ãðóïïàìè,

4. Åñëè A⊕ � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìàÿ ãðóïïà,

òî A� � ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîêàæåì óòâåðæäåíèå, èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî ïî-

ðÿäêó |A| êîñîãî áðýéñà A. Åñëè |A| = 1, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, áàçà

èíäóêöèè äîêàçàíà. Ïóñòü |A| > 1. Åñëè ãðóïïà A⊕ àáåëåâà, òî ðåçóëüòàò

ñëåäóåò èç òåîðåìû 3. Äîïóñòèì, ÷òî A⊕ íåàáåëåâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I êîì-

ìóòàíò ãðóïïû A⊕. Ò. ê. I � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â A⊕, èç ëåì-

ìû 8 ñëåäóåò, ÷òî I � èäåàë êîñîãî áðýéñà A. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî ãðóïïà A⊕

ðàçðåøèìà, ñëåäóåò, ÷òî |I| < |A|, ñëåäîâàòåëüíî, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåä-

ïîëîæåíèþ ãðóïïà I� ðàçðåøèìà. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî ãðóïïà A⊕ íåàáåëåâà,

ñëåäóåò, ÷òî |I| 6= 1, ñëåäîâàòåëüíî, |A/I| < |A|, è ïî èíäóêöèîííîìó ïðåä-

ïîëîæåíèþ ãðóïïà A�/I� = (A/I)� ðàçðåøèìà. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïû I�,

A�/I� ðàçðåøèìû, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà A� ðàçðåøèìà.

2) Äîêàæåì óòâåðæäåíèå, èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî ñòóïåíè íèëüïî-

òåíòíîñòè àääèòèâíîé ãðóïïû A⊕ êîñîãî áðýéñà A. Áàçó èíäóêöèè ñîñòàâ-

ëÿåò ñëó÷àé, êîãäà A⊕ � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Â ýòîì ñëó-

÷àå A⊕ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû B è ñâîáîäíîé
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àáåëåâîé ãðóïïû Zn êîíå÷íîãî ðàíãà n. Ò. ê. B � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîä-

ãðóïïà â ãðóïïå A⊕, èç ëåììû 8 ñëåäóåò, ÷òî B � èäåàë êîñîãî áðýéñà A, â

÷àñòíîñòè, B ÿâëÿåòñÿ êîñûì áðýéñîì, àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîòîðîãî àáåëå-

âà. Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà B� êîñîãî áðýéñà

B ðàçðåøèìà.

Ïóñòü p > |B| � íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ip ïîä-

ãðóïïó àääèòèâíîé ãðóïïû A⊕ êîñîãî áðýéñà A, ïîðîæäåííóþ p-ìè àääè-

òèâíûìè ñòåïåíÿìè ýëåìåíòîâ èç A (ò. å. ýëåìåíòàìè âèäà a⊕ a⊕ · · · ⊕ a︸ ︷︷ ︸
p

äëÿ âñåõ a ∈ A). Ò. ê. Ip � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â A⊕, èç

ëåììû 8 ñëåäóåò, ÷òî Ip � èäåàë êîñîãî áðýéñà A. Êîñîé ôàêòîðáðýéñ

A/Ip èìååò ïîðÿäîê p
n, ñëåäîâàòåëüíî, ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà (A/Ip)�

ýòîãî êîñîãî áðýéñà íèëüïîòåíòíà ñòóïåíèè íå áîëåå n. Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ x1, x2, . . . , xn+1 êîñîãî áðýéñà A ñïðàâåäëè-

âî ðàâåíñòâî [x1, x2, . . . , xn+1]� ⊕ Ip = Ip, ãäå [x1, x2, . . . , xn+1]� îáîçíà÷à-

åò ïðîñòîé êîììóòàòîð äëèíû n + 1 (ñêîáêè ñîáèðàþòñÿ ñëåâà) ýëåìåíòîâ

x1, x2, . . . , xn+1 ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè �. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ ýëå-

ìåíòîâ x1, x2, . . . , xn+1 ∈ A êîììóòàòîð [x1, x2, . . . , xn+1]� ëåæèò â Ip äëÿ

âñåõ p > |B|. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî n-é ÷ëåí A
(n)
� ðÿäà êîììóòàíòîâ ãðóï-

ïû A� ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè ∩p>|B|Ip = B (ðàâåíñòâî ∩p>|B|Ip = B ñëåäóåò

èç òîãî ôàêòà, ÷òî p > |B|). Èç ýòîãî ôàêòà è òîãî ôàêòà, ÷òî ãðóïïà B�

ðàçðåøèìà, ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà A� ðàçðåøèìà. Áàçà èíäóêöèè äîêàçàíà.

Ïóñòü A⊕ � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ñòóïåíè k > 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

I ïîñëåäíèé íåòðèâèàëüíûé ÷ëåí íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà ãðóïïû A⊕.

Ò. ê. I � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â A⊕, ïî ëåììå 8 ìíîæåñòâî I ÿâ-

ëÿåòñÿ èäåàëîì â A. Àääèòèâíàÿ ãðóïïà I⊕ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé

àáåëåâîé ãðóïïîé. Èç èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà

I� ðàçðåøèìà. Êîñîé ôàêòîðáðýéñ A/I èìååò êîíå÷íî ïîðîæäåííóþ íèëü-

ïîòåíòíóþ àääèòèâíóþ ãðóïïó (A/I)⊕ = A⊕/I⊕, ñòóïåíü íèëüïîòåíòíîñòè

194



êîòîðîé ðàâíà k − 1. Èç èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî

ãðóïïà (A/I)� = A�/I� ðàçðåøèìà. Òàêèì îáðàçîì, îáå ãðóïïû I�, A�/I�

ðàçðåøèìû, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà A� ðàçðåøèìà.

3) Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò êîñîãî áðýéñà A îòëè÷íûé îò åäè-

íè÷íîãî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I íàèáîëüøèé ïî âêëþ÷åíèþ ÷ëåí íèæíåãî öåí-

òðàëüíîãî ðÿäà ãðóïïû A⊕, íå ñîäåðæàùèé ýëåìåíòà x (òàêîé ÷ëåí ñóùå-

ñòóåò, ò. ê. ãðóïïà A⊕ àïïðîêñèìèðóåòñÿ íèëüïîòåíòíûìè ãðóïïàìè). Ò. ê.

I � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â A⊕, èç ëåììû 8 ñëåäóåò, ÷òî I � èäåàë

êîñîãî áðýéñà A. Àääèòèâíàÿ ãðóïïà (A/I)⊕ = A⊕/I⊕ êîñîãî ôàêòîðáðýéñà

A/I ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïîé. Èç ïóíêòà 2)

òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà (A/I)� ðàçðåøèìà. Òàêèì

îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x ∈ A� ñóùåñòâóåò

òàêàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà I� ãðóïïû A�, ÷òî x íå ëåæèò â I�, è ãðóïïà

A�/I� ðàçðåøèìà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ãðóïïà A� àïïðîêñèìèðóåòñÿ ðàçðåøè-

ìûìè ãðóïïàìè.

4) Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò êîñîãî áðýéñà A îòëè÷íûé îò åäè-

íè÷íîãî. Ò. ê. A⊕ � ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìàÿ ãðóïïà, äëÿ ýëåìåíòà x

ñóùåñòâóåò òàêàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N ãðóïïû A⊕, ÷òî èíäåêñ ïîä-

ãðóïïû N â A⊕ êîíå÷åí, è ýëåìåíò x íå ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå N . Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç n èíäåêñ ïîäãðóïïû N â ãðóïïå A⊕. Ò. ê. ãðóïïà A⊕ êîíå÷íî

ïîðîæäåíà, â ýòîé ãðóïïå ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäãðóïï èíäåê-

ñà n, ñëåäîâàòåëüíî, â A⊕ ñóùåñòâóåò òàêàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà

I = ∩ϕ∈Aut(A⊕)ϕ(N) êîíå÷íîãî èíäåêñà, ÷òî x íå ëåæèò â I. Ò. ê. I � õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â A⊕, èç ëåììû 8 ñëåäóåò, ÷òî I � èäåàë êîñî-

ãî áðýéñà A, â ÷àñòíîñòè, I� � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ìóëüòèïëèêàòèâíîé

ãðóïïû A� êîñîãî áðýéñà A. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî ýëåìåíòà x ∈ A� îòëè÷íîãî îò åäèíè÷íîãî ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ

ïîäãðóïïà I� êîíå÷íîãî èíäåêñà, ÷òî x íå ïðèíàäëåæèò I�. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

ãðóïïà A� ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìà. �
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñèëèâàåò ðåçóëüòàò ïðåäëîæåíèÿ 10 â ñëó-

÷àå, êîãäà A � äâóñòîðîííèé êîñîé áðýéñ.

Ëåììà 15. Ïóñòü A � äâóñòîðîííèé êîñîé áðýéñ, X � íîðìàëüíàÿ ïîä-

ãðóïïà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû A� êîñîãî áðýéñà A. Òîãäà X ∗ A �

èäåàë êîñîãî áðýéñà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ x ∈ X, a, b ∈ A ñïðàâåä-

ëèâû ðàâåíñòâà

b⊕ (x ∗ a)	 b = b⊕ λx(a)	 a	 b =

= b	 λx(b)⊕ λx(b⊕ a)	 (b⊕ a) = 	(x ∗ b)⊕ (x ∗ (b⊕ a)),

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî (X ∗A)⊕ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â ãðóïïå

A⊕. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ x ∈ X, a, b ∈ A ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

λb(x ∗ a) = λb(λx(a)	 a) = λbλx(a)	 λb(a)

= λbλxλ
−1
b (λb(a))	 λb(a) = (b� x� b−1) ∗ λb(a), (6.4)

èç êîòîðûõ, â ñèëó íîðìàëüíîñòè X â A�, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ýëåìåíòà b ∈ A âûïîëíåíî ðàâåíñòâî λb(X ∗ A) = X ∗ A. Äëÿ ýëåìåíòîâ

x, y ∈ X, a, b ∈ A âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (x∗a)�(y∗b) = (x∗a)⊕λx∗a(y∗b), èç

êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî X ∗A çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè �,

ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ãîâîðèòü î ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå (X ∗A)�.

Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ ëåììó 14, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ x ∈ X, a, b ∈ A

èìååì ðàâåíñòâà

b−1 � (x ∗ a)� b = b−1 � (	x⊕ (x� a)	 a)� b

= 	(b−1 � x� b)⊕ (b−1 � x� a� b)	 (b−1 � a� b)

= (b−1 � x� b) ∗ (b−1 � a� b),

èç êîòîðûõ, â ñèëó íîðìàëüíîñòè X â A�, ñëåäóåò, ÷òî (X ∗ A)� ÿâëÿåòñÿ

íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â ãðóïïå A�, ñëåäîâàòåëüíî X ∗ A � èäåàë êîñîãî

áðýéñà A. �
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Ëåììà 16. Ïóñòü A � äâóñòîðîííèé êîñîé áðýéñ, Z � öåíòð ìóëüòè-

ïëèêàòèâíîé ãðóïïû A�. Òîãäà ìíîæåñòâî I = (A∗Z)⊕ (Z ∗A) ÿâëÿåòñÿ

èäåàëîì êîñîãî áðýéñà A. Áîëåå òîãî, àääèòèâíàÿ ãðóïïà I⊕ êîñîãî áðýéñà

I àáåëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî I � èäåàë êîñîãî áðýéñà

A, íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî I ÿâëÿåòñÿ íîðìàëíîé ïîäãðóïïîé êàê â àä-

äèòèâíîé ãðóïïå A⊕, òàê è â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå A� êîñîãî áðýéñà

A, è ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A âûïîëíåíî ðàâåíñòâî λa(I) = I. Èç

ëåììû 15 ñëåäóåò, ÷òî Z ∗A ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîñîãî áðýéñà A. Èñïîëüçóÿ

ýòîò ôàêò, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a ∈ A, x ∈ Z èìååì ðàâåíñòâî

a ∗ x = 	a⊕ (a� x)	 x = 	a⊕ x	 x⊕ (x� a)	 a⊕ a	 x

= 	a⊕ x⊕ (x ∗ a)⊕ a	 x = 	a⊕ x⊕ a	 x⊕ c, (6.5)

ãäå c = (x 	 a) ⊕ (x ∗ a) 	 (x 	 a) ∈ Z ∗ A. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (6.5), äëÿ

ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A, x ∈ Z èìååì ðàâåíñòâà

	b⊕ (a ∗ x)⊕ b =

(6.5)
= 	b	 a⊕ x⊕ a	 x⊕ c⊕ b (c ∈ Z ∗ A),

= 	b	 a⊕ x⊕ a	 x⊕ b⊕ c1 (c1 ∈ Z ∗ A),

= 	(a⊕ b)⊕ x⊕ (a⊕ b)	 x⊕ x	 b	 x⊕ b⊕ c1 (c1 ∈ Z ∗ A),

(6.5)
= ((a⊕ b) ∗ x)⊕ c2 	 ((b ∗ x)⊕ c3)⊕ c1 (c1, c2, c3 ∈ Z ∗ A),

= ((a⊕ b) ∗ x)	 (b ∗ x)⊕ c4 (c4 ∈ Z ∗ A),

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà b ∈ A ñïðàâåäëèâî

âêëþ÷åíèå 	b ⊕ (A ∗ Z) ⊕ b ⊆ I, èç êîòîðîãî ââèäó ëåììû 15 ñëåäóåò

ðàâåíñòâî 	b⊕ I ⊕ b = I, ò. å. I⊕ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â àääè-

òèâíîé ãðóïïå A⊕ êîñîãî áðýéñà A. Äîêàæåì, ÷òî I� ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì

ïîäìíîæåñòâîì â ãðóïïå A�. Èç ëåììû 14 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
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ýëåìåíòîâ x ∈ X, a, b ∈ A âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

b−1 � (a ∗ x)� b = (b−1 � a� b) ∗ (b−1 � x� b).

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî (A ∗ Z)� ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ïîäìíîæå-

ñòâîì â ãðóïïå A�. Ò. ê. ïî ëåììå 15 ìíîæåñòâî Z ∗ A ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì

â A, ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â A�, ñëåäîâàòåëüíî,

ìíîæåñòâî I = (A ∗ Z) ⊕ (Z ∗ A) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ïîäìíîæåñòâîì â

ãðóïïå A�.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà b ∈ A ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî λb(I) = I. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ðàâåíñòâ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A, x ∈ Z ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(b� a� b−1)� (	b⊕ x⊕ b) =

(6.1)
= (b� a� b−1)	 (b� a)⊕ ((b� a� b−1)� (x⊕ b))

(1.13)
= (b� a� b−1)	 (b� a)⊕ (b� a� b−1 � x)	 (b� a� b−1)⊕ (b� a)

= (b� a� b−1)	 (b� a)⊕ x⊕ (x ∗ (b� a� b−1))⊕ (b� a)

= (b� a� b−1)	 (b� a)⊕ x⊕ (b� a)⊕ c

äëÿ c = 	(b� a)⊕ (x ∗ (b� a� b−1))⊕ (b� a) ∈ Z ∗ A. Èç ýòèõ ðàâåíñòâ è

ðàâåíñòâà (6.5) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

(b� a� b−1) ∗ (	b⊕ x⊕ b) =

= 	(b� a)⊕ x⊕ (b� a)	 (	b⊕ x⊕ b)⊕ c1 (c1 ∈ Z ∗ A)

= 	(b� a)⊕ x⊕ (b� a)	 b	 x⊕ b⊕ c1 (c1 ∈ Z ∗ A)

(6.5)
= ((b� a) ∗ x)⊕ c2 	 (b ∗ x)⊕ c3 ⊕ c1 (c1, c2, c3 ∈ Z ∗ A)

= ((b� a) ∗ x)	 (b ∗ x)⊕ c (c ∈ Z ∗ A),

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ x ∈ Z, a, b ∈ A ýëå-

ìåíò (b�a�b−1)∗(	b⊕x⊕b) ëåæèò â I. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ b ∈ A,

x ∈ Z âûïîëíåíî ðàâåíñòâî b⊕λb(x) = b�x = x�b = x⊕λx(b) = x⊕(x∗b)⊕b.
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Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

λb(x) = 	b⊕ x⊕ b⊕ c, (6.6)

ãäå c = 	b⊕ (x ∗ b)⊕ b ∈ Z ∗A. Åñëè â ðàâåíñòâå (6.4) ïîìåíÿòü ìåñòàìè x

è a, òî ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

λb(a ∗ x) = (b� a� b−1) ∗ λb(x). (6.7)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (6.2), (6.6), (6.7), à òàêæå òîò ôàêò, ÷òî ýëåìåíò

(b� a� b−1) ∗ (	b⊕ x⊕ b)

ëåæèò â I äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a, b ∈ A, x ∈ Z, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

λb(a ∗ x) =

(6.7)
= (b� a� b−1) ∗ λb(x)

(6.6)
= (b� a� b−1) ∗ (	b⊕ x⊕ b⊕ c) (c ∈ Z ∗ A)

(6.2)
= (b� a� b−1) ∗ (	b⊕ x⊕ b)

⊕ (	b⊕ x⊕ b)⊕ ((b� a� b−1) ∗ c)	 (	b⊕ x⊕ b) (c ∈ Z ∗ A)

= (b� a� b−1) ∗ (	b⊕ x⊕ b)	 b⊕ x⊕ b	 (b� a� b−1)

⊕ ((b� a� b−1)� c)	 c	 b	 x⊕ b (c ∈ Z ∗ A)

= (b� a� b−1) ∗ (	b⊕ x⊕ b)	 b⊕ x⊕ b	 (b� a� b−1)

⊕ (b� a� b−1)⊕ c1 	 c	 b	 x⊕ b (c, c1 ∈ Z ∗ A)

= (b� a� b−1) ∗ (	b⊕ x⊕ b)⊕ c2 (c2 ∈ Z ∗ A),

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçîëüíîãî ýëåìåíòà b ∈ A ñïðàâåäëèâî

âêëþ÷åíèå λb(A ∗ Z) ⊆ I, èç êîòîðîãî ñëåäóåò ðàâåíñòâî λb(I) = I. Èòàê,

ìû äîêàçàëè, ÷òî I⊕ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â A⊕, I� ÿâëÿåòñÿ

íîðìàëüíûì ïîäìíîæåñòâîì â A�, è äëÿ ëþáîãî b ∈ A ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî λb(I) = I. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî I � èäåàë êîñîãî áðýéñà A,

îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî I ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â A�, ò. å. ÷òî ìíîæåñòâî I
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çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè � è îïåðàöèè âçÿòèÿ îáðàòíîãî ïî îòíî-

øåíèþ ê îïåðàöèè � ýëåìåíòà. Ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

a� b = a⊕ λa(b), a−1 = 	λ−1
a (a)

è òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ ëþáîãî b ∈ A ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî λb(I) = I.

Ñëåäîâàòåëüíî, I = (A ∗ Z)⊕ (Z ∗ A) � èäåàë êîñîãî áðýéñà A.

Äîêàæåì, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïà I⊕ èäåàëà I àáåëåâà. Äëÿ ïðîèçâîëü-

íûõ ýëåìåíòîâ a, b, c, d ∈ A èç ðàâåíñòâ (1.13), (6.3) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

(a⊕ b)� (c⊕ d)
(1.13)
= ((a⊕ b)� c)	 (a⊕ b)⊕ ((a⊕ b)� d)

(6.3)
= (a� c)	 c⊕ (b� c)	 b	 a⊕ (a� d)	 d⊕ (b� d)

= (a� c)	 c⊕ (b� c)	 b⊕ (a ∗ d)⊕ (b� d). (6.8)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ ðàâåíñòâà (1.13), (6.3) â äðóãîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè, èìååì ðàâåíñòâî

(a⊕ b)� (c⊕ d)
(6.3)
= (a� (c⊕ d))	 (c⊕ d)⊕ (b� (c⊕ d))

(1.13)
= (a� c)	 a⊕ (a� d)	 d	 c⊕ (b� c)	 b⊕ (b� d)

= (a� c)⊕ (a ∗ d)	 c⊕ (b� c)	 b⊕ (b� d). (6.9)

Ò. ê. âûðàæåíèÿ (6.8) è (6.9) ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå ýëåìåíò èç A, îíè

äîëæíû ñîâïàäàòü. Ýòîò ôàêò îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ

a, b, c, d ∈ A ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(	c⊕ (b� c)	 b)⊕ (a ∗ d) = (a ∗ d)⊕ (	c⊕ (b� c)	 b). (6.10)

Ïðèìåíÿÿ ðàâåíñòâî (6.10) ê ýëåìåíòàì a, c ∈ Z, b, d ∈ A, çàêëþ÷àåì, ÷òî

ãðóïïà (Z ∗ A)⊕ àáåëåâà. Ïðèìåíÿÿ ýòî ðàâåíñòâî ê ýëåìåíòàì b, d ∈ Z,

a, c ∈ A, çàêëþ÷àåì, ÷òî ãðóïïà (A ∗ Z)⊕ àáåëåâà. Ïðèìåíÿÿ ýòî ðàâåíñòâî

ê ýëåìåíòàì a, b ∈ Z, c, d ∈ A, çàêëþ÷àåì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç (A ∗ Z)⊕

êîììóòèðóåò (ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè ⊕) ñ ëþáûì ýëåìåíòîì èç (Z ∗A)⊕,

ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà I⊕ àáåëåâà. �
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Ñëåäóþùàÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà ãëàâû ïîëîæèòåëüíî îòâå÷àåò íà âî-

ïðîñ 3 â ñëó÷àå äâóñòîðîííèõ êîñûõ áðýéñîâ.

Òåîðåìà 35. Ïóñòü A � äâóñòîðîííèé êîñîé áðýéñ. Åñëè ãðóïïà A� íèëü-

ïîòåíòíà ñòóïåíè k, òî ãðóïïà A⊕ ðàçðåøèìà ñòóïåíè íå áîëåå 2k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå, èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî ñòóïåíè

íèëüïîòåíòíîñòè k ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû A� êîñîãî áðýéñà A. Åñëè

k = 1, òî ãðóïïà A� àáåëåâà. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 11 êîñîé ôàêòîðáðýéñ

A/(A ∗A) òðèâèàëåí, ò. å. äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A/(A ∗A) ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî a � b = a ⊕ b, â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà (A/(A ∗ A))⊕ àáåëåâà. Èç

ëåììû 16 ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà (A ∗ A)⊕ àáåëåâà, òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà A⊕

èìååò òàêóþ íîðìàëüíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó (A ∗ A)⊕, ÷òî ôàêòîðãðóïïà

A⊕/(A ∗ A)⊕ àáåëåâà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ãðóïïà A⊕ ðàçðåøèìà ñòóïåíè íå

áîëåå 2. Áàçà èíäóêöèè (k = 1) äîêàçàíà.

Ïóñòü k > 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z öåíòð ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû

A� êîñîãî áðýéñà A, è ïóñòü I = (A∗Z)⊕ (Z ∗A). Èç ëåììû 16 ñëåäóåò, ÷òî

ìíîæåñòâî I îáðàçóåò èäåàë êîñîãî áðýéñà A ñ àáåëåâîé àääèòèâíîé ãðóïïîé

I⊕. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ x ∈ Z, a ∈ A ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû

c, d ∈ I, ÷òî x� a = x⊕ a⊕ c, a� x = a⊕ x⊕ d, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî

J = Z⊕I îáðàçóåò èäåàë êîñîãî áðýéñà A. Èç âêëþ÷åíèÿ Z ⊆ J ñëåäóåò, ÷òî

ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà (A/J)� êîñîãî ôàêòîðáðýéñà A/J íèëüïîòåíòíà

ñòóïåíè íå áîëåå k−1. Èñïîëüçóÿ èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå, çàêëþ÷àåì,

÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà (A/J)⊕ ðàçðåøèìà ñòóïåíè íå áîëåå 2(k−1). Òàêèì

îáðàçîì, â ãðóïïå A⊕ èìååò ìåñòî öåïî÷êà íîðìàëüíûõ (ïî îòíîøåíèþ ê

îïåðàöèè ⊕) ïîäãðóïï A⊕ > J⊕ > I⊕ > 1, ïðè÷åì ãðóïïà A⊕/J⊕ ðàçðåøèìà

ñòóïåíè íå áîëåå 2k− 2, à ãðóïïû J⊕/I⊕ è I⊕ àáåëåâû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ãðóïïà A⊕ ðàçðåøèìà ñòóïåíè íå áîëåå 2k. �

Åñëè ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîñîãî áðýéñà A àáåëåâà, òî A àâòî-

ìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîííèì êîñûì áðýéñîì. Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðå-

ìû 35 ñëåäóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå îáîáùàåò òåîðåìó 4, ñôîð-
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ìóëèðîâàííóþ â ðàáîòå [129, òåîðåìà A.9] â òåðìèíàõ êîñûõ áðýéñîâ è äî-

êàçàííóþ â ðàáîòå [49, òåîðåìà 2] â òåðìèíàõ ñòðóêòóð Õîïôà-Ãàëóà.

Ñëåäñòâèå 9. Ïóñòü A � êîñîé áðýéñ. Åñëè ãðóïïà A� àáåëåâà, òî ãðóïïà

A⊕ ðàçðåøèìà ñòóïåíè íå áîëåå 2.

Ñëåäñòâèå 9 îáîáùàåò òåîðåìó 4 â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ: âî-ïåðâûõ,

ñëåäñòâèå 9 ñïðàâåäëèâî äëÿ êîñûõ áðýéñîâ ïðîèçâîëüíîé ìîùíîñòè, â òî

âðåìÿ, êàê òåîðåìà 4 ñïðàâåäëèâà ëèøü äëÿ êîíå÷íûõ êîñûõ áðýéñîâ, âî-

âòîðûõ, ñëåäñòâèå 9 äàåò âåðõíþþ îöåíêó íà ñòóïåíü ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû

A⊕ (ñòóïåíü ðàçðåøèìîñòè íå ïðåâîñõîäèò 2). Áîëåå òîãî, äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 35 (êîòîðîå âëå÷åò ñëåäñòâèå 9) ýëåìåíòàðíî, ò. å. îíî íå èñïîëüçó-

åò êëàññèôèêàöèþ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï è äðóãèå ñëîæíûå ðåçóëüòàòû

òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï, èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå [49] ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåî-

ðåìû 4.

Îòìåòèì, íàêîíåö, ÷òî îöåíêà íà ñòóïåíü ðàçðåøèìîñòè â ñëåäñòâèè 9

íå ìîæåò áûòü óëó÷øåíà. Îá ýòîì ãîâîðèò ïðèìåð 35 èç ðàçäåëà 6.1, â

êîòîðîì ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîñîãî áðýéñà àáåëåâà, à àääèòèâíàÿ

ãðóïïà ýòîãî æå êîñîãî áðýéñà ðàçðåøèìà ñòóïåíè â òî÷íîñòè 2.
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Ãëàâà 7. Êëàññû ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè â

ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïïàõ

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ êëàññîâ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííî-

ñòè â ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïïàõ. Â ðàçäåëàõ 7.1, 7.2, 7.3 ïðèâåäåíû

ñîîòâåòñòâåííî ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î êëàññàõ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåí-

íîñòè è êëàññàõ èçîãðàäèåíòíîñòè â ãðóïïàõ, ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç

òåîðèè êîëåö è ïîëåé è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ãðóïïàõ Øåâàëëå. Â

ðàçäåëàõ 7.4, 7.5 óñòàíîâëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû î ñâîéñòâå R∞

äëÿ ãðóïï Øåâàëëå: â ðàçäåëå 7.4 ðàññìîòðåíû ãðóïïû Øåâàëëå íàä ïîëåì

F õàðàêòåðèñòèêè íîëü ñ tr.degQF <∞, â ðàçäåëå 7.5 ðàññìîòðåíû ãðóïïû

Øåâàëëå íàä ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè íîëü ñ tr.degQF =∞. Â ðàçäåëå 7.6

óñòàíîâëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû î ñâîéñòâå R∞ äëÿ ðåäóêòèâíûõ

ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Íàêîíåö, â ðàçäåëå 7.7 óñòàíîâëåíû îñíîâ-

íûå ðåçóëüòàòû ãëàâû î ñâîéñòâå R∞ äëÿ ãðóïï óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö.

Èçëîæåííûå â ãëàâå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [66,113�116].

7.1. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î êëàññàõ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè

è êëàññàõ èçîãðàäèåíòíîñòè

Â äàííîì ðàçäåëå èçëîæåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è

ïðîñòûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ î êëàññàõ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííî-

ñòè è êëàññàõ èçîãðàäèåíòíîñòè â ãðóïïàõ. Ïóñòü äàëåå G � ãðóïïà, ϕ �

íåêîòîðûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû G.

7.1.1. Êëàññû ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè

Îïðåäåëåíèå 1. Äâà ýëåìåíòà x è y ãðóïïû G íàçûâàþòñÿ ñêðó÷åííî

ϕ-ñîïðÿæåííûìè (èëè ïðîñòî ϕ-ñîïðÿæåííûìè), åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ýëå-
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ìåíòà z ãðóïïû G âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

x = zyϕ(z−1).

Àâòîìîðôèçì ϕ â ýòîì îïðåäåëåíèè ìîæíî çàìåíèòü ýíäîìîðôèçìîì.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òîãî, ÷òî ýëåìåíòû x, y ãðóïïû G ÿâëÿþòñÿ ñêðó÷åííî ϕ-

ñîïðÿæåííûìè, èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü x ∼ϕ y. Åñëè ϕ � òîæäåñòâåííûé àâòî-

ìîðôèçì, òî îïðåäåëåíèå 1 åñòü íè÷òî èíîå, êàê îïðåäåëåíèå ñîïðÿæåííûõ

ýëåìåíòîâ.

Ïðåäëîæåíèå 12. Îòíîøåíèå ϕ-ñîïðÿæåííîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíè-

åì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ϕ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû G, òî äëÿ

íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà e ãðóïïû G èìååì ϕ(e) = e. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ãðóïïû G âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

x = exϕ(e−1).

Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå ϕ-ñîïðÿæåííîñòè ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì.

Ïîêàæåì ñèììåòðè÷íîñòü îòíîøåíèÿ ϕ-ñîïðÿæåííîñòè. Åñëè x ∼ϕ y,

òî äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà z ãðóïïû G âûïîëíåíî ðàâåíñòâî x = zyϕ(z−1).

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî y = z−1xϕ((z−1)−1), è ñèììåòðè÷íîñòü

óñòàíîâëåíà.

Åñëè x ∼ϕ y è y ∼ϕ z, òî äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ a è b ãðóïïû G

èìååì

x = ayϕ(a−1), y = bzϕ(b−1).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

x = abzϕ(b−1)ϕ(a−1) = abzϕ((ab)−1).

Òî åñòü, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî îòíîøåíèå ϕ-ñîïðÿæåííîñòè ðåôëåêñèâ-

íî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî, à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-

íîñòè. �
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Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîøåíèÿ ñêðó÷åííîé ϕ-ñîïðÿæåííîñòè íà-

çûâàþòñÿ êëàññàìè ϕ-ñîïðÿæåííîñòè. Êëàññ ϕ-ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíòà x

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [x]ϕ. Åñëè ϕ = ϕy � àâòîìîðôèçì-ñîïðÿæåíèå, òî êëàññ

ñêðó÷åííîé ϕy-ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíòà x îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [x]y.

Îïðåäåëåíèå 2. Êîëè÷åñòâî êëàññîâ ϕ-ñîïðÿæåííîñòè íàçûâàåòñÿ ÷èñ-

ëîì Ðàéäåìàéñòåðà àâòîìîðôèçìà ϕ è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì R(ϕ).

×èñëî Ðàéäåìàéñòåðà ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íûì íàòóðàëüíûì ÷èñ-

ëîì, òàê è ïðîèçâîëüíûì êàðäèíàëüíûì ÷èñëîì. Îäíàêî â äàííîé ðàáîòå

áåñêîíå÷íûå êàðäèíàëüíûå ÷èñëà íå ðàçëè÷àþòñÿ è îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâî-

ëîì ∞. Ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå óñòàíîâëåíî â [65, ñëåä-

ñòâèå 2.5].

Ëåììà 17. Ïóñòü ϕ � íåêîòîðûé àâòîìîðôèçì, à ϕg � âíóòðåííèé àâ-

òîìîðôèçì ãðóïïû G. Òîãäà R(ϕgϕ) = R(ϕ).

Îïðåäåëåíèå 3. Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞ (èëè G

ÿâëÿåòñÿ R∞-ãðóïïîé), åñëè ÷èñëî R(ϕ) áåñêîíå÷íî äëÿ ëþáîãî àâòîìîð-

ôèçìà ãðóïïû G.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ñâÿçûâàþùåå ÷èñëî êëàññîâ

ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå è ôàêòîðãðóïïå.

Ëåììà 18. Ïóñòü èìååò ìåñòî êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1→ N → G→ A→ 1,

ãäå N � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ïóñòü òàêæå ϕ � íåêî-

òîðûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû G, ϕ̄ � àâòîìîðôèçì ãðóïïû A, èíäóöèðî-

âàííûé àâòîìîðôèçìîì ϕ, à ϕ′ � ñóæåíèå àâòîìîðôèçìà ϕ íà ãðóïïó N .

Òîãäà

1. R(ϕ) ≥ R(ϕ̄).

2. Åñëè A � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è R(ϕ′) =∞, òî R(ϕ) =∞.

3. Åñëè N � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è R(ϕ) =∞, òî R(ϕ̄) =∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̄ îáðàç ýëåìåíòà x ïîä äåéñòâèåì åñòå-

ñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà G→ A = G/N , òîãäà ϕ̄(x̄) = ϕ(x).

1. Åñëè äëÿ ýëåìåíòîâ x, y ãðóïïû G âûïîëíåíî x ∼ϕ y, òî äëÿ íåêîòî-

ðîãî ýëåìåíòà z ãðóïïû G âûïîëíåíî ðàâåíñòâî x = zyϕ(z−1). Ôàêòîðèçóÿ

ýòî ðàâåíñòâî ïî ïîäãðóïïå N ïîëó÷àåì x = z̄ȳϕ̄(z−1). Òàêèì îáðàçîì, äî-

êàçàíî, ÷òî îáðàçû (îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà) ñêðó÷åííî

ϕ-ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G ÿâëÿþòñÿ ñêðó÷åííî ϕ̄-ñîïðÿæåííûìè

â ãðóïïå A, ò. å. îáðàç êëàññà [x]ϕ â ãðóïïå A ïîëíîñòüþ ñîäåðæèò êëàññ

[x̄]ϕ̄, ñëåäîâàòåëüíî ÷èñëî R(ϕ) íå ìåíüøå ÷èñëà R(ϕ̄).

2. Ïóñòü x1, x2, . . . � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òàêèõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû

N , ÷òî xi �ϕ′ xj ïðè i 6= j (òàêîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóåò, ò. ê.

R(ϕ′) = ∞). Äîïóñòè, ÷òî R(ϕ) < ∞, òîãäà ñðåäè ýëåìåíòîâ x1, x2, . . .

ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ϕ-ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Íå îãðà-

íè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû x1, x2, . . . ÿâëÿþòñÿ

ϕ-ñîïðÿæåííûìè, ò. å. äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ y2, y3, . . . âûïîëíåíû ðà-

âåíñòâà

x1 = yixiϕ(y−1
i ), i = 2, 3, . . . (7.1)

Äëÿ i = 2, 3, . . . ýëåìåíò yi åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå

yi = ziti, ãäå zi � ôèêñèðîâàííûé ïðåäñòàâèòåëü ñìåæíîãî êëàññà ziN , ti

� íåêîòîðûé ýëåìåíò ãðóïïû N , ïðè ýòîì ϕ(yi) = ϕ(zi)ϕ
′(ti). Ðàâåíñòâî

(7.1) òîãäà ïåðåïèøåòñÿ

x1 = zitixiϕ
′(t−1

i )ϕ(z−1
i ), i = 2, 3, . . . (7.2)

Ò. ê. ãðóïïà A êîíå÷íà, òî äëÿ íåêîòîðûõ i 6= j âûïîëíåíî ðàâåíñòâî zi = zj,

ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ðàâåíñòâ (7.2) èìååì

zitixiϕ
′(t−1

i )ϕ(z−1
i ) = x1 = zitjxjϕ

′(t−1
j )ϕ(z−1

i ).

Óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî íà t−1
i z−1

i ñëåâà, è íà ϕ(ti)ϕ
′(zi) ñïðàâà, ïðèõîäèì

ê ðàâåíñòâó xi = (t−1
i tj)xjϕ

′((t−1
i tj)

−1), êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî xi ∼ϕ′ xj, ÷òî
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ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó íàáîðà x1, x2, . . .

3. Ïóñòü x1, x2, . . . � òàêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû

G, ÷òî xi �ϕ xj ïðè i 6= j. Ðàññìîòðèì îáðàçû x̄1, x̄2, . . . ýëåìåíòîâ x1, x2, . . .

â ãðóïïå A è ïðåäïîëîæèì, ÷òî R(ϕ̄) <∞. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñðåäè ìíîæåñòâà

x̄1, x̄2, . . . ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ϕ̄-ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû x̄1, x̄2, . . . ÿâëÿ-

þòñÿ ϕ̄-ñîïðÿæåííûìè, òî åñòü äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ ȳ2, ȳ3, . . . ãðóïïû

A âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

x̄1 = ȳix̄iϕ̄(ȳi), i = 2, 3, . . .

Ïåðåõîäÿ ê ïðîîáðàçàì â ãðóïïå G, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ

ýëåìåíòîâ y1, y2, . . . ãðóïïû G è äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ z1, z2, . . . ãðóïïû

N âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

x1 = yixiϕ(yi)zi, i = 2, 3, . . .

Ò. ê. N � êîíå÷íà, òî äëÿ íåêîòîðûõ èíäåêñîâ i 6= j âûïîëíåíî zi = zj,

ñëåäîâàòåëüíî,

yixiϕ(y−1
i )zi = x1 = yjxjϕ(y−1

j )zi.

Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà y−1
i ñëåâà, è íà z−1

i ϕ(yi) ñïðàâà ïðèõîäèì ê ðà-

âåíñòâó xi = (y−1
i yj)xjϕ((y−1

i yj)
−1), êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî xi ∼ϕ xj, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó íàáîðà x1, x2, . . . �

Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå,

óñòàíîâëåííîå â [110].

Ñëåäñòâèå 10. Ïóñòü èìååò ìåñòî êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü

1→ N → G→ A→ 1,

ãäå N � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Òîãäà

1. Åñëè ãðóïïà A îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞, òî ãðóïïà G òàêæå îáëàäà-

åò ñâîéñòâîì R∞.
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2. Åñëè A � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è N îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞, òî G òàêæå

îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞.

3. Åñëè äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà θ ãðóïïû A ñóùåñòâóåò òàêîé àâòî-

ìîðôèçì ϕ ãðóïïû G, ÷òî ϕ̄ = θ, è ïðè ýòîì N � êîíå÷íàÿ ãðóïïà,

è G îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞, òî A òàêæå îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [110] óòâåðæäåíèå òðåòüåãî ïóíêòà ñëåäñòâèÿ 10

ñôîðìóëèðîâàíî áåç òîãî óñëîâèÿ, ÷òî ïðîèçâîëüíûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû

A ïîäíèìàåòñÿ äî àâòîìîðôèçìà ãðóïïû G, îäíàêî ýòîò ôàêò èñïîëüçóåòñÿ

ïðè äîêàçàòåëüñòâå.

Ïåðâûé ïóíêò ëåììû 18 äàåò íèæíþþ îöåíêó äëÿ ÷èñëà R(ϕ) ÷åðåç

R(ϕ). Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå â [80, ëåììà 1.1(3)], äàåò âåðõ-

íþþ îöåíêó äëÿ R(ϕ) ÷åðåç R(ϕ), R(ϕ′) â ñëó÷àå, êîãäà N � öåíòðàëüíàÿ

ïîäãðóïïà.

Ëåììà 19. Ïóñòü G � ãðóïïà, ϕ � àâòîìîðôèçì ãðóïïû G, è N ≤ Z(G) �

öåíòðàëüíàÿ ïîäãðóïïà G, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó ϕ(N) = N . Ïóñòü

ϕ̄ � àâòîìîðôèçì ôàêòîðãðóïïû G/N , èíäóöèðîâàííûé ϕ, à ϕ′ � ñóæåíèå

àâòîìîðôèçìà ϕ íà ãðóïïó N . Òîãäà R(ϕ) ≤ R(ϕ′)R(ϕ).

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [80, ëåììà 1.1 (3)] óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â óñëîâèÿõ

ëåììû 19 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî R(ϕ) = R(ϕ′)R(ϕ). Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî

óòâåðæäåíèÿ [80, ëåììà 1.1 (3)] ãàðàíòèðóåò ëèøü íåðàâåíñòâî, ñôîðìóëè-

ðîâàííîå â ëåììå 19. Áîëåå òîãî, â îáùåì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå ñ ðàâåíñòâîì

R(ϕ) = R(ϕ′)R(ϕ) íåâåðíî. Íàïðèìåð, åñëè G = 〈x | x4 = 1〉 � öèêëè÷åñêàÿ

ãðóïïà ïîðÿäêà 4, N = 〈x2〉 ïîäãðóïïà ãðóïïû G, è ϕ : x 7→ x−1 � àâòî-

ìîðôèçì ãðóïïû G, òî R(ϕ) = R(ϕ′) = R(ϕ) = 2, ò. å. R(ϕ) 6= R(ϕ′)R(ϕ).

Îäíàêî, â íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ ðàâåíñòâî R(ϕ) = R(ϕ′)R(ϕ) ìîæåò

ñîõðàíÿòüñÿ. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Ëåììà 20. Ïóñòü P,Q � ãðóïïû, è G = P ×Q. Ïóñòü ϕ � òàêîé àâòî-

ìîðôèçì ãðóïïû G, ÷òî ϕ(P ) = P , ϕ(Q) = Q. Òîãäà R(ϕ) = R(ϕ|P )R(ϕ|Q).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ýëåìåíòàðíî ñëåäóåò èç ëåììû 19.
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Ñëåäñòâèå 11. Ïóñòü G � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ñ âåðõíèì öåíòðàëü-

íûì ðÿäîì 1 = Z0 < Z1 < · · · < Zn = G. Ïóñòü ϕ � íåêîòîðûé àâòîìîð-

ôèçì ãðóïïû G, è ϕk � àâòîìîðôèçì ôàêòîðãðóïïû Zk+1/Zk, èíäóöèðî-

âàííûé àâòîìîðôèçìîì ϕ. Òîãäà R(ϕ) ≤
∏n−1

k=1 R(ϕk).

Â ðàáîòå [125, ëåììà 2.7] óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè G � êîíå÷íî ïîðîæ-

äåííàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, òî ñëåäñòâèå 11 ìîæåò áûòü

ïåðåôîðìóëèðîâàíî â ñëåäóþùåé áîëåå ñèëüíîé ôîðìå.

Ëåììà 21. Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà áåç

êðó÷åíèÿ ñ âåðõíèì öåíòðàëüíûì ðÿäîì 1 = Z0 < Z1 < · · · < Zn = G.

Ïóñòü ϕ � íåêîòîðûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû G, è ϕk � àâòîìîðôèçì

ôàêòîðãðóïïû Zk+1/Zk, èíäóöèðîâàííûé àâòîìîðôèçìîì ϕ. Òîãäà ÷èñëî

R(ϕ) êîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëà R(ϕk) êîíå÷íû äëÿ âñåõ

k = 0, . . . , n− 1. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî R(ϕ) =
∏n−1

k=0 R(ϕk).

Ëåììà 21 ñâîäèò âû÷èñëåíèå ÷èñëà Ðàéäåìàéñòåðà â íèëüïîòåíòíîé

ãðóïïå ê ñåðèè âû÷èñëåíèé ÷èñåë Ðàéäåìàéñòåðà â àáåëåâûõ ãðóïïàõ. Ñëå-

äóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå â [125, ëåììà 4.1], õàðàêòåðèçóåò âñå àâ-

òîìîðôèçìû ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû êîíå÷íîãî ðàíãà, ó êîòîðûõ ÷èñëî

Ðàéäåìàéñòåðà áåñêîíå÷íî.

Ëåììà 22. Ïóñòü ϕ � àâòîìîðôèçì ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû êîíå÷íîãî

ðàíãà. Òîãäà R(ϕ) =∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ èìååò íåòðèâèàëü-

íóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Ñëåäóþùåå óòâåðæåíèå î ÷èñëå Ðàéäåìàéñòåðà àâòîìîðôèçìà àáåëå-

âîé ãðóïïû î÷åâèäíî.

Ëåììà 23. Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà, ϕ � àâòîìîðôèçì ãðóïïû G. Òîãäà

êëàññ ϕ-ñîïðÿæåííîñòè [e]ϕ åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà e ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ

ïîäãðóïïîé â G. Áîëåå òîãî R(ϕ) =
∣∣G : [e]ϕ

∣∣.
Èç ëåììû 21 è ëåììû 23 âûòåêàåò ñëåëóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 24. Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà áåç

êðó÷åíèÿ ñ âåðõíèì öåíòðàëüíûì ðÿäîì 1 = Z0 < Z1 < · · · < Zn = G.
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Ïóñòü ϕ � íåêîòîðûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû G, è ϕk � àâòîìîðôèçì

ôàêòîðãðóïïû Zk+1/Zk, èíäóöèðîâàííûé àâòîìîðôèçìîì ϕ. Òîãäà ÷èñ-

ëî R(ϕ) êîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëà R(ϕk) êîíå÷íû äëÿ

âñåõ k = 0, . . . , n − 1. Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

R(ϕ) =
∏n−1

k=0

∣∣Zk+1/Zk : [eZk]ϕk
∣∣.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî SpecR(G) = {R(ϕ) | ϕ ∈ Aut(G)} âñåõ ÷èñåë

Ðàéäåìàéñòåðà àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì Ðàéäåìàé-

ñòåðà ãðóïïû G.

Î÷åâèäíî, ÷òî ãðóïïà G îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà SpecR(G) = {∞}.

7.1.2. Êëàññû èçîãðàäèåíòíîñòè

Ïóñòü Ψ = ϕInn(G) � âíåøíèé àâòîìîðôèçì ãðóïïû G. Ñëåäóþùåå

îïðåäåëåíèå âîñõîäèò ê ß. Íèëüñåíó.

Îïðåäåëåíèå 5. Àâòîìîðôèçìû f, g ∈ Ψ íàçûâàþòñÿ èçîãðàäèåíòíûìè,

åñëè äëÿ íåêîòîðîãî âíóòðåííåãî àâòîìîðôèçìà ϕz ∈ Inn(G) âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî f = ϕzgϕ
−1
z .

Ïðåäëîæåíèå 13. Îòíîøåíèå èçîãðàäèåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíè-

åì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå Ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî îòíîøåíèå ñî-

ïðÿæåííîñòè â ãðóïïå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. �

Ìíîæåñòâî êëàññîâ èçîãðàäèåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå Ψ îáîçíà÷àåò-

ñÿ ÷åðåç S(Ψ), ÷èñëî êëàññîâ èçîãðàäèåíòíîñòè íà Ψ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

S(Ψ) = |S(Ψ)|. ×èñëî S(Ψ) ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íûì íàòóðàëüíûì ÷èñ-

ëîì, òàê è áåñêîíå÷íîñòüþ ∞. ×èñëî S(ϕInn(G)) òåñíî ñâÿçàíî ñ ÷èñëîì

Ðàéäåìàéñòåð àâòîìîðôèçìà ϕ.

Ëåììà 25. Ïóñòü G � ãðóïïà, ϕ � àâòîìîðôèçì ãðóïïû G, è ϕ � àâòî-

ìîðôèçì ãðóïïû G/Z(G) èíäóöèðîâàííûé ϕ. Òîãäà S(ϕInn(G)) = R(ϕ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f, g ∈ ϕInn(G), ò. å. äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ x, y

ãðóïïû G âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

f = ϕxϕ, g = ϕyϕ.

Ïî îïðåäåëåíèþ, àâòîìîðôèçìû f, g èçîãðàäèåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà z ∈ G âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

ϕxϕ = f = ϕzgϕ
−1
z = ϕzϕyϕϕ

−1
z = ϕzϕyϕ

−1
ϕ(z)ϕ.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî àâòîìîðôèçìû f, g èçîãðàäèåíòíû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà z ∈ G âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

ϕx = ϕzyϕ(z−1), ÷òî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó x = zyϕ(z−1)t äëÿ íåêîòîðîãî

ýëåìåíòà t ∈ Z(G). Òàêèì îáðàçîì, àâòîìîðôèçìû f = ϕxϕ, g = ϕyϕ

èçîãðàäèåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xZ(G) ∼ϕ yZ(G), ÷òî âëå÷åò

ðàâåíñòâî S(ϕInn(G)) = R(ϕ). �

Îïðåäåëåíèå 6. Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G îáëàäàåò ñâîéñòâîì S∞ (èëè G

ÿâëÿåòñÿ S∞-ãðóïïîé), åñëè ÷èñëî S(ϕInn(G)) áåñêîíå÷íî äëÿ ëþáîãî àâòî-

ìîðôèçìà ϕ ãðóïïû G.

Ò. ê. öåíòð Z(G) ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé

â G, èç ëåììû 25 è ñëåäñòâèÿ 10 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 12. Ïóñòü G � ãðóïïà ñ êîíå÷íûì öåíòðîì. Òîãäà G îáëàäà-

åò ñâîéñòâîì R∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G îáëàäàåò ñâîéñòâîì S∞.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì àíàëîãîì ñëåä-

ñòâèÿ 10(1) äëÿ ñâîéñòâà S∞.

Ëåììà 26. Ïóñòü èìååò ìåñòî êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1→ N → G→ A→ 1,

ãäå N � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Åñëè A îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì S∞, òî G îáëàäàåò ñâîéñòâîì S∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ � àâòîìîðôèçì ãðóïïû G. Ò. ê. N � õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, àâòîìîðôèçì ϕ èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì

ϕ ãðóïïû A. Ò. ê. A îáëàäàåò ñâîéñòâîì S∞, ñóùåñòâóåò òàêîå áåñêîíå÷-

íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ g1, g2, . . . ãðóïïû A, ÷òî ýëåìåíòû ϕgiϕ è ϕgjϕ íå

ÿâëÿþòñÿ èçîãðàäèåíòíûìè íè äëÿ êàêèõ i 6= j.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S(ϕInn(G)) < ∞. Òîãäà ñðåäè ìíîæåñòâà

ϕg1ϕ, ϕg2ϕ, . . . íàéäåòñÿ ïàðà èçîãðàäèåíòíûõ àâòîìîðôèçìîâ ϕgiϕ, ϕgjϕ.

Ò. å. äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà h ∈ G âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

ϕgiϕ = ϕhϕgjϕϕ
−1
h .

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

ϕgiϕ = ϕhϕgjϕϕ
−1
h

â ãðóïïå Aut(A), êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ýëåìåíòîâ g1, g2, . . . �

7.2. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè êîëåö è ïîëåé

Â äàííîì ðàçäåëå èçëîæåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è

íåîáõîäèìûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ èç òåîðèè êîëåö è ïîëåé. Îáî-

çíà÷åíèÿ âûáðàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ [16].

Ïîä öåëîñòíûì êîëüöîì â äàííîé ðàáîòå ïîíèìàåòñÿ àññîöèàòèâíîå,

êîììóòàòèâíîå êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ, êîòîðîå ñîäåðæèò íåéòðàëü-

íûé ïî óìíîæåíèþ ýëåìåíò 1. Åñëè R � öåëîñòíîå êîëüöî, òî ñèìâîëà-

ìè R+, R∗ îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî àääèòèâíàÿ è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ

ãðóïïû êîëüöà R. Äëÿ ïîëÿ F ñèìâîëîì char(F ) îáîçíà÷àåòñÿ õàðàêòå-

ðèñòèêà ïîëÿ F . Ò. ê. ïðîèçâîëüíîå öåëîñòíîå êîëüöî R âêëàäûâàåòñÿ â

íåêîòîðîå ïîëå F , òî ìîæíî îïðåäåëèòü õàðàêòåðèñòèêó char(R) öåëîñòíîãî

êîëüöà R, ïîëîæèâ åå ðàâíîé õàðàêòåðèñòèêå ïîëÿ F . Çàïèñü F |L îáîçíà-

÷àåò, ÷òî ïîëå F ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëÿ L (èëè L ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì

F ).
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Ñèìâîëàìè Z, Zn, Zp è Z[i] îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êîëüöî öå-

ëûõ ÷èñåë, êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n (äëÿ íåêîòîðîãî n), êîëüöî öåëûõ

p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë (äëÿ ïðîñòîãî p) è êîëüöî ãàóññîâûõ öåëûõ ÷èñåë. ×åðåç

Q, R, C, Qp îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïî-

ëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë

(äëÿ ïðîñòîãî p).

Ñèìâîëîì F îáîçíà÷àåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ F . Åñëè R

è F � ñîîòâåòñòâåííî êîëüöî è ïîëå, à T1, T2, . . . � íåêîòîðûå ïåðåìåííûå, òî

ñèìâîëàìè R[T1, T2, . . . ] è F (T1, T2, . . . ) îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êîëü-

öî ìíîãî÷ëåíîâ íàä R è ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íàä F îò ïåðåìåííûõ

T1, T2, . . . Åñëè êîëüöî R ñîäåðæèòñÿ â êîëüöå K (ïîëå F ñîäåðæèòñÿ â ïî-

ëå L), à x1, x2, . . . � íåêîòîðûå ýëåìåíòû êîëüöà K (ñîîòâåòñòâåííî, ïîëÿ

L), òî ñèìâîëîì R[x1, x2, . . . ] (F (x1, x2, . . . )) îáîçíà÷àåòñÿ ìèíèìàëüíîå ïî

âêëþ÷åíèþ ïîäêîëüöî â K (ïîäïîëå â L), ñîäåðæàùåå êîëüöî R (ïîëå F ) è

ýëåìåíòû x1, x2, . . .

Ïóñòü F |L � ðàñøèðåíèå ïîëÿ L. Åñëè äëÿ ýëåìåíòà x ïîëÿ F ñó-

ùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí f(T ) 6= 0 ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ L, ÷òî

f(x) = 0, òî ýëåìåíò x íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä L ýëåìåíòîì ïî-

ëÿ F . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýëåìåíò x íàçûâàåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì íàä L

ýëåìåíòîì ïîëÿ F . Ðàñøèðåíèå F |L íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè êàæ-

äûé ýëåìåíò ïîëÿ F ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä L. Åñëè â F íàéäåòñÿ

òðàíñöåíäåòíûé íàä L ýëåìåíò, òî ðàñøèðåíèå ïîëåé F |L íàçûâàåòñÿ òðàíñ-

öåíäåíòíûì. Ýëåìåíòû x1, . . . , xk íàçûâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè

íàä L, åñëè íè äëÿ êàêîãî ìíîãî÷ëåíà f(T1, . . . , Tk) 6= 0 ñ êîýôôèöèåíòàìè

èç ïîëÿ L íå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(x1, . . . , xk) = 0. Áåñêîíå÷íîå ìíîæå-

ñòâî ýëåìåíòîâ x1, x2, . . . ïîëÿ F íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûì

íàä L, åñëè êàæäîå åãî êîíå÷íî ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåçà-

âèñèìûì íàä L. Ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ýëå-

ìåíòîâ ïîëÿ F íàä L íàçûâàåòñÿ áàçèñîì òðàíñöåíäåíòíîñòè ïîëÿ F íàä
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L. Ìîùíîñòü áàçèñà òðàíñöåíäåíòíîñòè ïîëÿ F íàä L íå çàâèñèò îò âûáîðà

áàçèñà òðàíñöåíäåíòíîñòè è íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ òðàíñöåíäåíòíîñòè ïîëÿ

F íàä L. Ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ðàñøèðåíèÿ ïîëåé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

tr.degLF . Ðàñøèðåíèå ïîëåé F |L íàçûâàåòñÿ ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûì åñëè

ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè X ïîëÿ F íàä L, ÷òî F = L(X).

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëå F èçîìîðôíî ïîëþ ðàöèîíëüíûõ ôóíêöèé îò ïåðåìåí-

íûõ èç X ñ êîýôôèöèåíòàìè èç L. Ëþáîå ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíîå ðàñøè-

ðåíèå F ïðîñòîãî ïîëÿ (ò. å. ëèáî ïîëÿ L = Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ëèáî

ïîëÿ L = Zp âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p) ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî õà-

ðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ L è ñòåïåíüþ òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä L. Ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò ëþáîå ðàñøèðåíèå ïîëåé â òåðìèíàõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ è ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûõ ðàñøèðåíèé.

Òåîðåìà 36. Ïóñòü F |L � ðàñøèðåíèå ïîëåé. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå

ïîäïîëå P ïîëÿ F , ñîäåðæàùåå L, ÷òî ðàñøèðåíèå P |L ÷èñòî òðàíñöåí-

äåíòíîå, à ðàñøèðåíèå F |P àëãåáðàè÷åñêîå.

Îòìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 36 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ñòåïåíåé

òðàíñöåíäåíòíîñòè tr.degLF = tr.degLP . Åñëè F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíó-

òîå ïîëå ñ ïðîñòûì ïîäïîëåì L, òî ïî òåîðåìå 36 ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäïîëå

P ïîëÿ F , ÷òî ðàñøèðåíèå P |L ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíîå, à ðàñøèðåíèå F |P

àëãåáðàè÷åñêîå. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè àëãåáðàè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ F ∼= P ,

ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå F ïîëíîñòüþ îïðåäå-

ëåíî ñâîåé õàðàêòåðèñòèêîé è ñòåïåíüþ òðàíñöåíäåíòíîñòè íàä ïðîñòûì

ïîäïîëåì. Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ îá èçîìîðôèçìàõ ìåæäó ïîäïîëÿ-

ìè ïîëÿ C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë óñòàíîâëåíû â ðàáîòå [136].

Òåîðåìà 37. Ïóñòü ϕ : F → F ′ � èçîìîðôèçì ìåæäó äâóìÿ ïîäïîëÿìè

ïîëÿ C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Åñëè α � òðàíñöåíäåíòíûé íàä F ýëåìåíò

ïîëÿ C, òî àâòîìîðôèçì ϕ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî àâòîìîðôèçìà

F (α) → F ′(β) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà β � òðàíñöåíäåíòíûé íàä F ′

ýëåìåíò ïîëÿ C.
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Òåîðåìà 38. Ïóñòü ϕ : F → F ′ � èçîìîðôèçì ìåæäó äâóìÿ ïîäïîëÿìè

ïîëÿ C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Òîãäà èçîìîðôèçì ϕ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí

äî èçîìîðôèçìà F → F ′ ìåæäó àëãåáðàè÷åñêèìè ðàñøèðåíèÿìè ïîëåé F

è F ′.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ÷àñòè÷íûì îáîáùå-

íèåì òåîðåìû 37.

Òåîðåìà 39. Ïóñòü ϕ : F → F ′ � èçîìîðôèçì ìåæäó äâóìÿ ïîäïîëÿìè

ïîëÿ C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïóñòü α1, α2, . . . , αk � àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñè-

ìûå íàä F , è β1, β2, . . . , βk � àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûå íàä F
′ ýëåìåíòû

ïîëÿ C. Òîãäà èçîìîðôèçì ϕ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî èçîìîðôèçìà

F (α1, α2, . . . , αk)→ F ′(β1, β2, . . . , βk).

Ïóñòü Q � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, π � ìíîæåñòâî âñåõ ïðî-

ñòûõ ÷èñåë, à 2π � ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

ν : Q→ 2π

ïðàâèëîì: åñëè x = a/b ∈ Q, ãäå a è b � âçàèìíî ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà, òî

ν(x) = {âñå ïðîñòûå äåëèòåëè a} ∪ {âñå ïðîñòûå äåëèòåëè b}.

Ïðèìåð 38. ν(1) = ∅, ν(2) = {2}, ν(−1
2) = {2}, ν(0) = π, ν(3

4) = {2, 3}.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíîâëåíî â [22].

Ëåììà 27. Ïóñòü F � ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, x1, x2, . . . , xk � àë-

ãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûå íàä Q ýëåìåíòû ïîëÿ F , à xk+1 � òàêîé ýëåìåíò

èç F , ÷òî x1, x2, . . . , xk+1 àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû íàä Q. Ïóñòü òàêæå

àâòîìîðôèçì δ ïîëÿ F äåéñòâóåò íà ýòèõ ýëåìåíòàõ ïî ïðàâèëó

δ : xi 7→ t0tixi, i = 1, 2, . . . , k + 1,

ãäå t0, t1, . . . , tk+1 � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà è t1, t2, . . . , tk+1 îòëè÷íû îò åäè-

íèöû. Òîãäà, åñëè ν(ti) ∩ ν(tj) = ∅ ïðè i 6= j, òî xk+1 = 0.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò ëåììó 27.
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Ëåììà 28. Ïóñòü F � òàêîå ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, ÷òî ñòåïåíü

òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä Q êîíå÷íà. Ïóñòü δ � àâòîìîðôèçì ïîëÿ F ,

äåéñòâóþùèé íà ýëåìåíòàõ z1, z2, . . . ïîëÿ F ïî ïðàâèëó

δ : zi 7→ αaizi,

ãäå α ∈ F , 1 6= ai ∈ Q ⊆ F è ν(ai)∩ ν(aj) = ∅ äëÿ i 6= j. Òîãäà zi 6= 0 ëèøü

äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà èíäåêñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âñå ýëåìåíòû z1, z2, . . . ðàâíû íóëþ, òî äîêàçûâàòü

íå÷åãî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåí-

òîâ z1, z2, . . . íå ðàâåí íóëþ. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

z1 6= 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü ýëåìåíòû z1, z2, . . . òàê,

÷òî ïåðâûé ýëåìåíò ïåðåíóìåðîâàííîãî íàáîðà îòëè÷åí îò íóëÿ. Î÷åâèäíî,

÷òî åñëè óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ïåðåíóìåðîâàííîãî íàáîðà, òî îíî âûïîë-

íåííî è äëÿ èñõîäíîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ z1, z2, . . . ). Äëÿ i = 2, 3, . . . îáîçíà-

÷èì ÷åðåç yi = ziz
−1
1 . Àâòîìîðôèçì δ äåéñòâóåò íà ýëåìåíòàõ y2, y3, . . . ïî

ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

δ(yi) = δ(ziz
−1
1 ) = δ(zi)δ(z

−1
1 ) = αaiziα

−1a−1
1 z−1

1 = aia
−1
1 ziz

−1
1 = aia

−1
1 yi.

Òàê êàê ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä Q êîíå÷íà, ñðåäè ýëåìåí-

òîâ y2, y3, . . . ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé êîíå÷íûé ïîäíàáîð àëãåáðàè÷å-

ñêè íåçàâèñèìûõ íàä Q ýëåìåíòîâ, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîé êîíå÷íûé íàáîð

yi1, yi2, . . . , yik àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä Q ýëåìåíòîâ, ÷òî ýëåìåíòû

yi1, yi2, . . . , yik, yj àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû íàäQ äëÿ ëþáîãî j 6= i1, i2, . . . , ik.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíòû y2, . . . , yk îáðàçó-

þò ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä Q ýëåìåíòîâ

ñðåäè y1, y2, . . .

Åñëè n > k � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî ýëåìåíòû y2, . . . , yk, yn

ïîëÿ F óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 27. Òàêèì îáðàçîì, yn = 0 äëÿ âñåõ

n > k. Ò. ê. yn = znz
−1
1 , òî zn = 0 äëÿ âñåõ n > k, ò. å. ñðåäè ýëåìåíòîâ

z1, z2, . . . ëèøü ýëåìåíòû z1, z2, . . . , zk ìîãóò áûòü íåíóëåâûìè. �
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7.3. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î ãðóïïàõ Øåâàëëå

Â äàííîì ðàçäåëå çàôèêñèðîâàíû îáîçíà÷åíèÿ, à òàêæå ñôîðìóëèðî-

âàíû îïðåäåëåíèÿ è íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ

ãðóïï Øåâàëëå. Ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î ñèñòåìàõ êîðíåé è èõ ñâîéñòâàõ

ìîæíî íàéòè â [28,50]. Èíôîðìàöèÿ î ïîëóïðîñòûõ àëãåáðàõ Ëè ñîäåðæèòñÿ

â [28]. Èíôîðìàöèÿ î ãðóïïàõ Øåâàëëå èçëîæåíà â [25,50]. Âñå îïðåäåëåíèÿ

è îáîçíà÷åíèÿ ñîãëàñîâàíû ñ âûøåïåðå÷èñëåííûìè èñòî÷íèêàìè.

Íàïîìíèì äëÿ íà÷àëà íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ëèíåé-

íûìè ãðóïïàìè [10]. ×åðåç Mn(R) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ n×n ìàòðèö

íàä êîëüöîì R. Ñèìâîëàìè In è On×m îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî åäèíè÷-

íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×n è íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×m. Äëÿ èíäåêñîâ

1 ≤ i, j ≤ n ñèìâîëîì Ei,j îáîçíà÷àåòñÿ ìàòðè÷íàÿ åäèíèöà èç Mn(R), ò. å.

n×n ìàòðèöà, ó êîòîðîé åäèíèöà â ïîçèöèè (i, j) è íîëü âî âñåõ ïðî÷èõ ïî-

çèöèÿõ. Äëÿ 1 ≤ i 6= j ≤ n, x ∈ R ñèìâîëîì Ti,j(x) = In+xEi,j îáîçíà÷àåòñÿ

òðàíñâåêöèÿ.

Äëÿ n×n ìàòðèöû A èm×m ìàòðèöû B ñèìâîëîì A⊕B îáîçíà÷àåòñÿ

ïðÿìàÿ ñóììà ìàòðèö A è B, ò. å. (n + m) × (n + m) ìàòðèöà ñëåäóþùåãî

âèäà  A On×m

Om×n B

 .

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïàðû n× n ìàòðèö A1, A2 è ïàðû m×m ìàòðèö B1, B2

âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

(A1 ⊕B1)(A2 ⊕B2) = A1A2 ⊕B1B2, (A1 ⊕B1)
−1 = A−1

1 ⊕B−1
1 .

Äëÿ ìàòðèö ðàçìåðà 1 × 1 áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèå
(
a
)

= a. Äëÿ

ýëåìåíòîâ x1, x2, . . . , xn êîëüöà R ñèìâîëîì

diag(x1, x2, . . . , xn) = x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn

îáîçíà÷àåòñÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ñèìâîëîì Dn(R) îáîçíà÷àåòñÿ ãðóïïà
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äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ñòåïåíè n ≥ 1 íàä êîëüöîì R. ×åðåç det(A) è tr(A)

îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëèòåëü è ñëåä ìàòðèöû A. Ìàòðèöà,

ïîëó÷åííàÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì ìàòðèöû A îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì AT .

Íàïîìíèì äàëåå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, êàñàþùèåñÿ ãðóïï Øå-

âàëëå. Çàôèêñèðóåì íåðàçëîæèìóþ ñèñòåìó êîðíåé Φ ñ ñèñòåìîé ôóíäàìåí-

òàëüíûõ êîðíåé ∆ = {α1, . . . , αn} è ñèñòåìîé ïîëîæèòåëüíûõ (îòðèöàòåëü-

íûõ) êîðíåé Φ+ (Φ−). Äèàãðàììû Äûíêèíà âñåõ âîçìîæíûõ íåðàçëîæèìûõ

ñèñòåì êîðíåé ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 7.1.

An

Bn

Cn

Dn

E6

E7

E8

F4
G2

Ðèñ. 7.1. Äèàãðàììû Äûíêèíà íåðàçëîæèìûõ ñèñòåì êîðíåé.

Ïóñòü L � ïîëóïðîñòàÿ êîìïëåêñíàÿ àëãåáðà Ëè ñ êàðòàíîâñêîé ïî-

äàëãåáðîé H. Òîãäà L äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå Êàðòàíà

L = H⊕
∑
α 6=0

Lα,

ãäå Lα = {x ∈ L | [h, x] = α(h)x äëÿ êàæäîãî h ∈ H}, è åñëè Lα 6= 0, òî Lα
èìååò åäèíè÷íóþ ðàçìåðíîñòü ([ , ] îáîçíà÷àåò óìíîæåíèå íà àëãåáðå L).

Ïóñòü ad : L → gl(L) � ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè

L. Ýëåìåíò adx èç gl(L) äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó adx(y) = [x, y]. Íà L ìîæíî
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ââåñòè áèëèíåéíóþ ôîðìó Êèëëèíãà (x, y) = tr(adxady), íåâûðîæäåííóþ

íàH (÷àñòî ôîðìó Êèëëèíãà îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì χ(x, y)). Òàêèì îáðàçîì

ïðîñòðàíñòâî H è äóàëüíîå ê íåìó ïðîñòðàíñòâî H∗ ìîæíî îòîæäåñòâèòü.

Âñå íåíóëåâûå α ∈ H, äëÿ êîòîðûõ Lα 6= 0, îáðàçóþò ñèñòåìó êîðíåé Φ.

Ñèñòåìà êîðíåé Φ è ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè L îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò äðóã

äðóãà.

Åñëè α, β � êîðíè, òî ñèìâîëîì Aαβ îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî 2(α, β)/(β, β),

åñëè ïðè ýòîì α = αi, β = αj � ôóíäàìåíòàëüíûå êîðíè, òî ÷åðåç Aij ñî-

êðàùåííî îáîçíà÷àåòñÿ âåëè÷èíà Aαiαj . Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ i, j âåëè÷èíû Aij

ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè è íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Êàðòàíà. Ìàòðèöà (Aij),

ñîñòàâëåííàÿ èç ÷èñåë Êàðòàíà, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Êàðòàíà è îáîçíà÷à-

åòñÿ ñèìâîëîì A(Φ).

Ìîæíî âûáðàòü áàçèñ {h1, . . . , hn} â H è ýëåìåíòû xα ∈ Lα äëÿ êàæ-

äîãî α ∈ Φ òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî {hi, xα | α ∈ Φ, i = 1, 2, . . . , n} ÿâëÿëîñü

áàçèñîì â L, è äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ ýòîãî áàçèñà èõ êîììóòàòîð ÿâ-

ëÿëñÿ öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ òîãî æå áàçèñà. Ýòîò

áàçèñ íàçûâàåòñÿ áàçèñîì Øåâàëëå. Îáðàç adxα ëþáîãî ýëåìåíòà xα èç áà-

çèñà Øåâàëëå îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ad ÿâëÿåòñÿ

íèëüïîòåíòíîé ìàòðèöåé.

Íàïîìíèì ïîíÿòèå ïðèñîåäèíåííîé ãðóïïû Øåâàëëå. Ïóñòü L � ïî-

ëóïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè (íàä C) ñ ñèñòåìîé êîðíåé Φ. Â ïðîñòðàíñòâå L â

áàçèñå Øåâàëëå âñå îïåðàòîðû ad(xα)k/k! äëÿ íàòóðàëüíûõ k çàïèñûâàþò-

ñÿ öåëî÷èñëåííûìè íèëüïîòåíòíûìè ìàòðèöàìè. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî âñå ìàòðèöû ðàññìàòðèâàþòñÿ íàä íåêîòîðûì ïîëåì F íóëåâîé õàðàê-

òåðèñòèêè. Ðàññìîòðèì àâòîìîðôèçìû àëãåáðû L âèäà

xα(t) = exp(tad(xα)) = 1 + tad(xα) + t2ad(xα)2/2! + · · ·+ tkad(xα)k/k! + . . .

Òàê êàê âñå ìàòðèöû ad(xα) íèëüïîòåíòíû, òî ðÿä êîíå÷åí. Àâòîìîðôèçìû

xα(t) àëãåáðû L íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè êîðíåâûìè ýëåìåíòàìè. Ïîä-
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ãðóïïà â Aut(L), ïîðîæäåííàÿ âñåìè àâòîìîðôèçìàìè xα(t), α ∈ Φ, t ∈ F

íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííîé ãðóïïîé Øåâàëëå òèïà Φ íàä ïîëåì F è îáî-

çíà÷àåòñÿ Φ(F ).

Â ïðèñîåäèíåííîé ãðóïïå Øåâàëëå ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âàæíûå

ýëåìåíòû

nα(t) = xα(t)x−α(−t−1)xα(t), hα(t) = nα(t)nα(−1),

ãäå t ∈ F ∗, α ∈ Φ. Â [50, �5.2] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà, íàçûâàåìàÿ

êîììóòàòîðíîé ôîðìóëîé Øåâàëëå

[xα(t), xβ(u)] =
∏

iα+jβ∈Φ,i,j>0

xiα+jβ(Cijαβ(−t)iuj), (7.3)

ãäå êîíñòàíòû Cijαβ íå çàâèñÿò îò t è u. Òàêæå â ïðèñîåäèíåííîé ãðóïïå

Øåâàëëå âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

xα(t1)xα(t2) = xα(t1 + t2), hα(t1)hα(t2) = hα(t1t2), (7.4)

ãäå α ∈ Φ, t1, t2 ∈ F .

Àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà ñ ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè xα(t), α ∈ Φ, t ∈ F ,

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå èç (7.3), (7.4) çàìåíîé

xα(t) íà xα(t), íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ãðóïïîé Øåâàëëå òèïà Φ íàä ïî-

ëåì F è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç G. Â [50, òåîðåìà 12.1.1] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè

Φ 6= A1, òî G/Z ∼= G = Φ(F ), ãäå Z � öåíòð ãðóïïû G. Åñëè N � íåêîòî-

ðàÿ öåíòðàëüíàÿ ïîäãðóïïà óíèâåðñàëüíîé ãðóïïû Øåâàëëå G, òî ãðóïïà

G/N òàêæå íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Øåâàëëå òèïà Φ íàä ïîëåì F . Äëÿ ýòèõ

ãðóïï òàêæå âûïîëíåíî (G/N)/Z(G/N) ∼= G = Φ(F ) ïðè Φ 6= A1. Òàêèå

ãðóïïû íàçûâàþòñÿ òàêæå ãðóïïàìè Øåâàëëå íîðìàëüíîãî òèïà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ñôîðìóëèðîâàííîå â [50], äàåò áîëåå êîí-

êðåòíîå îïèñàíèå ýëåìåíòîâ hα(t).
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Ïðåäëîæåíèå 14. Ýëåìåíò hα(t) äåéñòâóåò íà áàçèñå Øåâàëëå ñëåäó-

þùèì îáðàçîì

hα(t)(hi) = hi, i = 1, . . . , n,

hα(t)(xβ) = tAαβxβ, β ∈ Φ.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 14 ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ìàòðèöà ýëåìåíòà hα(t)

â áàçèñå Øåâàëëå èìååò äèàãîíàëüíûé âèä. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ïîäãðóïïó

â Φ(F ), ïîðîæäåííóþ âñåìè ýëåìåíòàìè hα(t) äëÿ α ∈ Φ, t ∈ F ∗, ò. å.

H = 〈hα(t) | α ∈ Φ, t ∈ F ∗〉.

Ïóñòü P = ZΦ � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ èç Φ ñ öåëî-

÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, òîãäà P ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé ãðóïïîé, ïî-

ðîæäåííîé âñåìè êîðíÿìè. Ýòî ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà n ñ áàçè-

ñîì, ñîñòîÿùèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíåé ∆ = {α1, . . . , αn}. Ãîìîìîð-

ôèçì èç àääèòèâíîé ãðóïïû P â ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó F ∗ íàçûâàåòñÿ

F -õàðàêòåðîì ãðóïïû P . Î÷åâèäíî, ÷òî F -õàðàêòåð ãðóïïû P ïîëíîñòüþ

îïðåäåëåí ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà ôóíäàìåíòàëüíûõ êîðíÿõ.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ èç Φ â F ∗, îïðåäåëåííûå ïðàâèëîì

β 7→ tAαβ , α ∈ Φ, t ∈ F ∗.

Ýòè îòîáðàæåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû äî F -õàðàêòåðîâ. Äåéñòâèòåëüíî,

ïóñòü χα,t � îòîáðàæåíèå èç P â F ∗, îïðåäåëåííîå ïðàâèëîì ïðàâèëîì:

χα,t(a) = t2(α,a)/(α,α).

Òîãäà χα,t ÿâëÿåòñÿ F -õàðàêòåðîì, ïðèíèìàþùèì çíà÷åíèå tAαβ íà êîðíå

β. Âñå F -õàðàêòåðû îáðàçóþò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó ñ óìíîæåíèåì,

îïðåäåëåííûì ïðàâèëîì

χ1χ2(a) = χ1(a)χ2(a).
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Ïî ëþáîìó F -õàðàêòåðó ìîæíî ïîñòðîèòü àâòîìîðôèçì h(χ) àëãåáðû

Ëè L, îïðåäåëåííûé íà ïîðîæäàþùèõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h(χ)(hi) = hi, h(χ)(xβ) = χ(β)xβ.

Àâòîìîðôèçìû àëãåáðû Ëè L âèäà h(χ) îáðàçóþò ïîäãðóïïó Ĥ â ãðóï-

ïå âñåõ àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû L. Ýòà ãðóïïà íîðìàëèçóåò ïðèñîåäèíåí-

íóþ ãðóïïó Øåâàëëå â ãðóïïå AutL. Îòîáðàæåíèå χ 7→ h(χ) ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì èç ãðóïïû F -õàðàêòåðîâ íà ãðóïïó Ĥ. Åñëè χ = χα,t, òî

h(χ) = hα(t). Ñëåäîâàòåëüíî, H ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû Ĥ. Ñëåäóþ-

ùåå óòâåðæäåíèå óñòàíîâëåíî â [22, ëåììà 4]

Ëåììà 29. Ïóñòü G � ïðèñîåäèíåííàÿ ãðóïïà Øåâàëëå òèïà Φ íàä ïî-

ëåì F . Åñëè F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, òî Ĥ = H.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå íåêîòîðûõ êëàññîâ àâòîìîðôèçìîâ ïðèñîåäè-

íåííîé ãðóïïû Øåâàëëå G = Φ(F ) (ñì. [50, �12.3]). Ñëåäóþùèå àâòîìîð-

ôèçìû ïðèñîåäèíåííîé ãðóïïû Øåâàëëå íàçûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè.

1) Âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû. Åñëè h ∈ G, òî àâòîìîðôèçì

ϕh : g → hgh−1

ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì.

2) Äèàãîíàëüíûå àâòîìîðôèçìû. Êàê ìû óæå óïîìèíàëè, ãðóïïà Ĥ

íîðìàëèçóåò ãðóïïó G â ãðóïïå âñåõ àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû Ëè L. Ïîýòî-

ìó, åñëè h ∈ Ĥ, òî îòîáðàæåíèå

ϕh : g 7→ hgh−1

ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì-ñîïðÿæåíèåì ãðóïïû G. Åñëè h ëåæèò â Ĥ è íå

ëåæèò â H, òî ýòîò àâòîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíûì. Â áàçèñå Øå-

âàëëå äèàãîíàëüíûé àâòîìîðôèçì ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñîïðÿæåíèå ïðè ïî-

ìîùè äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû. Âñå âíóòðåííèå è äèàãîíàëüíûå àâòîìîðôèç-

ìû îáðàçóþò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G
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3) Ïîëåâûå àâòîìîðôèçìû. Ïóñòü δ � àâòîìîðôèçì ïîëÿ F . Òîãäà

îòîáðàæåíèå

δ : xα(t) 7→ xα(δ(t)), α ∈ Φ, t ∈ F

ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî àâòîìîðôèçìà ãðóïïû G. Àâòîìîðôèçì, ïî-

ëó÷åííûé òàêèì ñïîñîáîì, íàçûâàåòñÿ ïîëåâûì. Ïîä äåéñòâèåì δ ýëåìåíò

hα(t) îòîáðàæàåòñÿ â hα(δ(t)).

4) Ãðàôîâûå àâòîìîðôèçìû. Àâòîìîðôèçìû ýòîãî òèïà âîçíèêàþò

èç ñèììåòðèé äèàãðàììû Äûíêèíà. Ñèììåòðèÿ äèàãðàììû Äûíêèíà êîð-

íåâîé ñèñòåìû Φ � ýòî ïåðåñòàíîâêà ρ âåðøèí äèàãðàììû, òàêàÿ ÷òî ÷èñëî

äóã ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû αi è αj ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì äóã, ñîåäèíÿþùèõ

ρ(αi) è ρ(αj) äëÿ âñåõ i 6= j.

Åñëè âñå êîðíè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, òî ïåðåñòàíîâêà ρ ôóíäà-

ìåíòàëüíûõ êîðíåé èíäóöèðóåò íåêîòîðóþ ïåðåñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå âñåõ

êîðíåé ïî ëèíåéíîñòè. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî îòîáðàæåíèå òîé æå áóêâîé ρ.

Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà γα = ±1, òàêèå ÷òî îòîáðàæåíèå

ρ : xα(t) 7→ xρ(α)(γαt), α ∈ Φ, t ∈ F

ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî àâòîìîðôèçìà ãðóïïû G. ×èñëà γα ìîãóò áûòü

âûáðàíû òàê, ÷òî γα = 1 åñëè α ∈ ∆ èëè −α ∈ ∆. Àâòîìîðôèçìû òàêîãî

âèäà ïåðåâîäÿò hα(t) â hρ(α)(t). Åñëè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F ðàâíà íóëþ,

òî ãðàôîâûå àâòîìîðôèçìû ñóùåñòâóþò ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà âñå êîðíè

èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó (ò. å. äëÿ êîðíåâûõ ñèñòåì òèïîâ Al, Dl, E6), ñèì-

ìåòðèè äèàãðàìì Äûíêèíà â ýòèõ ñëó÷àÿõ èìåþò âèä, èçîáðàæåííûé íà

ðèñóíêå 7.2. Èç ñèììåòðèé äèàãðàìì Äûíêèíà âèäíî, ÷òî ãðàôîâûé àâ-

òîìîðôèçì èìååò ïîðÿäîê 2 èëè 3. Ãðàôîâûå è ïîëåâûå àâòîìîðôèçìû

ïåðåñòàíîâî÷íû.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, îïèñûâàþùåå ïðîèçâîëüíûé àâòîìîðôèçì

ïðèñîåäèíåííîé ãðóïïû Øåâàëëå, äîêàçàíî â [87,130].
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An

Dn

E6

D4

Ðèñ. 7.2. Cèììåòðèè äèàãðàìì Äûíêèíà.

Òåîðåìà 40. Äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà ϕ ïðèñîåäèíåííîé ãðóïïû Øå-

âàëëå G = Φ(F ) òèïà Φ íàä ïîëåì F ñóùåñòâóþò âíóòðåííèé àâòî-

ìîðôèçì ϕg, äèàãîíàëüíûé àâòîìîðôèçì ϕh, ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì ρ è

ïîëåâîé àâòîìîðôèçìû δ, òàêèå ÷òî ϕ = ρδϕhϕg.

7.4. Ãðóïïû Øåâàëëå íàä ïîëåì F c tr.defQF <∞

Â äàííîì ðàçäåëå óñòàíîâëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû î ñâîéñòâå

R∞ äëÿ ãðóïï Øåâàëëå íàä ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè íîëü ñ tr.degQF <∞.

Öåëü äàííîãî ðàçäåëà � ïîëó÷èòü óñèëåíèå òåîðåìû 12 î ñâîéñòâå R∞ äëÿ

ãðóïï Øåâàëëå, îòêàçàâøèñü îò óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé (ÿâíî

ïðèâåäåííûõ â òåîðåìå 12) â ïîëå F . Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ðàç-

äåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 41. Ïóñòü G � ãðóïïà Øåâàëëå òèïà Φ íàä ïîëåì F õàðàêòå-

ðèñòèêè íîëü. Åñëè ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ïîëÿ F íàä Q êîíå÷íà,

òî G îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò. ê. ôàêòîðãðóïïà G/Z(G) èçîìîðôíà ïðèñîåäèíåííîé

ãðóïïå Øåâàëëå Φ(F ), ñîãëàñåíî ëåììå 18(1) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âñå

ïðèñîåäèíåííûå ãðóïïûØåâàëëå îáëàäàþò ñâîéñòâîì R∞. ÏóñòüG = Φ(F )
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� ïðèñîåäèíåííàÿ ãðóïïà Øåâàëëå ðàíãà n, è ϕ � ïðîèçâîëüíûé àâòîìîð-

ôèçì ãðóïïû G. Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî êëàññîâ ñêðó÷åííîé ϕ-ñîïðÿæåííîñòè

áåñêîíå÷íî.

Ïî òåîðåìå 40 äëÿ àâòîìîðôèçìà ϕ ñóùåñòâóþò âíóòðåííèé àâòîìîð-

ôèçì ϕg, äèàãîíàëüíûé àâòîìîðôèçì ϕh, ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì ρ è ïîëå-

âîé àâòîìîðôèçì δ, òàêèå ÷òî ϕ = ρδϕhϕg. Ñîãëàñíî ëåììå 17 ÷èñëî Ðàéäå-

ìàéñòåðà R(ϕ) áåñêîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî Ðàéäåìàéñòåðà

R(ϕϕg−1) áåñêîíå÷íî, òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ = ρδϕh.

Äîïóñòèì, ÷òî R(ϕ) < ∞. Äëÿ i = 1, 2, . . . îáîçíà÷èì ÷åðåç gi ñëåäó-

þùèé ýëåìåíò ãðóïïû G

gi = hα1
(pi1)hα2

(pi2) . . . hαn(pin), i = 1, 2, . . . , (7.5)

ãäå p11 < p12 < · · · < p1n < p21 < p22 < . . . � ïðîñòûå ÷èñëà. Èç ïðåäëî-

æåíèÿ 14 ñëåäóåò, ÷òî â áàçèñå Øåâàëëå ìàòðèöà ýëåìåíòà gi èìååò äèàãî-

íàëüíûé âèä

gi = diag(ai1, ai2, . . . , ai|Φ|, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

),

ãäå aij � íåêîòîðûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Èç ïðåäëîæåíèÿ 14, îïèñûâàþùåãî

âèä ýëåìåíòîâ hαj(pij), è ôîðìóëû (7.5), îïèñûâàþùåé ýëåìåíòû gi, ñëåäóåò,

÷òî ν(aij) 6= ∅ äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . , |Φ|. Èç ôîðìóëû (7.5)

âèäíî, ÷òî ν(aij) ⊆ {pi1, . . . , pin}, òàêèì îáðàçîì ν(aij) ∩ ν(ars) = ∅ äëÿ

i 6= r.

Ò. ê. ÷èñëî Ðàéäåìàéñòåðà R(ϕ) êîíå÷íî, ñðåäè íàáîðà g1, g2, . . . íàé-

äåòñÿ áåñêîíå÷íûé ïîäíàáîð ϕ-ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Íå îãðàíè÷èâàÿ

îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû g1, g2, . . . ÿâëÿþòñÿ ñêðó÷åí-

íî ϕ-ñîïðÿæåííûìè äðóã ñ äðóãîì, ò. å. âñå ýëåìåíòû g1, g2, . . . ïðèíàä-

ëåæàò êëàññó [g1]ϕ ýëåìåíòà g1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ

Z2, Z3, . . . ãðóïïû G âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

g1 = Zigiϕ(Z−1
i ), i = 2, 3, . . .
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Äåéñòâóÿ íà ýòè ðàâåíñòâà ñòåïåíÿìè àâòîìîðôèçìà ϕ, èìååì ñëåäóþùèå

ðàâåíñòâà

g1 = Zigiϕ(Z−1
i ),

ϕ(g1) = ϕ(Zi)ϕ(gi)ϕ
2(Z−1

i ),

ϕ2(g1) = ϕ2(Zi)ϕ
2(gi)ϕ

3(Z−1
i ), i = 2, 3, . . .

. . .

ϕ5(g1) = ϕ5(Zi)ϕ
5(gi)ϕ

6(Z−1
i ).

Ïåðåìíîæèâ ýòè ðàâåíñòâà, èìååì ðàâåíñòâî

g1ϕ(g1) . . . ϕ
5(g1) = Zigiϕ(gi) . . . ϕ

5(gi)ϕ
6(Z−1

i ) (7.6)

äëÿ i = 2, 3, . . .

Ò. ê. â áàçèñå Øåâàëëå ìàòðèöà ýëåìåíòà gi èìååò äèàãîíàëüíûé âèä,

à àâòîìîðôèçì ϕh äåéñòâóåò ñîïðÿæåíèåì ïðè ïîìîùè äèàãîíàëüíîé ìàò-

ðèöû, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ϕh(gi) = gi. Ò. ê. â áàçèñå Øåâàëëå ìàòðèöà

ýëåìåíòà gi èìååò ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû, à àâòîìîðôèçì δ äåéñòâó-

åò íà Q òîæäåñòâåííî, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî δ(gi) = gi. Òàêèì îáðàçîì,

ϕ(gi) = ρ(gi). Ò. ê. ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì ρ ïåðåñòàâëÿåò êîðíè êîðíåâîé

ñèñòåìû Φ, ìàòðèöà ρ(gi) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç gi ïåðåñòàíîâêîé ýëåìåí-

òîâ íà äèàãîíàëè, â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöà ρ(gi) äèàãîíàëüíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

g̃i = giϕ(gi) . . . ϕ
5(gi) = giρ(gi) . . . ρ

5(gi). Òîãäà

g̃i = diag(bi1, bi2, . . . , bi|Φ|, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

), i = 1, 2, . . .

Ýëåìåíòû ν(bij) íå ðàâíû åäèíèöå, è ò. ê. ν(bij) ⊆ ν(ai1)∪ · · · ∪ ν(ai|Φ|), äëÿ

i 6= r ñïðàâåäëèâî ν(bij) ∩ ν(brs) = ∅.

Ò. ê. ëþáîé ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáûì ïîëåâûì

àâòîìîðôèçìîì, à ìíîæåñòâî âñåõ äèàãîíàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ îáðàçóåò

íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó â ãðóïïå, ïîðîæäåííîé, ãðàôîâûìè, ïîëåâûìè è
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äèàãîíàëüíûìè àâòîìîðôèçìàìè, äëÿ íåêîòîðîãî äèàãîíàëüíîãî àâòîìîð-

ôèçìà ϕh̃ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ϕ
6 = (ρδϕh)

6 = ϕh̃δ
6
ρ6. Ò. ê. ëþáîé ãðà-

ôîâûé àâòîìîðôèçì ρ èìååò ïîðÿäîê ðàâíûé 2 èëè 3, àâòîìîðôèçì ρ6 �

òîæäåñòâåííûé, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ6 = ϕh̃δ
6
. Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, ðàâåíñòâî

(7.6) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå

g̃1 = Zig̃iϕ
6(Z−1

i ) = Zig̃iϕh̃δ
6
(Z−1

i ) = Zig̃ih̃δ
6
(Z−1

i )h̃−1, i = 2, 3, . . . ,

ãäå h̃ = diag(c1, c2, . . . , c|Φ|, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Óìíîæèâ ýòî

ðàâåíñòâî íà h̃ ñïðàâà è îáîçíà÷èâ ĝi = g̃ih̃, ïðèõîèì ê ðàâåíñòâó

ĝ1 = Ziĝiδ
6
(Z−1

i ), i = 2, 3, . . . , (7.7)

êîòîðîå âëå÷åò ðàâåíñòâî ðàâåíñòâî

δ
6
(Zi) = ĝ−1

1 Ziĝi, i = 2, 3, . . . (7.8)

Ìàòðèöà ĝi â áàçèñå Øåâàëëå èìååò ñëåäóþùèé âèä

ĝi = g̃ih̃ = diag(bi1c1, bi2c2, . . . , bi|Φ|c|Φ|, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

), i = 2, 3, . . .

Ïóñòü â áàçèñå Øåâàëëå ìàòðèöà Zi èìååò ñëåäóþùèé áëî÷íûé âèä

Zi =

Qi Ri

Si Ti

 ,

ãäå Qi = (qi,ml) � ìàòðèöà ðàçìåðà |Φ| × |Φ|, Ri = (ri,ml) � ìàòðèöà ðàçìåðà

|Φ| × n, Si = (si,ml) � ìàòðèöà ðàçìåðà n × |Φ|, Ti = (ti,ml) � ìàòðèöà

ðàçìåðà n × n. Èç ðàâåíñòâà (7.8) äëÿ âñåõ m = 1, . . . , |Φ|, l = 1, . . . , |Φ|

ñëåäóåò ðàâåíñòâî

δ6(qi,ml) = (b1mcm)−1bilclqi,ml = dmlbilqi,ml, i = 2, 3, . . . ,

ãäå dml = (b1mcm)−1cl. Ò. ê. ν(bil) 6= ∅ è ν(bil) ∩ ν(bjl) = ∅ äëÿ i 6= j,

ê ýëåìåíòàì q2,ml, q3,ml, . . . ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 28. Òàêèì îáðàçîì ïî
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ëåììå 28 äëÿ âñåõm = 1, . . . , |Φ|, l = 1, . . . , |Φ| ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð Nml,

÷òî qi,ml = 0 äëÿ âñåõ i > Nml. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç N âåëè÷èíó

N = max
l,m=1,...,|Φ|

Nml,

ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äëÿ âñåõ i > N ìàòðèöà Qi ñîñòîèò òîëüêî ëèøü èç

íóëåé, ò. å. Qi = O|Φ|×|Φ|. Ïðèìåíÿÿ òå æå àðãóìåíòû ê ìàòðèöàì S2, S3, . . . ,

ïðèõîèì ê âûâîäó, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ èíäåêñîâ i âñå ìàòðèöû

Si ñîñòîÿò òîëüêî èç íóëåé. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöû Zi äëÿ äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ èíäåêñîâ i èìåþò âèä

Zi =

O|Φ|×|Φ| Ri

On×n Ti

 .

Îïðåäåëèòåëü òàêîé ìàòðèöû ðàâåí íóëþ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îáðàòèìîñòè

ìàòðèöû Zi. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî Ðàéäåìàéñòåðà R(ϕ) íå ìîæåò áûòü êî-

íå÷íûì. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè àâòîìîðôèçìà ϕ ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî G

îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞. �

Ò. ê. ãðóïïû Øåâàëëå èìåþò êîíå÷íûé öåíòð, ñëåäóþùåå óòâåðæäå-

íèå âûòåêàåò íàïðÿìóþ èç òåîðåìû 41 è ñëåäñòâèÿ 12.

Ñëåäñòâèå 13. Ïóñòü G � ãðóïïà Øåâàëëå òèïà Φ íàä ïîëåì F õàðàêòå-

ðèñòèêè íîëü. Åñëè ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ïîëÿ F íàä Q êîíå÷íà,

òî G îáëàäàåò ñâîéñòâîì S∞.

Òåîðåìà 41 è ñëåäñòâèå 13 èìåþò ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 14. Ïóñòü k ≥ 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, x � àëãåáðàè÷åñêèé

íàä Q ýëåìåíò ïîëÿ C. Åñëè F � îäíî èç ïîëåé Q, Q(x), Q, Q(T1, . . . , Tk),

Q(x, T1, . . . , Tk), Q(T1, . . . , Tk), Q(T1, . . . , Tk), òî ãðóïïà Øåâàëëå òèïà Φ

íàä ïîëåì F îáëàäàåò ñâîéñòâàìè R∞ è S∞ äëÿ ëþáîé íåðàçëîæèìîé

ñèñòåìû êîðíåé Φ.
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7.5. Ãðóïïû Øåâàëëå íàä ïîëåì F c tr.defQF =∞

Åñëè F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íîëü ñ tr.degQF <∞, òî ïî òåîðåìå 41

ãðóïïû Øåâàëëå âñåõ òèïîâ íàä ïîëåì F îáëàäàþò ñâîéñòâîì R∞. Íåêî-

òîðûå ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè íîëü ñ tr.degQF =∞ îáëàäàþò ïåðèîäè÷åñêîé

ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ. Íàïðèìåð, ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R è ïîëå p-

àäè÷åñêèõ ÷èñåë Qp (äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p) èìåþò òðèâèàëüíóþ ãðóïïó

àâòîìîðôèçìîâ. Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 11 ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïû Øåâàë-

ëå âñåõ òèïîâ íàä íåêîòîðûìè ïîëÿìè õàðàêòåðèñòèêè íîëü ñ tr.degQF =∞

(â ÷àñòíîñòè, íàä R è Qp) îáëàäàþò ñâîéñòâîì R∞. Îäíàêî, åñëè F � àë-

ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íîëü, òî F âñåãäà îáëàäàåò

àâòîìîðôèçìîì áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ò. å. ñëó÷àé ãðóïï Øåâàëëå íàä àë-

ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè íîëü ñ tr.degQF = ∞ íå

ïîêðûâàåòñÿ íè äîêàçàííîé â ðàçäåëå 7.4 òåîðåìîé 41, íè êàêîé-ëèáî èç

ðàíåå èçâåñòíûõ òåîðåì 10, 11, 12, óñòàíîâëåííûõ â ðàáîòàõ [21,22].

Öåëü äàííîãî ðàçäåëà � èçó÷èòü êëàññû ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííî-

ñòè è ñâîéñòâî R∞ â ãðóïïàõ Øåâàëëå êëàññè÷åñêèõ ñåðèé An, Bn, Cn, Dn

íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè íîëü ñ óñëîâèåì

tr.degQF =∞. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêèå ãðóïïû íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì R∞.

Â ðàçäåëàõ 7.5.2, 7.5.3, 7.5.4 ýòîò ôàêò óñòàíîâëåí ñîîòâåòñòâåííî äëÿ îá-

ùåé è ñïåöèàëüíîé ëèíåéíûõ ãðóïï, äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï, è äëÿ ñèì-

ïëåêòè÷åñêèõ ãðóïï. Íàêîíåö, â ðàçäåëå 7.5.5, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàçäå-

ëîâ 7.5.2, 7.5.3, 7.5.4, ýòîò ôàêò óñòàíîâëåí äëÿ âñåõ ãðóïï Øåâàëëå êëàñ-

ñè÷åñêèõ ñåðèé An, Bn, Cn, Dn.

7.5.1. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ìîäåëåé

Â äàííîì ðàçäåëå çàôèêñèðîâàíû îáîçíà÷åíèÿ, à òàêæå ñôîðìóëè-

ðîâàíû îïðåäåëåíèÿ è íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ èç òåîðèè

ìîäåëåé. Îáîçíà÷åíèÿ ñîãëàñîâàíû ñ [11].
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Ñèãíàòóðîé Σ íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà (F ,P , ρ), òàêàÿ ÷òî

F è P � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà, íå ñîäåðæàùèå ýëåìåíòàðíûõ ëîãè-

÷åñêèõ ñèìâîëîâ, ρ : F ∪ P → {0} ∪ N � ôóíêöèÿ, ñîïîñòîâëÿþùàÿ ëþáî-

ìó ýëåìåíòó èç F ∪ P íåêîòîðîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâà F ,P

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâîì ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ è ìíî-

æåñòâîì ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ ñèãíàòóðû Σ. Ôóíêöèÿ ρ íàçûâàåòñÿ ôóíê-

öèåé ìåñòíîñòè èëè àðíîñòè äëÿ Σ. Ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë f íàçûâàåòñÿ

n-ìåñòíûì, åñëè ρ(f) = n. 0-ìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë íàçûâàåòñÿ

êîíñòàíòîé.

Àëôàâèò ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèãíàòóðû Σ = (F ,P , ρ) ñîñòîèò

èç ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ (êàê ïðàâèëî, x, y, z, . . . ), ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé

(îòðèöàíèå ¬, êîíúþíêöèÿ ∧, äèçúþíêöèÿ ∨, èìïëèêàöèÿ →), êâàíòîðîâ

(êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ∃, êâàíòîð âñåîáùíîñòè ∀), ôóíêöèîíàëüíûõ ñèì-

âîëîâ èç F (êàê ïðàâèëî, f , g, . . . äëÿ ñèìâîëîâ ïîëîæèòåëüíîé ìåñòíîñòè,

è a, b, . . . äëÿ 0-ìåñòíûõ ñèìâîëîâ), ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ èç P (êàê ïðà-

âèëî, p, q, . . . ), ñêîáîê è äðóãèõ ïóíêòóàöèîííûõ ñèìâîëîâ.

Ìíîæåñòâî òåðìîâ ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèãíàòóðû Σ èíäóêòèâíî

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì: ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ òåðìîì;

åñëè f ∈ F � ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë ñ ρ(f) = n, è t1, . . . , tn � òåðìû, òî

f(t1, . . . , tn) � òàêæå òåðì.

Ìíîæåñòâî ôîðìóë ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèãíàòóðû Σ èíäóêòèâíî

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì: åñëè p ∈ P � ïðåäèêàòíûé ñèìâîë

ñ ρ(p) = n è t1, . . . , tn � òåðìû, òî âûðàæåíèå p(t1, . . . , tn) � ôîðìóëà; äëÿ

òåðìîâ t1, t2 âûðàæåíèå t1 = t2 ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé; åñëè x � ïåðåìåííàÿ è

ϕ, ψ � ôîðìóëû, òî ϕ ∧ ψ, ϕ ∨ ψ, ϕ→ ψ, ¬ϕ, ∃x ϕ, ∀x ϕ � ôîðìóëû.

Ïåðåìåííàÿ x íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîé â ôîðìóëå ϕ, åñëè ϕ èìååò âèä

∀x ψ èëè ∃x ψ äëÿ íåêîòîðîé ôîðìóëû ψ, èëè æå ϕ ïðåäñòàâèìà â îäíîé èç

ôîðì ¬ψ, ψ1∧ψ2, ψ1∨ψ2, ψ1 → ψ2, ïðè÷åì x óæå ñâÿçàíà â ψ, ψ1, ψ2. Â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ x íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé â ôîðìóëå ϕ. Ôîðìóëó
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áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ íàçûâàþò ïðåäëîæåíèåì. Ëþáîå ìíîæåñòâî A

ïðåäëîæåíèé íàçûâàåòñÿ òåîðèåé ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèãíàòóðû Σ.

Ïóñòü Σ = (F ,P , ρ) � íåêîòîðàÿ ñèãíàòóðà, M � íåïóñòîå ìíîæå-

ñòâî, è σ � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò êàæäûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèì-

âîë f èç F , óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó ρ(f) = n, â n-ìåñòíóþ ôóíêöèþ

σ(f) : Mn → M , à êàæäûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë p èç P ñ ρ(p) = n,

â n-ìåñòíîå îòíîøåíèå σ(p) ⊆ Mn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M óïîðÿäî÷åííóþ

ïàðó (M,σ). Ïóñòü s � ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ êàæäóþ ïåðåìåííóþ â

íåêîòîðûé ýëåìåíò èç M . Èíòåðïðåòàöèÿ [[t]]s òåðìà t â M îòíîñèòåëü-

íî s èíäóêòèâíî çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè: åñëè x � ïåðåìåííàÿ,

òî [[x]]s = s(x); åñëè f ∈ F � ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë ñ ρ(f) = n, è

t1, t2, . . . , tn � òåðìû, òî [[f(t1, . . . , tn)]]s = σ(f)([[t1]]s, . . . , [[tn]]s). Â òàêîì

æå äóõå îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèå èñòèííîñòè |=s ôîðìóë íàM îòíîñèòåëü-

íî s. Èñòèíîñòü ôîðìóëû ϕ íàM îòíîñèòåëüíî s (ôàêò òîãî, ÷òî ôîðìóëà

ϕ èñòèíà íàM îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîìM |=s ϕ) èíäóêòèâíî îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:

� M |=s p(t1, . . . , tn) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ([[t1]]s, . . . , [[tn]]s) ëåæèò

â σ(p),

� M |=s t1 = t2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [[t1]]s = [[t2]]s,

� M |=s ϕ ∧ ψ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàM |=s ϕ èM |=s ψ,

� M |=s ϕ ∨ ψ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàM |=s ϕ èëèM |=s ψ,

� M |=s ϕ→ ψ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàM |=s ϕ âëå÷åòM |=s ψ,

� M |=s ¬ϕ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàM |=s ϕ íåâåðíî,

� M |=s ∃x ϕ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M |=s′ ϕ äëÿ íåêîòîðîé

ôóíêöèè s′, óäîâëåòâîðÿþùåé ðàâåíñòâó s′(y) = s(y) äëÿ âñåõ y 6= x,

� M |=s ∀x ϕ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàM |=s′ ϕ äëÿ âñåõ ôóíêöèé

s′, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó s′(y) = s(y) äëÿ âñåõ y 6= x.
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Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðàM = (M,σ) íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ òåîðèè A åñëè

èñòèíîñòü M |=s ϕ âåðíà äëÿ âñåõ ôîðìóë ϕ ∈ A è âñåõ ôóíêöèé s. Òåî-

ðèÿ ìîæåò èìåòü îäíó ìîäåëü, íåñêîëüêî ìîäåëåé (â òîì ÷èñëå áåñêîíå÷íîå

ìíîæåñòâî) èëè âîâñå íå èìåòü ìîäåëåé. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èçâåñòíà êàê

òåîðåìà Ëåâåíãåéìà-Ñêóëåìà î ïîâûøåíèè ìîùíîñòè [11, � 24].

Òåîðåìà 42. Ïóñòü A � ñ÷åòíàÿ òåîðèÿ ñèãíàòóðû Σ. Åñëè A èìååò

ñ÷åòíóþ ìîäåëü, òî äëÿ ëþáîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà κ ñóùåñòâóåò ìîäåëü

M = (M,σ) òåîðèè A c |M | = κ.

7.5.2. Îáùàÿ è ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíûå ãðóïïû

Îáùàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà ñòåïåíè n íàä êîëüöîì R ñîñòîèò èç âñåõ îá-

ðàòèìûõ n × n ìàòðèö íàä êîëüöîì R è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì GLn(R).

Ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà SLn(R) ñòåïåíè n íàä êîëüöîì R ÿâëÿåòñÿ

ïîäãðóïïîé ãðóïïû GLn(R), êîòîðàÿ ñîñòîèò èç âñåõ n × n ìàòðèö ñ îïðå-

äåëèòåëåì, ðàâíûì åäèíèöå.

Â äàííîì ðàçäåëå óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè

àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ F õàðàêòåðèñòèêè íîëü íàä Q áåñêîíå÷-

íà, òî cïåêòð Ðàéäåìàéñòåðà îáùåé è ñïåöèàëüíîé ëèíåéíûõ ãðóïï íàä F

èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ N, â ÷àñòíîñòè, òàêèå ãðóïïû íå îáëàäàþò

ñâîéñòâîì R∞. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ýòîò ôàêò óñòàíîâëåí â ñëó÷àå, êîãäà

ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä Q ñ÷åòíà.

Òåîðåìà 43. Ïóñòü S � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, F = Q(S),

è G � ëèáî îáùàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà GLn(F ), ëèáî ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ

ãðóïïà SLn(F ) ñòåïåíè n ≥ 2 íàä F . Òîãäà ñïåêòð Ðàéäåìàéñòåðà ãðóïïû

G ñîäåðæèò 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G = GLn(F ) � îáùàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà. Ò. ê. ìíî-

æåñòâî S ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä Q, ñòåïåíü òðàíñöåí-

äåíòíîñòè F íàä Q ñ÷åòíà (â ÷àñòíîñòè, ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä
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Q ìåíüøå ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè C íàä Q). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî

îòîæäåñòâèòü ïîëå F ñ íåêîòîðûì ïîäïîëåì ïîëÿ C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è

èñïîëüçîâàòü òåîðåìû 37, 38, 39. Ò. ê. F � ñ÷åòíîå ïîëå, òî ãðóïïà GLn(F )

òàêæå ñ÷åòíà. Ïóñòü X1, X2, . . . � âñå ýëåìåíòû ãðóïïû G.

Ïîñòðîèì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ ïîëåé

F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ . . . è èõ àâòîìîðôèçìîâ ϕ0, ϕ1, ϕ2, . . . (ãäå ϕk ∈ Aut Fk),

÷òî

1. ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè tr.degFkFk+1 êîíå÷íà,

2. àâòîìîðôèçì ϕk+1 ïðîäîëæàåò àâòîìîðôèçì ϕk ñ Fk íà Fk+1,

3. äëÿ âñåõ èíäåêñîâ k ≥ 1 â ïîëå Fk ñóùåñòâóåò n
2 òàêèõ ýëåìåíòîâ tk,ij

(ãäå 1 ≤ i, j ≤ n), ÷òî ìàòðèöà Tk = (tk,ij) îáðàòèìà, è âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî ϕk(Tk) = TkXk, ãäå ϕk(Tk) = (ϕk(tk,ij)).

Áóäåì ñòðîèòü óêàçàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäóêòèâíî. Ïóñòü F0 = Q

� àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, è ϕ0 � òîæäå-

ñòâåííûé àâòîìîðôèçì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óæå ñêîíñòðóèðîâàëè ïîëÿ

F0, F1, . . . , FN è èõ àâòîìîðôèçìû ϕ0, ϕ1, . . . , ϕN , óäîâëåòâîðÿþùèå óêàçàí-

íûì óñëîâèÿì. Ïóñòü XN+1 = (xij). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëåé

K11 ⊆ K12 ⊆ · · · ⊆ K1n ⊆ K21 ⊆ · · · ⊆ K2n ⊆ · · · ⊆ Knn,

ãäå K11 = FN(x11), K12 = K11(x12), . . . , Knn = Knn−1(xnn). Ïî ïîñòðîåíèþ,

Knn � ìèíèìàëüíîå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîäïîëå ïîëÿ F , êîòîðîå ñî-

äåðæèò ïîëå FN è âñå êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû XN+1. Åñëè x11 � òðàíñöåí-

äåíòíûé íàä FN ýëåìåíò ïîëÿ F , òî ïî òåîðåìå 37 àâòîìîðôèçì ϕN ìîæåò

áûòü ïðîäîëæåí äî àâòîìîðôèçìà FN(x11) → FN(x11). Ïî òåîðåìå 38 ýòîò

àâòîìîðôèçì ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî àâòîìîðôèçìà ψ11 ïîëÿ K11. Åñëè

x11 � àëãåáðàè÷åñêèé íàä FN ýëåìåíò ïîëÿ F , òî ò. ê. FN � àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòîå ïîëå, ýëåìåíò x11 ëåæèò â FN , è, ñëåäîâàòåëüíî, K11 = FN . Îáî-

çíà÷èì â ýòîì ñëó÷àå ÷åðåç ψ11 àâòîìîðôèçì ϕN . Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ
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ñëó÷àÿx (ëèáî x11 � òðàíñöåíäåíòíûé íàä FN ýëåìåíò, ëèáî x11 � àëãåáðàè-

÷åñêèé íàä FN ýëåìåíò) ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ψ11, êîòîðûé ïðîäîëæàåò

àâòîìîðôèçì ϕN ñ ïîëÿ FN íà ïîëå K11. Èñïîëüçóÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæ-

äåíèÿ, àâòîìîðôèç ψ11 ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî àâòîìîðôèçìà ψ12 ïîëÿ

K12. Ò. ê. ψ12 ïðîäîëæàåò ψ11 c K11 äî K12, à ψ11 ïðîäîëæàåò ϕN c FN

äî K11, àâòîìîðôèçì ψ12 ïðîäîëæàåò àâòîìîðôèçì ϕN ñ ïîëÿ FN íà ïîëå

K12. Èñïîëüçóÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ âïëîòü äî ïîëÿ Knn, ïðèõîäèì

ê âûâîäó, ÷òî ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ψ = ψnn : Knn → Knn ïðîäîëæàþ-

ùèé àâòîìîðôèçì ϕN ïîëÿ FN äî ïîëÿ K = Knn. Ò. ê. K ïîëó÷åí èç FN

äîáàâëåíèåì ìàêñèìóì n2 àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä FN ýëåìåíòîâ

(êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû XN+1), èìååì íåðàâåíñòâî tr.degFNK ≤ n2.

Ò. ê. tr.degQF0 = 0 è ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè tr.degFkFk+1 êîíå÷íà

äëÿ âñåõ k = 0, . . . , N − 1, ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè tr.degQFN òàêæå êî-

íå÷íà, è ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè tr.degQK êîíå÷íà. Ò. ê.

tr.degQF áåñêîíå÷íà, ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè tr.degKF òàêæå áåñêîíå÷-

íà, è ñëåäîâàòåëüíî, â F ñóùåñòâóåò n2 àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä K

ýëåìåíòîâ tN+1,ij (1 ≤ i, j ≤ n). Ò. ê. ýëåìåíòû tN+1,ij (1 ≤ i, j ≤ n) àë-

ãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä K, îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû TN+1 = (tN+1,ij) íå

ðàâåí íóëþ (ò. ê. det(T ) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè îò àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä Q ýëåìåíòîâ tN+1,ij (1 ≤ i, j ≤ n)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç sij (1 ≤ i, j ≤ n) ñëåäóþùèå ýëåìåíòû ïîëÿ K

sij =
n∑
k=1

tN+1,ikxkj.

Èç îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ si,j (1 ≤ i, j ≤ n) ñëåäóåò ìàòðè÷íîå ðàâåí-

ñòâî S = (sij) = TN+1XN+1. Ñëåäîâàòåëüíî, TN+1 = SX−1
N+1 è ýëåìåíòû

tN+1,ij (1 ≤ i, j ≤ n) ïðåäñòàâèìû â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ

sij (1 ≤ i, j ≤ n) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ K. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû

sij (1 ≤ i, j ≤ n) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä K. Áîëåå òîãî, âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî K(tN+1,ij, 1 ≤ i, j ≤ n) = K(sij, 1 ≤ i, j ≤ n). Ïî òåîðåìå 39
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ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì θ : K(tN+1,ij, 1 ≤ i, j ≤ n) → K(sij, 1 ≤ i, j ≤ n),

ïðîäîëæàþùèé àâòîìîðôèçì ψ è îòîáðàæàþùèé ýëåìåíò tN+1,ij â ýëåìåíò

sij äëÿ 1 ≤ i, j ≤ n. Ò. ê. K(tN+1,ij, 1 ≤ i, j ≤ n) = K(sij, 1 ≤ i, j ≤ n),

èçîìîðôèçì θ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ïîëÿ K(tN+1,ij, 1 ≤ i, j ≤ n).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç FN+1 ïîëå K(tN+1,ij, 1 ≤ i, j ≤ n). Ïî òåîðåìå 38 àâ-

òîìîðôèçì θ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí ñ ïîëÿ K(tN+1,ij, 1 ≤ i, j ≤ n) íà

ïîëå FN+1. Îáîçíà÷èì ýòî ïðîäîëæåíèå ÷åðåç ϕN+1. Ò. ê. ïîëå FN+1 ïî-

ëó÷åíî èç ïîëÿ FN äîáàâëåíèå ìàêñèìóì 2n2 àëãåáðàè÷åñêèõ íåçàâèñèìûõ

íàä FN ýëåìåíòîâ (tN+1,ij, xij äëÿ 1 ≤ i, j ≤ n), còåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè

ïîëÿ FN+1 íàä FN êîíå÷íà, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëå FN+1 è àâòîìîðôèçì ϕN+1

óäîâëåòâîðÿþò âñåì òðåáóåìûì óñëîâèÿì.

Ïî ïîñòðîåíèþ ïîëåé F0, F1, . . . , âñå êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû Xk ëå-

æàò â ïîëå Fk. Ò. ê. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö X1, X2, . . . ñîäåðæèò âñå

ìàòðèöû èç G, äëÿ ñêàëÿðíîé ìàòðèöû yIn ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð k, ÷òî

y ∈ Fk, ñëåäîâàòåëüíî
⋃
k Fk = F . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ îòîáðàæåíèå F → F ,

ïåðåâîäÿùåå ýëåìåíò x ∈ F â ýëåìåíò ϕk(x), ãäå k � íàèìåíüøåå ÷èñëî,

äëÿ êîòîðîãî x ∈ Fk. Ò. ê. äëÿ âñåõ m > k àâòîìîðôèçì ϕm ïðîäîëæàåò

àâòîìîðôèçì ϕk, äëÿ âñåõ m > k ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ϕm(x) = ϕk(x).

Èç ýòîãî ôàêòà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ïîëÿ F . Áî-

ëåå òîãî, äëÿ ýëåìåíòîâ x, y ∈ F ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð k, ÷òî ýëåìåíòû

x, y, x+ y ëåæàò â Fk, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

ϕ(x+ y) = ϕk(x+ y) = ϕk(x) + ϕk(y) = ϕ(x) + ϕ(y).

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáûõ x, y èç F âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y).

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ � àâòîìîðôèçì ïîëÿ F , êîòîðûé èíäóöèðóåò ïîëåâîé àâ-

òîìîðôèçì ϕ îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû G = GLn(F ). Ò. ê. T−1
k ϕ(Tk) = Xk,

ëþáàÿ ìàòðèöà Xk ïðèíàäëåæèò êëàññó ñêðó÷åííîé ϕ-ñîïðÿæåííîñòè åäè-

íè÷íîé ìàòðèöû In, ñëåäîâàòåëüíî R(ϕ) = 1, è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â

ñëó÷àå, êîãäà G = GLn(F ).
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ÏóñòüG = SLn(F ) � ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà, è ϕ � àâòîìîðôèçì

ïîëÿ F , ñêîíñòðóèðîâàííûé âûøå. Òîãäà ïî äîêàçàííîìó óòâåðæäåíèþ äëÿ

ãðóïïû GLn(F ) ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà A ∈ SLn(F ) ñêðó÷åííî ϕ-ñîïðÿæåíà

ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé In â ãðóïïå GLn(F ), ò. e. ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà

X ∈ GLn(F ), ÷òî

A = X−1ϕ(X). (7.9)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x = det(X). Ò. ê. îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A ðàâåí åäèíèöå,

èç ðàâåíñòâà (7.9) ñëåäóåò, ÷òî ϕ(x) = x. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y = x ⊕ In−1 è

Y −1X = Z. Òîãäà ìàòðèöà Z ëåæèò â SLn(F ), è èç ðàâåíñòâà (7.9) âûòåêàåò

ðàâåíñòâî

A = (Y Z)−1ϕ(Y Z) = Z−1(x−1 ⊕ In−1)(ϕ(x)⊕ In−1)ϕ(Z) = Z−1ϕ(Z),

ò. å. ìàòðèöàA ñêðó÷åííî ϕ-ñîïðÿæåíà ñ In â SLn(F ). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè

ìàòðèöû A çàêëþ÷àåì, ÷òî R(ϕ) = 1, è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â ñëó÷àå,

êîãäà G = SLn(F ). �

Íàïðÿìóþ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 43 âûòåêàåò ñëåäóþùåå âàæ-

íîå òåõíè÷åñêîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â ïîñëåäóþùèõ

ðàçäåëàõ.

Òåîðåìà 44. Ïóñòü S � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, F = Q(S),

è n ≥ 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé àâòîìîðôèçì ϕ ïîëÿ F (çàâèñÿùèé

îò n), ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A èç GLn(F ) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà

X = (xij), ÷òî

1. ýëåìåíòû xij (1 ≤ i, j ≤ n) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä Q,

2. A = X−1ϕ(X), ãäå ϕ � ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ãðóïïû GLn(F ), èíäó-

öèðîâàííûé àâòîìîðôèçìîì ϕ.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò ðåçóëüòàò òåîðåìû 43 ñî ñëó÷àÿ,

êîãäà ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè tr.degQF ñ÷åòíà, íà îáùèé ñëó÷àé, êîãäà

ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè tr.degQF � ïðîèçâîëüíûé áåñêîíå÷íûé êàðäè-

íàë.
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Òåîðåìà 45. Ïóñòü F � òàêîå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòå-

ðèñòèêè íîëü, ÷òî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä Q áåñêîíå÷íà, è G

� ëèáî îáùàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà GLn(F ), ëèáî ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà

SLn(F ) ñòåïåíè n ≥ 2 íàä F . Òîãäà SpecR(G) ñîäåðæèò 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïðèâåäåíî ëèøü äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà G = GLn(F ) � îáùàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà. Ñëó÷àé G = SLn(F )

àíàëîãè÷åí. Åñëè ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä Q ñ÷åòíà, òî F ∼= Q(S),

ãäå S � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, è ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðåìû 43.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä Q

áîëåå ÷åì ñ÷åòíà.

Ïóñòü Σ = (F ,P , ρ) � ñèãíàòóðà ñ F = {+, ·,−,−1 , f, 0, 1}, P = ∅ è

ρ(+) = ρ(·) = 2, ρ(−) = ρ(−1) = ρ(f) = 1, ρ(0) = ρ(1) = 0. Äëÿ òåðìîâ t1, t2

ñèãíàòóðû Σ âìåñòî ñèìâîëîâ +(t1, t2), ·(t1, t2), −(t1),
−1(t1) áóäåì èñïîëü-

çîâàòü ñîîòâåòñòâåííî ñèìâîëû t1 + t2, t1 · t2, −t1, t−1
1 . Òàêæå äëÿ òåðìîâ t1,

t2 âìåñòî çàïèñè ¬(t1 = t2) áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü t1 6= t2. Îáîçíà÷èì

÷åðåç A òåîðèþ ñèãíàòóðû Σ, ñîñòîÿþøóþ èç ñëåäóþùèõ ïðåäëîæåíèé.

1. ∀x ∀y ∀z [x+ y = y + x] ∧ [x+ (y + z) = (x+ y) + z],

2. ∀x ∀y ∀z [x · y = y · x] ∧ [x · (y · z) = (x · y) · z],

3. ∀x ∀y ∀z x · (y + z) = x · y + x · z,

4. ∀x [x+ 0 = x] ∧ [x · 1 = x],

5. ∀x [x+ (−x) = 0] ∧ [(x 6= 0)→ (x · x−1 = 1)],

6. 1 6= 0, 1 + 1 6= 0, 1 + 1 + 1 6= 0, . . . ,

7. ∀y1 ∀y0 [(y1 6= 0)→ (∃x y1 · x+ y0 = 0)],

∀y2 ∀y1 ∀y0 [(y2 6= 0)→ (∃x y2 · x · x+ y1 · x+ y0 = 0)],

. . . ,

8. ∀x ∀y ∃z [(f(x) = f(y))→ (x = y)] ∧ [f(z) = x],

9. ∀x ∀ y [f(x+ y) = f(x) + f(y)] ∧ [f(x · y) = f(x) · f(y)],
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10. ∀x11 ∀x12 . . . ∀x1n ∀x21 . . . ∀x2n . . . ∀xnn
∃y11 ∃y12 . . . ∃y1n ∃y21 . . . ∃y2n . . . ∃ynn
[det(xij) 6= 0]→ [(det(yij) 6= 0) ∧

∧
i,j(f(yij) =

∑n
k=1 yik · xkj)].

Îòìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå 10 ñèìâîë det ÿâëÿåòñÿ ëèøü ñîêðàùåííîé çàïèñüþ

îïðåäåëèòåëÿ, ò. å. ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûé ìîæåò

áûòü îäíîçíà÷íî çàïèñàí â òåðìèíàõ îïåðàöèé ·, + è −. Òàêæå â ôîðìóëå

10 ñèìâîë
∧
i,j îáîçíà÷àåò êîíúþíêöèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ôîðìóë, íóìåðî-

âàííóþ èíäåêñàìè 1 ≤ i, j ≤ n. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà 10 äåéñòâèòåëüíî

ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé.

Åñëè äëÿ òåîðèè A ñóùåñòâóåò ìîäåëü M = (M,σ), òî ôîðìóëà 1

è ôîðìóëà 2 ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ñëîæåíèå è óìíîæåíèå àññîöèàòèâíû è

êîììóòàòèâíû, ôîðìóëà 3 ãîâîðèò î òîì, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ñâÿçàíû

ìåæäó ñîáîé çàêîíîì äèñòðèáóòèâíîñòè, ôîðìóëà 4 ãîâîðèò î òîì, ÷òî 0 è 1

ÿâëÿþòñÿ íåéòðàëüíûìè ýëåìåíòàìè äëÿ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ

ñîîòâåòñòâåííî, ôîðìóëà 5 ãîâîðèò î òîì, ÷òî ýëåìåíòû −x, x−1 ÿâëÿþòñÿ

îáðàòíûìè ê ýëåìåíòó x ïî ñëîæåíèþ è óìíîæåíèþ ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì

îáðàçîì, ìíîæåñòâî ôîðìóë 1�5 ãîâîðèò î òîì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà

(M,σ(+), σ(·)) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ñ íóëåâûì ýëåìåíòîì σ(0) è åäèíè÷íûì ýëå-

ìåíòîì σ(1). Ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ôîðìóë 6 ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïîëåM èìååò

õàðàêòåðèñòèêó íîëü. Ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ôîðìóë 7 ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïî-

ëåM àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ôîðìóëà 8 ãîâîðèò î òîì, ÷òî σ(f) ÿâëÿåòñÿ

áèåêöèåé íà M , è ôîðìóëà 9 ãîâîðèò î òîì, ÷òî ýòà áèåêöèÿ ñîõðàíÿåò îïå-

ðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû 8, 9 ãîâîðÿò î òîì,

÷òî σ(f) ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ïîëÿ M . Íàêîíåö, ôîðìóëà 10 ãîâîðèò

î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîé îáðàòèìîé ìàòðèöû X = (xij) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç

M ñóùåñòâóåò òàêàÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà Y = (yij) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç

M , ÷òî (σ(f)(yij)) = Y X. Èíûìè ñëîâàìè, âñå âìåñòå ôîðìóëû 1�10 ãîâî-

ðÿò î òîì, ÷òî M � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íîëü, à

σ(f) � àâòîìîðôèçì ïîëÿM , êîòîðûé èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì σ(f) îáùåé
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ëèíåéíîé ãðóïïû GLn(M) c R(σ(f)) = 1.

Ïðåäûäóùèé ïàðàãðàô íàïèñàí â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òåîðèÿ A èìå-

åò ìîäåëü. Íî ïî òåîðåìå 43 ó òåîðèè A ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ìîäåëü.

Ò. ê. òåîðèÿ A ñ÷åòíà, ïî òåîðåìå 42 òåîðèÿ A èìååò ìîäåëüM = (M,σ) ñ

|M | = κ = |F |, ãäå F � ïîëå èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû. Ò. ê. |M | = κ áîëåå

÷åì ñ÷åòíî, ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ïîëÿ M íàä Q áåñêîíå÷íà è ðàâíà

κ. Ò. ê. àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî ñâîåé õàðàê-

òåðèñòèêîé è ñòåïåíüþ òðàíñöåíäåíòíîñòè íàä ïðîñòûì ïîäïîëåì, ïîëå M

èçîìîðôíî ïîëþ F èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâó-

åò àâòîìîðôèçì ϕ ïîëÿ F , êîòîðûé èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì ϕ ãðóïïû

G = GLn(F ) c R(ϕ) = 1. �

7.5.3. Îðòîãîíàëüíûå ãðóïïû

Ïóñòü J � îáðàòèìàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ n× n ìàòðèöà, ò. å. òàêàÿ ìàò-

ðèöà èç GLn(R), äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî JT = J . Ñèìâîëîì

On(R, J) îáîçíà÷àåòñÿ ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ îáðàòèìûõ n× n ìàòðèö

A, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî AJAT = J

On(R, J) =
{
A ∈ GLn(R) | AJAT = J

}
.

Ãðóïïà On(R, J) íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé ñòåïåíè n íàä êîëüöîì

R. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû èç On(R, J) ðàâåí ±1. Ñèìâîëîì

Ωn(R, J) îáîçíà÷àåòñÿ êîììóòàíò ãðóïïû On(R, J). Ñèìâîëîì SOn(R, J)

îáîçíà÷àåòñÿ ãðóïïà On(R, J)∩ SLn(R). Î÷åâèäíî, ÷òî ãðóïïà Ωn(R, J) ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â SOn(R, J). Â îáùåì ñëó÷àå Ωn(R, J) íå ñîâïàäàåò ñ

SOn(R, J), îäíàêî, ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ýòè ãðóïïû

ñîâïàäàþò. Íàïîìíèì îäíî èç òàêèõ óñëîâèé. Ïóñòü R � ïîëå, è ïóñòü

x = (x1, x2, . . . , xn) � ñòðîêà, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ x1, x2, . . . , xn ïî-

ëÿ R. Åñëè äëÿ âåêòîðà x âûïîëíåíî ðàâåíñòâî xJxT = 0, òî âåêòîð

x íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíûì îòíîñèòåëüíî J . Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äî-
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êàçàííîå â [1, òåîðåìà 5.17] îïèñûâàåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðè êîòîðîì

SOn(R, J) = Ωn(R, J).

Òåîðåìà 46. Ïóñòü R � ïîëå, n ≥ 2, è J ∈ GLn(R) � ñèììåòðè÷åñêàÿ

ìàòðèöà. Åñëè Rn ñîäåðæèò íåíóëåâîé èçîòðîïíûé îòíîñèòåëüíî J âåê-

òîð, òî SOn(R, J) = Ωn(R, J).

Åñëè J = In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, òî ãðóïïû On(R, J), SOn(R, J),

Ωn(R, J) îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç On(R), SOn(R), Ωn(R). Òåîðå-

ìà 46 èìååò ñëåäóþùåå ïðîñòîå ñëåäñòâèå.

Ïðåäëîæåíèå 15. Åñëè n ≥ 2 è R � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, òî

SOn(R) = Ωn(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò. ê. R � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, R ñîäåðæèò

ýëåìåíò x, óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó x2 = −1. Òîãäà âåêòîð

(x, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−2

)

èç Rn ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì èçîòðîïíûì îòíîñèòåëüíî In âåêòîðîì. Ðåçóëüòàò

ñëåäóåò èç òåîðåìû 46. �

Îñîáóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï On(R, J), SOn(R, J),

Ωn(R, J) èãðàåò ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöà J â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè n èìååò

îäèí èç ñëåäóþùèõ ñïåöèàëüíûõ âèäîâ

J =

Ok×k Ik

Ik Ok×k

 , n = 2k − ÷åòíî, (7.10)

J = 1⊕

Ok×k Ik

Ik Ok×k

 , n = 2k + 1− íå÷åòíî. (7.11)

Äîñòàòî÷íî ÷àñòî ãðóïïà On(R, J), îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöåé J âèäà

(7.10) èëè (7.11), ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé On(R).

Ïðåäëîæåíèå 16. Ïóñòü R � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòå-

ðèñòèêè íå ðàâíîé 2. Ïóñòü n ≥ 2, è ìàòðèöà J â çàâèñèìîñòè îò ÷åò-
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íîñòè n èìååò âèä

J =

Ok×k Ik

Ik Ok×k

 , n = 2k − ÷åòíî, (7.12)

J = 1⊕

Ok×k Ik

Ik Ok×k

 , n = 2k + 1− íå÷åòíî. (7.13)

Òîãäà On(R, J) ∼= On(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n = 2k � ÷åòíîå ÷èñëî, è

J =

Ok×k Ik

Ik Ok×k

 .

Ò. ê. R � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, R ñîäåðæèò ýëåìåíò x, óäîâëå-

òâîðÿþùèé ðàâåíñòâó x2 = −1, è ýëåìåíò y, óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó

y2 = 2. Ò. ê. char(R) 6= 2, ýëåìåíò y îòëè÷åí îò íóëÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X

ñëåäóþùóþ ìàòðèöó èç GLn(R)

X = y−1

Ik xIk

Ik −xIk

 .

Ìàòðèöà X óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó XXT = J . Åñëè äëÿ ìàòðèöû A èç

GLn(R) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî AJAT = J , òî äëÿ ìàòðèöû B = X−1AX

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

BBT = X−1AXXTAT (X−1)T = X−1AJAT (X−1)T = X−1JT (X−1)T = In,

òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå A 7→ X−1AX ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì

On(R, J) → On(R) â ñëó÷å, êîãäà n ÷åòíî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëó÷àÿ, êîãäà

n íå÷åòíî, äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ñëó÷àÿ, êîãäà n ÷åòíî ñ çà-

ìåíîé ìàòðèöû X íà 1⊕X . �

Â äàííîì ðàçäåëå óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè

àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ F õàðàêòåðèñòèêè íîëü íàä Q áåñêîíå÷íà,

òî cïåêòð Ðàéäåìàéñòåðà îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï On(F ), SOn(F ) ñòåïåíè n

241



íàä F èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ N, â ÷àñòíîñòè, òàêèå ãðóïïû íå îáëà-

äàþò ñâîéñòâîì R∞.

Äîêàæåì ñíà÷àëà íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé. Õîðîøî

èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà X èç GLn(R) äîïóñêàåò LQ-ðàçëîæåíèå, ò. å.

X ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå X = LQ, ãäå L � íèæíÿÿ òðåóãîëü-

íàÿ ìàòðèöà íàä R, Q ∈ On(R) � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà (ñì. [7, �30]).

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ìàòðèö èç GLn(F ), ãäå F � ïðîèçâîëüíîå

àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî. Îäíàêî íåêîòîðûå

ìàòðèöû èç GLn(F ) âñå æå ìîãóò èìåòü LQ-ðàçëîæåíèå.

Ëåììà 30. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè

íîëü, è X � òàêàÿ n×n ìàòðèöà, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû X àëãåá-

ðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä Q. Òîãäà ñóùåñòâóåò íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàò-

ðèöà L íàä F è îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Q ∈ On(F ), òàêèå ÷òî X = LQ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñòðîê U = (u1, u2, . . . , un), V = (v1, v2, . . . , vn) èç F
n

îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈U, V 〉 áèëèíåéíóþ ôîðìó 〈U, V 〉 = u1v1 +u2v2 + · · ·+unvn

íà F n × F n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X1, X2, . . . , Xn ñòðîêè ìàòðèöû X, à ÷åðåç

Y1, Y2, . . . , Yn ñëåäóþùèå ýëåìåíòû èç F n.

Y1 = X1,

Y2 = X2 −
〈Y1, X2〉
〈Y1, Y1〉

Y1,

Y3 = X3 −
〈Y1, X3〉
〈Y1, Y1〉

Y1 −
〈Y2, X3〉
〈Y2, Y2〉

Y2, (7.14)

...

Yn = Xn −
〈Y1, Xn〉
〈Y1, Y1〉

Y1 −
〈Y2, Xn〉
〈Y2, Y2〉

Y2 − · · · −
〈Yn−1, Xn〉
〈Yn−1, Yn−1〉

Yn−1.

Ýëåìåíò Y1 îäíàçíà÷íî îïðåäåëåí ôîðìóëàìè (7.14). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýëå-

ìåíò Y2 áûë êîððåêòíî îïðåäåëåí, íåîáõîäèìî ÷òîáû 〈Y1, Y1〉 6= 0. Åñëè

〈Y1, Y1〉 6= 0, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ýëåìåíò Y3 áûë êîððåêòíî îïðåäåëåí,

íåîáõîäèìî, ÷òîáû 〈Y2, Y2〉 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ôîðìóëû
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(7.14) áûëè êîððåêòíî îïðåäåëåíû, íåîáõîäèìî ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ

k = 1, 2, . . . , n− 1 ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî 〈Yk, Yk〉 6= 0.

Ò. ê. êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû X àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä Q,

ìîæíî âîñïðèíèìàòü êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû X êàê ïåðåìåííûå. Òî-

ãäà ýëåìåíò 〈Y1, Y1〉 ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé ñ n2 ïåðåìåííû-

ìè xij (1 ≤ i, j ≤ n) íàä Q (ñîãëàñíî ôîðìóëàì (7.14), êîýôôèöèåí-

òû âåêòîðà Y1 ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè îò êîýôôèöèåíòîâ

xij (1 ≤ i, j ≤ n) ìàòðèöû X, è âåëè÷èíà 〈Y1, Y1〉 ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé

ôóíêöèåé îò êîýôôèöèåíòîâ âåêòîðà Y1). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âîñïðèíè-

ìàòü 〈Y1, Y1〉 êàê ôóíêöèþ Qn×n = Mn(Q) 7→ Q, êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò ìàò-

ðèöå A ∈ Mn(Q) ýëåìåíò 〈Y1, Y1〉, îïðåäåëåííûé ôîðìóëàìè (7.14) ñ çàìåíîé

ìàòðèöû X íà ìàòðèöó A. Îáîçíà÷èì ýòó ôóíêöèÿ ÷åðåç f1(X) = 〈Y1, Y1〉

(çäåñü X � ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ïåðåìåííûõ). Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü,

÷òî 〈Y1, Y1〉 6= 0 äîñòàòî÷íî íàéòè õîòÿáû îäíó ìàòðèöó A, êîòîðàÿ óäîâëå-

òâîðÿåò íåðàâåíñòâó f1(A) 6= 0. Ò. ê. äëÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöû In âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî f1(In) = 〈(1, 0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0)〉 = 1, ôóíêöèÿ f1(X) îòëè÷-

íà îò íóëÿ, è ñëåäîâàòåëüíî 〈Y1, Y1〉 6= 0 êàê ýëåìåíò èç F , ò. å. ýëåìåíò

Y2 êîððåêòíî îïðåäåëåí. Àíàëîãè÷íî, ýëåìåíò 〈Y2, Y2〉 ìîæíî âîñïðèíèìàòü

êàê ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ Qn×n → Q. Îáîçíà÷èì ýòó ôóíêöèþ ÷åðåç

f2(X) = 〈Y2, Y2〉. Ò. ê. f2(In) = 〈(0, 1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0)〉 = 1, ôóíêöèÿ

f2(X) íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ, è ñëåäîâàòåëüíî 〈Y2, Y2〉 6= 0

êàê ýëåìåíò èç F , òàêèì îáðàçîì Y3 êîððåêòíî îïðåäåëåí. Èñïîëüçóÿ àíàëî-

ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äëÿ k = 1, 2, . . . , n âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî 〈Yk, Yk〉 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëû (7.14) êîððåêòíî îïðå-

äåëÿþò ýëåìåíòû Y1, Y2, . . . , Yn.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ 1 ≤ i 6= j ≤ n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

〈Yi, Yj〉 = 0 (ôîðìóëû (7.14) åñòü íè÷òî èíîå êàê ôîðìóëû èç êëàññè-

÷åñêîãî ìåòîäà îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà [7, �25]). Îáîçíà÷àÿ ÷å-

ðåç Qk = Yk/
√
〈Yk, Yk〉 (îïåðàöèÿ èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ îïðåäå-
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ëåíà, ò. ê. F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

〈Qi, Qj〉 = 0 äëÿ 1 ≤ i 6= j ≤ n, è 〈Qi, Qi〉 = 1 äëÿ i = 1, 2, . . . , n. Ñëåäî-

âàòåëüíî ìàòðèöà Q ñ ïåðâîé ñòðîêîé Q1, âòîðîé ñòðîêîé Q2, è òàê äàëåå,

îðòîãîíàëüíà. Èç ôîðìóë (7.14) ñëåäóåò, ÷òî Q = TX äëÿ íèæíåé òðå-

óãîëüíîé ìàòðèöû T íàä F . Îáîçíà÷èâ ÷åðåç L = T−1, èìååì òðåáóåìîå

ðàçëîæåíèå X = LQ. �

Ëåììà 31. Ïóñòü S � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, F = Q(S),

n ≥ 2, ϕ � àâòîìîðôèçì ïîëÿ F , îïèñàííûé â òåîðåìå 44, è ϕ � àâòî-

ìîðôèçì îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû On(F ), èíäóöèðîâàííûé ϕ. Òîãäà ëþáàÿ

äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D ∈ On(F ) ñêðó÷åííî ϕ-ñîïðÿæåíà â On(F ) ëèáî ñ

åäèíè÷íîé ìàòðèöåé In, ëèáî ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé diag(−1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−1

).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò. ê. D � äèàãîíàëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, D èìååò

âèä D = diag(ε1, ε2, . . . , εn) äëÿ íåêîòîðûõ ε1, ε2, . . . , εn ∈ {±1}. Îáîçíà÷èì

÷åðåç m êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ −1 íà äèàãîíàëè ìàòðèöû D. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè X, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó

XDX−1 = diag(−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
m

, 1, . . . , 1).

Ïî òåîðåìå 44 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà Y = (yi,j), ÷òî ýëåìåíòû yi,j (1 ≤

i, j ≤ n) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä Q, è ϕ(Y ) = −Y . Ò. ê. n ≥ 2,

ñóùåñòâóåò äâà òàêèõ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä Q ýëåìåíòà α = y1,1,

β = y1,2, ÷òî ϕ(α) = −α, ϕ(β) = −β. Ò. ê. α, β àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû

íàä Q, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî α2 + β2 6= 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z ñëåäóþùóþ

2× 2 ìàòðèöó

Z =
1√

α2 + β2

 α β

−β α


(îïåðàöèÿ èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ îïðåäåëåíà, ò. ê. F � àëãåáðàè-

÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå). Åñëè m ÷åòíî, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç T ñëåäóþùóþ

ìàòðèöó

T = Z ⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
m/2

⊕In−m.
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà T ëåæèò â On(F ). Áîëåå òîãî, èç ÿâíîãî âèäà

ìàòðèöû Z è òîãî ôàêòà, ÷òî ϕ(α) = −α, ϕ(β) = −β, ñëåäóåò ðàâåíñòâî

T−1ϕ(T ) = diag(−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
m

, 1, . . . , 1) = XDX−1.

Ò. ê. X � ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè, X îðòîãîíàëüíà è ϕ(X) = X (ò. ê. X

èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû). Cëåäîâàòåëüíî D = (TX)−1ϕ(TX), ãäå TX �

îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ò. å.D ñêðó÷åííî ϕ-ñîïðÿæåíà â On(F ) ñ åäèíè÷íîé

ìàòðèöåé In.

Åñëè m íå÷åòíî, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç T ìàòðèöó

T = 1⊕ Z ⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
(m−1)/2

⊕In−m.

Èç ÿâíîãî âèäà ìàòðèöû Z è òîãî ôàêòà, ÷òî ϕ(α) = −α, ϕ(β) = −β,

ñëåäóåò ðàâåíñòâî

T−1diag(−1, 1, . . . , 1)ϕ(T ) = diag(−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
m

, 1, . . . , 1) = XDX−1.

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êîãäà m ÷åòíî çàêëþ÷àåì, ÷òî

D = (TX)−1diag(−1, 1, . . . , 1)ϕ(TX),

ãäå TX ∈ On(F ), ò. å. ìàòðèöà D ñêðó÷åííî ϕ-ñîïðÿæåíà â On(F ) ñ äèàãî-

íàëüíîé ìàòðèöåé diag(−1, 1, . . . , 1). �

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ãîâîðèò î òîì, ÷òî åñëè ñòåïåíü òðàíñöåíäåíò-

íîñòè àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ F õàðàêòåðèñòèêè íîëü íàä Q ñ÷åòíà,

òî ñïåêòð Ðàéäåìàéñòåðà îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï íàä F èìååò íåïóñòîå ïåðå-

ñå÷åíèå ñ N.

Òåîðåìà 47. Ïóñòü S � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, F = Q(S), n ≥

2, ϕ � àâòîìîðôèçì ïîëÿ F , îïèñàííûé â òåîðåìå 44, è ϕ � àâòîìîðôèçì

îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû On(F ), èíäóöèðîâàííûé ϕ. Òîãäà R(ϕ) = 2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà In è äèàãîíàëüíàÿ ìàò-

ðèöà diag(−1, 1, . . . , 1) íå ìîãóò áûòü ϕ-ñîïðÿæåííûìè. Äåéñòâèòåëüíî, åñ-

ëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî In è diag(−1, 1, . . . , 1) ñêðó÷åííî ϕ-ñîïðÿæåíû, òî äëÿ

íåêîòîðîé ìàòðèöû X ∈ On(F ) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

diag(−1, 1, . . . , 1) = X−1ϕ(X),

èç êîòîðîãî ñëåäóåò ðàâåíñòâî

−1 = det(diag(−1, 1, . . . , 1)) = det(X−1)det(ϕ(X)). (7.15)

Ò. ê.X ∈ On(F ), äëÿ íåêîòîðîãî ε ∈ {±1} âûïîëíåíî ðàâåíñòâî det(X) = ε.

Ò. ê. ϕ äåéñòâóåò êàê ϕ íà êîýôôèöèåíòàõ ìàòðèöû X, è det(X) ÿâëÿåòñÿ

ìíîãî÷ëåíîì ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè îò êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû X, òî

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî det(ϕ(X)) = ϕ(det(X)) = ϕ(ε) = ε. Òàêèì, îáðàçîì,

èç ðàâåíñòâà (7.15) ñëåäóåò íåâåðíîå ðàâåíñòâî −1 = 1. Ïîëó÷åííîå ïðî-

òèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöû In è diag(−1, 1, . . . , 1) íå ìîãóò áûòü

ϕ-ñîïðÿæåííûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, R(ϕ) ≥ 2. Äîêàæåì, ÷òî R(ϕ) = 2, ò. å.

÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà A ∈ On(F ) ñêðó÷åííî ϕ-ñîïðÿæåíà â ãðóïïå On(F ) ëèáî

ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé In, ëèáî ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé diag(−1, 1, . . . , 1).

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà èç On(F ). Èç òåîðå-

ìû 44 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà X ∈ GLn(F ), ÷òî êîýôôè-

öèåíòû ìàòðèöû X àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä Q, è A = X−1ϕ(X). Èç

ëåììû 30 ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà X ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå X = LQ

äëÿ íåêîòîðîé íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû L è îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû

Q ∈ On(F ). Â ñèëó òîãî, ÷òî A � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, èìååì ðàâåíñòâî

In = AAT

= X−1ϕ(X)(X−1ϕ(X))T

= X−1ϕ(X)ϕ(X)T (X−1)T

= (LQ)−1ϕ(LQ)ϕ(LQ)T ((LQ)−1)T
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= Q−1L−1ϕ(L)ϕ(Q)ϕ(Q)Tϕ(L)T (L−1)T (Q−1)T (7.16)

Ò. ê. Q � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, èç ðàâåíñòâà (7.16) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

In = L−1ϕ(L)ϕ(L)T (L−1)T , êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

L−1ϕ(L) = LTϕ(LT )−1. (7.17)

Ò. ê. L � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, ìàòðèöà â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà

(7.17) ÿâëÿåòñÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé, â òî âðåìÿ êàê ìàòðèöà â ïðàâîé ÷à-

ñòè ðàâåíñòâà (7.17) ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé òðåóãîëüíîé. Ýòî âîçìîæíî ëèøü â

ñëó÷àå, êîãäà L−1ϕ(L) = D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ò. å. ñïðàâåäëèâî ñëå-

äóþùåå ðàâåíñòâî

A = X−1ϕ(X) = (LQ)−1ϕ(L)ϕ(Q) = Q−1Dϕ(Q). (7.18)

Ò. ê. ìàòðèöû A è Q ëåæàò â On(F ), èç ðàâåíñòâà (7.18) ñëåäóåò, ÷òî D

� îðòîãîíàëüíàÿ äèàãîíàëüàÿ ìàòðèöà. Ïî ëåììå 31 ìàòðèöà D ñêðó÷åííî

ϕ-ñîïðÿæåíà â On(F ) ëèáî ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé In, ëèáî ñ äèàãîíàëüíîé

ìàòðèöåé diag(−1, 1, . . . , 1). Èç ýòîãî ôàêòà è ðàâåíñòâà (7.18) ñëåäóåò, ÷òî

ìàòðèöà A ñêðó÷åííî ϕ-ñîïðÿæåíà â On(F ) ëèáî ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé In,

ëèáî ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé diag(−1, 1, . . . , 1). �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò ðåçóëüòàò òåîðåìû 47 ñî ñëó÷àÿ,

êîãäà ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè tr.degQF ñ÷åòíà, íà îáùèé ñëó÷àé, êîãäà

ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè tr.degQF � ïðîèçâîëüíûé áåñêîíå÷íûé êàðäè-

íàë.

Òåîðåìà 48. Ïóñòü F � òàêîå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòå-

ðèñòèêè íîëü, ÷òî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä Q áåñêîíå÷íà. Òî-

ãäà äëÿ n ≥ 2 ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ϕ ïîëÿ F , êîòîðûé èíäóöèðóåò

àâòîìîðôèçì ϕ ãðóïïû On(F ) ñ R(ϕ) = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ â çíà÷èòåëüíîé

ìåðå ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 45. Ïîýòîìó îïóñòèì íåêîòîðûå ïî-

äðîáíîñòè. Åñëè ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä Q ñ÷åòíà, òî F = Q(S),
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ãäå S � ñ÷åòíîå ÷èñëî ïåðåìåííûx, è óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 47.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä Q

áîëåå ÷åì ñ÷åòíà.

Ïóñòü Σ = (F ,P , ρ) � ñèãíàòóðà ñ F = {+, ·,−,−1 , f, 0, 1}, P = ∅ è

ρ(+) = ρ(·) = 2, ρ(−) = ρ(−1) = ρ(f) = 1, ρ(0) = ρ(1) = 0. Äëÿ òåðìîâ t1, t2

ñèãíàòóðû Σ âìåñòî ñèìâîëîâ +(t1, t2), ·(t1, t2), −(t1),
−1(t1) áóäåì èñïîëü-

çîâàòü ñîîòâåòñòâåííî ñèìâîëû t1 + t2, t1 · t2, −t1, t−1
1 . Òàêæå äëÿ òåðìîâ t1,

t2 âìåñòî çàïèñè ¬(t1 = t2) áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü t1 6= t2. Îáîçíà÷èì

÷åðåç A òåîðèþ ñèãíàòóðû Σ, ñîñòîÿþøóþ èç ñëåäóþùèõ ïðåäëîæåíèé.

1. ∀x ∀y ∀z [x+ y = y + x] ∧ [x+ (y + z) = (x+ y) + z],

2. ∀x ∀y ∀z [x · y = y · x] ∧ [x · (y · z) = (x · y) · z],

3. ∀x ∀y ∀z x · (y + z) = x · y + x · z,

4. ∀x [x+ 0 = x] ∧ [x · 1 = x],

5. ∀x [x+ (−x) = 0] ∧ [(x 6= 0)→ (x · x−1 = 1)],

6. 1 6= 0, 1 + 1 6= 0, 1 + 1 + 1 6= 0, . . . ,

7. ∀y1 ∀y0 [(y1 6= 0)→ (∃x y1 · x+ y0 = 0)],

∀y2 ∀y1 ∀y0 [(y2 6= 0)→ (∃x y2 · x · x+ y1 · x+ y0 = 0)],

. . . ,

8. ∀x ∀y ∃z [(f(x) = f(y))→ (x = y)] ∧ [f(z) = x],

9. ∀x ∀ y [f(x+ y) = f(x) + f(y)] ∧ [f(x · y) = f(x) · f(y)],

10. ∀x1,1 ∀x1,2 . . . ∀x1,n ∀x2,1 . . . ∀x2,n . . . ∀xn,n
∃y1,1 ∃y1,2 . . . ∃y1,n ∃y2,1 . . . ∃y2,n . . . ∃yn,n
[XXT = In]→

→ [(Y Y T = In) ∧ ((f(Y ) = Y X) ∨ (((−1)⊕ In−1))f(Y ) = Y X))].

ãäå X = (xi,j), Y = (yi,j) è f(Y ) = (f(yi,j)).

Îòìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå 10 âûðàæåíèå XXT = In (óìíîæåíèå ìàòðèö)

îáîçíà÷àåò êîíúþíêöèþ n2 ôîðìóë (ðàâåíñòâà êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèö), è

êàæäíàÿ èç ýòèõ n2 ôîðìóë ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî çàïèñàíà â òåðìèíàõ
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îïåðàöèé · è + (çàïèñü XXT = In èñïîëüçóåòñÿ ëèøü äëÿ ïðîñòîòû). Àíàëî-

ãè÷íî, êàæäàÿ èç ôîðìóë Y Y T = In, f(Y ) = Y X, ((−1)⊕ In−1)f(Y ) = Y X

ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê êîíúþíêöèÿ n2 ôîðìóë. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà

10 äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé.

Åñëè äëÿ A ñóùåñòâóåò ìîäåëü M = (M,σ), òî ïîäîáíî òåîðåìå 45

ôîðìóëû 1�10 ãîâîðÿò î òîì, ÷òî M � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õà-

ðàêòåðèñòèêè íîëü, à σ(f) � àâòîìîðôèçì ïîëÿ M , êîòîðûé èíäóöèðó-

åò àâòîìîðôèçì σ(f) îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû On(M) c R(σ(f)) = 2 (â

ôîðìóëå 10 ãîâîðèòñÿ, ÷òî êàæäàÿ îðòîãîíàëüàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ σ(f)-

ñîïðÿæåííîé ëèáî ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé In, ëèáî ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé

(−1)⊕ In−1 = diag(−1, 1, . . . , 1)).

Ò. ê. ïî òåîðåìå 47 ñ÷åòíàÿ òåîðèÿ A èìååò ñ÷åòíóþ ìîäåëü, òî ïî

òåîðåìå 42 òåîðèÿ A èìååò ìîäåëü M = (M,σ), óäîâëåòâîðÿþùóþ ðàâåí-

ñòâó |M | = κ = |F |, ãäå F � ïîëå èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû. Èñïîëüçóÿ

àíàëîãè÷íûå òåîðåìå 45 ðàññóæäåíèÿ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî M ∼= F .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ϕ ïîëÿ F , êîòîðûé èíäóöèðóåò

àâòîìîðôèçì ϕ ãðóïïû On(F ) ñ R(ϕ) = 2. �

Ñëåäñòâèå 15. Ïóñòü F � òàêîå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàê-

òåðèñòèêè íîëü, ÷òî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä Q áåñêîíå÷íà.

Òîãäà äëÿ n ≥ 2 ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ϕ ïîëÿ F , êîòîðûé èíäóöèðóåò

àâòîìîðôèçì ϕ ãðóïïû SOn(F ) ñ R(ϕ) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ � àâòîìîðôèçì ïîëÿ F èç òåîðåìû 48, è A � ïðî-

èçâîëüíàÿ ìàòðèöà èç SOn(F ). Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 48 ñëåäóåò, ÷òî A

ñêðó÷åííî ϕ-ñîïðÿæåíà â On(F ) ëèáî ñ åäèíè÷íîé ìàòðèèöåé In, ëèáî ñ äèà-

ãîíàëüíîé ìàòðèöåé diag(−1, 1, . . . , 1). Ò. ê. det(A) = 1, ìàòðèöà A íå ìîæåò

áûòü ϕ-ñîïðÿæåííîé â On(F ) ñ ìàòðèöåé diag(−1, 1, . . . , 1), ñëåäîâàòåëüíî,

A ñêðó÷åííî ϕ-ñîïðÿæåíà â On(F ) ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé In, ò. å. äëÿ íåêî-

òîðîé ìàòðèöû X ∈ On(F ) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî A = X−1ϕ(X). Îáîçíà÷èì

÷åðåç Y = (det(X)⊕In−1)X. Òîãäà Y ∈ SOn(F ) è Y −1ϕ(Y ) = X−1ϕ(X) = A,
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ò. å. ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà A ∈ SOn(F ) ñêðó÷åííî ϕ-ñîïðÿæåíà â SOn(F )

ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé In. �

7.5.4. Ñèìïëåêòè÷åñêèå ãðóïïû

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω2, Ω2n ñëåäóþùèå ìàòðèöû ðàçìåðà 2× 2 è 2n× 2n

ñîîòâåòñòâåííî

Ω2 =

 0 1

−1 0

 , Ω2n = Ω2 ⊕ Ω2 ⊕ · · · ⊕ Ω2︸ ︷︷ ︸
n

.

Ïîäãðóïïà â GL2n(R), ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ìàòðèö A, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèþ AΩ2nA
T = Ω2n, íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïîé ñòåïåíè 2n íàä

êîëüöîì R è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Sp2n(R)

Sp2n(R) =
{
A ∈ GL2n(R) | AΩ2nA

T = Ω2n

}
.

Â äàííîì ðàçäåëå óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè

àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ F õàðàêòåðèñòèêè íîëü íàä Q áåñêîíå÷íà,

òî cïåêòð Ðàéäåìàéñòåðà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ãðóïï Sp2n(F ) ñòåïåíè 2n íàä

F èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ N, â ÷àñòíîñòè, òàêèå ãðóïïû íå îáëàäàþò

ñâîéñòâîì R∞.

Äîêàæåì ñíà÷àëà íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ìíîæå-

ñòâî M2(F ) âñåõ 2 × 2 ìàòðèö íàä ïîëåì F îáðàçóåò (íåêîììóòàòèâíîå)

êîëüöî. Òàêèì îáðàçîì, ëþáóþ 2n × 2n ìàòðèöó A ∈ M2n(F ) íàä ïîëåì F

ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê n×n ìàòðèöóA ∈ Mn(M2(F )) íàä êîëüöîì M2(F ),

ðàçáèâàÿ A íà áëîêè ðàçìåðà 2× 2. Ìàòðèöà A ∈ M2n(F ) = Mn(M2(F )) íà-

çûâàåòñÿ áëî÷íîé íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé ñ áëîêàìè 2 × 2, åñëè A

ïðèíàäëåæèò ïîäìíîæåñòâó {(ai,j) ∈ Mn(M2(F )) | ai,j = O2×2 äëÿ i < j}

èç Mn(M2(F )). Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì àíàëîãîì ëåì-

ìû 30.
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Ëåììà 32. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè

íîëü. Åñëè X � 2n× 2n ìàòðèöà íàä F , êîýôôèöèåíòû êîòîðîé àëãåáðàè-

÷åñêè íåçàâèñèìû íàä Q, òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Q ∈ Sp2n(F ) è áëî÷íàÿ

íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà L ñ áëîêàìè 2× 2, òàêèå ÷òî X = LQ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñòðîê U = (u1, u2, . . . , un), V = (v1, v2 . . . , vn) èç

M2(F )n îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈U, V 〉 ñëåäóþùóþ 2×2 ìàòðèöó ñ êîýôôèöèåíòàìè

èç ïîëÿ F

〈U, V 〉 = UΩ2nV
T = u1Ω2v

T
1 + u2Ω2v

T
2 · · ·+ unΩ2v

T
n ,

ãäå ìàòðèöû Ω2,Ω2n èìåþò âèä

Ω2 =

 0 1

−1 0

 , Ω2n = Ω2 ⊕ Ω2 ⊕ · · · ⊕ Ω2︸ ︷︷ ︸
n

.

Ìîæíî âîñïðèíèìàòü 〈U, V 〉 êàê ôóíêöèþ M2(F )n × M2(F )n → M2(F ).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ U, V,W ∈ M2(F )n, A ∈ M2(F )

âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

〈V, U〉 = −〈U, V 〉T ,

〈U + V,W 〉 = 〈U,W 〉+ 〈V,W 〉, (7.19)

〈AU, V 〉 = A〈U, V 〉.

Äëÿ U = (u1, u2, . . . , un) ∈ M2(F )n îáîçíà÷èì ÷åðåç

d(U) = det(u1) + det(u2) + · · ·+ det(un).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî U ∈ M2(F )n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

〈U,U〉 = d(U)Ω2. (7.20)

Ïóñòü X ∈ M2n(F ) � ìàòðèöà èç ôîðìóëèðîâêè ëåììû. Ïðåäñòà-

âèì X êàê ìàòðèöó íàä êîëüöîì M2(F ) (X ∈ M2n(F ) = Mn(M2(F ))),

è ïóñòü X1, X2, . . . , Xn � ñòðîêè ìàòðèöû X (êîýôôèöèåíòû ýëåìåíòîâ
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X1, X2, . . . , Xn ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ðàçìåðà 2 × 2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Y1, Y2, . . . , Yn ñëåäóþùèå ýëåìåíòû èç M2(F )n.

Y1 = X1,

Y2 = X2 + d(Y1)
−1〈X2, Y1〉Ω2Y1,

Y3 = X3 + d(Y1)
−1〈X3, Y1〉Ω2Y1 + d(Y2)

−1〈X3, Y2〉Ω2Y2, (7.21)

...

Yn = Xn + d(Y1)
−1〈Xn, Y1〉Ω2Y1 + · · ·+ d(Yn−1)

−1〈Xn, Yn−1〉Ω2Yn−1.

Ýëåìåíò Y1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí ôîðìóëàìè (7.21). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýëå-

ìåíò Y2 áûë êîððåêòíî îïðåäåëåí, íåîáõîäèìî, ÷òîáû d(Y1) 6= 0. Åñëè

d(Y1) 6= 0, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ýëåìåíò Y3 áûë êîððåêòíî îïðåäåëåí, íåîá-

õîäèìî, ÷òîáû d(Y2) 6= 0. Àíàëîãè÷íî, äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå ýëåìåíòû

Y1, Y2, . . . , Yn áûëè êîððåêòíî îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (7.21), íåîáõîäèìî ïî-

ñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n− 1 ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî d(Yk) 6= 0.

Ñëåäóÿ ðàññóæäåíèÿì äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 30, ò. ê. êîýôôèöèåíòû

ìàòðèöû X àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä Q, ìîæíî âîñïðèíèìàòü êîýô-

ôèöèåíòû ìàòðèöû X êàê ïåðåìåííûå. Â òàêîì ñëó÷àå, ìîæíî âîñïðèíè-

ìàòü ýëåìåíò d(Y1) êàê ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ Q2n×2n → Q. Îáîçíà÷èì

ýòó ôóíêöèþ ÷åðåç f1(X) = d(Y1). Ýëåìåíò d(Y1) îòëè÷åí îò íóëÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû A ∈ M2n(F ) âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî f1(A) 6= 0. Ò. ê.

f1(I2n) = d ((I2,O2×2, . . . ,O2×2)) = det(I2) = 1,

ôóíêöèÿ f1(X) íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ, è ñëåäîâàòåëüíî,

ýëåìåíò d(Y1) îòëè÷åí îò íóëÿ êàê ýëåìåíò ïîëÿ F . Ñëåäîâàòåëüíî, ýëå-

ìåíò Y2 êîððåêòíî îïðåäåëåí ôîðìóëàìè (7.21). Àíàëîãè÷íî, ýëåìåíò d(Y2)

ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ Q2n×2n → Q. Îáîçíà÷èì

ýòó ôóíêöèþ ÷åðåç f2(X) = d(Y2). Ò. ê.

f2(I2n) = d ((O2×2, I2,O2×2, . . . ,O2×2)) = det(I2) = 1,
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ôóíêöèÿ f2(X) íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, ýëå-

ìåíò d(Y2) îòëè÷åí îò íóëÿ êàê ýëåìåíò ïîëÿ F , è ýëåìåíò Y3 êîððåêòíî

îïðåäåëåí ôîðìóëàìè (7.21). Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïðèõî-

äèì ê âûâîäó, ÷òî d(Yk) 6= 0 äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n − 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

ôîðìóëû (7.21) êîððåêòíî îïðåäåëÿþò ýëåìåíòû Y1, Y2, . . . , Yn.

Èç ðàâåíñòâ (7.19), (7.20) ñëåäóåò ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

〈Y2, Y1〉 = 〈X2 + d(Y1)
−1〈X2, Y1〉Ω2Y1, Y1〉

(7.19)
= 〈X2, Y1〉+ d(Y1)

−1〈X2, Y1〉Ω2〈Y1, Y1〉
(7.20)
= 〈X2, Y1〉+ d(Y1)

−1〈X2, Y1〉Ω2d(Y1)Ω2

= 〈X2, Y1〉 − 〈X2, Y1〉 = O2×2. (7.22)

Èç ðàâåíñòâà (7.22) è ïåðâîé ôîðìóëû èç (7.19) ñëåäóåò, ÷òî 〈Y1, Y2〉 = O2×2.

Èíäóêöèåé ïî k ïîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî 〈Yi, Yj〉 = O2×2 ñïðàâåäëèâî äëÿ

âñåõ 1 ≤ i 6= j ≤ k. Áàçà èíäóêöèè (k = 2) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (7.22).

Äîïóñòèì, ÷òî 〈Yi, Yj〉 = O2×2 äëÿ âñåõ 1 ≤ i 6= j ≤ k, è äîêàæåì, ÷òî

〈Yk+1, Yj〉 = O2×2 äëÿ âñåõ j ≤ k

〈Yk+1, Yj〉 =

= 〈Xk+1 + d(Y1)
−1〈Xk+1, Y1〉Ω2Y1 + · · ·+ d(Yk)

−1〈Xk+1, Yk〉Ω2Yk, Yj〉
(7.19)
= 〈Xk+1, Yj〉+ d(Y1)

−1〈Xk+1, Y1〉Ω2〈Y1, Yj〉+ . . .

· · ·+ d(Yk)
−1〈Xk+1, Yi〉Ω2〈Yk, Yj〉

= 〈Xk+1, Yj〉+ d(Yj)
−1〈Xk+1, Yj〉Ω2〈Yj, Yj〉, èç èíäóêöèîííîé ãèïîòåçû

(7.20)
= 〈Xk+1, Yj〉+ d(Yj)

−1〈Xk+1, Yj〉Ω2d(Yj)Ω2 = O2×2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ 1 ≤ j 6= i ≤ n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî 〈Yi, Yj〉 = O2×2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y ìàòðèöó èç Mn(M2(F )) ñ ïåðâîé ñòðîêîé Y1, âòî-

ðîé ñòðîêîé Y2, è òàê äàëåå. Èç ðàâåíñòâ (7.21) ñëåäóåò, ÷òî Y = TX, ãäå T

� áëî÷íàÿ íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ áëîêàìè 2×2. Äëÿ k = 1, 2, . . . , n

îáîçíà÷èì ÷åðå Qk = Yk
√

d(Yk)−1 (îïåðàöèÿ èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ
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îïðåäåëåíà ò. ê. F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå). Ò. ê. 〈Yi, Yj〉 = O2×2

äëÿ âñåõ 1 ≤ j 6= i ≤ n, â ñèëó ðàâåíñòâ (7.19) äëÿ ýëåìåíòîâ Q1, Q2, . . . , Qn

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà 〈Qi, Qj〉 = O2×2 ïðè 1 ≤ j 6= i ≤ n. Áîëåå òîãî, èç

óðàâíåíèé (7.19), (7.20) ñëåäóåò, ÷òî 〈Qi, Qi〉 = Ω2 äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà Q ñ ïåðâîé ñòðîêîé Q1, âòîðîé ñòðîêîé Q2, è òàê

äàëåå, óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó QΩ2nQ
T = Ω2n, ò. å. Q ïðèíàäëåæèò ãðóïïå

Sp2n(F ). Ò. ê. äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n âûïîëíåíî Qk = Yk
√

d(Yk)−1, ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî Q = DY = DTX, ãäåD � äèàãîíàëüíàÿ 2n×2n ìàòðèöà.

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç L = (DT )−1, ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó ðàçëîæåíèþ ìàòðè-

öû X. �

Ëåììà 33. Ïóñòü S � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, F = Q(S),

ϕ � àâòîìîðôèçì ïîëÿ F , îïèñàííûé â òåîðåìå 44 äëÿ 2n, è ϕ � àâ-

òîìîðôèçì ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Sp2n(F ), èíäóöèðîâàííûé ϕ. Ïóñòü

D1, D2, . . . , Dn � ìàòðèöû èç SL2(F ), è D = D1 ⊕D2 ⊕ · · · ⊕Dn. Òîãäà D

ñêðó÷åííî ϕ-ñîïðÿæåíà â Sp2n(F ) ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé I2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ k = 1, 2 . . . , n îáîçíà÷èì ÷åðåç Ak = Dk ⊕ I2n−2.

Ïî òåîðåìå 44 äëÿ êàæäîãî k = 1, 2 . . . , n ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà Xk èç

GL2n(F ), ÷òî êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû Xk àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä

Q, è ϕ(Xk) = XkAk. Ïóñòü ìàòðèöà Xk èìååò ñëåäóþùèé áëî÷íûé âèä

Xk =

Pk Qk

Rk Sk

 ,

ãäå Pk � ìàòðèöà ðàçìåðà 2 × 2, Qk � ìàòðèöà ðàçìåðà 2 × (n − 2), Rk �

ìàòðèöà ðàçìåðà (n− 2)× 2, è Sk � ìàòðèöà ðàçìåðà (n− 2)× (n− 2). Èç

ðàâåíñòâà ϕ(Xk) = XkAk è òîãî ôàêòà, ÷òî Ak = Dk ⊕ I2n−2, ñëåäóåò, ÷òî

ϕ(Pk) = PkDk. Ò. ê. êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû Xk àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû

íàä Q, è det(Pk) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû X ñ

öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, det(Pk) 6= 0, è ìàòðèöà Pk îáðàòèìà. Ñëåäîâà-

òåëüíî, äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

Dk = P−1
k ϕ(Pk).
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Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

1 = det(Dk) = det(Pk)
−1ϕ(det(Pk)).

Äëÿ k = 1, 2, . . . , n îáîçíà÷èì ÷åðåç Yk =
√

det(Pk)−1Pk (îïåðàöèÿ èçâëå-

÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ îïðåäåëåíà, ò. ê. F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå

ïîëå). Òîãäà, det(Yk) = 1 è

Y −1
k ϕ(Yk) =

√
det(Pk)ϕ(det(Pk))−1P−1

k ϕ(Pk) = Dk (7.23)

äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n. Ò. ê. det(Yk) = 1, äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n ìàòðèöà Yk

ëåæèò â SL2(F ) = Sp2(F ). Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà Y = Y1 ⊕ Y2 ⊕ · · · ⊕ Yn
ëåæèò â Sp2n(F ), è èç ðàâåíñòâ (7.23) ñëåäóåò, ÷òî D = Y −1ϕ(Y ), ÷òî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ãîâîðèò î òîì, ÷òî åñëè ñòåïåíü òðàíñöåíäåíò-

íîñòè àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ F õàðàêòåðèñòèêè íîëü íàä Q ñ÷åòíà,

òî ñïåêòð Ðàéäåìàéñòåðà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ãðóïï íàä F èìååò íåïóñòîå ïå-

ðåñå÷åíèå ñ N.

Òåîðåìà 49. Ïóñòü S � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, F = Q(S), ϕ �

àâòîìîðôèçì ïîëÿ F , îïèñàííûé â òåîðåìå 44 äëÿ 2n, è ϕ � àâòîìîðôèçì

ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Sp2n(F ), èíäóöèðîâàííûé ϕ. Òîãäà R(ϕ) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà èç Sp2n(F ). Ïî òåîðå-

ìå 44 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà X ∈ GL2n(F ), ÷òî êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû

X àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä Q, è A = X−1ϕ(X). Ïî ëåììå 32 ìàòðèöó

X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå X = LQ, ãäå L � áëî÷íàÿ íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ

ìàòðèöà ñ áëîêàìè 2× 2, è Q ∈ Sp2n(F ). Ò. ê. A ∈ Sp2n(F ), òî ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

Ω2n = AΩ2nA
T

= X−1ϕ(X)Ω2n(X
−1ϕ(X))T

= X−1ϕ(X)Ω2nϕ(X)T (X−1)T

255



= (LQ)−1ϕ(LQ)Ω2nϕ(LQ)T ((LQ)−1)T

= Q−1L−1ϕ(L)ϕ(Q)Ω2nϕ(Q)Tϕ(L)T (L−1)T (Q−1)T . (7.24)

Ò. ê. Q ∈ Sp2n(F ), èç ðàâåíñòâà (7.24) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

L−1ϕ(L) = Ω2nL
Tϕ(LT )−1Ω−1

2n . (7.25)

Â ñèëó òîãî ôàêòà, ÷òî L � áëî÷íàÿ íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ áëîêàìè

2×2, è Ω2n � áëî÷íàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ áëîêàìè 2×2, çàêëþ÷àåì, ÷òî

ìàòðèöà â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (7.25) ÿâëÿåòñÿ áëî÷íîé íèæíåé òðåóãîëü-

íîé ñ áëîêàìè 2 × 2, à ìàòðèöà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (7.25) ÿâëÿåòñÿ

áëî÷íîé âåðõíåé òðåóãîëüíîé ñ áëîêàìè 2×2. Ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå,

êîãäà L−1ϕ(L) = D, ãäå D � áëî÷íàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ áëîêàìè 2×2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

A = X−1ϕ(X) = (LQ)−1ϕ(L)ϕ(Q) = Q−1Dϕ(Q). (7.26)

Ò. ê. D � áëî÷íàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ áëîêàìè 2× 2, ìàòðèöà D èìååò

âèä D = D1⊕D2⊕· · ·⊕Dn äëÿ íåêîòîðûõ ìàòðèö D1, D2, . . . , Dn ∈ M2(F ).

Ò. ê. ìàòðèöû A,Q ëåæàò â Sp2n(F ), èç ðàâåíñòâà (7.26) ñëåäóåò, ÷òî ìàò-

ðèöà D òàêæå ëåæèò â Sp2n(F ), ò. å. Dk ∈ SL2(F ) äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n.

Èç ëåììû 33 ñëåäóåò, ÷òî D ñêðó÷åííî ϕ-ñîïðÿæåíà â Sp2n(F ) ñ åäèíè÷íîé

ìàòðèöåé I2n, òàêèì îáðàçîì, èç ðàâåíñòâà (7.26) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà A

ñêðó÷åííî ϕ-ñîïðÿæåíà â Sp2n(F ) ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé I2n. Â ñèëó ïðîèç-

âîëüíîñòè ìàòðèöû A çàêëþ÷àåì ðàâåíñòâî R(ϕ) = 1. �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò ðåçóëüòàò òåîðåìû 49 ñî ñëó÷àÿ,

êîãäà ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè tr.degQF ñ÷åòíà, íà îáùèé ñëó÷àé, êîãäà

ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè tr.degQF � ïðîèçâîëüíûé áåñêîíå÷íûé êàðäè-

íàë.

Òåîðåìà 50. Ïóñòü F � òàêîå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòå-

ðèñòèêè íîëü, ÷òî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä Q áåñêîíå÷íà. Òî-
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ãäà äëÿ n ≥ 1 ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ϕ ïîëÿ F , êîòîðûé èíäóöèðóåò

àâòîìîðôèçì ϕ ãðóïïû Sp2n(F ) ñ R(ϕ) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ â çíà÷èòåëüíîé

ìåðå ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 45. Ïîýòîìó îïóñòèì íåêîòîðûå ïî-

äðîáíîñòè. Åñëè ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä Q ñ÷åòíà, òî F = Q(S),

ãäå S � ñ÷åòíîå ÷èñëî ïåðåìåííûx, è óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 49.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä Q

áîëåå ÷åì ñ÷åòíà.

Ïóñòü Σ = (F ,P , ρ) � ñèãíàòóðà ñ F = {+, ·,−,−1 , f, 0, 1}, P = ∅ è

ρ(+) = ρ(·) = 2, ρ(−) = ρ(−1) = ρ(f) = 1, ρ(0) = ρ(1) = 0. Äëÿ òåðìîâ t1, t2

ñèãíàòóðû Σ âìåñòî ñèìâîëîâ +(t1, t2), ·(t1, t2), −(t1),
−1(t1) áóäåì èñïîëü-

çîâàòü ñîîòâåòñòâåííî ñèìâîëû t1 + t2, t1 · t2, −t1, t−1
1 . Òàêæå äëÿ òåðìîâ t1,

t2 âìåñòî çàïèñè ¬(t1 = t2) áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü t1 6= t2. Îáîçíà÷èì

÷åðåç A òåîðèþ ñèãíàòóðû Σ, ñîñòîÿþøóþ èç ñëåäóþùèõ ïðåäëîæåíèé.

1. ∀x ∀y ∀z [x+ y = y + x] ∧ [x+ (y + z) = (x+ y) + z],

2. ∀x ∀y ∀z [x · y = y · x] ∧ [x · (y · z) = (x · y) · z],

3. ∀x ∀y ∀z x · (y + z) = x · y + x · z,

4. ∀x [x+ 0 = x] ∧ [x · 1 = x],

5. ∀x [x+ (−x) = 0] ∧ [(x 6= 0)→ (x · x−1 = 1)],

6. 1 6= 0, 1 + 1 6= 0, 1 + 1 + 1 6= 0, . . . ,

7. ∀y1 ∀y0 [(y1 6= 0)→ (∃x y1 · x+ y0 = 0)],

∀y2 ∀y1 ∀y0 [(y2 6= 0)→ (∃x y2 · x · x+ y1 · x+ y0 = 0)],

. . . ,

8. ∀x ∀y ∃z [(f(x) = f(y))→ (x = y)] ∧ [f(z) = x],

9. ∀x ∀ y [f(x+ y) = f(x) + f(y)] ∧ [f(x · y) = f(x) · f(y)],

10. ∀x1,1 ∀x1,2 . . . ∀x1,2n ∀x2,1 . . . ∀x2,2n . . . ∀x2n,2n,

∃y1,1 ∃y1,2 . . . ∃y1,2n ∃y2,1 . . . ∃y2,2n . . . ∃y2n,2n

[XΩ2nX
T = Ω2n]→ [(Y Ω2nY

T = Ω2n) ∧ (f(Y ) = Y X)],

ãäå X = (xi,j), Y = (yi,j) è f(Y ) = (f(yi,j)).
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Îòìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå 10 âûðàæåíèåXΩ2nX
T = Ω2n (óìíîæåíèå ìàòðèö)

îáîçíà÷àåò êîíúþíêöèþ (2n)2 ôîðìóë (ðàâåíñòâà êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèö),

è êàæäíàÿ èç ýòèõ (2n)2 ôîðìóë ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî çàïèñàíà â òåð-

ìèíàõ îïåðàöèé ·, + è − (çàïèñü XΩ2nX
T = Ω2n èñïîëüçóåòñÿ ëèøü äëÿ

ïðîñòîòû). Àíàëîãè÷íî, êàæäàÿ èç ôîðìóë Y Ω2nY
T = Ω2n, f(Y ) = Y X ìî-

æåò áûòü çàïèñàíà êàê êîíúþíêöèÿ (2n)2 ôîðìóë. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà

10 äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé.

Åñëè äëÿ A ñóùåñòâóåò ìîäåëü M = (M,σ), òî ïîäîáíî òåîðåìå 45

ôîðìóëû 1�10 ãîâîðÿò î òîì, ÷òî M � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õà-

ðàêòåðèñòèêè íîëü, à σ(f) � àâòîìîðôèçì ïîëÿ M , êîòîðûé èíäóöèðóåò

àâòîìîðôèçì σ(f) ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Sp2n(M) c R(σ(f)) = 1.

Ò. ê. ïî òåîðåìå 49 ñ÷åòíàÿ òåîðèÿ A èìååò ñ÷åòíóþ ìîäåëü, òî ïî

òåîðåìå 42 òåîðèÿ A èìååò ìîäåëü M = (M,σ), óäîâëåòâîðÿþùóþ ðàâåí-

ñòâó |M | = κ = |F |, ãäå F � ïîëå èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû. Èñïîëüçóÿ

àíàëîãè÷íûå òåîðåìå 45 ðàññóæäåíèÿ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî M ∼= F .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ϕ ïîëÿ F , êîòîðûé èíäóöèðóåò

àâòîìîðôèçì ϕ ãðóïïû Sp2n(F ) ñ R(ϕ) = 1. �

7.5.5. Ãðóïïû Øåâàëëå

Ãðóïïû Øåâàëëå òèïîâ An, Bn, Cn, Dn ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû ñ

íåêîòîðûìè êëàññè÷åñêèìè ëèíåéíûìè ãðóïïàìè. Îá ýòîì ãîâîðèò ñëåäó-

þùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 17. Ïóñòü F � ïîëå. Òîãäà

1. Ãðóïïà An(F ) èçîìîðôíà ãðóïïå PSLn+1(F ),

2. Ãðóïïà Bn(F ) èçîìîðôíà ãðóïïå PΩ2n+1(F, JB) ñ ìàòðèöåé

JB = 1⊕

On×n In

In On×n

 ,

3. Ãðóïïà Cn(F ) èçîìîðôíà ãðóïïå PSp2n(F ),
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4. Ãðóïïà Dn(F ) èçîìîðôíà ãðóïïå PΩ2n(F, JD) ñ ìàòðèöåé

JD =

On×n In

In On×n

 .

Â äàííîì ðàçäåëå ðåçóëüòàò òåîðåì 45, 48, 50 ïåðåíåñåí ñ ãðóïï

SLn(F ), On(F ), Sp2n(F ) íà âñå ãðóïïû Øåâàëëå êëàññè÷åñêèõ ñåðèé

An, Bn, Cn, Dn íàä ïîëåì F .

Òåîðåìà 51. Ïóñòü F � òàêîå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðè-

ñòèêè íîëü, ÷òî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä Q áåñêîíå÷íà. Òîãäà

ãðóïïû Øåâàëëå òèïîâ An, Bn, Cn, Dn íàä F íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì R∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � ãðóïïà Øåâàëëå òèïà Φ ∈ {An, Bn, Cn, Dn}

íàä ïîëåì F . Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî îòäåëüíî äëÿ êàæäîé èç êîðíåâûõ

ñèñòåì An, Bn, Cn, Dn.

Ñëó÷àé 1: Φ = An. Ôàêòîðãðóïïà G/Z(G) ãðóïïû G ïî åå öåíòðó

èçîìîðôíà ïðèñîåäèíåííîé ãðóïïå Øåâàëëå An(F ). Ñîãëàñíî ïðåäëîæå-

íèþ 17 èìååì An(F ) ∼= PSLn+1(F ), ñëåäîâàòåëüíî, G/Z(G) ∼= PSLn+1(F ).

Ïóñòü ϕ � àâòîìîðôèçì ïîëÿ F , îïèñàííûé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 45

äëÿ n + 1 (âìåñòî n). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 àâòîìîðôèçìû

ãðóïï G, G/Z(G), SLn+1(F ), PSLn+1(F ) ñîîòâåòñòâåííî, èíäóöèðîâàííûå

àâòîìîðôèçìîì ϕ. Ò. ê. G/Z(G) ∼= PSLn+1(F ), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

R(ϕ2) = R(ϕ4). Èç òåîðåìû 45 ñëåäóåò, ÷òî R(ϕ3) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïî ëåììå 18(1) èìååì R(ϕ4) = 1, a çíà÷èò R(ϕ2) = 1. Òàêèì îáðàçîì, ëþ-

áîé ýëåìåíò èç G/Z(G) ñêðó÷åííî ϕ2-ñîïðÿæåí ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîâ â

G/Z(G). Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïûG ñêðó÷åííî ϕ1-ñîïðÿæåí

ñ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì èç Z(G), ò. å. R(ϕ1) ≤ |Z(G)|. Ò. ê. öåíòð Z(G)

ãðóïïû G êîíå÷åí, R(ϕ1) <∞, ò. å. ãðóïïà G íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞.

Ñëó÷àé 2: Φ ∈ {Bn, Dn}. Ôàêòîðãðóïïà G/Z(G) èçîìîðôíà ïðèñî-

åäèíåííîé ãðóïïå Øåâàëëå Φ(F ). Èç ïðåäëîæåíèÿ 17, ïðåäëîæåíèÿ 16 è

ïðåäëîæåíèÿ 15 ñëåäóåò, ÷òî Φ(F ) ∼= PSOk(F ), ãäå k = 2n+1, åñëè Φ = Bn,
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è k = 2n, åñëè Φ = Dn. Ïóñòü ϕ � àâòîìîðôèçì ïîëÿ F , îïèñàííûé â

ñëåäñòâèè 15 äëÿ k (âìåñòî n). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 àâòîìîð-

ôèçìû ãðóïï G, G/Z(G), SOk(F ), PSOk(F ) ñîîòâåòñòâåííî, èíäóöèðîâàí-

íûå àâòîìîðôèçìîì ϕ. Ò. ê. G/Z(G) ∼= PSOk(F ), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

R(ϕ2) = R(ϕ4). Èç ñëåäñòâèÿ 15 èìååì R(ϕ3) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåì-

ìå 18(1) èìååì R(ϕ4) = 1, a çíà÷èò R(ϕ2) = 1. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ýëå-

ìåíò èç G/Z(G) ñêðó÷åííî ϕ2-ñîïðÿæåí ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîâ â G/Z(G).

Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû G ñêðó÷åííî ϕ1-ñîïðÿæåí ñ íåêî-

òîðûì ýëåìåíòîì èç Z(G), ò. å. R(ϕ1) ≤ |Z(G)|. Ò. ê. öåíòð Z(G) ãðóïïû G

êîíå÷åí, R(ϕ1) <∞, ò. å. ãðóïïà G íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞.

Ñëó÷àé 3: Φ = Cn. Ôàêòîðãðóïïà G/Z(G) èçîìîðôíà ïðèñîåäèíåí-

íîé ãðóïïå Øåâàëëå Cn(F ). Èç ïðåäëîæåíèÿ 17 èìååì Cn(F ) ∼= PSp2n(F ),

ñëåäîâàòåëüíî, G/Z(G) ∼= PSp2n(F ). Ïóñòü ϕ � àâòîìîðôèçì ïîëÿ F , îïè-

ñàííûé â òåîðåìå 50. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 àâòîìîðôèçìû ãðóïïG,

G/Z(G), Sp2n(F ), PSp2n(F ) ñîîòâåòñòâåííî, èíäóöèðîâàííûå àâòîìîðôèç-

ìîì ϕ. Ò. ê. G/Z(G) ∼= PSp2n(F ), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî R(ϕ2) = R(ϕ4).

Èç òåîðåìû 50 èìååì R(ϕ3) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 18(1) èìååì

R(ϕ4) = 1, a çíà÷èò R(ϕ2) = 1. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ýëåìåíò èç G/Z(G)

ñêðó÷åííî ϕ2-ñîïðÿæåí ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîâ â G/Z(G). Ñëåäîâàòåëüíî,

êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû G ñêðó÷åííî ϕ1-ñîïðÿæåí ñ íåêîòîðûì ýëåìåí-

òîì èç Z(G), ò. å. R(ϕ1) ≤ |Z(G)|. Ò. ê. öåíòð Z(G) ãðóïïû G êîíå÷åí,

R(ϕ1) <∞, ò. å. ãðóïïà G íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞. �

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà,

êîòîðàÿ íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç òåîðåìû 51 è òåîðåìû 41.

Òåîðåìà 52. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòè-

êè íîëü. Òîãäà ãðóïïà Øåâàëëå òèïà Φ ∈ {An, Bn, Cn, Dn} íàä ïîäåì F

îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà tr.degQF <∞.
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7.6. Ðåäóêòèâíûå ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è êëàññè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ, ñâÿ-

çàííûå ñ ðåäóêòèâíûì ëèíåéíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ãðóïïàìè [27, 131].

Ïóñòü äàëåå F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïîäãðóïïà H îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû GLn(F ) íàçû-

âàåòñÿ ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïîé, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî

ìíîãî÷ëåíîâ f1, f2, . . . , fk íàä F îò n2 ïåðåìåííûõ Ti,j äëÿ 1 ≤ i, j ≤ n,

òàêèõ ÷òî ìàòðèöà A = (ai,j) ïðèíàäëåæèò H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

fr(ai,j | 1 ≤ i, j ≤ n) = 0 äëÿ âñåõ r = 1, 2, . . . , k.

Âñå ãðóïïû Øåâàëëå, â ÷àñòíîñòè, ñïåöèàëüíûå ëèíåéíûå ãðóïïû

SLn(F ), îðòîãîíàëüíûå ãðóïïû On(F, J), SOn(F, J) è ñèìïëåêòè÷åñêèå

ãðóïïû Sp2n(F ) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ãðóïïàìè. Ãðóïïà

óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö UTn(F ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé

ãðóïïîé.

Îïðåäåëåíèå 8. Ìàêñèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà ëè-

íåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ðàäèêàëîì ãðóïïû G è îáî-

çíà÷àåòñÿ ÷åðåç R(G).

Ðàäèêàë R(G) ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G ñóùåñòâóåò è åäèí-

ñòâåííûé.

Îïðåäåëåíèå 9. Ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ïîëó-

ïðîñòîé åñëè ðàäèêàë R(G) òðèâèàëåí.

Äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G èìååò ìåñòî êîðîòêàÿ

òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1→ R(G)→ G→ H → 1,

ãäåH � ïîëóïðîñòàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà [27, �19.5]. Ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå î ïîëóïðîñòûõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïïàõ óñòàíîâëåíî

â [27, �14.2].
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Ïðåäëîæåíèå 18. Ïóñòü G � ïîëóïðîñòàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ

ãðóïïà. Òîãäà G ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå öåíòðàëüíîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ

G = H1 ◦H2 ◦ · · · ◦Hk, (7.27)

ãäå H1, H2, . . . , Hk � ïðîñòûå ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ïîäãðóïïû ãðóï-

ïû G.

Ïðîñòûå ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû èñ÷åðïûâàþòñÿ ãðóïïàìè

Øåâàëëå. Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäëîæåíèè 18 ïîäãðóïïà Hi åñòü íè÷òî èíîå,

êàê ãðóïïà Øåâàëëå òèïà Φi íàä ïîëåì F . Ôàêòîðèçóÿ ðàâåíñòâî (7.27)

ïî öåíòðó ãðóïïû G, èç ïðåäëîæåíèÿ 18 è òîãî ôàêòà, ÷òî ôàêòîðãðóïïà

ãðóïïû Øåâàëëå ïî åå öåíòðó èçîìîðôíà ýëåìåíòàðíîé ïðèñîåäèíåííîé

ãðóïïå Øåâàëëå, èìååì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ïðåäëîæåíèå 19. Ïóñòü G � ïîëóïðîñòàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ

ãðóïïà. Òîãäà ñïðàâåäëèâà êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1→ Z(G)→ G→ Φ1(F )× Φ2(F )× · · · × Φk(F )→ 1,

ãäå Φ1,Φ2, . . . ,Φk � íåðàçëîæèìûå êîðíåâûå ñèñòåìû.

Ïóñòü G = Φ(F )×Φ(F )×· · ·×Φ(F ) � ïðÿìàÿ ñóììà k êîïèé ýëåìåí-

òàðíîé ãðóïïû Øåâàëëå Φ(F ) òèïà Φ íàä ïîëåì F . Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ

ãðóïïû G îïèñàíû â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Òåîðåìà 53. Ïóñòü G = Φ(F ) × Φ(F ) × · · · × Φ(F ) � ïðÿìàÿ ñóììà k

êîïèé ýëåìåíòàðíîé ãðóïïû Øåâàëëå Φ(F ). Òîãäà

Aut(G) = (Aut(Φ(F )))k o Sk, (7.28)

ãäå Sk � ãðóïïà ïîäñòàíîâîê íà k ñèìâîëàõ.

Íàïîìíèì, íàêîíåö, îïðåäåëåíèå ðåäóêòèâíîé ëèíåéíîé àëãåáðàè÷å-

ñêîé ãðóïïû [131, �6.5].

262



Îïðåäåëåíèå 10. Ñâÿçíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà G íàçûâà-

åòñÿ ðåäóêòèâíîé, åñëè ðàäèêàë R(G) ëåæèò â öåíòðå Z(G) ãðóïïû G è

èçîìîðôåí ãðóïïå äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö Dk(F ) äëÿ íåêîòîðîãî k. Ýêâèâà-

ëåíòíî, ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ðåäóêòèâíîé, åñëè G

ïðåäñòàâèìà â âèäå G = G′T , ãäå G′ = [G,G] � ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà, T � öåí-

òðàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G, èçîìîðôíàÿ ãðóïïå äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö Dk(F )

äëÿ íåêîòîðîãî k.

Ëþáàÿ ïîëóïðîñòàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà î÷åâèäíî ÿâëÿ-

åòñÿ ðåäóêòèâíîé. Â ÷àñòíîñòè, âñå ãðóïïûØåâàëëå ÿâëÿþòñÿ ðåäóêòèâíû-

ìè ëèíåéíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ãðóïïàìè. Ãðóïïà óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö

UTn(F ) ïðè n ≥ 3 íå ÿâëÿåòñÿ ðåäóêòèâíîé, ò. ê. ðàäèêàë R(UTn(F )) ñîâ-

ïàäàåò ñ UTn(F ).

Öåëü äàííîãî ðàçäåëà � îáîáùèòü ðåçóëüòàò òåîðåìû 41 ñ ãðóïï Øå-

âàëëå íà âñå ðåäóêòèâíûå ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû. Îñíîâíûì ðå-

çóëüòàòîì äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 54. Ïóñòü F � òàêîå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàê-

òåðèñòèêè íîëü, ÷òî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä Q êîíå÷íà, è

ïóñòü G � òàêàÿ ðåäóêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä F , ÷òî

G/R(G) 6= 1. Òîãäà G îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò. ê. G/R(G) 6= 1, èìååò ìåñòî êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü

1→ R(G)→ G→ G/R(G)→ 1,

ãäå G/R(G) 6= 1 � ïîëóïðîñòàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ò. ê. G

� ðåäóêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, ðàäèêàë R(G) ÿâëÿåòñÿ

õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäãðóïïîâ â G, è ïî ñëåäñòâèþ 10(1) äîñòàòî÷íî ïîêà-

çàòü, ÷òî G/R(G) îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî G � ïîëóïðîñòàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ñîãëàñíî ïðåäëîæå-

íèþ 19 èìååò ìåñòî êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1→ Z(G)→ G→ Φ1(F )× Φ2(F )× · · · × Φk(F )→ 1,
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ãäå Φi(F ) � ïðèñîåäèíåííàÿ ãðóïïà Øåâàëëå òèïà Φi íàä ïîëåì F . Ò. ê.

Z(G) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â G, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 10(1) ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî G = Φ1(F )×Φ2(F )×· · ·×Φk(F ). Ïåðåñòàâëÿÿ ïðÿìûå ìíîæè-

òåëè â ãðóïïåG, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî âñå ãðóïïûØåâàëëå îäèíàêîâîãî

òèïà â çàïèñè ãðóïïû G ôîðìèðóþò áëîêè, ò. å. ÷òî G èìååò âèä

G = Φ1(F )× · · · × Φ1(F )︸ ︷︷ ︸
k1

×Φ2(F )× · · · × Φ2(F )︸ ︷︷ ︸
k2

× · · ·×Φr(F )× · · · × Φr(F )︸ ︷︷ ︸
kr

,

ãäå k1 + k2 + · · · + kr = k. Äëÿ i = 1, 2, . . . , r îáîçíà÷èì ÷åðåç Gi ãðóïïó

G = Φi(F )× Φi(F )× . . .Φi(F )︸ ︷︷ ︸
ki

, òàêèì îáðàçîì, G = G1 × G2 × · · · × Gr.

Äëÿ i = 1, 2, . . . , r ãðóïïà Gi ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé â G,

ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 20 ãðóïïà G îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî i ãðóïïà Gi îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

G = Φ(F )× Φ(F )× · · · × Φ(F ) = Φ(F )k,

ãäå Φ(F ) � ïðèñîåäèíåííàÿ ãðóïïà Øåâàëëå òèïà Φ íàä ïîëåì F , è k ≥ 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n ðàíã êîðíåâîé ñèñòåìû Φ. Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî áóäåò â

íåêîòîðîé ñòåïåíè ïîâòîðÿòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 41. Ïîýòîìó îïóñòèì

íåêîòîðûå äåòàëè.

Ëþáîé ýëåìåíò g ãðóïïû G = Φ(F )k ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-

äå ïðÿìîé ñóììû g = g1 ⊕ g2 ⊕ · · · ⊕ gk ìàòðèö g1, g2, . . . , gk ðàçìåðà

(|Φ| + n) × (|Φ| + n), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëåæèò â Φ(F ). Ïóñòü ϕ � ïðî-

èçâîëüíûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû G. Äîêàæåì, ÷òî R(ϕ) = ∞. Ñîãëàñíî

òåîðåìå 53 ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Aut(G) ãðóïïû G èìååò âèä

Aut(G) = (Aut(Φ(F )))k o Sk,

òàêèì îáðàçîì, àâòîìîðôèçì ϕ ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk, σ)
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äëÿ íåêîòîðûõ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk ∈ Aut(Φ(F )), σ ∈ Sk, è ϕ äåéñòâóåò íà ýëåìåí-

òå x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xk ∈ G ïî ïðàâèëó

ϕ : x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xk 7→ ϕ1σ (x1σ)⊕ ϕ2σ (x2σ)⊕ · · · ⊕ ϕkσ (xkσ) , (7.29)

ãäå iσ îáîçíà÷àåò îáðàç ýëåìåíòà i ïîä äåéñòâèåì ïîäñòàíîâêè σ. Èíäóêöèåé

ïî r äîêàæåì, ÷òî àâòîìîðôèçì ϕr äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó

ϕr : x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xk 7→ ψ1,r(x1σr )⊕ ψ2,r(x2σr )⊕ · · · ⊕ ψk,r(xkσr ), (7.30)

ãäå ψi,r = ϕiσϕiσ2 . . . ϕiσr äëÿ i = 1, 2, . . . , k. Áàçà èíäóêöèè (r = 1) ñëåäóåò

èç ôîðìóëû (7.29). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìóëà (7.30) âåðíà äëÿ íåêîòîðîãî

ôèêñèðîâàííîãî r, è äîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà (7.30) âåðíà, åñëè çàìåíèòü â

íåé r íà r + 1. Äëÿ i = 1, 2, . . . , k îáîçíà÷èì ÷åðåç yi = ψi,r(xiσr ). Òîãäà

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ϕiσ(yiσ) = ϕiσψiσ,r(xiσr+1)

= ϕiσϕiσ2ϕiσ3 . . . ϕiσr+1(xiσr+1) = ψi,r+1(xiσr+1). (7.31)

Èç ðàâåíñòâ (7.29), (7.30), (7.31) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

ϕr+1(x1 ⊕ · · · ⊕ xk) = ϕ(ϕr(x1 ⊕ · · · ⊕ xk))
(7.30)
= ϕ(ψ1,r(x1σr )⊕ · · · ⊕ ψk,r(xkσr ))

= ϕ(y1 ⊕ y2 ⊕ · · · ⊕ yk)
(7.29)
= ϕ1σ(y1σ)⊕ ϕ2σ(y2σ)⊕ · · · ⊕ ϕkσ(ykσ)

(7.31)
= ψ1,r+1(x1σr+1)⊕ ψ2,r+1(x2σr+1)⊕ · · · ⊕ ψk,r+1(xkσr+1),

ò. å. òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (7.30) äîêàçàíî äëÿ âñåõ r.

Ïî òåîðåìå 40 äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , k àâòîìîðôèçì ϕi èç

Aut(Φ(F )) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ϕi = ϕgiϕhiρiδi

äëÿ íåêîòîðîãî âíóòðåííåãî àâòîìîðôèçìà ϕgi, äèàãîíàëüíîãî àâòîìîðôèç-

ìà ϕhi, ãðàôîâîãî àâòîìîðôèçìà ρi, è ïîëåâîãî àâòîìîðôèçìà δi. Ò. ê. F �
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àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, ñîãëàñíî ëåììå 29 äèàãîíàëüíûé àâòîìîð-

ôèçì ϕhi ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âñåõ

i = 1, 2, . . . , k âûïîëíåíî ϕhi = id è ϕi = ϕgiρiδi. Ò. ê. ϕ ìîæíî ïðåäñòàâèòü

âèäå ïîèçâåäåíèÿ

ϕ = (ϕg1σ , ϕg2σ , . . . , ϕgkσ , id)(ρ1δ1, ρ2δ2, . . . , ρkδk, σ),

è (ϕg1σ , ϕg2σ , . . . , ϕgkσ , id) � âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì ãðóïïû G = Φ(F )k, â

ñèëó ëåììû 17 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕi = ρiδi.

Äëÿ i = 1, 2, . . . îáîçíà÷èì ÷åðåç gi ñëåäóþùèé ýëåìåíò ãðóïïû Φ(F )

gi = hα1
(pi1)hα2

(pi2) . . . hαn(pin),

ãäå p11 < p12 < · · · < p1n < p21 < p22 < . . . � ïðîñòûå ÷èñëà. Ýëåìåíòû

g1, g2, . . . óæå èñïîëüçîâàëèñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 41 (ñì. (7.5)).

Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 41, äëÿ i = 1, 2, . . . ýëåìåíò gi â áàçèñå Øåâàëëå èìååò

äèàãîíàëüíûé âèä

gi = diag(ai1, ai2, . . . , ai|Φ|, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

), (7.32)

ãäå aij � òàêèå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ÷òî ν(aij) 6= ∅ ïðè j = 1, 2, . . . , |Φ|,

i = 1, 2, . . . , è ν(aij) ∩ ν(ars) = ∅ äëÿ i 6= r, j, s = 1, 2, . . . , |Φ|.

Äëÿ i = 1, 2, . . . îáîçíà÷èì ÷åðåç g̃i ýëåìåíò ãðóïïû G = Φ(F )k ñëå-

äóþùåãî âèäà

g̃i = gi ⊕ gi ⊕ · · · ⊕ gi

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî R(ϕ) <∞. Ò. ê. R(ϕ) <∞, ñðåäè ýëåìåíòîâ g̃1, g̃2, . . .

ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ϕ-ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Íå îãðà-

íè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû g̃1, g̃2, . . . ëåæàò â êëàñ-

ñå ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [g̃1]ϕ ýëåìåíòà g̃1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêî-

òîðûõ ìàòðèö Z2, Z3, . . . èç G = Φ(F )k ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

g̃1 = Zig̃iϕ(Z−1
i ), i = 2, 3, . . . (7.33)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç s ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè σ, è ïîäåéñòâóåì íà ðàâåíñòâî

(7.33) ñòåïåíÿìè àâòîìîðôèçìà ϕ

g̃1 = Zig̃iϕ(Z−1
i )

ϕ(g̃1) = ϕ(Zi)ϕ(g̃i)ϕ
2(Z−1

i )

. . .

ϕ6s−2(g̃1) = ϕ6s−2(Zi)ϕ
6s−2(g̃i)ϕ

6s−1(Z−1
i )

ϕ6s−1(g̃1) = ϕ6s−1(Zi)ϕ
6s−1(g̃i)ϕ

6s(Z−1
i ).

Ïåðåìíîæèâ ýòè ðàâåíñòâà, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

g̃1ϕ(g̃1)ϕ
2(g̃1) . . . ϕ

6s−1(g̃1) = Zig̃iϕ(g̃i)ϕ
2(g̃i) . . . ϕ

6s−1(g̃i)ϕ
6s(Z−1

i ). (7.34)

Èç ôîðìóëû (7.30) äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , r = 1, 2, . . . ñëåäóåò ðàâåíñòâî

ϕr(g̃i) = ψ1,r(gi)⊕ ψ2,r(gi)⊕ · · · ⊕ ψk,r(gi),

ãäå ψj,r = ϕjσϕjσ2 . . . ϕjσr äëÿ j = 1, 2, . . . , k. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò

g̃iϕ(g̃i)ϕ
2(g̃i) . . . ϕ

6s−1(g̃i) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí â ñëåäóþùåì áîëåå äåòàëü-

íîì âèäå

g̃iϕ(g̃i)ϕ
2(g̃i) . . . ϕ

6s−1(g̃i) =

= (gi ⊕ · · · ⊕ gi)(ψ1,1(gi)⊕ · · · ⊕ ψk,1(gi)) . . . (ψ1,6s−1(gi)⊕ · · · ⊕ ψk,6s−1(gi))

= ĝi1 ⊕ ĝi2 ⊕ · · · ⊕ ĝik, (7.35)

ãäå

ĝij = giψj,1(gi)ψj,2(gi) . . . ψj,6s−1(gi) (7.36)

äëÿ j = 1, 2, . . . , k. Ò. ê. â áàçèñå Øåâàëëå ýëåìåíò gi ∈ Φ(F ) ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, à ïîëå-

âîé àâòîìîðôèçì δj äåéñòâóåò íà âñåõ òàêèõ ìàòðèöàõ òîæäåñòâåííî, äëÿ

i = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . , k èìååì ðàâåíñòâî ϕj(gi) = ρjδj(gi) = ρj(gi). Èç

ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

ψj,r(gi) = ϕjσϕjσ2 . . . ϕjσr (gi) = ρjσρjσ2 . . . ρjσr (gi). (7.37)
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Ò. ê. ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì ρj ïåðåñòàâëÿåò ýëåìåíòû íà äèàãîíàëè ìàò-

ðèöû gi, èç ôîðìóë (7.32), (7.36), (7.37) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ j = 1, . . . , k,

i = 1, 2, . . . ìàòðèöà ĝij ïðåäñòàâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé

ĝij = diag(bij1, bij2, . . . , bij|Φ|, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

), (7.38)

ãäå bijr � òàêèå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ÷òî ν(bijr) 6= ∅, è ν(bijr)∩ ν(buvw) = ∅

ïðè i 6= u (ò. ê. ν(bijr) ⊆ {pi1, . . . , pin}).

Èç ðàâåíñòâà (7.30) ñëåäóåò, ÷òî ϕs = (ψ1,s, ψ2,s, . . . , ψk,s, id), ãäå

ψj,s = ϕjσϕjσ2 . . . ϕjσr

äëÿ j = 1, 2, . . . , k. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî êàæäûé èç àâòîìîðôèçìîâ

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ãðàôîâîãî è ïîëåâîãî àâòîìîðôèç-

ìîâ (ϕj = ρjδj), è ëþáîé ãðàôîâûé àâòîìîðôèçì ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáûì

ïîëåâûì àâòîìîðôèçìîì, ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé àâòîìîðôèçì ψj,s ÿâëÿåòñÿ

ïðîèçâåäåíèå ïîëåâîãî è ãðàôîâîãî àâòîìîðôèçìà ψj,s = ξjθj, ãäå ξj � ãðà-

ôîâûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû Φ(F ), θj � ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ãðóïïû Φ(F ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

ϕ6s = (ϕs)6 = (ξ1θ1, . . . ξkθk, id)6 = (ξ
6

1θ
6

1, . . . ξ
6

kθ
6

k, id) = (θ
6

1, . . . θ
6

k, id).

Ò. ê. ìàòðèöà Zi èç ðàâåíñòâà (7.34) ïðèíàäëåæèò ãðóïïå G = Φ(F )k, ìàò-

ðèöó Zi ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå Zi = Zi1⊕Zi2⊕ · · · ⊕Zik äëÿ íåêîòîðûõ

ýëåìåíòîâ Zi1, Zi2, . . . , Zik ∈ Φ(F ). Òîãäà, ïðîåöèðóÿ ðàâåíñòâî (7.34) íà

ïåðâóþ êîìïîíåíòó Φ(F ), èìååì ðàâåíñòâî

ĝ11 = Zi1ĝi1θ
6

1(Z
−1
i1 ), i = 2, 3, . . . (7.39)

â ãðóïïå Φ(F ). Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (7.38), îïèñûâàþùóþ ìàòðèöû ýëåìåí-

òîâ ĝi1 â áàçèñåØåâàëëå, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâî (7.39) àíàëîãè÷íî ðàâåí-

ñòâó (7.7) èç òåîðåìû 41. Ñëåäóÿ ðàññóæäåíèÿì, ïðîâåäåííûì â òåîðåìå 41

íà÷èíàÿ ñ ôîðìóëû (7.7), çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî íîìåðà
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N ìàòðèöà ZN1 íå ìîæåò áûòü îáðàòèìîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó ôàêòó,

÷òî ìàòðèöà ZN = ZN1 ⊕ ZN2 ⊕ · · · ⊕ ZNk ïðèíàäëåæèò G. �

Îòìåòèì, ÷òî íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà Øåâàëëå ÿâëÿåòñÿ

ðåäóêòèâíîé ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïîé, òåîðåìà 41 íå ñëåäóåò èç

òåîðåìû 54, ò. ê. â òåîðåìå 41 íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëå F àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòî. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 41 äîêàçàíà â áîëåå ñëàáûõ óñëîâèÿõ.

Ñëåäñòâèå 16. Ïóñòü F � òàêîå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàê-

òåðèñòèêè íîëü, ÷òî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä Q êîíå÷íà, è

ïóñòü G � òàêàÿ ðåäóêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä F , ÷òî

G/R(G) 6= 1. Òîãäà G îáëàäàåò ñâîéñòâîì S∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò. ê. G/R(G) 6= 1, èìååò ìåñòî êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü

1→ R(G)→ G→ G/R(G)→ 1,

ãäå G/R(G) 6= 1 � ïîëóïðîñòàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ò. ê. G �

ðåäóêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, ðàäèêàë R(G) ÿâëÿåòñÿ õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäãðóïïîâ â G, è ïî ëåììå 26 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

G/R(G) îáëàäàåò ñâîéñòâîì S∞. Èç òåîðåìû 54 ñëåäóåò, ÷òî G/R(G) îáëà-

äàåò ñâîéñòâîì R∞. Ò. ê. G/R(G) îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞, è öåíòð ãðóïïû

G/R(G) êîíå÷åí, èç ñëåäñòâèÿ 12 çàêëþ÷àåì, ÷òî G/R(G) îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì S∞. �

Ñëåäñòâèå 17. Ïóñòü k ≥ 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è G � òàêàÿ ðå-

äóêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä ïîëåì Q(T1, . . . , Tk), ÷òî

G/R(G) 6= 1. Òîãäà G îáëàäàåò ñâîéñòâàìè R∞ è S∞.

7.7. Ãðóïïû óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö

Ïóñòü n ≥ 2. Ïîäãðóïïà â GLn(R), ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ìàòðèö ñ íóëå-

âûì óãëîì ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ è ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè,

íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé âåðõíèõ óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñòåïåíè n íàä R è
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îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç UTn(R)

UTn(R) =
{

(xi,j) ∈ Mn(R)
∣∣∣ xi,i = 1 äëÿ 1 ≤ i ≤ n,

xi,j = 0 äëÿ 1 ≤ j < i ≤ n
}
.

Åñëè R � öåëîñòíîå êîëüöî, òî ãðóïïà UTn(R) ïîðîæäàåòñÿ òðàíñâåêöèÿ-

ìè âèäà Ti,i+1(x) äëÿ i = 1, 2, . . . , n − 1, x ∈ R. Åñëè àääèòèâíàÿ ãðóïïà

R+ êîëüöà R êîíå÷íî ïîðîæäåíà, òî ãðóïïà UTn(R) òàêæå êîíå÷íî ïîðîæ-

äåíà. Åñëè R èìååò íóëåâóþ õàðàêòåðèñòèêó, òî ãðóïïà UTn(R) íå èìååò

êðó÷åíèÿ.

Ãðóïïà âåðõíèõ óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö UTn(R) íèëüïîòåíòíà ñòó-

ïåíè n − 1. Ãèïåðöåíòð ζk(UTn(R)) ñîñòîèò èç âñåõ ìàòðèö èç UTn(R), ó

êîòîðûõ n− 1− k äèàãîíàëåé âûøå ãëàâíîé ñîñòîÿò èç íóëåé

ζk(UTn(R)) =
{

(xi,j) ∈ UTn(R)
∣∣∣ xi,j = 0 äëÿ 0 < j − i < n− k

}
.

Ôàêòîðãðóïïà ζk+1(UTn(R))/ζk(UTn(R)) èçîìîðôíà ïðÿìîé ñóììå (k + 1)

êîïèé àääèòèâíîé ãðóïïû R+ êîëüöà R

ζk+1(UTn(R))/ζk(UTn(R)) = {x1e1 + · · ·+ xk+1ek+1 | x1, . . . , xk+1 ∈ R+},

= (R+)k+1,

ãäå er îáîçíà÷àåò ñòîëáåö äëèíû k + 1 ñ åäèíèöåé â ïîçèöèè r è íóëÿìè âî

âñåõ ïðî÷èõ ïîçèöèÿõ. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷èì k-é ãèïåðöåíòð ζk(UTn(R))

ãðóïïû UTn(R) ñèìâîëîì Zk äëÿ k = 0, 1, . . . , n

Àâòîìîðôèçìû ãðóïïû âåðõíèõ óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö UTn(R) íàä

öåëîñòíûì êîëüöîì îïèñàíû Ëåâ÷óêîì â [15]. Ìàõàëàíîáèñ [107] íàøåë áî-

ëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ëåâ÷óêà â ñëó÷àå, êîãäàR � ïîëå. Ãðóï-

ïà UTn(R) âñåãäà îáëàäàåò àâòîìîðôèçìàìè ñëåäóþùèõ âèäîâ.

1) ϕA � âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì, èíäóöèðîâàííûé ñîïðÿæåíèåì ìàò-

ðèöåé A ∈ UTn(R):

ϕA : X 7→ AXA−1.
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Âñå âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû îáðàçóþò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó â ãðóïïå

âñåõ àâòîìîðôèçìîâ UTn(R).

2) ϕD � àâòîìîðôèçì, èíäóöèðîâàííûé ñîïðÿæåíèåì äèàãîíàëüíîé

ìàòðèöåé D = diag(d1, d2, . . . , dn), ãäå d1, d2, . . . , dn � îáðàòèìûå ýëåìåíòû

êîëüöà R

ϕD : X 7→ DXD−1.

Àâòîìîðôèçì ϕD íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíûì àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû

UTn(R). Àâòîìîðôèçì ϕD èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì ϕD,k ôàêòîðãðóïïû

Zk+1/Zk = (R+)k+1, êîòîðûé äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó

ϕD,k(xrer) = drd
−1
n+r−(k+1)xrer

äëÿ r ≤ k + 1.

3) Γ � öåíòðàëüíûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû UTn(R), äåéñòâóþùèé íà

ïîðîæäàþùèõ Ti,i+1(x) ãðóïïû UTn(R) ïî ïðàâèëó

Γ : Ti,i+1(x) 7→ Ti,i+1(x)T1,n(γ(x)),

ãäå γ : R+ → R+ � íåêîòîðûé ãîìîìîðôèçì. Àâòîìîðôèçì Γ äåéñòâóåò

òîæäåñòâåííî ïî ìîäóëþ öåíòðà ãðóïïû UTn(R). Áîëåå òîãî, åñëè n ≥ 3,

òî ëþáîé öåíòðàëüíûé àâòîìîðôèçì èíäóöèðóåò òîæäåñòâåííûé àâòîìîð-

ôèçì íà ôàêòîðãðóïïå Zk+1/Zk äëÿ âñåõ k.

4) δ̄ � êîëüöåâîé àâòîìîðôèçì

δ̄ : A = (aij) 7→ (δ(aij)),

ãäå δ � àâòîìîðôèçì êîëüöà R. Åñëè ϕD � äèàãîíàëüíûé àâòîìîðôèçì ãðóï-

ïû UTn(R), èíäóöèðîâàííûé ìàòðèöåé D = diag(d1, d2, . . . , dn), à δ � êîëü-

öåâîé àâòîìîðôèçì ãðóïïû UTn(R), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

δϕD = ϕδ(D)δ,

ãäå δ(D) = diag(δ(d1), δ(d2), . . . , δ(dn)).
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5) Àâòîìîðôèçì σ, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

σ : (xi,j) 7→ (xn−j+1,n−i+1)
−1.

Ìàòðèöà σ(A) îáðàòíà ê ìàòðèöå, ïîëó÷åííîé èç A ∈ UTn(R) òðàíñïîíèðî-

âàíèåì îòíîñèòåëüíî ïîáî÷íîé äèàãîíàëè. Î÷åâèäíî, ÷òî σ2 � òîæäåñòâåí-

íûé àâòîìîðôèçì. Àâòîìîðôèçì σ ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáîì êîëüöåâûì àâ-

òîìîðôèçìîì ãðóïïû UTn(R). Åñëè ϕD � äèàãîíàëüíûé àâòîìîðôèçì, èí-

äóöèðîâàííûé ìàòðèöåé D = diag(d1, d2, . . . , dn), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

σϕDσ = ϕσ(D),

ãäå σ(D) = diag(d−1
n , d−1

n−1, . . . , d
−1
1 ).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, îïèñûâàþùåå âñå àâòîìîðôèçìû ãðóïïû

UTn(R), ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé [15, òåîðåìû 1, 2, 3] â ïðåäïî-

ëîæåíèè ÷òî R � öåëîñòíîå êîëüöî õàðàêòåðèñòèêè íîëü.

Òåîðåìà 55. Ïóñòü R � öåëîñòíîå êîëüöî õàðàêòåðèñòèêè íîëü, n ≥ 3,

è ϕ � àâòîìîðôèçì ãðóïïû UTn(R). Òîãäà ñóùåñòâóåò âíóòðåííèé àâ-

òîìîðôèçì ϕA, äèàãîíàëüíûé àâòîìîðôèçì ϕD, öåíòðàëüíûé àâòîìîð-

ôèçì Γ, êîëüöåâîé àâòîìîðôèçì δ è öåëîå ÷èñëî m ∈ {0, 1}, òàêèå ÷òî

ϕ = ϕAΓσmϕDδ.

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ñâîéñòâà R∞ äëÿ ãðóïï óíèòðå-

óãîëüíûõ ìàòðèö UTn(R) íàä êîëüöîì R. Äàëåå ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà

àääèòèâíàÿ ãðóïïà R+ êîëüöà R êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Â ýòîì ñëó÷àå ãðóï-

ïà UTn(R) òàêæå êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå îïèñûâàåò

ñëó÷àé, êîãäà ãðóïïà UTn(R) íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞.

Ïðåäëîæåíèå 20. Ïóñòü R � áåñêîíå÷íîå öåëîñòíîå êîëüöî, àääèòèâ-

íàÿ ãðóïïà R+ êîòîðîãî êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Åñëè n ≤ |R∗|, òî ãðóïïà

UTn(R) íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî R � áåñêîíå÷íîå öåëîñòíîå êîëüöî,

àääèòèâíàÿ ãðóïïà R+ êîòîðîãî êîíå÷íî ïîðîæäåíà, çàêëþ÷àåì, ÷òî R èìå-
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åò õàðàêòåðèñòèêó íîëü, â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà R+ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëå-

âîé ãðóïïîé êîíå÷íîãî ðàíãà.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà n ≤ |R∗| â êîëüöå R íàéäåòñÿ n ðàçëè÷íûõ îáðà-

òèìûõ ýëåìåíòîâ d1, d2, . . . , dn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó

D = diag(d1, d2, . . . , dn), è äîêàæåì, ÷òî äëÿ äèàãîíàëüíîãî àâòîìîðôèçìà

ϕ = ϕD, èíäóöèðîâàííîãî ìàòðèöåé D, ÷èñëî Ðàéäåìàéñòåðà R(ϕ) êîíå÷íî.

Äëÿ k = 0, 1, . . . , n− 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕk àâòîìîðôèçì ôàêòîðãðóï-

ïû

Zk+1/Zk = (R+)k+1 = {e1x1 + e2x2 + · · ·+ ek+1xk+1 | x1, x2, . . . , xk+1 ∈ R+},

èíäóöèðîâàííûé àâòîìîðôèçìîì ϕ. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 11 äîñòàòî÷íî äîêà-

çàòü, ÷òî äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , n − 1 ÷èñëî Ðàéäåìàéñòåðà R(ϕk) êîíå÷íî.

Ò. ê. ϕ = ϕD � äèàãîíàëüíûé àâòîìîðôèçì, àâòîìîðôèçì ϕk äåéñòâóåò

íà ãðóïïå Zk+1/Zk ïî ïðàâèëó ϕk(xrer) = drd
−1
n−(k+1)+rxrer äëÿ r ≤ k + 1.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ϕk(R
+er) = R+er, è ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó

ëåììû 20 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âñå ÷èñëà R(ϕk,r) (r = 1, 2, . . . , k + 1)

êîíå÷íû, ãäå ϕk,r îáîçíà÷àåò àâòîìîðôèçì ãðóïïû R+er, èíäóöèðîâàííûé

àâòîìîðôèçìîì ϕk. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî âñå ýëåìåíòû d1, d2, . . . , dn ðàçëè÷-

íû, ñëåäóåò ÷òî ýëåìåíò drd
−1
n−(k+1)+r îòëè÷åí îò åäèíèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, â

ñèëó òîãî ôàêòà, ÷òî àâòîìîðôèçì ϕk,r äåéñòâóåò íà ãðóïïå R
+er ïî ïðàâè-

ëó ϕk,r(xrer) = drd
−1
n−(k+1)+rxrer, àâòîìîðôèçì ϕk,r íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ

íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ëåììû 22 ÷èñëî Ðàéäåìàéñòåðà

R(ϕk,r) êîíå÷íî äëÿ âñåõ r = 1, 2, . . . , k + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî Ðàéäå-

ìàéñòåðà R(ϕk) êîíå÷íî äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , n−1, è ÷èñëî Ðàéäåìàéñòåðà

R(ϕ) êîíå÷íî. �

Ïðèìåð 39. Ïóñòü p � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ ïîëíûì

êâàäðàòîì. Òîãäà êîëüöî Z[
√
p] ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì öåëîñòíûì êîëüöîì

ñ àääèòèâíîé ãðóïïîé èçîìîðôíîé Z2. Ò. ê. Z[
√
p] ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå

ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ, èç ïðåäëîæåíèÿ 20 ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà
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UTn(Z[
√
p]) íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞ íè äëÿ êàêîãî n.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå îïèñûâàåò ñëó÷àé, êîãäà ãðóïïà UTn(R) îá-

ëàäàåò ñâîéñòâîì R∞.

Òåîðåìà 56. Ïóñòü R � áåñêîíå÷íîå öåëîñòíîå êîëüöî, àääèòèâíàÿ ãðóï-

ïà R+ êîòîðîãî êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Åñëè n > 2|R∗|, òî ãðóïïà UTn(R)

îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî R � áåñêîíå÷íîå öåëîñòíîå êîëüöî,

àääèòèâíàÿ ãðóïïà R+ êîòîðîãî êîíå÷íî ïîðîæäåíà, çàêëþ÷àåì, ÷òî R èìå-

åò õàðàêòåðèñòèêó íîëü, â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà R+ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëå-

âîé ãðóïïîé êîíå÷íîãî ðàíãà. Ò. ê. R � öåëîñòíîå êîëüöî õàðàêòåðèñòèêè

íîëü, R ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâà îáðàòèìûõ ýëåìåíòà ±1, ñëåäîâà-

òåëüíî, |R∗| ≥ 2 è n > 4.

Ïóñòü ϕ � ïðîèçâîëüíûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû UTn(R). Äîêàæåì, ÷òî

÷èñëî Ðàéäåìàéñòåðà R(ϕ) áåñêîíå÷íî. Èç òåîðåìû 55 ñëåäóåò, ÷òî àâòîìîð-

ôèçì ϕ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ϕ = ϕAΓσmϕDδ, ãäå ϕA �

âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì, ϕD � äèàãîíàëüíûé àâòîìîðôèçì, Γ � öåíòðàëü-

íûé àâòîìîðôèçì, δ � êîëüöåâîé àâòîìîðôèçì, è m � íåêîòîðîå ÷èñëî èç

{0, 1}. Ñîãëàñíî ëåììå 17 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕA = id è ϕ = ΓσmϕDδ. Äëÿ

k = 0, 1, . . . , n− 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕk àâòîìîðôèçì ôàêòîðãðóïïû

Zk+1/Zk = (R+)k+1 = {e1x1 + e2x2 + · · ·+ ek+1xk+1 | x1, x2, . . . , xk+1 ∈ R+},

èíäóöèðîâàííûé àâòîìîðôèçìîì ϕ. Ñîãëàñíî ëåììå 21 äîñòàòî÷íî äîêà-

çàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ {0, 1, . . . , n−1} âûïîëíåíî R(ϕk) =∞. Â ñèëó

íåðàâåíñòâà n > 4 çàêëþ÷àåì, ÷òî öåíòðàëüíûé àâòîìîðôèçì Γ äåéñòâóåò

òîæäåñòâåííî íà âñåõ ôàêòîðãðóïïàõ Zk+1/Zk, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî Γ = id è ϕ = σmϕDδ. Ïóñòü äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D èìååò âèä

D = diag(d1, d2, . . . , dn). Â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà m ∈ {0, 1} ðàññìîòðèì äâà

ñëó÷àÿ.
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Ñëó÷àé 1: ϕ = ϕDδ. Â ñèëó íåðàâåíñòâà n > 2|R∗| > |R∗| çàêëþ÷àåì,

÷òî ñóùåñòâóåò ïàðà òàêèõ èíäåêñîâ 1 ≤ j < i ≤ n, ÷òî di = dj. Îáîçíà÷èì

÷åðåç k = n+j−i−1 < n−1 è äîêàæåì, ÷òîR(ϕk) =∞, ãäå ϕk àâòîìîðôèçì

ãðóïïû Zk+1/Zk èíäóöèðîâàííûé àâòîìîðôèçìîì ϕ.

Ò. ê. ϕ = ϕDδ, àâòîìîðôèçì ϕk äåéñòâóåò íà ãðóïïå Zk+1/Zk ïî ïðàâè-

ëó ϕk : xrer 7→ drd
−1
n−(k+1)+rδ(xr)er äëÿ r = 1, 2, . . . , k+ 1. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà

ñëåäóåò, ÷òî ϕk(R
+er) = R+er. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 20 äîñòàòî÷-

íî äîêàçàòü, ÷òî R(ϕk,r) =∞ äëÿ íåêîòîðîãî r ≤ k+ 1, ãäå ϕk,r îáîçíà÷àåò

àâòîìîðôèçì ãðóïïû R+er, èíäóöèðîâàííûé àâòîìîðôèçìîì ϕk. Èç ðàâåí-

ñòâà k + 1 = n + j − i ñëåäóåò íåðàâåíñòâî j = k + 1 − (n − i) ≤ k + 1,

è ìîæíî ãîâîðèòü îá àâòîìîðôèçìå ϕk,j. Àâòîìîðôèçì ϕk,j äåéñòâóåò íà

ãðóïïå R+ej ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

ϕk,j(xej) = djd
−1
n−(k+1)+jδ(x)ej = djd

−1
i δ(x)ej = δ(x)ej.

Ýòîò àâòîìîðôèçì èìååì íåòðèâèàëüíóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó (1ej 6= 0ej),

ñëåäîâàòåëüíî, èç ëåììû 22 èìååì R(ϕk,j) =∞. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò,

÷òî R(ϕk) =∞ è R(ϕ) =∞.

Ñëó÷àé 2: ϕ = σϕDδ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ðàíã êîíå÷íî ïîðîæ-

äåííîé àáåëåâîé ãðóïïû R+. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò êîëüöà

R. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî R+ � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà, ñëåäóåò, ÷òî

ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà α0, α1, . . . , αN íå âñå ðàâíûå íóëþ, ÷òî

α0 +α1x+ · · ·+αNx
N = 0. Ò. ê. δ � àâòîìîðôèçì êîëüöà R, è α0, α1, . . . , αN

� öåëûå ÷èñëà, äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , N âûïîëíåíî ðàâåíñòâî δ(αi) = αi, è

ñëåäîâàòåëüíî, α0 +α1δ(x) + · · ·+αNδ(x)N = 0. Òàêèì îáðàçîì, âñå ýëåìåí-

òû x, δ(x), δ2(x), . . . ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà α0 + α1T + · · ·+ αNT
N .

Ò. ê. ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò íå áîëåå N êîðíåé, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî

k ≤ N , ÷òî δk(x) = x. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà x çàêëþ÷àåì, ÷òî

àâòîìîðôèçì δ èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê, êîòîðûé äåëèò ÷èñëî N !.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç A äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó

A = σ(D)δ(D) = diag(a1, a2, . . . , an),

ãäå ar = δ(dr)d
−1
n+1−r äëÿ r = 1, 2, . . . , n. Èç íåðàâåíñòâà n > 2|R∗| ñëåäóåò,

÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå èíäåêñû 1 ≤ i, j, l ≤ n, ÷òî ai = aj = al. Èç ýòèõ

èíäåêñîâ ìîæíî âûáðàòü äâà èíäåêñà, ñóììà êîòîðûõ îòëè÷íà îò n+ 1. Íå

îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 1 ≤ j < i ≤ n � òàêèå èíäåêñû,

÷òî i + j 6= n + 1 è ai = aj. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k = n + j − i − 1 è äîêàæåì,

÷òî R(ϕk) = ∞, ãäå ϕk îáîçíà÷àåò àâòîìîðôèçì ãðóïïû Zk+1/Zk, èíäóöè-

ðîâàííûé àâòîìîðôèçìîì ϕ. Ò. ê. ϕ = σϕDδ, àâòîìîðôèçì ϕk äåéñòâóåò íà

ãðóïïå Zk/Zk+1 ïî ïðàâèëó

ϕk : xrer 7→ −drd−1
n−(k+1)+rδ(xr)ek+2−r (7.40)

äëÿ r = 1, 2, . . . , k + 1. Èç íåðàâåíñòâà i+ j 6= n+ 1 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

k + 2− j = n+ j − i+ 1− j = n+ 1− i 6= j.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H = R+ej ⊕ R+ek+2−j ïîäãðóïïó â Zk+1/Zk. Èç ôîðìóëû

(7.40) ñëåäóåò, ÷òî ϕk(H) = H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ ñóæåíèå àâòîìîðôèçìà

ϕk íà ãðóïïó H. Èç ëåììû 20 ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî

êëàññîâ θ-ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå H áåñêîíå÷íî.

Ò. ê. õàðàêòåðèñòèêà êîëüöà R ðàâíà íóëþ, êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z

ñîäåðæèòñÿ â êîëüöå R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî êëàññîâ θ-ñîïðÿæåííîñòè

â ãðóïïå H êîíå÷íî è ðàññìîòðèì ýëåìåíòû

yt = 2tej + tδ−1(d−1
k+2−jdn+1−j)ek+2−j

äëÿ t = 0, 1, 2, . . . â ãðóïïå H. Ò. ê. ÷èñëî êëàññîâ θ-ñîïðÿæåííîñòè êîíå÷íî,

ñðåäè ýëåìåíòîâ y0, y1, . . . íàéäåòñÿ ïàðà θ-ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç r, s òàêèå èíäåêñû, ÷òî ýëåìåíòû yr è ys ñêðó÷åííî θ-ñîïðÿæåíû

â H. Ò. ê. ýëåìåíòû yr, ys ñêðó÷åííî θ-ñîïðÿæåíû, äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåí-

òà x ∈ H âûïîëíåíî ðàâåíñòâî yr = x + ys − θ(x), èëè ýêâèâàëåíòíîå åìó

276



ðàâåíñòâî yt = x − θ(x), ãäå t = r − s 6= 0. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, â

÷àñòíîñòè, ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

yt + θ(yt) = x− θ2(x). (7.41)

Ò. ê. δ � àâòîìîðôèçì êîëüöà R, à t � öåëîå ÷èñëî, çàêëþ÷àåì, ÷òî δ(t) = t.

Ó÷èòûâàÿ ýòîò ôàêò è ôîðìóëó (7.40), ðàñïèøåì ýëåìåíò yt + θ(yt) áîëåå

äåòàëüíî

yt + θ(yt) = 2tej + tδ−1(d−1
k+2−jdn+1−j)ek+2−j

+ θ
(

2tej + tδ−1(d−1
k+2−jdn+1−j)ek+2−j

)
= 2tej + tδ−1(d−1

k+2−jdn+1−j)ek+2−j

− 2djd
−1
n−(k+1)+jtek+2−j − dk+2−jd

−1
n+1−jδ

(
tδ−1(d−1

k+2−jdn+1−j)
)
ej

= tej + cek+2−j, (7.42)

ãäå c = t
(
δ−1(d−1

k+2−jdn+1−j)− 2djd
−1
n−(k+1)+j

)
. Èç ðàâåíñòâà ϕ = σϕDδ âûòå-

êàåò ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

ϕ2 = σϕDδσϕDδ = σϕDσδϕDδ = ϕσ(D)δϕDδ

= ϕσ(D)ϕδ(D)δ
2

= ϕσ(D)δ(D)δ
2

= ϕAδ
2
. (7.43)

Ýëåìåíò x èç ðàâåíñòâà (7.41) ëåæèò â ãðóïïå H, ñëåäîâàòåëüíî, x ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå x = x1ej + x2ek+2−j äëÿ x1, x2 ∈ R+. Òàêèì îáðàçîì,

èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (7.43), ýëåìåíò θ2(x) èç ðàâåíñòâà (7.41) ìîæåò áûòü

çàïèñàí â ñëåäóþùåì âèäå

θ2(x) = aja
−1
n+j−(k+1)δ

2(x1)ej + ak+2−ja
−1
n+k+2−j−(k+1)δ

2(x2)ek+2−j

= aja
−1
i δ2(x1)ej + ak+2−ja

−1
n+1−jδ

2(x2)ek+2−j

= δ2(x1)ej + ak+2−ja
−1
n+1−jδ

2(x2)ek+2−j. (7.44)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (7.42), (7.44), ðàâåíñòâî (7.41) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî

â ñëåäóþùåì âèäå

δ2(x1)ej + ak+2−ja
−1
n+1−jδ

2(x2)ek+2−j = θ2(x) = (x1 − t)ej + (x2 − c)ek+2−j.
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Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

δ2(x1) = x1 − t. (7.45)

Ò. ê. t � öåëîå ÷èñëî îòëè÷íîå îò íóëÿ, à δ � àâòîìîðôèçì êîëüöà R, èìååì

ðàâåíñòâî δ2(t) = t. Òàêèì îáðàçîì, èç ðàâåíñòâà (7.45) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

δ2p(x1) = x1−pt äëÿ ëþáîãî öåëîãî p. Äàííîå ðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò òîìó

ôàêòó, ÷òî δ � àâòîìîðôèçì êîëüöà R êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî,

÷èñëî êëàññîâ ñêðó÷åííîé θ-ñîïðÿæåííîñòè â ãðïïå H áåñêîíå÷íî, à çíà÷èò,

R(ϕk) =∞ è R(ϕ) =∞. �

Ïðèìåð 40. Êîëüöî Z öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì öåëîñòíûì

êîëüöîì ñ öèêëè÷åñêîé àääèòèâíîé ãðóïïîé. Ýòî êîëüöî èìååò äâà íåîá-

ðàòèìûõ ýëåìåíòà ±1, òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 56 ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà

UTn(Z) îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞ ïðè n ≥ 5.

Ïðèìåð 41. Ïóñòü p ≥ 2 � öåëîå ÷èñëî. Òîãäà êîëüöî Z[i
√
p] ÿâëÿåòñÿ

áåñêîíå÷íûì öåëîñòíûì êîëüöîì ñ àääèòèâíîé ãðóïïîé èçîìîðôíîé Z2. Ýòî

êîëüöî èìååò äâà íåîáðàòèìûõ ýëåìåíòà ±1, òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 56

ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà UTn(Z[i
√
p]) îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞ ïðè n ≥ 5.

Ïðèìåð 42. Êîëüöî Ãàóññîâûõ öåëûõ ÷èñåë Z[i] ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì öå-

ëîñòíûì êîëüöîì ñ àääèòèâíîé ãðóïïîé èçîìîðôíîé Z2. Ýòî êîëüöî èìååò

÷åòûðå îáðàòèìûõ ýëåìåíòà ±1,±i, òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 56 ñëåäó-

åò, ÷òî ãðóïïà UTn(Z[i]) îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞ ïðè n ≥ 9. Îäíàêî, èç

ïðåäëîæåíèÿ 20 ñëåäóåò, ÷òî ïðè n = 2, 3, 4 ãðóïïà UTn(Z[i]) íå îáëàäàåò

ñâîéñòâîì R∞.

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåíèå 20 è òåîðåìà 56 íå ïîêðûâàþò ñëó÷àÿ,

êîãäà |R∗| < n ≤ 2|R∗|. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè |R∗| < n ≤ 2|R∗|, òî âîç-

ìîæíû îáà ñëó÷àÿ: ãðóïïà UTn(R) ìîæåò êàê îáëàäàòü, òàê è íå îáëà-

äàòü ñâîéñòâîì R∞. Íàïðèìåð, ãðóïïà UT3(Z) èçîìîðôíà ñâîáîäíîé íèëü-

ïîòåíòíîé ãðóïïå N22 ðàíãà 2, ñòóïåíè 2. Èç òåîðåìû 7(1) ñëåäóåò, ÷òî
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SpecR(N22) = 2N ∪ {∞}, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà UT3(Z) íå îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì R∞. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òåîðåìû 9 ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà UT4(Z)

îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞. Ò. ê. êîëüöî Z öåëûõ ÷èñåë èìååò ëèøü äâà îá-

ðàòèìûõ ýëåìåíòà, îáà ÷èñëà n = 3 è n = 4 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

|Z∗| < n ≤ 2|Z∗|, ò. å. ïðè |R∗| < n ≤ 2|R∗| ãðóïïà UTn(R) ìîæåò êàê

îáëàäàòü, òàê è íå îáëàäàòü ñâîéñòâîì R∞.

Åñëè R � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íîëü, òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà R+ áåñ-

êîíå÷íî ïîðîæäåíà, ò. å. ðåçóëüòàòû ïðåäëîæåíèÿ 20 è òåîðåìû 56 íå ðàñ-

ïðîñòðàíÿþòñÿ íà ãðóïïû óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö íàä ïîëåì. Ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî ãðóïïà óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö íàä ïîëåì

õàðàêòåðèñòèêè íîëü íèêîãäà íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞.

Ïðåäëîæåíèå 21. Ïóñòü R � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íîëü, è n ≥ 2. Òîãäà

1 ∈ SpecR(UTn(R)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d1, d2, . . . , dn � ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïî-

ëÿ R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó D = diag(d1, d2, . . . , dn), è

äîêàæåì, ÷òî äëÿ äèàãîíàëüíîãî àâòîìîðôèçìà ϕ = ϕD, èíäóöèðîâàííîãî

ìàòðèöåé D, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî R(ϕ) = 1.

Äëÿ k = 0, 1, . . . , n− 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕk àâòîìîðôèçì ôàêòîðãðóï-

ïû

Zk+1/Zk = (R+)k+1 = {e1x1 + e2x2 + · · ·+ ek+1xk+1 | x1, x2, . . . , xk+1 ∈ R+},

èíäóöèðîâàííûé àâòîìîðôèçìîì ϕ. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 11 äîñòàòî÷íî äîêà-

çàòü, ÷òî äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , n− 1 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî R(ϕk) = 1. Ò. ê.

ϕ = ϕD � äèàãîíàëüíûé àâòîìîðôèçì, àâòîìîðôèçì ϕk äåéñòâóåò íà ãðóï-

ïå Zk+1/Zk ïî ïðàâèëó ϕk(xrer) = drd
−1
n−(k+1)+rxrer äëÿ r ≤ k + 1. Èç ýòîãî

ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ϕk(R
+er) = R+er, è ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 20

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ r = 1, 2, . . . , k + 1 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

R(ϕk,r) = 1, ãäå ϕk,r îáîçíà÷àåò àâòîìîðôèçì ãðóïïû R+er, èíäóöèðîâàí-

íûé àâòîìîðôèçìîì ϕk.
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Èç òîãî ôàêòà, ÷òî âñå ýëåìåíòû d1, d2, . . . , dn ðàçëè÷íû, ñëåäóåò ÷òî

ýëåìåíò 1− drd−1
n−(k+1)+r îáðàòèì. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîëÿ R,

è xer � ýëåìåíò ãðóïïû R+er. Îáîçíà÷èì ÷åðåç y =
(

1− drd−1
n−(k+1)+r

)−1

x.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

yer − ϕk,r(yer) =
(

1− drd−1
n−(k+1)+r

)−1

xer − ϕk,r
((

1− drd−1
n−(k+1)+r

)−1

xer

)
=
(

1− drd−1
n−(k+1)+r

)−1

xer

− drd−1
n−(k+1)+r

(
1− drd−1

n−(k+1)+r

)−1

xer

= xer,

ò. å. ýëåìåíò xer ëåæèò â êëàññå ϕk,r-ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíòà 0er ãðóïïû

R+er. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà x çàêëþ÷àåì, ÷òî R(ϕk,r) = 1 äëÿ

âñåõ r = 1, 2, . . . , k+1. Ñëåäîâàòåëüíî, R(ϕk) = 1 äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , n−1,

è R(ϕ) = 1. �
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Ãëàâà 8. Êëàññû ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè

åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâÿçåé ìåæäó ñâîéñòâàìè ãðóïïû

G è ñâîéñòâàìè êëàññîâ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]ϕ åäèíè÷íîãî ýëåìåí-

òà e ãðóïïûG äëÿ ðàçëè÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ ϕ ãðóïïûG. Îñîáîå âíèìàíèå

óäåëåíî ãðóïïàì, â êîòîðûõ êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ

ïîäãðóïïîé â G äëÿ âñåõ àâòîìîðôèõìîâ ϕ, à èìåííî, ãèïîòåçå 1, ñôîðìó-

ëèðîâàííîé âî ââåäåíèè ê äèññåðòàöèè.

Ãèïîòåçà 1. Åñëè êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]ϕ åäèíè÷íîãî ýëå-

ìåíòà e ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà

ϕ ∈ Aut(G), òî ãðóïïà G íèëüïîòåíòíà.

Â ðàçäåëå 8.1 ñôîðìóëèðîâàíû èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î êëàññå ñêðó-

÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà, à òàêæå ïðèâåäåíû íåêîòî-

ðûå ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ãèïîòåçó 1 íåâîçìîæíî äîêàçàòü, èñïîëü-

çóÿ ëèøü âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû. Â ðàçäåëå 8.2 èçó÷àþòñÿ íèæíèå öåí-

òðàëüíûå ðÿäû ãðóïï, â êîòîðûõ êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]ϕ ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé äëÿ âñåõ àâòîìîðôèõìîâ ϕ, â ÷àñòíîñòè, èçó÷àåòñÿ âåð-

áàëüíàÿ øèðèíà ÷ëåíîâ íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà. Â ðàçäåëå 8.3 óñòàíîâ-

ëåíû íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû êàñàòåëüíî ãèïîòåçû 1 â îáùåì

ñëó÷àå, à â ðàçäåëå 8.4 ãèïîòåçà 1 äîêàçàíà äëÿ ãðóïï, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

ðàñøèðåíèÿìè àáåëåâûõ ãðóïï ïðè ïîìîùè öèêëè÷åñêèõ. Íàêîíåö, â ðàç-

äåëå 8.5 èçó÷àåòñÿ êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà â

îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïå.

Èçëîæåííûå â ãëàâå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [82,115].
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8.1. Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû è ïðèìåðû

Íàïîìíèì, ÷òî êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [x]ϕ ýëåìåíòà x ãðóï-

ïû G èìååò âèä

[x]ϕ = {z−1xϕ(z) | z ∈ G}.

Åñëè ϕ � âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì ãðóïïû G, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

ϕ(z) = g−1zg äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà g ãðóïïû G, òî êëàññ [x]ϕ îáî-

çíà÷àåòñÿ ÷åðåç [x]g è èìååò âèä

[x]g = {z−1xg−1zg | z ∈ G}.

Â ÷àñòíîñòè, êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]g åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà e

ãðóïïû G èìååò âèä

[e]g = {[z, g] | z ∈ G} .

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû, îòìå÷åííûå â [3], î÷åâèäíû.

Ëåììà 34. Ïóñòü G � ãðóïïà, g � îòëè÷íûé îò åäèíè÷íîãî ýëåìåíò

ãðóïïû G. Òîãäà êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]g íå ñîäåðæèò g.

Ëåììà 35. Ïóñòü G � ãðóïïà, H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G, è g �

íåêîòîðûé ýëåìåíò ãðóïïû H. Òîãäà êëàññ [e]g ëåæèò â H.

Ñëåäóþùèå ëåììû óñòàíîâëåíû â [3, ïðåäëîæåíèÿ 1, 3, 5].

Ëåììà 36. Ïóñòü G � ãðóïïà, ϕ � àâòîìîðôèçì ãðóïïû G. Åñëè êëàññ

[e]ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G, òî ýòà ïîäãðóïïà íîðìàëüíà â G.

Ëåììà 37. Ïóñòü G � ãðóïïà, ϕ, ψ � òàêèå àâòîìîðôèçìû ãðóïïû G,

÷òî êëàññû ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]ϕ, [e]ψ ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè â

G. Òîãäà [e]ϕψ ⊆ [e]ϕ[e]ψ.

Ëåììà 38. Ïóñòü G � ãðóïïà, g � òàêîé ýëåìåíò ãðóïïû G, ÷òî êëàññ

[e]g ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G. Òîãäà äëÿ ëþáîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû N

ãðóïïû G êëàññ [e]g ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G/N , ãäå e � åäèíè÷íûé ýëå-

ìåíò ôàêòîðãðóïïû G/N , è g = gN ∈ G/N .
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Ãðóïïîâîå ñëîâî w èç ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn = 〈x1, x2, . . . , xn〉 íàçûâà-

åòñÿ âíåøíå êîììóòàòîðíûì ñëîâîì åñëè w ïîëó÷åíî èç ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ñèìâîëîâ x1, x2, . . . , xn, èñïîëüçóÿ òîëüêî êîììóòàòîðíûå ñêîáêè. Íà-

ïðèìåð, ñëîâî [[x1, x3], x2] ÿâëÿåòñÿ âíåøíå êîììóòàòîðíûì ñëîâîì, à ñëîâà

[x1, x2][x3, x4] è [[x1, x2], [x1, x3]] íå ÿâëÿþòñÿ âíåøíå êîììóòàòîðíûìè ñëî-

âàìè. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â [3, ëåììà 2(1)].

Ëåììà 39. Ïóñòü G � òàêàÿ ãðóïïà, ÷òî êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåí-

íîñòè [e]g ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G. Åñëè

w ∈ Fn � âíåøíå êîììóòàòîðíîå ñëîâî, g1, g2, . . . , gn � íåêîòîðûå ýëåìåí-

òû ãðóïïû G, òî ýëåìåíò w(g1, g2, . . . , gn) ëåæèì â [e]g1 ∩ [e]g2 ∩ · · · ∩ [e]gn.

Ïðèâåäåì äàëåå äâà ïðèìåðà ãðóïï, â êîòîðûõ êëàññ ñêðó÷åííîé ñî-

ïðÿæåííîñòè [e]ϕ åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà e ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé äëÿ âñåõ âíóò-

ðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ.

Ïðèìåð 43. Äëÿ öåëîãî ÷èñëà n > 2 è ïðîñòîãî ÷èñëà p > 2 îáîçíà÷èì

÷åðåç G(p, n) ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï

Zpn o Zpn−1 = 〈x〉o 〈y〉,

ãäå x = (1, 0) � ïîðîæäàþùèé ãðóïïû Zpn, y = (0, 1) � ïîðîæäàþùèé ãðóï-

ïû Zpn−1, è äåéñòâèå Zpn−1 íà Zpn çàäàíî ïðàâèëîì yxy−1 = xp+1. Àâòîìîð-

ôèçìû ïîëóïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé öèêëè÷åñêèõ ãðóïï îïèñàíû â ðàáîòå [79].

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå â [79, ñëåäñòâèå 4.4 (1b)], îïèñûâàåò

âñå àâòîìîðôèçìû ãðóïïû G(p, n).

Òåîðåìà 57. Îòîáðàæåíèå

x 7→ xiyj, y 7→ xrys

ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîðôèçìà ãðóïïû G(p, n) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà i ∈ Z∗pn, j = 0 (mod pn−2), r = 0 (mod p), s = 1 (mod pn−1).

Ïîðÿäîê ãðóïïû G(p, n) ðàâåí p2n−1, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà G(p, n)

íèëüïîòåíòíà. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà m > 0 â ãðóïïå
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G ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

[[. . . [[x, y−1], y−1], . . . ], y−1]︸ ︷︷ ︸
m ïàð êâàäðàòíûõ ñêîáîê

= xp
m

ñëåäóåò, ÷òî ñòóïåíü íèëüïîòåíòíîñòè ãðóïïû G(p, n) íå ìåíüøå ÷èñëà n−1.

Èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî s ≥ 1, äîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî

(xby)s =
(
b
(
1 + (p+ 1) + (p+ 1)2 + · · ·+ (p+ 1)s−1

)
, s
)

(8.1)

ñïðàâåäëèâî â ãðóïïå G(p, n) äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë b, s.

Áàçà èíäóêöèè (s = 1) î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâî (8.1) âûïîë-

íåíî äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî s, è äîêàæåì, ÷òî îíî âûïîëíåíî, åñëè

çàìåíèòü s íà s+ 1. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èõ ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ.

(xby)s+1 = (xby)s(xby)

= xb(1+(p+1)+(p+1)2+···+(p+1)s−1)ysxby èç èíäóêöèîííîé ãèïîòåçû

= xb(1+(p+1)+(p+1)2+···+(p+1)s−1)xb(p+1)sysy

=
(
b
(
1 + (p+ 1) + (p+ 1)2 + · · ·+ (p+ 1)s

)
, s+ 1

)
.

Ïóñòü ϕ � âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì ãðóïïû G(p, n). Èç òîãî ôàêòà,

÷òî ϕ � âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì, è G(p, n) = 〈x〉 o 〈y〉, ñëåäóåò, ÷òî ϕ

äåéñòâóåò íà ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû G(p, n) ïî ïðàâèëó

ϕ(x) = xa, ϕ(y) = xby

äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë a, b. Èç òåîðåìû 57 ñëåäóåò, ÷òî a ∈ Z∗pn è

b = 0 (mod p). Ðàññìîòðèì êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]ϕ åäèíè÷íîãî

ýëåìåíòà e ãðóïïû G(p, n). Ïî îïðåäåëåíèþ, êëàññ [e]ϕ èìååò âèä

[e]ϕ = {zϕ(z−1) | z ∈ G(p, n)}

= {(xrys)ϕ(xrys)−1 | r = 0, 1, . . . , pn − 1, s = 0, 1, . . . , pn−1 − 1} (8.2)

= {(xrys)((xa)r(xby)s)−1 | r = 0, 1, . . . , pn − 1, s = 0, 1, . . . , pn−1 − 1}.
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Èç ðàâåíñòâ (8.1), (8.2) ñ ïîìîùüþ ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé ñëåäóåò, ÷òî êëàññ

ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]ϕ åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà e ãðóïïû G(p, n) ñî-

ñòîèò èç ýëåìåíòîâ âèäà(
r(1− a)− b

(
1 + (p+ 1) + · · ·+ (p+ 1)s−1

)
, 0
)
,

ãäå r = 0, 1, . . . , pn−1, s = 0, 1, . . . , pn−1−1. Èç òîãî ôàêòà ÷òî b = 0 (mod p)

ñëåäóåò, ÷òî b = kp äëÿ íåêîòîðîãî k = 0, 1, . . . , pn−1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

b
(
1 + (p+ 1) + · · ·+ (p+ 1)s−1

)
=

= kp
(
1 + (p+ 1) + · · ·+ (p+ 1)s−1

)
=

= k((p+ 1)s − 1).

Òàêèì îáðàçîì, êëàññ [e]ϕ ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ âèäà

(r(1− a)− k((p+ 1)s − 1), 0)

äëÿ r = 0, 1, . . . , pn − 1, s = 0, 1, . . . , pn−1 − 1. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî ìóëüòè-

ïëèêàòèâíûé ïîðÿäîê ýëåìåíòà p + 1 â Zpn ðàâåí pn−1 [138, Ãëàâà IV �3.5]

ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî{
(p+ 1)s − 1 | s = 0, 1, . . . , pn−1 − 1

}
ñîñòîèò èç pn−1 ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà Zpn, êàæäûé èç êîòîðûõ äå-

ëèòñÿ íà p. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî Zpn ñîäåðæèò âñåãî pn−1 ýëåìåíòîâ, êîòîðûå

äåëÿòñÿ íà p, ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî {(p + 1)s − 1 | s = 0, 1, . . . , pn−1 − 1}

ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû èç Zpn, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà p. Òàêèì îáðàçîì, êëàññ

ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]ϕ ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà

(r(1− a)− kz, 0) , (8.3)

ãäå r ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, . . . , pn − 1, à z ïðîáåãàåò âñå ýëåìåíòà èç Zpn,

êîòîðûå äåëÿòñÿ íà p. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âèäà (8.3) î÷åâèäíî îáðàçóåò

ïîäãðóïïó â G(p, n).
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Ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ äîêàçûâàþò, ÷òî G(p, n) � òàêàÿ

íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ñòóïåíè íå ìåíüøå n − 1, ÷òî êëàññ ñêðó÷åííîé ñî-

ïðÿæåííîñòè [e]ϕ åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G(p, n)

äëÿ ëþáîãî âíóòðåííåãî àâòîìîðôèçìà ϕ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ñëåäóþùåå

äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ãðóïï

G =
∏
n≥2

G(pn, n+ 1),

ãäå pn îáîçíà÷àåò n-å èäóùåå ïî ïîðÿäêó ïðîñòîå ÷èñëî. Ãðóïïà G íå ÿâëÿ-

åòñÿ íèëüïîòåíòíîé, îäíàêî äëÿ ëþáîãî âíóòðåííåãî àâòîìîðôèçìà ϕ ãðóï-

ïû G êëàññ [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóïïå G. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà

G äåìîíñòðèðóåò òîò ôàêò, ÷òî ãèïîòåçà 1 íåâåðíà, åñëè çàìåíèòü â íåé

ìíîæåñòâî âñåõ àâòîìîðôèçìîâ íà ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ãðóïïà G íå äàåò êîíòðïðèìåðà ê ãèïîòåçå 1 â îáùåì

ñëó÷àå, ò. ê. ñóùåñòâóåò òàêîé âíåøíèé àâòîìîðôèçì ϕ ãðóïïû G, ÷òî êëàññ

ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]ϕ íå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G. Íàïðèìåð, ïî

òåîðåìå 57 îòîáðàæåíèå ψ, çàäàííîå íà ïîðîæäàþùèõ x, y ãðóïïû G(3, 3)

ïðàâèëîì

ψ(x) = xy3, ψ(y) = y,

èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì ãðóïïû G(3, 3). Êëàññ [e]ψ â ãðóïïå G(3, 3) ñî-

äåðæèò ëèøü òðè ýëåìåíòà (0, 0), (0, 3), (9, 6). Ýòè ýëåìåíòû íå îáðàçóþò

ïîäãðóïïó â G(3, 3). Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ àâòîìîðôèçìà

ϕ = ψ × id× id× . . .

ãðóïïû G =
∏

n≥2G(pn, n + 1) êëàññ [e]ϕ íå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G, ò. å.

G íå äàåò êîíòðïðèìåðà ê ãèïîòåçå 1.

Ïðèìåð 44. Ïóñòü F � ïîëå, T � ïåðåìåííàÿ, è F (T ) � ïîëå ðàöèîíàëü-

íûõ ôóíêöèé îò ïåðåìåííîé T íàä ïîëåì F . Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ïîäãðóïïó
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àääèòèâíîé ãðóïïû F (T )+ âèäà

D = {d(T ) ∈ F (T ) | d(1) = 0},

è ÷åðåç P ïîäãðóïïó ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F (T )∗ âèäà

H = {h(T ) ∈ F (T ) | h(1) = 1}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ãðóïïó ìàòðèö ñëåäóþùåãî âèäà

G =

{(
1 f

0 h

) ∣∣∣∣ f ∈ F (T ), h ∈ H
}

è äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî âíóòðåííåãî àâòîìîðôèçìà ϕ ãðóïïû G êëàññ

ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G. Äëÿ ïðîèçâîëü-

íûõ ýëåìåíòîâ u =

(
1 f

0 h

)
, v =

(
1 a

0 b

)
ãðóïïû G ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

[u, v] =

1 a(1− h) + f(b− 1)

0 1

. (8.4)

Ïóñòü ϕ � âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì ãðóïïû G, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

ϕ(u) = v−1uv äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà v =

(
1 a

0 b

)
ãðóïïû G. Èç ðà-

âåíñòâà (8.4) ñëåäóåò, ÷òî êëàññ [e]ϕ èìååò âèä

[e]ϕ = {[u, v] | u ∈ G} =

{(
1 a(1− h) + f(b− 1)

0 1

) ∣∣∣∣ f ∈ F (T ), h ∈ H
}
. (8.5)

Åñëè b 6= 1, òî îáîçíà÷àÿ ÷åðåç h = 1, f = c(b − 1)−1, ïðèõîäèì ê âûâîäó,

÷òî

[e]ϕ =

{(
1 c

0 1

) ∣∣∣∣ c ∈ F (T )

}
∼= F (T )+,

ò. å. [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G. Åñëè b = 1, òî îáîçíà÷àÿ ÷åðåç h = 1− d

äëÿ d ∈ D, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

[e]ϕ =

{(
1 ad

0 1

) ∣∣∣∣ d ∈ D} ∼= aD,

ò. å. [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G. Òàêèì îáðàçîì, êëàññ ñêðó÷åííîé ñî-

ïðÿæåííîñòè [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G äëÿ ëþáîãî âíóòðåííåãî
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àâòîìîðôèçìà ϕ ãðóïïû G. Èç ðàâåíñòâà (8.4) ñëåäóåò, ÷òî öåíòð Z(G)

ãðóïïû G òðèâèàëåí, â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà G íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé.

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà G äàåò äðóãîé ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé òîò ôàêò,

÷òî ãèïîòåçà 1 íåâåðíà, åñëè çàìåíèòü â íåé ìíîæåñòâî âñåõ àâòîìîðôèçìîâ

íà ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíî àïïðîêñèìèðóå-

ìîé, åñëè ïåðåñå÷åíèå
⋂∞
k=1 γk(G) âñåõ ÷ëåíîâ íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà

ãðóïïûG òðèâèàëüíî. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ãðóïïàG íèëüïîòåíòíà, òîG íèëü-

ïîòåíòíî àïïðîêñèìèðóåìà. Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûå â ïðèìåðàõ 43, 44

ãðóïïû íå ÿâëÿþòñÿ íèëüïîòåíòíûìè, íî ÿâëÿþòñÿ íèëüïîòåíòíî àïïðîêñè-

ìèðóåìûìè. Èñõîäÿ èç ýòèõ ïðèìåðîâ, à òàêæå èç òåîðåìû 13 è ñëåäñòâèÿ 1,

ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþøóþ ¾ñëàáóþ¿ âåðñèþ ãèïîòåçû 1

Ãèïîòåçà 2. Åñëè êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]ϕ åäèíè÷íîãî ýëå-

ìåíòà e ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G äëÿ ëþáîãî âíóòðåííåãî àâòî-

ìîðôèçìà ϕ ∈ Inn(G), òî ãðóïïà G íèëüïîòåíòíî àïïðîêñèìèðóåìà.

Äàëåå áóäóò ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþ-

ùèåñÿ ãèïîòåçû 2.

8.2. Ñòðîåíèå íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà

Â äàííîì ðàçäåëå óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà íèæíèõ öåíòðàëü-

íûõ ðÿäîâ òàêèõ ãðóïï G, â êîòîðûõ êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]g

ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g èç G. Â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîå-

íû âåðõíèå îöåíêè âåðáàëüíîé øèðèíû ÷ëåíîâ íèæíèõ öåíòðàëüíûõ ðÿäîâ

òàêèõ ãðóïï ïî îòíîøåíèþ ê ìíîæåñòâó áàçècíûõ êîììóòàòîðîâ.

Òåîðåìà 58. Ïóñòü G � òàêàÿ ãðóïïà ñ ïîðîæäàþùèìè x1, x2, . . . , xn,

÷òî êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]g ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G äëÿ

ëþáîãî g ∈ G. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. γ2(G) = [e]x1[e]x2 . . . [e]xn−1.
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2. Åñëè γk(G) = [e]h1[e]h2 . . . [e]hs, òî γk+1(G) =
∏

i,j[e]pij , ãäå pij = [xi, hj]

äëÿ i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y, z � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ãðóïïû G. Èç ëåì-

ìû 39 ñëåäóåò, ÷òî êîììóòàòîð [y, z] ëåæèò â ìíîæåñòâå [e]y ∩ [e]z ≤ [e]y.

Ò. ê. ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè x1, x2, . . . , xn, èç ëåììû 37 ñëåäóåò,

÷òî [e]y ⊆ [e]x1[e]x2 . . . [e]xn[e]x−11
[e]x−12

. . . [e]x−1n . Ò. ê. â ãðóïïå G äëÿ ëþáûõ

ýëåìåíòîâ u, v ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

[u, v−1] =
(

[u, v]v
−1
)−1

,

äëÿ ëþáîãî v ∈ G ìíîæåñòâî [e]v−1 ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

[e]v−1 =
{

[u, v−1] | u ∈ G
}

=

{(
[u, v]v

−1
)−1 ∣∣∣ u ∈ G} . (8.6)

Èç ëåììû 36 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ [e]v ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â

G, ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò [u, v]v
−1
ëåæèò â [e]v è èç ðàâåíñòâà (8.6) èìååì

ðàâåíñòâî [e]v = [e]v−1 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà v èç G. Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïû

[e]xi è [e]x−1i ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n, è ñëåäîâàòåëüíî,

[y, z] ∈ [e]x1[e]x2 . . . [e]xn. (8.7)

Èç ðàâåíñòâà (1.19) è ðàâåíñòâà [e]xi = [e]x−1i ñëåäóåò, ÷òî

[e]xn ≤ [e]x1[e]x2 . . . [e]xn−1,

òàêèì îáðàçîì, èç ðàâåíñòâà (8.7) ñëåäóåò, ÷òî êîììóòàòîð [y, z] ëåæèò â

[e]x1[e]x2 . . . [e]xn−1. Ò. ê. ïî ëåììå 36 äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ u, v ∈ G êëàññû

ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]u, [e]v ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè â

ãðóïïå G, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî [e]u[e]v = [e]v[e]u. Èç ýòîãî ôàêòà è òîãî

ôàêòà, ÷òî ëþáîé êîììóòàòîð [y, z] ëåæèò â [e]x1[e]x2 . . . [e]xn−1, ñëåäóåò, ÷òî

ëþáîå ïðîèçâåäåíèå êîììóòàòîðîâ ëåæèò â [e]x1[e]x2 . . . [e]xn−1. Ñëåäîâàòåëü-

íî γ2(G) = [e]x1[e]x2 . . . [e]xn−1 è ïåðâûé ïóíêò òåîðåìû äîêàçàí.

Äîêàæåì âòîðîé ïóíêò òåîðåìû. Ïóñòü γk(G) = [e]h1[e]h2 . . . [e]hs. Òî-

ãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ãðóïïû γk(G) ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû
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y1, y2, . . . , ys ãðóïïû G, ÷òî x = [y1, h1][y2, h2] . . . [ys, hs]. Ïðèìåíÿÿ ðàâåí-

ñòâî (1.19) ê êàæäîìó êîììóòàòîðó [yi, hi] äëÿ i = 1, 2, . . . , s, ïðèõîäèì ê

ðàâåíñòâàì

[yi, hi] = [x1, hi]
a1i[x2, hi]

a2i . . . [xn, hi]
ani[x−1

1 , hi]
b1i[x−1

2 , hi]
b2i . . . [x−1

n , hi]
bni

äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ a1i, a2i, . . . , ani, b1i, b2i, . . . , bni ãðóïïû G. Îáîçíà-

÷èâ ÷åðåç pij = [xi, hj], qij = [x−1
i , hj], ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò

x èç γk(G) ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

x =
∏

i=1,2,...,n
j=1,2,...,s

p
aij
ij q

bij
ij (8.8)

äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ aij, bij (i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , s) ãðóïïû G.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà t ãðóïïû G è ýëåìåíòà x èç γk(G), èñïîëüçóÿ

ðàâåíñòâà (1.18) è (8.8), èìååì ðàâåíñòâî

[t, x] =
[
t,
∏
i,j

p
aij
ij q

bij
ij

]
=
∏
i,j

[
t, p

aij
ij

]cij[t, qbijij ]dij =
∏
i,j

[
ta
−1
ij , pij

]aijcij[tb−1ij , qij]bijdij
äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ cij, dij (i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , s) ãðóïïû G.

Ò. ê. ïî ëåììå 36 ïîäãðóïïû [e]pij è [e]qij íîðìàëüíû â G, â ñèëó ïîñëåäíåãî

ðàâåíñòâà ýëåìåíò [t, x] ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå
∏

i,j[e]pij [e]qij äëÿ ëþáûõ

t ∈ G, x ∈ γk(G). Ò. ê. â ãðóïïå G äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ u, v ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

[u−1, v] =
(

[u, v]u
−1
)−1

,

òî ñïðàâåäëèâî è ðàâåíñòâî

[z, qij] = [z, [x−1
i , hj]] =

[
z,
(

[xi, hj]
x−1i

)−1
]

=

=
[
zxi, p−1

ij

]x−1i =
(

[zxi, pij]
p−1ij x

−1
i

)−1

,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî [e]qij = [e]pij . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ

t ∈ G, x ∈ γk(G) êîììóòàòîð [t, x] ïðèíàäëåæèò
∏

i,j[e]pij , ñëåäîâàòåëüíî,

γk+1(G) =
∏

i,j[e]pij , ÷òî äîêàçûâàåò âòîðîé ïóíêò òåîðåìû. �
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Èç òåîðåìû 58 ñëåäóþò âåðõíèå îöåíêè âåðáàëüíûõ øèðèí ÷ëåíîâ

íèæíèõ öåíòðàëüíûõ ðÿäîâ òàêèõ ãðóïï, â êîòîðûõ êëàññ ñêðó÷åííîé ñî-

ïðÿæåííîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé äëÿ ëþáîãî

âíóòðåííåãî àâòîìîðôèçìà ϕ. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü G = 〈M〉 � ãðóïïà ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì M . Äëÿ ýëåìåíòà

g ∈ G ñèìâîëîì

lM(g) = min
{
k | g = hε11 h

ε2
2 . . . h

εk
k , h1, h2, . . . , hk ∈M, ε1, ε2, . . . , εk ∈ {±1}

}
îáîçíà÷àåòñÿ äëèíà ýëåìåíòà g ïî îòíîøåíèþ ê ïîðîæäàþùåìó ìíîæå-

ñòâó M . Ñèìâîëîì

widM(G) = sup
{
lM(g) | g ∈ G

}
â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷àåòñÿ øèðèíà ãðóïïû G ïî îòíîøåíèþ ê ïîðîæäàþ-

ùåìó ìíîæåñòâó M . Ïóñòü w � íåêîòîðûé ýëåìåíò ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn ñî

ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè x1, x2, . . . , xn. Äëÿ ýëåìåíòîâ g1, g2, . . . , gn ∈ G

ñèìâîëîì w(g1, g2 . . . , gn) îáîçíà÷àåòñÿ ýëåìåíò ãðóïïû G, ïîëó÷åííûé çà-

ìåíîé â ñëîâå w, ýëåìåíòà x1 íà g1, x2 íà g2, è òàê äàëåå. Ñèìâîëîì

w(G) = 〈w(g1, g2, . . . , gn) | g1, g2, . . . , gn ∈ G〉

îáîçíà÷àåòñÿ âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî ñëîâà w ∈ Fn.

Åñëè H = w(G) � âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñ ïîðîæäàþùèì ìíî-

æåñòâîì M = {w(g1, g2, . . . , gn) | g1, g2, . . . , gn ∈ G}, òî ñèìâîëû lw(g) (äëÿ

g ∈ H), widw(H) îáîçíà÷àþò

lw(g) = lM(g), widw(H) = widM(H).

Äëÿ ñâîáîäíîé ãðóïïû F∞ ñî ñ÷åòíûì ÷èñëîì ïîðîæäàþùèõ x1, x2, . . .

è öåëîãî ÷èñëà k ≥ 2 îáîçíà÷èì ÷åðåç γk ñëåäóþùèé ýëåìåíò èç F∞, îïðå-

äåëåííûé èíäóêòèâíî

γ2 = [x2, x1], γk+1 = [xk+1, γk].
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Èç îïðåäåëåíèÿ íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà âèäíî, ÷òî k-é ÷ëåí íèæíåãî

öåíòðàëüíîãî ðÿäà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ âåðáàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G îò-

íîñèòåëüíî ñëîâà γk. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î øèðèíå k-ãî ÷ëåíà íèæíåãî

öåíòðàëüíîãî ðÿäà ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî ñëîâà γk ñëåäóåò èç òåîðåìû 58.

Ñëåäñòâèå 18. Ïóñòü G � òàêàÿ ãðóïïà ñ n ïîðîæäàþùèìè, ÷òî êëàññ

ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]g ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G äëÿ ëþáîãî ýëå-

ìåíòà g èç G. Òîãäà

1. widγ2(γ2(G)) ≤ n− 1,

2. widγk(γk(G)) ≤ nk−2(n− 1)/2 äëÿ k ≥ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïåðâîãî ïóíêòà òåîðåìû 58 ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ýëå-

ìåíò êîììóòàíòà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íå áîëåå ÷åì n − 1

êîììóòàòîðîâ, ò. å. ÷òî widγ2(γ2(G)) ≤ n− 1.

Èç âòîðîãî ïóíêòà òåîðåìû 58 ñëåäóåò, ÷òî

γ3(G) =
∏
i,j

[e][xi,xj ], (8.9)

ãäå x1, x2, . . . , xn � ïîðîæäàþùèå ãðóïïû G, èíäåêñ i ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò

1 äî n, è èíäåêñ j ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî n − 1. Ò. ê. [e][xi,xi] = e è

[e][xi,xj ] = [e][xi,xj ]−1 = [e][xj ,xi], ðàâåíñòâî (8.9) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

γ3(G) =
∏

i=1,2,...,n
j=1,2,...,n−1

i>j

[e][xi,xj ]. (8.10)

Ñëåäîâàòåëüíî, øèðèíà widγ3(γ3(G)) íå ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâà ìíîæèòå-

ëåé â ïðîèçâåäåíèè (8.10), ò. å. widγ3(γ3(G)) ≤ n(n − 1)/2. Èç ðàâåíñòâà

(8.10) è âòîðîãî ïóíêòà òåîðåìû 58 ñëåäóåò, widγk(γk(G)) ≤ nk−2(n − 1)/2

äëÿ k ≥ 3 (ò. ê. âî âòîðîì ïóíêòå òåîðåìû 58 ÷èñëî ìíîæèòåëåé, íà êîòî-

ðîå ðàñïàäàåòñÿ γk+1 ðîâíî â n ðàç áîëüøå ÷èñëà ìíîæèòåëåé, íà êîòîðîå

ðàñïàäàåòñÿ γk). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ãðóïïà G(p, n) èç ïðèìåðà 43 íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé ãðóïïîé ñòó-

ïåíè 2 ïðè n ≥ 4, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ x, y, z ãðóïïû
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G(p, n) âûïîëíåíî [x, y] 6= e, [[x, y], z] 6= e, à çíà÷èò widγ2(γ2(G(p, n))) ≥ 1,

widγ3(γ3(G(p, n))) ≥ 1. Ò. ê. êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]g ÿâëÿåò-

ñÿ ïîäãðóïïîé â G(p, n) äëÿ ëþáîãî g ∈ G(p, n), ê ãðóïïå G(p, n) ìîæíî

ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 18, òàêèì îáðàçîì, widγ2(γ2(G(p, n))) ≤ 2 − 1 = 1,

widγ3(γ3(G(p, n))) ≤ 2(2 − 1)/2 = 1. Èç ïðèâåäåííûõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò,

÷òî

widγ2(γ2(G(p, n))) = 1, widγ3(γ3(G(p, n))) = 1,

è îöåíêè äëÿ widγ2(γ2(G)), widγ3(γ3(G)) èç ñëåäñòâèÿ 18 íå ìîãóò áûòü óëó÷-

øåíû.

Åñëè ãðóïïà G â ñëåäñòâèè 18 ðàçðåøèìà ñòóïåíè 2, òî âåðõíèå îöåíêè

èç ñëåäñòâèÿ 18 ìîãóò áûòü ñóùåñòâåííî óñèëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðåäëîæåíèå 22. Ïóñòü G � òàêàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà ñòóïåíè 2 ñ

n ïîðîæäàþùèìè, ÷òî êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]g ÿâëÿåòñÿ

ïîäãðóïïîé â G äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g èç G. Òîãäà äëÿ k ≥ 1 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

widγk+2
(γk+2(G)) ≤ n(n− 1)

2

n+ k − 2

k − 1

 ,

ãäå

n+ k − 2

k − 1

 îáîçíà÷àåò ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçìåñòèòü k − 1 íåðàçëè÷è-

ìûõ øàðîâ â n+ k − 2 ðàçëè÷èìûõ êîðçèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò. ê. ãðóïïà G ðàçðåøèìà ñòóïåíè 2, äëÿ ëþáûõ ýëå-

ìåíòîâ y1, y2, . . . , ym (m ≥ 3) ãðóïïû G è ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ ìíîæåñòâà

{3, 4, . . . ,m} ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

[y1, y2, y3, . . . , yn] = [y1, y2, yσ(3), · · · , yσ(n)], (8.11)

ãäå [y1, y2, y3, . . . , yn] = [[. . . [[y1, y2], y3], . . . ], yn]. Â ñèëó òåîðåìû 58 ïîäãðóï-

ïà γk+2(G) ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå

γk+2(G) =
∏

i,j,i3,...,ik+1

[e][xi,xj ,xi3 ,...,xik+1
], (8.12)
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ãäå x1, x2, . . . , xn � ïîðîæäàþùèå ãðóïïû G, i = 1, 2, . . . , n − 1,

j, i3, i4, . . . , ik+1 = 1, 2, . . . , n, è øèðèíà widγk+2
(γk+2(G)) íå ïðåâîñõîäèò

êîëè÷åñòâà ðàçëè÷íûõ ìíîæèòåëåé â ïðîèçâåäåíèè (8.12). Èç ôîðìóëû

(8.11) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæèòåëü [e][xi,xj ,xi3 ,...,xik+1
] çàâèñèò ëèøü îò xi, xj äëÿ

i = 1, 2, . . . , n − 1, j = 1, 2, . . . , n äëÿ i > j (n(n − 1)/2 âàðèàíòîâ) è êî-

ëè÷åñòâà ðàç, êîòîðûé êàæäûé èç ïîðîæäàþùèõ xi (i = 1, 2, . . . , n) (n ðàç-

ëè÷èìûõ êîðçèí) âñòðå÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xi3, xi4, . . . , xik+1
(k − 1

íåðàçëè÷èìûõ øàðîâ). Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìíîæèòåëåé â ïðî-

èçâåäåíèè (8.12) ðàâíî ÷èñëó

n(n− 1)

2

n+ k − 2

k − 1

 ,

ñëåäîâàòåëüíî, øèðèíà widγk+2
(γk+2(G)) íå ïðåâîñõîäèò ýòîãî ÷èñëà. �

ÃðóïïàG(p, n) èç ïðèìåðà 43 ÿâëÿåòñÿ òàêîé ðàçðåøèìîé ãðóïïîé ñòó-

ïåíè 2, ÷òî êëàññ [e]g ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé G(p, n) äëÿ ëþáîãî g ∈ G(p, n).

Ïðèìåíÿÿ ê ãðóïïå G(p, n) ïðåäëîæåíèå 22, èìååì íåðàâåíñòâî

widγ3(γ3(G(p, n))) ≤ 2(2− 1)

2

1

0

 = 1.

Ò. ê. ïðè n ≥ 5 ãðóïïàG(p, n) íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé ñòóïåíè 3, øèðèíà

widγ3(γ3(G(p, n))) îòëè÷íà îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, widγ3(γ3(G(p, n))) = 1 è

âåðõíÿÿ îöåíêà íà widγ3(γ3(G)) èç ïðåäëîæåíèÿ 22 íå ìîæåò áûòü óëó÷øåíà.

Äðóãîå óëó÷øåíèå âåðõíèõ îöåíîê øèðèíû widγk(γk(G)) ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíî â ñëó÷àå, êîãäà γs(G) = γs+1(G) äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà s.

Ïðåäëîæåíèå 23. Ïóñòü G � òàêàÿ ãðóïïà ñ n ïîðîæäàþùèìè, ÷òî

êëàññ [e]g ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g èç G. Åñëè äëÿ

íåêîòîðîãî s ≥ 2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî γs(G) = γs+1(G), òî äëÿ íåêîòî-

ðîãî íîìåðà N ≤ ns−1(n − 1) ñóùåñòâóåò N òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{g1i}i, {g2i}i, . . . , {gNi}i ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, ÷òî g11, g21, . . . , gN1 ∈ γs(G)
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è äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

γs(G) = [e][g11,...,g1j ][e][g21,...,g2j ] . . . [e][gN1,...,gNj ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 58 ñëåäóåò, ÷òî â γs−1(G) ñóùåñòâóþò òàêèå

ýëåìåíòû h1, h2, . . . , hr (r ≤ ns−2(n− 1)), ÷òî γs(G) = [e]h1[e]h2 . . . [e]hr . Îáî-

çíà÷èâ ÷åðåç, pij = [xi, hj] (i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , r), ãäå x1, x2, . . . , xn

� ïîðîæäàþùèå ãðóïïû G, ïî òåîðåìå 58(2) èìååì ðàâåíñòâî

γs+1(G) =
∏
i,j

[e]pij .

Ïóñòü N = nr ≤ ns−1(n− 1) è

{g11, g21, . . . , gN1} = {pij | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r}

(ýòî ïðîñòî ïåðåîáîçíà÷åíèå âñåõ ýëåìåíòîâ pij (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r) ÷åðåç

gm,1(1 ≤ m ≤ N = nr)). Òàêèì îáðàçîì, èìååì ðàâåíñòâî

γs+1(G) =
N∏
i=1

[e]gi1.

Âñå ýëåìåíòû g11, g21, . . . , gN1 ëåæàò â γs(G).

Â ñèëó ðàâåíñòâà γs(G) = γs+1(G) çàêëþ÷àåì, ÷òî ýëåìåíò g11 ëå-

æèò â γs+1(G) =
∏N

i=1[e]gi1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû

q1, q2, . . . , qN , ÷òî g11 =
∏N

i=1[gi1, qi]. Òîãäà èç ëåììû 37 ñëåäóåò, ÷òî

[e]g11 ≤
N∏
i=1

[e][gi1,qi] ≤ [e][g11,q1]

N∏
i=2

[e]gi1.

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç g12 = q1, ïðèõîäèì ê âêëþ÷åíèþ [e]g11 ≤ [e][g11,g12]

∏N
i=2[e]gi1.

Ñëåäîâàòåëüíî, γs(G) = γs+1(G) = [e][g11,g12]

∏N
i=2[e]gi1. Ïðîäåëûâàÿ àíàëî-

ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñ ýëåìåíòîì g21 âìåñòî ýëåìåíòà g11, ïðèõîäèì ê âû-

âîäó, ÷òî γs(G) = [e][g11,g12][e][g21,g22]

∏N
i=3[e]gi1. Ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàñ-

ñóæäåíèÿ äëÿ âñåõ gi1(i = 1, 2, . . . , N), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

γs(G) =
N∏
i=1

[e][gi1,gi2].
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Ïðîäåëûâàÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ j ðàç ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

γs(G) =
N∏
i=1

[e][gi1,gi2,...,gij ]

äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ git(1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ t ≤ j). �

Èç ïðåäëîæåíèÿ 23 âûòåêàþò ñëåäóþùèå îöåíêè íà øèðèíó ÷ëåíîâ

íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà.

Ñëåäñòâèå 19. Ïóñòü G � òàêàÿ ãðóïïà ñ n ïîðîæäàþùèìè, ÷òî êëàññ

ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà [e]g ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóï-

ïîé â G äëÿ ëþáîãî g ∈ G. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî s ≥ 2 ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî γs(G) = γs+1(G), òî widγk(γk(G)) ≤ ns−1(n− 1) äëÿ âñåõ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 18, äëÿ k ≤ s+1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

widγk(γk(G)) ≤ nk−1 − nk−2 ≤ ns − ns−1, ò. å. äëÿ k ≤ s + 1 óòâåðæäåíèå

ñïðàâåäëèâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 23 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ k > s + 1 ñïðàâåäëèâà

îöåíêà widγk(γk(G)) = widγk(γs(G)) ≤ N ≤ ns−1(n− 1). �

Îòìåòèì, ÷òî âåðõíÿÿ îöåíêà íà øèðèíó widγk(γk(G)) â ñëåäñòâèè 19

íå çàâèñèò îò k, ò. å. ìíîæåñòâî çíà÷åíèÿ {widγk(γk(G)) | k ≥ 2} îãðàíè÷å-

íî. Â òî æå âðåìÿ âåðõíèÿ îöåíêà íà øèðèíó widγk(γk(G)), ïîëó÷åííàÿ â

ñëåäñòâèè 18, ðàñòåò ñ ðîñòîì k.

8.3. Ñòðîåíèå ãðóïïû

Â äàííîì ðàçäåëå óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû,

êàñàþùèåñÿ ãèïîòåçû 2. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíî óñèëåíèå òåîðåìû 13.

Èç ëåìì 34, 35, 39 ñëåäóåò, ÷òî åñëè G � òàêàÿ ãðóïïà, ÷òî êëàññ

ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]g åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé

â G äëÿ âñåõ g ∈ G, à g1, g2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ãðóïïû G,

òî öåïî÷êà ïîäãðóïï

[e]g1 ≥ [e][g1,g2] ≥ [e][g1,g2,g3] ≥ . . .
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ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî óáûâàþùåé öåïî÷êîé íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G, åñ-

ëè êàæäûé èç ÷ëåíîâ ýòîé öåïî÷êè íåòðèâèàëåí. Ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà î

ñòðîåíèè ãðóïïû ∩k[e][g1,...,gk] ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ñëàáûì àíàëîãîì ãèïîòå-

çû 2.

Ãèïîòåçà 3. Ïóñòü G � òàêàÿ ãðóïïà, ÷òî êëàññ [e]g ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé

â G äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g èç G. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå ∩k[e][g1,...,gk] òðèâèàëüíî

äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ g1, g2, . . . èç G.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî åñëè ãèïîòåçà 3 âåðíà, òî

íèæíèé öåíòðàëüíûé ðÿä ãðóïïû G ñòðîãî óáûâàåò.

Òåîðåìà 59. Ïóñòü G � òàêàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà, ÷òî êëàññ

ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà [e]g ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóï-

ïîé â G äëÿ ëþáîãî g èç G. Åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè g1, g2, . . .

ýëåìåíòîâ èç G ïåðåñå÷åíèå ∩k[e][g1,...,gk] òðèâèàëüíî, òî ëèáî γk(G) = e,

ëèáî γk(G) 6= γk+1(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî γk(G) = γk+1(G) äëÿ íåêîòîðîãî k, è äî-

êàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå γk(G) = e. Èç ïðåäëîæåíèÿ 23 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ gij (i = 1, 2, . . . , N, j = 1, 2, . . . ) ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî

γk(G) = [e][g11,...,g1j ][e][g21,...,g2j ] . . . [e][gN1,...,gNj ].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â γk(G) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a îòëè÷íûé îò e. Â ñèëó òîãî

ôàêòà, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ∩j[e][g11,...,g1j ] òðèâèàëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé äîñòà-

òî÷íî áîëüøîé èíäåêñ j1, ÷òî ýëåìåíò a íå ïðèíàäëåæèò êëàññó [e][g11,...,g1j1 ].

Ò. ê. ïî ëåììå 36 êëàññ [e][g11,...,g1j1 ] ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â ãðóï-

ïå G, ðàññìîòðèì åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì

ϕ1 : G→ H = G/[e][g11,...,g1j1 ].

Èç òîãî ôàêòà, ÷òî ýëåìåíò a íå ëåæèò â [e][g11,...,g1j1 ], è ëåììû 38 ñëåäóåò,

÷òî

e 6= ϕ1(a) ∈ ϕ1(γk(G)) ≤ [e][ϕ1(g21),...,ϕ1(g2j)] . . . [e][ϕ1(gN1),...,ϕ1(gNj)]
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äëÿ âñåõ j > j1. Èñïîëüçóÿ àíàëîãè÷íûé àðãóìåíò, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî j2 > j1 ñóùåñòâóåò òàêîé åñòåñòâåííûé ãîìîìîð-

ôèçì

ϕ2 : H → H/[e][ϕ1(g21),...,ϕ1(g2j2)],

÷òî e 6= ϕ2ϕ1(a) ∈ ϕ2ϕ1(γk(G)) è

ϕ2ϕ1(γk(G)) ≤ [e][ϕ2ϕ1(g31),...,ϕ2ϕ1(g3j)] . . . [ϕ2ϕ1(e)][ϕ2ϕ1(gN1),...,ϕ2ϕ1(gNj)]

äëÿ j > j2 > j1. Ïðîäåëûâàÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ N−1 ðàç, ïðèõîäèì

ê âûâîäó, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì ϕ = ϕN−1ϕN−2 . . . ϕ1 èç G â

G/H äëÿ íåêîòîðîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû H, ÷òî

e 6= ϕ(a) ∈ ϕ(γk(G)) ≤ [e][ϕ(gN1),...,ϕ(gNj)]

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ èíäåêñîâ j. Èç ðàâåíñòâà ∩k[e][gN1,...,gNk] = e ñëåäóåò,

÷òî ϕ(a) = e, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ýëåìåíòà a. Òàêèì îáðàçîì, åñëè

γk(G) = γk+1(G), òî γk(G) íå ñîäåðæèò íååäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. �

Îòìåòèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ãèïîòåçó 2 âëå÷åò ïîëîæèòåëü-

íûé îòâåò íà ãèïîòåçó 3. Èç òåîðåìû 59 ñëåäóåò, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé îòâåò

íà ãèïîòåçó 3 äàåò íåêîòîðóþ íàäåæäó íà òî, ÷òî ãèïîòåçà 2 ìîæåò áûòü

ðåøåíà ïîëîæèòåëüíî. Ïðè ýòîì ãèïîòåçà 3 ïðîùå ò. ê. óòâåðæäåíèå ãèïî-

òåçû 3 ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïîäãðóïïû ãðóïïû G î÷åíü ÷àñòíîãî âèäà.

Ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 59 îáîùàåò òåîðåìó 13.

Ñëåäñòâèå 20. Ïóñòü G � òàêàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà, ÷òî

êëàññ êðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà [e]g ÿâëÿåòñÿ ïîä-

ãðóïïîé â G äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g èç G. Åñëè G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Min-n, òî G íèëüïîòåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ Min-n ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ýëåìåíòîâ g1, g2, . . . ãðóïïû G ïåðåñå÷åíèå ïîäãðóïï ∩k[e][g1,...,gk] òðè-

âèàëüíî. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà k ñïðàâåäëèâî γk(G) = γk+1(G), òî ïî

òåîðåìå 59 èìååì ðàâåíñòâî γk(G) = e, ò. å. ãðóïïà G íèëüïîòåíòíà. Åñëè
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γk+1(G) 6= γk(G) äëÿ âñåõ k, íèæíèé öåíòðàëüíûé ðÿä γ1(G) ≥ γ2(G) ≥ . . .

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî óáûâàþùåé öåïî÷êîé íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï. Â ñèëó óñëî-

âèÿ Min-n ýòîò ðÿä îáðûâàåòñÿ íà òðèâèàëüíîé ïîäãðóïïå, ò. å. γk(G) = e

äëÿ íåêîòîðîãî k. �

Îòìåòèì, ÷òî ñëåäñòâèå 20 óñèëèâàåò òåîðåìó 13: óñëîâèå Max-n èç

òåîðåìû 13 çàìåíåíî áîëåå ñëàáûì óñëîâèåì î òîì, ÷òî ãðóïïû G êîíå÷íî

ïîðîæäåíà.

8.4. Ðàñøèðåíèÿ àáåëåâûõ ãðóïï ïðè ïîìîùè öèêëè÷åñêèõ ãðóïï

Ãèïîòåçà 1 ãîâîðèò, î òîì, ÷òî åñëè â ãðóïïå G êëàññ ñêðó÷åííîé ñî-

ïðÿæåííîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé äëÿ ëþáîãî àâ-

òîìîðôèçìà ϕ, òî ãðóïïà G íèëüïîòåíòíà. Åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî

ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1 ãèïîòåçà âåðíà. Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðåí ñëó-

÷àé, êîãäà G � ðàñøèðåíèå êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû ïðè ïîìîùè êîíå÷-

íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû, è ïîñòðîåíû õîðîøèå âåðõíèå îöåíêè íà ñòóïåíü

íèëüïîòåíòíîñòè òàêèõ ãðóïï.

Ïóñòü ãðóïïà H äåéñòâóåò íà ãðóïïå A, ò. å. ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì

èç ãðóïïû H â ãðóïïó Aut(A), êîòîðûé îòîáðàæàåò ýëåìåíò h ãðóïïû H

â íåêîòîðûé àâòîìîðôèçì ĥ : a 7→ ah ãðóïïû A. Îòîáðàæåíèå d : H → A

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì (èëè ñêðåùåííûì ãîìîìîðôèçìîì), åñëè

äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ h1, h2 ãðóïïû H ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

d(h1h2) = d(h1)d(h2)
h1. (8.13)

Ìíîæåñòâî âñåõ äèôôåðåíöèðîâàíèé H → A îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

Der(H,A).

Ïóñòü H = Zn = 〈t〉 � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n, à A � àáåëåâà

ãðóïïà (ñ àääèòèâíî çàïèñàííîé îïåðàöèåé). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ àâòîìîð-

ôèçì ãðóïïû A, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó a 7→ at äëÿ a ∈ A. Èç ðàâåíñòâà
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(8.13) ñëåäóåò, ÷òî åñëè d � òàêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå èçH â A, ÷òî d(t) = a,

òî

d(tk) = (id+ ψ + ψ2 + · · ·+ ψk−1)a (8.14)

äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ èç Zn = 〈t〉 â A äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ëèøü çíà÷åíèå

d(t) = a íà ïîðîæäàþùåì ýëåìåíòå t ãðóïïû Zn. Îòîáðàæåíèå d(t) = a ìî-

æåò áûòü ïðîäîëæåíî äî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Zn = 〈t〉 → A òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

0 = d(e) = d(tn) = (id+ ψ + ψ2 + · · ·+ ψn−1)a. (8.15)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà b èç A îòîáðàæåíèå d(t) = (id− ψ)b ìî-

æåò áûòü ïðîäîëæåíî äî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èç Der(Zn, A). Äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ òàêîãî âèäà íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè [5, ãëà-

âû II, III].

Äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p > 2 ïóñòü G � êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà, A � íîðìàëü-

íàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ãðóïïû G, è H = G/A. Äëÿ ýëåìåíòà g ãðóïïû G

îáîçíà÷èì ÷åðå g = gA îáðàç ýëåìåíòà g îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ãî-

ìîìîðôèçìà G → H. Åñëè d ∈ Der(H,A), òî îòîáðàæåíèå ϕd èç G â G,

îïðåäåëåííîå ïðàâèëîì

ϕd : g 7→ d(g)g

ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû G [77, òåîðåìà 2].

Äëÿ êîíå÷íîé àáåëåâîé p-ãðóïïû A è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k îáîçíà÷èì

÷åðåç Ωk(A) = {a ∈ A | apk = e}.
Ëåììà 40. Ïóñòü p > 2 � ïðîñòîå ÷èñëî, A � êîíå÷íàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà,

è G � ðàñøèðåíèå ãðóïïû A ïðè ïîìîùè öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Zpn = 〈t〉.

Åñëè êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóï-

ïå G äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà ϕ ãðóïïû G, òî äëÿ ëþáîãî a ∈ Ω1(A)

îòîáðàæåíèå d(t) = a ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

d ∈ Der(Zpn, A).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ àâòîìîðôèçì ãðóïïû A, äåéñòâóþ-

ùèé ïî ïðàâèëó ψ : a 7→ at. Â ñèëó òîãî ôàêòà, ÷òî ψp
n

= id, ïîðÿäîê

àâòîìîðôèçìà ψ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà p. Èñïîëüçóÿ àääèòèâ-

íóþ ôîðìó çàïèñè äëÿ îïåðàöèè â àáåëåâîé ãðóïïå A, ñîãëàñíî ðàâåíñòâó

(8.15) îòîáðàæåíèå d(t) = a ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ d : Zpn → A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(id+ ψ + · · ·+ ψp
n−1)a = 0. (8.16)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ëåììó, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ Ω1(A) ðàâåíñòâî (8.16) âûïîëíÿåòñÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç c ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû A, è ïóñòü

b = (id− ψ)c.

Îòîáðàæåíèå d(t) = b ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî (ãëàâíîãî) äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ d : Zpn → A. Òîãäà îòîáðàæåíèå ϕ : g 7→ d(g)g èç G â G ÿâëÿåòñÿ

àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû G. Èç óñëîâèé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî êëàññ ñêðó÷åí-

íîé ñîïðÿæåííîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóïïå

G. Ýòà ïîäãðóïïà ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ âèäà gϕ(g)−1 = d(g)−1, â ÷àñòíîñòè

[e]ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â A. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé

â G ñëåäóåò, ÷òî [e]ϕ = [e]−1
ϕ = d(Zpn). Èç ðàâåíñòâà (8.14) ñëåäóåò, ÷òî [e]ϕ

ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà

(id+ ψ + · · ·+ ψk)b

äëÿ k = 1, 2, . . . , pn. Ò. ê. ïî ëåììå 36 êëàññ [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîä-

ãðóïïîé â G, à àâòîìîðôèçì ψ ãðóïïû A çàäàåòñÿ êàê ñîïðÿæåíèå ýëåìåí-

òîì t, àâòîìîðôèçì ψ ãðóïïû A ïåðåâîäèò [e]ϕ â ñåáÿ. Èç ýòîãî ôàêòà è

òîãî ôàêòà, ÷òî ýëåìåíò b ëåæèò â [e]ϕ, ñëåäóåò, ÷òî âñå ýëåìåíòû ψk(b) äëÿ

k = 1, 2, . . . , pn ëåæàò â [e]ϕ. Ò. ê. ïîðÿäîê ãðóïïû [e]ϕ = d(Zpn) íå ïðåâîñ-

õîäèò pn, è âñå ýëåìåíòû ψk(b) (k = 1, 2, . . . , pn) îòëè÷íû îò åäèíèöû, âñå
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ýëåìåíòû ψk(b) (k = 1, 2, . . . , pn) íå ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè, ñëåäîâàòåëüíî,

äëÿ íåêîòîðûõ 0 ≤ r 6= s ≤ pn−1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ψr(b) = ψs(b), ò. å.

ψk(b) = b äëÿ íåêîòîðîãî 0 < k = r− s ≤ pn− 1. Ò. ê. ïîðÿäîê àâòîìîðôèç-

ìà ψ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà p, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k � òàêæå

ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p, ò. å. äëÿ íåêîòîðîãî 0 ≤ l ≤ n−1 ñïðàâåäëèâî ðà-

âåíñòâî ψp
l

(b) = b. Äåéñòâóÿ íà ýòî ðàâåíñòâî àâòîìîðôèçìîì ψp
l(pn−l−1−1),

ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó ψp
n−1

(b) = b äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ âèëà b = (id−ψ)c, ãäå

c � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç A. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà c èìååì

ðàâåíñòâî ψp
n−1

(id− ψ) = (id− ψ), êîòîðîå âëå÷åò ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

ψp
n−1+1 = ψp

n−1
+ ψ − id.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà, èñïîëüçóÿ íåñëîæíóþ èíäóêöèþ ïî ïàðå (r, s) (â ëåêñè-

êîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå), ëåãî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ âñåõ r = 0, 1, . . . , p − 1,

s = 0, 1, . . . , pn−1 − 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ψrp
n−1+s = r(ψp

n−1 − id) + ψs.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà èìååì ðàâåíñòâî

id+ ψ + · · ·+ ψp
n−1 = (id+ ψ + · · ·+ ψp

n−1−1)

p−1∑
r=0

ψrp
n−1

= (id+ ψ + · · ·+ ψp
n−1−1)

p−1∑
r=0

r(ψp
n−1 − id)

= (id+ ψ + · · ·+ ψp
n−1−1)(ψp

n−1 − id)
p(p− 1)

2
,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî (id + ψ + · · · + ψp
n−1)a = 0 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà

a ∈ A ïîðÿäêà p (ò. å. äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ Ω1(A)). Òàêèì îáðàçîì,

îòîáðàæåíèå d(t) = a ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èç

Der(Zpn, A). �

Ëåììà 41. Ïóñòü p > 2 � ïðîñòîå ÷èñëî, A � êîíå÷íàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà,

è G � ðàñøèðåíèå ãðóïïû A ïðè ïîìîùè öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Zpn = 〈t〉.
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Åñëè êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ

ïîäãðóïïîé â G äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà ϕ ãðóïïû G, òî at = a äëÿ âñåõ

a ∈ Ω1(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ àâòîìîðôèçì ãðóïïû A, äåéñòâóþ-

ùèé ïî ïðàâèëó ψ : a 7→ at äëÿ a ∈ A. Ò. ê. ψpn = id, ïîðÿäîê àâòîìîðôèçìà

ψ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà p. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a ïðîèçâîëüíûé

ýëåìåíò èç Ω1(A). Â ñèëó ëåììû 40, îòîáðàæåíèå d(t) = a ìîæåò áûòü ïðî-

äîëæåíî äî äèôôèðåíöèðîâàíèÿ H → A. Ýòî äèôôåðåíöèðîâàíèå îïðåäå-

ëÿåò àâòîìîðôèçì ϕ ãðóïïû G, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó ϕ : g 7→ d(g)g äëÿ

g ∈ G. Â ñèëó óñëîâèé ëåììû, êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè åäèíè÷íîãî

ýëåìåíòà [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóïïå G. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó

ëåììû 40, ýòà ïîäãðóïïà ñîâïàäàåò ñ d(Zpn) è ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ âèäà

d(tk) = (id+ ψ + · · ·+ ψk−1)a (8.17)

äëÿ k = 1, 2, . . . , pn. Ñëåäóÿ ðàññóæäåíèÿì äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 40, ïðè-

õîäèì ê âûâîäó, ÷òî ψp
m

(a) = a äëÿ íåêîòîðîãî 0 ≤ m ≤ n − 1. Åñëè

m = 0, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ψ(a) 6= a, è ïóñòü m 6= 0 �

ìèíèìàëüíîå òàêîå m, ÷òî ψp
m

(a) = a.

Äîïóñòèì, ÷òî (id + ψ + · · · + ψp
m−1)a = 0. Â ýòîì ñëó÷àå, â ñèëó

ðàâåíñòâà (8.17) ãðóïïà [e]ϕ = d(Zpn) ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ âèäà

(id+ ψ + · · ·+ ψk−1)a

äëÿ k = 1, 2, . . . , pm, ò. å. ýòà ãðóïïà ñîäåðæèò ëèøü pm ýëåìåíòîâ. Ãðóïïà

[e]ϕ ñîäåðæèò ýëåìåíò a, è àâòîìîðôèçì ψ ïåðåâîäèò [e]ϕ â ñåáÿ. Ñëåäîâà-

òåëüíî ψr(a) ëåæèò â d(Zpn) äëÿ âñåõ r = 1, 2, . . . , pm. Ò. ê. d(Zpn) ñîäåð-

æèò âñåãî pm, è âñå ýëåìåíòû ψr(a)(r = 1, 2, . . . , pm) îòëè÷íû îò åäèíè÷-

íîãî, ñóùåñòâóåò ïàðà ÷èñåë 0 ≤ r 6= s < pm, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó

ψr(a) = ψs(a), ò. å. ψk(a) = a äëÿ íåêîòîðîãî 0 < k = r− s < pm. Ò. ê. ïîðÿ-

äîê àâòîìîðôèçìà ψ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà p, ìîæíî ñ÷èòàòü,
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÷òî k ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà p, ò. å. ψp
l

(a) = a äëÿ íåêîòîðî-

ãî 0 < l < m, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó ôàêòó, ÷òî m � ýòî ìèíèìàëüíîå

÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþøåå ðàâåíñòâó ψp
m

(a) = a. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî

(id+ ψ + · · ·+ ψp
m−1)a = 0 íåâîçìîæíî, ò. å. (id+ ψ + · · ·+ ψp

m−1)a 6= 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç b = (id+ψ+ · · ·+ψp
m−1)a 6= 0, è ÷åðåç H ïîäãðóïïó

â A, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòîì b. Èç ðàâåíñòâà ψp
m

(a) = a ñëåäóåò, ÷òî

(id+ ψ + · · ·+ ψrp
m−1)a = r(id+ ψ + · · ·+ ψp

m−1)a,

äëÿ âñåõ r = 1, . . . , pn−m. Èç ýòîãî ôàêòà ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ

ïîäãðóïïîé â ãðóïïå [e]ϕ. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ ýëåìåíòà

b = (id+ ψ + · · ·+ ψp
m−1)a

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ψ(b) = b, ñëåäóåò, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîä-

ãðóïïîé â G, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò ýëåìåíòà a. Ôàêòîðãðóïïà [e]ϕ/H ñîñòîèò

èç ýëåìåíòîâ âèäà

(id+ ψ + · · ·+ ψk−1)a+H

äëÿ k = 1, . . . , pm. Ýòà ãðóïïà ñîäåðæèò ýëåìåíò a+H, è

ψ([e]ϕ/H) = [e]ϕ/H.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ r = 0, 1, . . . , pm − 1 ýëåìåíò ψr(a) + H ëåæèò â

ãðóïïå [e]ϕ/H. Ò. ê. ãðóïïà [e]ϕ/H ñîäåðæèò íå áîëåå pm ýëåìåíòîâ, è âñå

ýëåìåíòû ψr(a) + H (äëÿ r = 1, 2, . . . , pm) îòëè÷íû îò åäèíè÷íîãî, ñóùå-

ñòâóåò ïàðà òàêèõ ÷èñåë 0 ≤ r 6= s < pm, ÷òî ψr(a) + H = ψs(a) + H, ò. å.

ψk(a) + H = a + H äëÿ íåêîòîðîãî 0 < k = r − s ≤ pm − 1. Ò. ê. ïîðÿ-

äîê àâòîìîðôèçìà ψ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà p, ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî k = pl äëÿ íåêîòîðîãî 0 ≤ l ≤ m − 1. Òàêèì îáðàçëì, èç ðàâåíñòâà

ψk(a) + H = a + H ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî r ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ψp
l

(a) = a+ r(id+ψ+ · · ·+ψp
m−1)a. Ò. ê. àâòîìîðôèçì ψ äåéñòâóåò òîæäå-

ñòâåííî íà ýëåìåíòå (id+ψ+· · ·+ψpm−1)a, äëÿ âñåõ s ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
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ψsp
l

(a) = a+sr(id+ψ+ · · ·+ψp
m−1)a. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

ψp
l

(a) = a+ r(id+ ψ + · · ·+ ψp
m−1)a

= a+ r(id+ ψ + · · ·+ ψp
l−1)

pm−l−1∑
s=0

ψsp
l

 a

= a+ r(id+ ψ + · · ·+ ψp
l−1)

pm−l−1∑
s=0

(a+ sr(id+ ψ + · · ·+ ψp
m−1)a)

= a+ r(id+ ψ + · · ·+ ψp
l−1)pm−la

+ r(id+ ψ + · · ·+ ψp
l−1)(id+ ψ + · · ·+ ψp

m−1)
pm−l(pm−l − 1)

2
a = a,

êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò òîìó ôàêòó, ÷òî m � ìèíèìàëüíîå òàêîå ÷èñëî, ÷òî

ψp
m

(a) = a. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò ψ(a) äîëæåí áûòü ðàâåí a. �

Ñëåäñòâèå 21. Ïóñòü p > 2 � ïðîñòîå ÷èñëî, A � êîíå÷íàÿ àáåëåâà p-

ãðóïïà, G � ðàñøèðåíèå A ïðè ïîìîùè öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Zpn = 〈t〉. Åñëè

êëàññ [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà ϕ, òî at =

aθ(a), ãäå θ � òàêîé ãîìîìîðôèçì èç A â Ωn(A), ÷òî θ(Ωk(A)) ≤ Ωk−1(A)

äëÿ âñåõ k ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ àâòîìîðôèçì ãðóïïû A, äåéñòâó-

þùèé ïî ïðàâèëó ψ : a 7→ at äëÿ a ∈ A. Ïóñòü b � ïðîèçâîëüíûé ýëå-

ìåíò ãðóïïû A, è ïóñòü a = (id − ψ)b. Îòîáðàæåíèå d(t) = a ìîæåò áûòü

ïðîäîëæåíî äî (ãëàâíîãî) äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èç Der(Zpn, A) è îòîáðàæå-

íèå ϕ : g 7→ d(g)g îïðåäåëÿåò àâòîìîðôèçì ãðóïïû G. Â ñèëó óñëîâèé

ñëåäñòâèÿ, êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà [e]ϕ ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóïïå G. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 40, ýòà

ïîäãðóïïà ñîâïàäàåò ñ d(Zpn), è ñîäåðæèò ýëåìåíò a. Ò. ê. ïîðÿäîê ãðóïïû

[e]ϕ = d(Zpn) íå ïðåâîñõîäèò pn, ïîðÿäîê ýëåìåíòà a òàêæå íå ïðåâîñõîäèò

pn, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà b ∈ A ýëåìåíò (id − ψ)b ëåæèò â

Ωn(A). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà b ∈ A ñïðàâåäëèâî ðà-

âåíñòâî bt = ψ(b) = bθ(b), ãäå θ îáîçíà÷àåò íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå èç A â
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Ωn(A). Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

θ(ab)ab = ψ(ab) = ψ(a)ψ(b) = aθ(a)bθ(b) = abθ(a)θ(b),

ò. å. îòîáðàæåíèå θ : A→ Ωn(A) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.

Åñëè ýëåìåíò a ëåæèò â Ωk(A), òî ýëåìåíò ap
k−1

ëåæèò â Ω1(A) è ïî

ëåììå 41 èìååì ðàâåíñòâî

ap
k−1
θ(ap

k−1
) = ψ(ap

k−1
) = ap

k−1
,

ò. å. θ(a)p
k−1

= θ(ap
k−1

) = e, è θ(a) ëåæèò â Ωk−1(A). �

Òåîðåìà 60. Ïóñòü n = pn11 . . . pnmm � íå÷åòíîå ÷èñëî, A � êîíå÷íàÿ àáå-

ëåâà ãðóïïà, è G � ðàñøèðåíèå ãðóïïû A ïðè ïîìîùè öèêëè÷åñêîé ãðóïïû

Zn. Åñëè êëàññ [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà ϕ,

òî G � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ñòóïåíè íå áîëåå max{n1, n2, . . . , nm}+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò. ê. G � òàêàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ÷òî êëàññ [e]g ÿâëÿåòñÿ

ïîäãðóïïîé â G äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G, èç ñëåäñòâèÿ 20 ñëåäóåò, ÷òî

ãðóïïà G íèëüïîòåíòíà. Èç òåîðåìû Áåðíñàéäà-Âèëàíäà [12, òåîðåìà 17.1.4]

ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ñèëîâñêèõ

ïîäãðóïï G1, G2, . . . , Gk. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k = m (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

çàïèøåì n = pn11 . . . pnmm p0
m+1 . . . p

0
k).

Ò. ê. G ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû A ïðè ïîìî-

ùè öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Zn, êàæäàÿ èç ãðóïï Gi ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèå êî-

íå÷íîé àáåëåâîé pi-ãðóïïû Ai ïðè ïîìîùè öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Zpnii = 〈ti〉.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψi àâòîìîðôèçì ãðóïïû Ai, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

a 7→ ati äëÿ a ∈ Ai. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 21 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ Ai

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ψi(a) = aθi(a), ãäå θi � òàêîé ãîìîìîðôèçì èç Ai â

Ωni(Ai), ÷òî θi(Ωk(Ai)) ≤ Ωk−1(Ai) äëÿ âñåõ k ≤ ni. Èñïîëüçóÿ íåñëîæíóþ

èíäóêöèþ ïî r ≥ 2, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

γr(Gi) ≤ θr−1
i (Ai),
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è èç ñëåäñòâèÿ 21 èìååì γni+2(Gi) = e, ò. e. ãðóïïà Gi íèëüïîòåíòíà ñòóïåíè

íå áîëåå ni + 1. Ò. ê. ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ñè-

ëîâñêèõ ïîäãðóïï G1, G2, . . . , Gn, ãðóïïà G íèëüïîòåíòíà ñòóïåíè íå áîëåå

max{n1, n2, . . . , nm}+ 1. �

Îòìåòèì, ÷òî â ëåììå 40, ëåììå 41, ñëåäñòâèè 21 è òåîðåìå 60 ìû

òðåáóåì, ÷òîáû êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà [e]ϕ

áûë ïîäãðóïïîé â G äëÿ âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ϕ ãðóïïû G. Îäíàêî, ïðè

äîêàçàòåëüñòâå îáîçíà÷åííûõ óòâåðæäåíèé èñïîëüçóþòñÿ ëèøü âíóòðåííèå

àâòîìîðôèçìû è àâòîìîðôèçìû âèäà g 7→ d(g)g äëÿ d ∈ Der(Zn, A). Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ óòâåðæäåíèé äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà [e]ϕ áûë ïîäãðóïïîé

â ãðóïïå G ëèøü äëÿ àâòîìîðôèçìîâ ϕ ñïåöèàëüíûõ âèäîâ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ãðóïïà A â òåîðåìå 60 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé àáå-

ëåâîé ãðóïïîé, ò. å. A = Zmp äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî p è íàòóðàëüíîãî m,

òî èç ñëåäñòâèÿ 21 ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà G äîëæíà áûòü àáåëåâîé

8.5. Êëàññ [In]ϕ â ãðóïïå GLn(F )

Èç òåîðåìû 45 ðàçäåëà 7.5.2 ñëåäóåò, ÷òî åñëè F � òàêîå àëãåáðàè÷å-

ñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íîëü, ÷òî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè

F íàä Q áåñêîíå÷íà, òî ñóùåñòâóåò òàêîé àâòîìîðôèçì ϕ ïîëÿ F , ÷òî ϕ

èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì ψ îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû GLn(F ), äëÿ êîòîðîãî

R(ψ) = 1, ò. å. GLn(F ) = [In]ψ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àâòîìîðôèçìà ϕ ãðóïïû

GLn(F ) ÷èñëî R(ϕ) òåì ìåíüøå, ÷åì êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [In]ϕ

áëèæå êî âñåé ãðóïïå GLn(F ). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü, êàê

óñòðîåíû êîíå÷íûå ÷èñëà Ðàéäåìàéñòåðà R(ϕ) äëÿ àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû

GLn(F ) íåîáõîäèìî ïîíÿòü, êàê êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [In]ϕ åäè-

íè÷íîé ìàòðèöû In ãðóïïû GLn(F ) ñîîòíîñèòñÿ ñî âñåé ãðóïïîé GLn(F ).

Â äàííîì ðàçäåëå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà êëàññà ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè
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[In]ϕ åäèíè÷íîé ìàòðèöû In ãðóïïû GLn(F ) â ñëó÷àå, êîãäà ϕ � ïîëåâîé

àâòîìîðôèçì ãðóïïû GLn(F ), óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó R(ϕ) <∞.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ äåëèìîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëå-

ìåíòà x ãðóïïû G è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò

y ãðóïïû G, ÷òî yk = x. Íàïðèìåð, åñëè F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïî-

ëå õàðàêòåðèñòèêè íîëü, òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà F+ è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ

ãðóïïà F ∗ ïîëÿ F ÿâëÿþòñÿ äåëèìûìè àáåëåâûìè ãðóïïàìè. Ñëåäóþùåå

âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå î ÷èñëàõ Ðàéäåìàéñòåðà àâòîìîðôèçìîâ äå-

ëèìîé àáåëåâîé ãðóïïû ñëåäóåò èç ëåììû 23.

Ïðåäëîæåíèå 24. Ïóñòü ϕ � àâòîìîðôèçì äåëèìîé àáåëåâîé ãðóïïû

G. Åñëè R(ϕ) <∞, òî R(ϕ) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R(ϕ) = k. Ñîãëàñíî ëåììå 23 êëàññ [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ

ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, óäîâëåòâîðÿþùåé ðàâåíñòâó |G : [e]ϕ| = k. Ïóñòü

x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G. Ò. ê. G � äåëèìàÿ àáåëåâà ãðóïïà,

ñóùåòñâóåò òàêîé ýëåìåíò y ãðóïïû G, ÷òî yk = x. Ò. ê. |G : [e]ϕ| = k, òî

ýëåìåíò x = yk ïðèíàäëåæèò [e]ϕ. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà x èìååì

[e]ϕ = G, ñëåäîâàòåëüíî R(ϕ) = 1. �

Ëåììà 42. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè

íîëü, è G = GLn(F ) � îáùàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà ñòåïåíè n ≥ 1 íàä ïîëåì F .

Ïóñòü ψ � òàêîé àâòîìîðôèçì ïîëÿ F , ÷òî ψ èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì

ϕ ãðóïïû G ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì Ðàéäåìàéñòåðà R(ϕ). Òîãäà ïîäãðóïïà äèà-

ãîíàëüíûõ ìàòðèö Dn(F ) ëåæèò â êëàññå [In]ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò. ê. îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñ öå-

ëûìè êîýôôèöèåíòàìè îò ÿ÷ååê ìàòðèöû, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A

èç GLn(F ) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî det(ϕ(A)) = ψ(det(A)). Ñëåäîâàòåëü-

íî, ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà H = SLn(F ) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ϕ-

äîïóñòèìîé ïîäãðóïïîé â G, è èìååò ìåñòî êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü 1 → H → G → F ∗ → 1. Àâòîìîðôèçì ϕ ãðóïïû G èíäóöèðóåò
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àâòîìîðôèçì ôàêòîðãðóïïû G/H = F ∗, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ àâòîìîðôèç-

ìîì ψ ïîëÿ F , äàííûì â óñëîâèè òåîðåìû. Èç ëåììû 18(1) ñëåäóåò, ÷òî

R(ψ) ≤ R(ϕ) <∞, òàêèì îáðàçîì, èç ïðåäëîæåíèÿ 24 èìååì R(ψ) = 1.

Ïóñòü X = diag(x1, x2, . . . , xn) � íåêîòîðàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà èç

Dn(F ). Ò. ê. R(ψ) = 1, äëÿ âñåõ xi (i = 1, 2, . . . , n) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëå-

ìåíò yi, ÷òî xi = yiψ(yi)
−1. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç Y ìàòðèöó diag(y1, y2, . . . , yn),

ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó X = Y ϕ(Y )−1, êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöà X

ëåæèò â êëàññå ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè åäèíè÷íîé ìàòðèöû [In]ϕ. Â ñèëó

ïðîèçâîëüíîñòè äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû X çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîäãðóïïà äèà-

ãîíàëüíûõ ìàòðèö Dn(F ) ñîäåðæèòñÿ â êëàññå ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè

åäèíè÷íîé ìàòðèöû [In]ϕ. �

Ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå óñòàíîâëåíî â [57, òåîðå-

ìà 1.1].

Ïðåäëîæåíèå 25. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà èç GLn(C). Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D èç Dn(C), ÷òî ìàòðèöà AD

èìååò n ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ 25 ìîæåò áûòü îáîáùåíî ñî ñëó÷àÿ ìàòðèö

íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íà ñëó÷àé ìàòðèö íàä ïðîèçâîëüíûì àëãåá-

ðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íîëü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðåäëîæåíèå 26. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòå-

ðèñòèêè íîëü, è ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà èç GLn(F ). Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò òàêàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D èç Dn(F ), ÷òî ìàòðèöà AD

èìååò n ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ìèíèìàëüíîå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíó-

òîå ïîäïîëå ïîëÿ F , êîòîðîå ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû A. Ò. ê. ïîëå

P ïîëó÷åíî èç ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q äîáàâëåíèåì íå áîëåå n2 àë-

ãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä Q ýëåìåíòîâ (ÿ÷åéêè ìàòðèöû A), ñòåïåíü

òðàíñöåíäåíòíîñòè tr.degQP êîíå÷íà. Ò. ê. ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè C

íàä Q áåñêîíå÷íà, à ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè P íàä Q êîíå÷íà, ïîëå P
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ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ íåêîòîðûì ïîäïîëåì ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÿ÷åéêè ìàòðèöà A ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñ-

íûìè ÷èñëàìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç f : GLn(C) → C ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îòîáðàæà-

åò ìàòðèöó B èç GLn(C) â äèñêðèìèíàíò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëå-

íà ìàòðèöû B. Îáîçíà÷èì ÷åðåç t1, t2, . . . , tn íåêîòîðûå ïåðåìåííûå, ÷åðåç

T äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó T = diag(t1, t2, . . . , tn), à ÷åðåç g(t1, . . . , tn) =

f(AT ). Èç îïðåäåëåíèÿ äèñêðèìèíàíòà ìíîãî÷ëåíà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

g(t1, t2, . . . , tn) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì íàä C ñ ïåðåìåííûìè t1, t2, . . . , tn. Èç

ïðåäëîæåíèÿ 25 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë s1, s2, . . . , sn

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî g(s1, s2, . . . , sn) 6= 0 (äèñêðèìèíàíò íå ðàâåí íóëþ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîãî÷ëåí íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé). Ò. ê. ìíî-

ãî÷ëåí g(t1, t2, . . . , tn) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé èç Cn â C, è ìíîæå-

ñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë Q ïëîòíî â C, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êîìïëåêñ-

íûå ÷èñëà s1, s2, . . . , sn ëåæàò â Q ⊂ P ⊂ F . Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçà-

ëè, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D = diag(s1, s2, . . . , sn) èç

Dn(F ), ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû AD ðàçëè÷íû. �

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó êëàññîì [In]ϕ è

ãðóïïîé GLn(F ) â ñëó÷àå, êîãäà ϕ � ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ãðóïïû GLn(F ),

óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó R(ϕ) <∞.

Òåîðåìà 61. Ïóñòü ψ � òàêîé àâòîìîðôèçì àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî

ïîëÿ F õàðàêòåðèñòèêè íîëü, ÷òî ψ èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì ϕ ãðóïïû

GLn(F ), óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó R(ϕ) <∞. Òîãäà ãðóïïà, ïîðîæ-

äåííàÿ êëàññîì [In]ϕ, ñîâïàäàåò ñî âñåé ãðóïïîé GLn(F ). Áîëåå òîãî, ëþáàÿ

ìàòðèöà èç GLn(F ) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íå áîëåå

òðåõ ìàòðèö èç [In]ϕ ∪ [In]
−1
ϕ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà èç GLn(F ). Ñîãëàñíî

ïðåäëîæåíèþ 26 ñóùåñòâóåò òàêàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D íàä ïîëåì F ,

÷òî ìàòðèöà AD èìååò n ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ò. ê. âñå ñîá-
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ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû AD ðàçëè÷íû, ïî òåîðåìåÆîðäàíà ñóùåñòâóåò

òàêàÿ ìàòðèöà X èç GLn(F ), ÷òî ìàòðèöà

X−1(AD)X = B (8.18)

äèàãîíàëüíà. Â ñèëó ëåìììû 42 äëÿ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö B,D−1 ñóùå-

ñòâóþò òàêèå ìàòðèöû Y, Z ∈ GLn(F ), ÷òî

B = Y ϕ(Y )−1, D−1 = Zϕ(Z)−1.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ è ðàâåíñòâà (8.18) ñëåäóåò, ÷òî

A = X−1BXD−1

= X−1Y ϕ(Y )−1X
(
Zϕ(Z)−1

)
=
((
X−1Y

)
ϕ
(
X−1Y

)−1
) (
X−1ϕ(X)

)−1 (
Zϕ(Z)−1

)
,

ò. å. ìàòðèöàA ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íå áîëåå òðåõ ìàòðèö èç [In]ϕ∪[In]
−1
ϕ .

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 61 ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíî â òåðìèíàõ

øèðèíû ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñëåäñòâèå 22. Ïóñòü ψ � òàêîé àâòîìîðôèçì àëãåáðàè÷åñêè çàìêíó-

òîãî ïîëÿ F õàðàêòåðèñòèêè íîëü, ÷òî ψ èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì

ϕ ãðóïïû GLn(F ), óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó R(ϕ) < ∞. Òîãäà

GLn(F ) = 〈[In]ϕ〉 è wid[In]ϕ(GLn(F )) ≤ 3.

Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå, êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè åäè-

íè÷íîãî ýëåìåíòà [e]ϕ íå îáÿçàí ïîðîæäàòü âñþ ãðóïïó G. Íàïðèìåð, åñëè G

� àáåëåâà ãðóïïà, è ϕ � àâòîìîðôèçì ãðóïïû G, òî êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿ-

æåííîñòè [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G èíäåêñà |G : [e]ϕ| = R(ϕ). Äðóãîé

ïðèìåð, åñëè G = GLn(F ) � îáùàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà íàä ïîëåì F õàðàê-

òåðèñòèêè íîëü, è ϕ � âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì ãðóïïû G, òî R(ϕ) = ∞

è ïîäãðóïïà â GLn(F ), ïîðîæäåííàÿ êëàññîì [In]ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â

ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïå SLn(F ), êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü íå ñîâïàäàåò

ñî âñåé ãðóïïîé GLn(F ).
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