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Введение

В работе Ф. Холла [16], посвященной теории конечных p-групп, было

введено понятие собирательного процесса, суть которого можно описать сле-

дующим образом. Пусть W — положительное слово свободной группы F =

F (a1, . . . , an), n ⩾ 1, т.е. W не содержит порождающие элементы a1, . . . , an в

отрицательных степенях. Последовательно меняя местами соседние элементы в

W с использованием коммутаторов: QR = RQ[Q,R], Q,R ∈ F , собирательный

процесс преобразует W к следующему виду:

W = qe11 . . . q
ej
j Tj, j ⩾ 1, (1)

где q1, . . . , qj — коммутаторы в буквах a1, . . . , an, упорядоченные по возрастанию

веса, Tj состоит из коммутаторов веса не меньше, чем w(qj) (вес qj), показатели

степеней e1, . . . , ej — положительные целые числа.

Результатом применения собирательного процесса к слову W = (a1a2)
m,

m ⩾ 1, стала собирательная формула Ф. Холла [16, теоремы 3.1 и 3.2]:

(a1a2)
m = qe11 . . . q

ej(s)
j(s) (mod Γs(F )), s ⩾ 2, (2)

где Γs(F ) — s-й член нижнего центрального ряда группы F , определяемый

следующим образом: Γ1(F ) = F , Γk(F ) = [Γk−1(F ), F ], k ⩾ 2, и показатели

степеней коммутаторов представимы в виде целозначных полиномов от m:

ei(m) =

w(qi)∑︂
k=1

ck

(︃
m

k

)︃
(3)

с целыми неотрицательными ck, не зависящими от m. Для теории p-групп важ-

ным оказывается свойство делимости ei(p
α) на степень простого числа pα, ко-

гда w(qi) < p. Идея доказательства формулы (2) была основана на присвоении

вхождениям коммутатора qi меток (конечных целочисленных последовательно-

стей (λ1, . . . , λw(qi))). Показатель степени ei(m), совпадающий с числом меток
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всех вхождений qi, оказывался равным количеству элементов (λ1, . . . , λw(qi)) де-

картовой степени {1, . . . ,m}w(qi), компоненты которых удовлетворяют опреде-

ленной системе линейных равенств и неравенств.

В монографии М. Холла [12, теорема 12.3.1], доказательство Ф. Холла

было в точности перенесено на слово W = (a1 . . . an)
m, n ⩾ 1. Еще большее

обобщение было получено в монографии В. Магнуса, А. Карраса, Д. Солитэ-

ра [5, теоремы 5.13A и 5.13B], где для произвольного слова W группы F (не

обязательно положительного) с использованием аппарата алгебр Ли доказано,

что слово Wm, m ⩾ 1, представимо в виде:

Wm = qe11 . . . q
ej(s)
j(s) (mod Γs(F )), s ⩾ 2, (4)

где q1, . . . , qj(s) — коммутаторы в буквах a1, . . . , an весов меньше s и ei делится

на m, если m есть степень простого числа pα и w(qi) < p.

В связи с исследованием нильпотентных произведений циклических групп

были получены разные собирательные формулы со свойствами делимости по-

казателей степеней коммутаторов. В работе Р. Струик [20, лемма 4] на основе

модификации идеи Ф. Холла была доказана следующая формула:

am1
1 am2

2 = qe11 q
e2
2 q

e3
3 . . . q

ej(s)
j(s) (mod Γs(F )), s ⩾ 2, (5)

где q1 = a2, q2 = a1 и

ei =

wa1
(qi)∑︂

k=1

wa2
(qi)∑︂

t=1

ck,t

(︃
m1

k

)︃(︃
m2

t

)︃
, ck,t ∈ N0.

Здесь wal(qi) — вес qi в al, l = 1, 2. Если ml, l = 1, 2, есть степень простого

числа pα и 1 ⩽ wal(qi) < p, тогда ei делится на ml. Формула (5) была также

получена методами из [5] в работе Г. Волдингера [21] при m1 = 1, m2 = p,

s = p+2 для простого p и в работе Э. Гаглионе [14] при m1 = 1, m2 = pα, α ⩾ 1,

s = p2+1 для простого p. С использованием тех же методов в статье Э. Гаглионе

и Д. Спеллмана [15, теорема 2.3] доказана упомянутая выше формула для слова

W = (a1 . . . an)
m, n ⩾ 1.
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Рассмотренные выше результаты с разными техниками доказательства

приводят к естественному вопросу о существовании универсального метода ис-

следования свойств делимости показателей степеней ej в собирательных фор-

мулах (1) и о возможности получения подобных результатов для других поло-

жительных слов. В связи с этим мы ставим следующую задачу.

(А) Разработать подход к исследованию делимости показателей степе-

ней коммутаторов в собирательных формулах для положительных слов сво-

бодной группы, позволяющий единообразно доказать и обобщить известные

результаты. В частности, для любых натуральных n,m,m1, . . . ,mn в свобод-

ной группе с образующими a1, . . . , an рассмотреть слова (a1 . . . an)
m, am1

1 . . . amn
n

и Wm, где W — произвольное положительное слово, в первом и третьем слове

некоторые вхождения букв могут быть удалены.

Другое направление исследований, связанное с собирательным процессом,

заключается в поиске явного вида показателей степеней коммутаторов в соби-

рательной формуле Ф. Холла (2) и, как следствие, получение собирательных

формул в явном виде при некоторых ограничениях на группу (ступень раз-

решимости, нильпотентности группы и т.п.). Рассмотрим группу G = ⟨x, y⟩.

Известно (см., например, [12]), что при условии [y, x] ∈ Z(G) формула (2) при-

нимает следующий вид:

(xy)n = xnyn[y, x](
n
2).

Если же [Γ2(G),Γ2(G)] = 1, y ∈ CG(Γ2(G)), получаем формулу

(xy)n = xnyn
n−1∏︂
i=1

[y, ix]
( n
i+1).

Мы используем краткую запись: [y, 0x] = y, [y, ux] = [[y, u−1x], x], где u ∈ N;

[y, ux, vz] = [[y, ux], vz], где u, v ∈ N0.

Из того факта, что показатель степени коммутатора [y, ix] в собиратель-

ной формуле для (xy)n равен
(︁

n
i+1

)︁
, следует, что группа простой экспоненты p
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удовлетворяет (p− 1)–му условию Энгеля [12, с. 354]:

[y, p−1x] = 1 (mod Γp+1(G)).

Как отмечается в [12, с. 354], данное соотношение было основным при иссле-

довании ослабленной проблемы Бернсайда для групп экспоненты p. Опираясь

на него, А. И. Кострикин решил ослабленную проблему Бернсайда для группы

экспоненты 5 с двумя образующими.

В работе Ю. Краузе [17] найдены показатели степеней для следующих

коммутаторов:

[y, ix, jy] :
n−1∑︂
m=0

(︃
m

i

)︃(︃
m

j

)︃
, где i ⩾ 1, j ⩾ 0;

[[y, x, y], [y, 2x]] :
n−1∑︂
m=0

m

(︃
2

(︃
m

2

)︃
+ (m+ 2)

(︃
m

3

)︃)︃
, где i ⩾ 1;

[[y, ix, jy], [y, x]] :
n−1∑︂
m=0

(︃
m

i

)︃(︃(︃
m

2

)︃(︃
m

j

)︃
+

(︃
m

j + 1

)︃)︃
,

где i ⩾ 1, j ⩾ 0,

и i ⩾ 2 при j = 0.

Явный вид этих показателей позволил доказать, что группа экспоненты 8 удо-

влетворяет 14-му условию Энгеля [18].

Собирательная формула Ф. Холла существенно использовалась А. И. Ско-

пиным при исследовании строения нижнего центрального ряда групп бернсай-

довского типа примарной экспоненты. В [7] был вычислен отрезок собиратель-

ной формулы для (xy)8 по модулю Γ10(G), а в [8] установлено, что для любых

x ∈ G, y ∈ Γ2(G) справедливы две следующие формулы:

(xy)n = xnyn
n−1∏︂
i=1

n−1∏︂
j=0

[y, ix, jy]

n−1∑︁
k=1

(ki)(
k
j)
,

(xy)n = xnyn
n−1∏︂
i=1

[y, ix]
( n
i+1)

n−2∏︂
m=0

n−1∏︂
i=m+1

[[y, ix], [y,mx]]
cnmi

при условии трасметабелевости группы G I типа ([Γ3(G),Γ3(G)] = 1) и II типа

([Γ2(G),Γ2(G),Γ2(G)] = 1), соответственно. Было показано, что числа cnmi удо-

влетворяют системе соотношений, явные выражения для cnmi найдены не были.
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В работе [9], а также статье А. И. Скопина и Ю. Г. Тетерина [10] был представ-

лен алгоритм построения собирательной формулы Ф. Холла для метабелевых

и трансметабелевых групп.

Приведенные результаты использовались, например, в [11] для нахож-

дения ступени нильпотентности и верхней границы порядка максимальной 2-

порожденной трансметабелевой группы I типа экспоненты 8. В случае экспо-

ненты 9 верхние границы ступени нильпотентности и порядка группы найдены

в статье Ф. А. Иванова и А. И. Скопина [1].

Вычисление в явном виде показателей степеней коммутаторов в собира-

тельной формуле Ф. Холла является, вообще говоря, сложной задачей. Более

того, в некоторых случаях, например, при работе с p-группами в формуле для

(xy)p требуется знать показатели степеней по модулю p. В таких условиях

крайне полезен холловский вид показателей (3), т.е. выражение ei(p) через це-

лочисленную линейную комбинацию биномиальных коэффициентов вида
(︁
p
k

)︁
.

Отметим, что из перечисленных выше серий коммутаторов только для [y, ix],

i ⩾ 1, показатель степени найден в виде (3). В диссертационной работе рас-

сматривается следующая задача.

(B) В собирательной формуле Ф. Холла для выражения (xy)n, n ⩾ 1,

найти в явном холловском виде показатели степеней для двух серий комму-

таторов: [y, ux, vy], где u ⩾ 0, v ⩾ 0, и v = 0 при u = 0; [[y, ux], [y, vx]], где

u > v ⩾ 1.

Интерес к указанным сериям коммутаторов вызван, в частности, одним

известным вопросом о регулярности конечной p-группы. Напомним, что поня-

тие регулярности введено Ф. Холлом [16] на основе собирательной формулы

(2) и суть его заключается в следующем. Конечная p-группа называется регу-

лярной, если для любых ее элементов x, y и любого α ∈ N существуют такие

элементы c1, . . . , ct из коммутанта ⟨x, y⟩′, что (xy)p
α

= xp
α

yp
α

cp
α

1 . . . cp
α

t .

В Коуровской тетради Б. Верфрицом была поставлена следующая про-

блема [19, вопрос 8.3].
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(C) Для целых положительных чисел m, n и простого числа p пусть

Pn(Zpm) — группа всех таких матриц (aij) над кольцом классов вычетов по

модулю pm, что aii ≡ 1 (mod p) для всех i и aij ≡ 0 (mod p) для всех i > j.

Группа Pn(Zpm) является конечной p-группой. Для каких m и n она регулярна?

Из формулы (2) и свойства делимости показателей степеней входящих в

нее коммутаторов следует, что любая конечная p-группа ступени нильпотент-

ности < p является регулярной. Согласно работе Ю. И. Мерзлякова [6] группа

Pn(Zpm) имеет ступень нильпотентности mn − 1, поэтому при mn − 1 < p она

регулярна. В статьях А. В. Ягжева [13] и С. Г. Колесникова [2] для случаев

m = 1 и m = 2, соответственно, доказано, что Pn(Zpm) регулярна тогда и толь-

ко тогда, когда ее ступень нильпотентности меньше p. Далее, в [3] установлено,

что при n2 < p группа Pn(Zpm) регулярна для любого m. Таким образом, ответ

на вопрос Б. Верфрица остается неизвестным в следующих случаях:

2n− 1 < p ⩽ min {mn− 1, n2}.

В работе [4] показано, что в этих случаях группа Pn(Zpm) удовлетворяет ряду

необходимых условий регулярности из [12, теоремы 12.4.3–12.4.5].

Целью диссертационной работы является получение полного или ча-

стичного решения задач (A), (B) и (C).

Методы исследования. В работе используются методы комбинаторного

анализа, теории групп.

Основные результаты работы.

1. Разработан логико-комбинаторный подход к исследованию делимости пока-

зателей степеней коммутаторов, возникающих в собирательных формулах

для положительных слов свободной группы.

2. Получены обобщения известных собирательных формул со свойствами де-

лимости показателей степеней коммутаторов, а именно, для любых нату-

ральных n,m,m1, . . . ,mn в свободной группе с образующими a1, . . . , an рас-
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смотрены слова (a1 . . . an)
m, am1

1 . . . amn
n и Wm, где W — произвольное по-

ложительное слово, в первом и третьем слове некоторые вхождения букв

могут быть удалены.

3. Представлена параметризация несобранной части собирательной формулы

Ф. Холла с помощью функции бинарного веса числа (равной количеству

единиц в двоичной записи ее целого неотрицательного аргумента).

4. В собирательной формуле Ф. Холла для выражения (xy)n, n ⩾ 1, в явном

холловском виде найдены показатели степеней для двух серий коммута-

торов: [y, ux, vy], где u ⩾ 0, v ⩾ 0, и v = 0 при u = 0; [[y, ux], [y, vx]],

где u > v ⩾ 1. Как следствие, получены явные собирательные формулы

для групп ступени нильпотентности 2, а также для групп с нильпотентным

коммутантом ступени 2 и условием перестановочности элемента y с любым

элементом коммутанта.

5. Доказана нерегулярность силовской p-подгруппы общей линейной группы

(n × n)-матриц над кольцом Zpm, когда n ⩾ (p + 2)/3, m ⩾ 3 и p — такое

простое число, что число (p+ 2)/3 — целое.

Результаты 1 и 2 служат решением поставленной задачи (A). С использо-

ванием результата 3 получено полное решение задачи (B), сформулированное

в пункте 4. Результат 5 дает частичный ответ на вопрос (C).

Структура и объем диссертации. Диссертация изложена на 96 стра-

ницах, состоит из введения, трех глав и списка литературы, содержащего 36

наименований. Номер определения, теоремы, леммы и др. включает номер гла-

вы, параграфа и порядковый номер.

В главе 1 диссертации представлен подход к исследованию делимости

показателей степеней коммутаторов, возникающих в ходе собирательного про-

цесса, примененного к положительному слову свободной группы. В основе под-

хода лежит идея, реализованная Ф. Холлом в доказательстве формулы (2) и
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заключающаяся в присваивании вхождениям коммутаторов различных цело-

численных последовательностей и, как следствие, равенстве показателя степени

коммутатора количеству таких последовательностей.

В § 1.1 вводится система базовых понятий и обозначений, рассматрива-

ются основные свойства собирательного процесса. Определяется собирательный

процесс, как построение последовательности слов

{Wj ≡ qe11 . . . q
ej
j Tj}j⩾0,

где W0 — произвольное положительное слово свободной группы F (a1, . . . , an),

n ⩾ 1, и слово Wj получено из Wj−1 путем сбора всех вхождений произвольно

выбранного коммутатора qj в несобранной части Tj−1. При этом всем вхожде-

ниям коммутаторов в словах присваиваются метки (конечные целочисленные

последовательности) следующим образом. Различные вхождения одной буквы

ai, i = 1, . . . , n, имеют различные метки одинаковой длины, а вхождениям ком-

мутаторов, возникших в ходе собирательного процесса, присваиваются метки

по правилу

y(Λu)x(Λv) = x(Λv)y(Λu)[y, x](ΛuΛv),

где ΛuΛv — результат конкатенации меток Λu и Λv.

В § 1.2 рассматривается декартово произведение

D(qj) = D(ai1)× · · · ×D(aiw(R)
), (6)

где D(ai) — множество, содержащее метки всех вхождений ai, и последова-

тельность букв ai1, . . . , aiw(R)
соответствует бесскобочной записи коммутатора

qj. Поскольку метки всех вхождений qj содержатся в D(qj), задается предикат

EΛ
qj

, Λ ∈ D(qj), равный 1 тогда и только тогда, когда Λ есть метка некото-

рого вхождения qj. Изучение свойств предиката Eqj оказывается важным для

получения информации о показателе степени ej, поскольку

ej = |{Λ ∈ D(qj) | EΛ
qj
= 1}|. (7)
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Центральным результатом параграфа является система рекуррентных соотно-

шений (теорема 1.2.2), которая позволяет выразить EΛ
qj

через операции конъ-

юнкции, дизъюнкции, предикат равенства и предикаты

EΛ
ai
, Λ ∈ D(ai), PΛ2Λ2

ai,aj
, Λ1Λ2 ∈ D(ai)×D(aj), (8)

значения которых определяются структурой начального слова W0. Более точно,

EΛ
ai
= 1 тогда и только тогда, когда в W0 найдется вхождение ai(Λ); PΛ2Λ2

ai,aj
= 1

тогда и только тогда, когда в W0 найдется вхождение ai(Λ1), предшествующее

(расположенное левее) aj(Λ2). В доказательстве существенно используется уста-

новленное соответствие двоичных чисел коммутаторам в несобранной части,

что позволяет эффективно описать ее строение и свести вопрос предшество-

вания вхождений коммутаторов к предшествованию двоичных чисел (теорема

1.2.1).

В § 1.3 удается найти выражение для мощности

|{Λ ∈ D | C(Λ) = 1}|,

когда D = M1 × · · · × Mr — декартово произведение конечных множеств це-

лых чисел, общее пересечение M которых совпадает с одним из них, и отре-

зок [minM,maxM ] не имеет общих элементов с Mi\M , i = 1, . . . , r, а условие

C(Λ) = C(λ1, . . . , λr) выражается L-условием, т.е. формулой, составленной из

операций конъюнкции, дизъюнкции и предикатов вида [λi = λj], [λi = λj],

i = 1, . . . , r (теорема 1.3.1). Найденное выражение будет делиться на |M |, когда

|M | есть степень простого числа pα и r < p.

В § 1.4 демонстрируется применение разработанного подхода к исследо-

ванию делимости показателей степеней ej. Суть этого подхода заключается в

нахождении разметки для слова W0, при которой предикаты (8), а следова-

тельно, согласно § 1.2, и предикат Eqj выражаются некоторыми L-условиями,

а множество (6) удовлетворяет условиям комбинаторного результата из § 1.3,

благодаря которому и будет получено свойство делимости для (7).
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В параграфе для любых натуральных n,m,m1, . . . ,mn рассмотрены слова

(a1 . . . an)
m (теорема 1.4.1), am1

1 . . . amn
n (теорема 1.4.2) и Wm (теорема 1.4.3), где

W — произвольное положительное слово, в первом и третьем слове некоторые

вхождения букв могут быть удалены.

Основные результаты параграфов 1.1, 1.2 и 1.4 опубликованы в работе

автора [26], результаты параграфа 1.3 — в работе автора [22].

Глава 2 диссертации посвящена вычислению показателей степеней ком-

мутаторов в собирательной формуле Ф. Холла (2) для выражения (xy)n, n ⩾ 1.

В § 2.1 представлена параметризация несобранной части формулы Ф. Хол-

ла с помощью функции бинарного веса числа ω(i), равной количеству единиц

в двоичной записи целого неотрицательного числа i (теорема 2.1.1). Доказан

ряд комбинаторных результатов, связанных с множеством решений i уравне-

ния ω(i) = x, x ∈ Z, с помощью которых в § 2.2 получены в явном холловском

виде (3) показатели степеней для двух серий коммутаторов (теоремы 2.2.1 и

2.2.2):

[y, ux, vy], где u ⩾ 0, v ⩾ 0, и v = 0 при u = 0;

[[y, ux], [y, vx]], где u > v ⩾ 1.

Благодаря холловскому виду для данных показателей степеней были найдены

выражения по модулю простого n, в частности, когда вес коммутатора равен n.

Основные результаты параграфа 2.1 опубликованы в совместной работе

[24] (в соавторстве с Г. П. Егорычевым и С. Г. Колесниковым), результаты

параграфа 2.2 — в работе автора [23].

В главе 3 диссертации для любых натуральных чисел n ⩾ (p + 2)/3 и

m ⩾ 3, где p — такое нечетное простое число, что (p + 2)/3 — целое, доказана

нерегулярность группы (n× n)-матриц

{E + (aij) | aij ∈ Zpm при i > j; aij ∈ ⟨p⟩ при i ⩽ j}, (9)

являющейся силовской p-подгруппой общей линейной группы GLn(Zpm).
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В § 3.1 получено необходимое условие регулярности конечной p-группы:

для любого целого j ⩾ 0 и любых элементов a и b регулярной p-группы G суще-

ствует элемент d ∈ ⟨a, b⟩ такой, что отрезок собирательной формулы Ф. Холла

для (ab)p, содержащий коммутаторы весов p, p+1, . . . , p+j, равен dp по модулю

Γp+j+1(G). С помощью результатов главы 2 полученное равенство удалось за-

писать в явном виде при j = 0, когда любой коммутатор, имеющий более двух

вхождений b, равен 1, а при весе ⩾ p имеет порядок 1 или p.

В § 3.2 найден контрпример к указанному необходимому условию для

группы (9) при n = (p+ 2)/3 и m = 3:

a = E + A, b = E + pB, где A = e21 + e32 + · · ·+ en,n−1, B = e1n,

E — единичная матрица, eij — матрица с единицей на позиции (i, j) и нулями на

остальных позициях. Тем самым доказана нерегулярность группы (9) при n ⩾

(p+ 2)/3 и m ⩾ 3, поскольку свойство регулярности наследуется подгруппами

и факторгруппами (теорема 3.2.1).

Основные результаты параграфов 2.1 и 2.2 опубликованы в совместной

работе [25] (в нераздельном соавторстве с С. Г. Колесниковым).

Все основные результаты диссертации являются новыми и опубликованы

в работах [22–35]. Статьи [22–26] входят в издания, рекомендованные ВАК для

публикации результатов диссертации. Диссертация носит теоретический харак-

тер и может быть использована при исследовании проблем комбинаторной тео-

рии групп, при изучении проблем бернсайдовского типа, а также для проверки

конечных p-групп на регулярность. Кроме того, результаты диссертации могут

быть полезны при составлении программ специальных курсов для студентов

математических направлений.

Апробация результатов. Основные результаты работы докладывались

и обсуждались на следующих семинарах и конференциях.

1. Международная конференция студентов, аспирантов и молодых ученых

«Молодежь и наука: Проспект Свободный» (СФУ, г. Красноярск, 2016 г.);
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2. Двадцатый Всероссийский конкурс студенческих работ им. Августа Меби-

уса (НМУ, г. Москва, 2016 г.);

3. Международная конференция студентов, аспирантов и молодых ученых

«Проспект Свободный — 2018» (СФУ, г. Красноярск, 2018 г.);

4. Международная конференция студентов, аспирантов и молодых ученых

«Проспект Свободный — 2019» (СФУ, г. Красноярск, 2019 г.);

5. 57-ая Международная научная студенческая конференция МНСК-2019

(НГУ, г. Новосибирск, 2019 г.);

6. Международная конференция студентов, аспирантов и молодых ученых

«Проспект Свободный — 2020» (СФУ, г. Красноярск, 2020 г.);

7. Международная конференция математических центров мирового уровня

(Образовательный центр Сириус, г. Сочи, 2021 г.);

8. Городской алгебраический семинар им. Д. К. Фаддеева (ПОМИ РАН,

г. Санкт-Петербург, 2021 г.);

9. Международная конференция «Мальцевские чтения» (ИМ СО РАН, г. Но-

восибирск, 2022 г.);

10. Международная конференция по теории групп, посвященная 80-летию

В. Д. Мазурова (ИМ СО РАН, НГУ, г. Новосибирск, 2023 г.);

11. Городской алгебраический семинар (СФУ, г. Красноярск, 2024 г.).

Автор искренне благодарит своего научного руководителя Сергея Генна-

дьевича Колесникова за постановку задач, обсуждение полученных научных

результатов и помощь в оформлении текста диссертации. Отдельного упомина-

ния заслуживает д-р физ.-мат. наук Георгий Петрович Егорычев, с которым ав-

тор имел честь заниматься исследованиями, связанными с темой диссертации.



15

Автор выражает благодарность коллективу кафедры алгебры и математиче-

ской логики Института математики и фундаментальной информатики СФУ за

хорошие условия работы над диссертацией.

Исследования по части главы 3, частично главы 2, параграфа 1.3 поддер-

жаны Красноярским математическим центром, финансируемым Минобрнауки
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Глава 1. Собирательный процесс

В главе 1 диссертации представлен подход к исследованию делимости по-

казателей степеней коммутаторов, возникающих в ходе собирательного процес-

са, примененного к положительному слову свободной группы.

В § 1.1 вводится система базовых понятий и обозначений, рассматривают-

ся основные свойства собирательного процесса. В § 1.2 доказывается равенство

показателя степени коммутатора R и количества элементов множества D(R),

удовлетворяющих формуле ER. Здесь D(R) — множество целочисленных по-

следовательностей конечной длины, определяемое коммутатором R, а ER —

формула, состоящая из операций конъюнкции, дизъюнкции, предиката равен-

ства и предикатов, логические значения которой определяются структурой на-

чального слова, к которому был применен собирательный процесс. Далее, в § 1.3

находится выражение с определенным свойством делимости для искомого коли-

чества элементов в случае, когда ER, иными словами, начальное слово, и D(R)

удовлетворяют особым ограничениям. Наконец, в § 1.4 полученные результаты

применяются для доказательства собирательных формул со свойствами дели-

мости показателей степеней коммутаторов.
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1.1 Базовые понятия и утверждения

Определение 1.1.1. Для букв a1, . . . , an, n ∈ N, определим индуктивно

множество формальных коммутаторов Γ(a1, . . . , an) и функцию веса w:

1) {a1, . . . , an} ⊂ Γ(a1, . . . , an), w(a1) = · · · = w(an) = 1;

2) если c1, c2 ∈ Γ(a1, . . . , an), то [c1, c2] ∈ Γ(a1, . . . , an) и w([c1, c2]) = w(c1) +

w(c2).

Определение 1.1.2. Конечную последовательность коммутаторов из

множества Γ(a1, . . . , an) назовем коммутаторным словом. Будем говорить, что

два коммутаторных слова c1 . . . cm и d1 . . . dk равны и писать c1 . . . cm ≡ d1 . . . dk

тогда и только тогда, когда они совпадают посимвольно, т.е. равны их длины

m = k и ci = di для i ∈ 1,m.

Пример 1.1.1. Коммутаторные слова длины 1, 2 и 3 соответственно:

[a1, a2], a3[a1, a2], [a3, [a1, a2]]a3[a1, a2].

В ходе собирательного процесса удобно работать с коммутаторными сло-

вами (последовательностями формальных символов) вместо произведений эле-

ментов группы. После завершения собирательного процесса коммутаторные

слова уже рассматриваются как элементы свободной группы F (a1, . . . , an), при-

чем [y, x] = y−1x−1yx для любых x, y ∈ F (a1, . . . , an), т.е. происходит переход

от формальных коммутаторов к теоретико-групповым.

Почти всюду ниже в этой главе мы имеем дело только с формальными

коммутаторами, поэтому будем опускать прилагательное «формальный» и вме-

сто «формальный коммутатор» писать просто «коммутатор».

Если коммутаторное слово содержит несколько вхождений одного комму-

татора, мы должны ясно отличать их друг от друга. Для этого будет естествен-

ным использовать следующий инструмент.
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Определение 1.1.3. Пусть коммутаторное слово X длины m ⩾ 1 со-

держит вхождение коммутатора R. Поставим в соответствие этому вхождению

некоторую конечную целочисленную последовательность и будем называть ее

меткой вхождения R. Если любые два различные вхождения одного и того же

коммутатора в X имеют различные метки одинаковой длины, тогда отображе-

ние, которое числу i ∈ 1,m ставит в соответствие метку вхождения коммута-

тора на i-ой позиции, будем называть разметкой X.

Если вхождение коммутатора R имеет метку Λ и нам необходимо явно

указать на этот факт, мы будет обозначать это вхождение R(Λ). Очевидно, лю-

бое коммутаторное слово t1 . . . tm допускает разметку, например: t1(1) . . . tm(m).

Далее будем использовать мультипликативную форму записи для операции

конкатенации конечных целочисленных последовательностей. Например, если

Λ1 = (1, 1, 2), Λ2 = (1, 2), то Λ1Λ2 = (1, 1, 2, 1, 2).

Определение 1.1.4. Пусть X ≡ t1(Λ1) . . . tm(Λm) — произвольное ком-

мутаторное слово с некоторой разметкой, в котором существует ровно e ⩾ 1

вхождений коммутатора q. Этапом собирательного процесса, примененного к

X, будем называть преобразование слова X к слову Y по следующим алгорит-

му. Пусть ti1(Λi1), . . . , tie(Λie) — все вхождения q в X, и 1 ⩽ i1 < · · · < ie ⩽ n.

Передвигаем ti1(Λi1) в начало слова, последовательно меняя местами соседние

вхождения коммутаторов по правилу

y(Λu)x(Λv) = x(Λv)y(Λu)[y, x](ΛuΛv).

Затем таким же образом передвигаем вхождение ti2(Λi2), пока оно не окажется

непосредственно справа от ti1(Λi1). Продолжая аналогично, получаем

Y ≡ ti1(Λi1) . . . tie(Λie)
m′∏︂
i=1

t′i ≡ qeT,

где слово T включает все коммутаторы из X, кроме q, а также коммутаторы,

возникшие при сборе вхождений q. Все вхождения коммутаторов в T помечены.
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Определение 1.1.5. Пусть W0 — произвольное коммутаторное слово

с некоторой разметкой, составленное из коммутаторов веса 1.Собирательным

процессом, примененным к W0, будем называть построение последовательности

коммутаторных слов {︁
Wj ≡ qe11 . . . q

ej
j Tj

}︁
j⩾0

(10)

по следующему правилу. Слово Wj, j ⩾ 1, получено с помощью j-ого этапа со-

бирательного процесса, примененного к слову Tj−1, в ходе которого собирались

вхождения произвольно выбранного в Tj−1 коммутатора qj. Слова qe11 . . . q
ej
j и Tj

называем, соответственно, собранная часть и несобранная часть слова Wj. На-

чальное слово W0 ≡ T0 с пустой собранной частью будем считать результатом

нулевого этапа собирательного процесса.

Будем использовать следующие обозначения для коммутаторов:

[y, 0x] = y; [y, ix] = [[y, i−1x], x], i ⩾ 1; [y, x, z] = [[y, x], z].

Пример 1.1.2. Пусть W0 ≡ a1(1)a2(1)a1(2)a2(2). Представим возможный

вариант собирательного процесса, примененного к слову W0 (для наглядности

несобранные части слов отделены точкой):

W0 ≡ a1(1)a2(1)a1(2)a2(2),

W1 ≡ a1(1)a1(2) · a2(1)[a2, a1](1, 2)a2(2),

W2 ≡ a1(1)a1(2)a2(1)a2(2) · [a2, a1](1, 2)[a2, a1, a2](1, 2, 2),

W3 ≡ a1(1)a1(2)a2(1)a2(2)[a2, a1](1, 2) · [a2, a1, a2](1, 2, 2),

W4 ≡ a1(1)a1(2)a2(1)a2(2)[a2, a1](1, 2)[a2, a1, a2](1, 2, 2).

Собрав коммутаторы в следующем порядке: a1, a2, [a2, a1], [a2, a1, a2], мы полу-

чили слово W4 ≡ a21a
2
2[a2, a1][a2, a1, a2] с пустой несобранной частью.

Отметим, что последовательность (10) может быть конечной в двух слу-

чаях: мы решили остановить собирательный процесс на некотором этапе, соби-

рательный процесс оборвался на некотором слове Wj, j ⩾ 1, несобранная часть

которого оказалась пустой.



20

Любой коммутатор из Γ(a1, . . . , an) можно записать разными способами,

например,[︂[︁
[a2, a1], a1

]︁
, a1

]︂
= [a2, 3a1] =

[︁
[a2, a1], 2a1

]︁
=
[︁
[a2, 3a1], 0a3

]︁
.

Далее мы будем придерживаться следующего важного соглашения.

Замечание 1.1.1. Для любых коммутаторов Q,R ∈ Γ(a1, . . . , an), мы

можем использовать запись [Q,uR] только с максимально возможным значе-

нием параметра u, т.е. для любого S ∈ Γ(a1, . . . , an) имеем [Q, uR] ̸= [S, u+1R].

Отметим некоторые очевидные факты о собирательном процессе.

Предложение 1.1.1. Рассмотрим произвольное слово Wj, j ⩾ 1, из

последовательности (10). Справедливы следующие утверждения.

1. В свободной группе F (a1, . . . , an) имеет место равенство W0 = Wj. Иными

словами, собирательный процесс не изменяет элемент W0 ∈ F (a1, . . . , an).

2. Если несобранная часть Tj непуста, тогда любой коммутатор в Tj имеет

вид [R, pqj] для некоторых R ∈ Γ(a1, . . . , an) и p ⩾ 0.

3. Любые два вхождения одного коммутатора в Tj имеют различные метки

одинаковой длины. Иными словами, метки в Tj образуют разметку слова

Tj. Более того, метки не меняются в ходе собирательного процесса.

4. Если вхождение R(Λu) предшествует (находится левее) Q(Λv) в Tj−1 и

R ̸= qj, Q ̸= qj, то R(Λu) предшествует Q(Λv) в Tj. Иными словами, j-ый

этап собирательного процесса не меняет относительное расположение

вхождений коммутаторов в Tj−1, отличных от qj.

Поскольку начальное слово W0 содержит только коммутаторы a1, . . . , an,

справедливо следующее утверждение.
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Предложение 1.1.2. Для любого коммутаторного слова Wj, j ⩾ 1, из

последовательности (10) несобранная часть Tj не содержит вхождений ком-

мутаторов q1, . . . , qj. Как следствие, коммутаторы q1, . . . , qj попарно различ-

ны.

Доказательство. Индукция по номеру этапа собирательного процесса (по

номеру слова в последовательности). На первом этапе были собраны все вхож-

дения q1, при этом возникали только коммутаторы вида [R, pqj], p ⩾ 1. Следо-

вательно, слово W1 содержит вхождения q1 только в собранной части.

Предположим, что утверждение выполняется для всех слов в последова-

тельности до Wj = qe11 . . . q
ej
j Tj, j ⩾ 1, включительно, и несобранная часть Tj

оказалась непустой. Докажем утверждение для слова

Wj+1 = qe11 . . . qeKk . . . q
ej
j q

ej+1

j+1 Tj+1.

Предположим, что qk имеет вхождение в Tj+1 для некоторого k ∈ 1, j + 1. За-

метим, что k ̸= j + 1, т.к. на этапе j + 1 все вхождения qj+1 в слове Tj были

собраны. Далее, на этапе k были собраны все вхождения коммутатора qk. Из

предположения индукции следует, что новые вхождения qk могли возникнуть

только на этапе j +1. Следовательно, qk = [R, qj+1] для некоторого коммутато-

ра R. Напомним, что начальное слово W0 содержит только элементы a1, . . . , an,

поэтому коммутатор qk = [R, qj+1] возник в ходе собирательного процесса не

некотором этапе h, где h < k < j + 1, т.е. qk = [Q, qh] для некоторого Q. Из

равенства формальных коммутаторов [R, qj+1] = [Q, qh] следует, что qh = qj+1.

Получаем противоречие с предположением индукции: qh имеет вхождения как

в собранную часть qe11 . . . q
ej
j , так и в несобранную часть Tj.
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1.2 Условия существования и предшествования

Пусть W0 — произвольное коммутаторное слово с некоторой разметкой,

содержащее только коммутаторы веса 1: a1, . . . , an, n ⩾ 1. Рассмотрим произ-

вольный вариант собирательного процесса{︁
Wj ≡ qe11 . . . q

ej
j Tj

}︁
j⩾0

. (11)

Обозначим через D(ak), k ∈ 1, n, произвольное фиксированное множество це-

лочисленных последовательностей одинаковой длины, содержащее все метки

вхождений ak в W0.

Предположим, что несобранная часть Tm, m ⩾ 0 содержит некоторый

коммутатор R со следующей бесскобочной записью: (ai1, . . . , aiw(R)
).

Пример 1.2.1. Коммутатор
[︂[︁
a2, [a1, a2]

]︁
, a4

]︂
имеет бесскобочную запись

(a2, a1, a2, a4).

Из определения 1.1.4 следует, что метка любого вхождения R в Tm имеет

вид

Λ1 . . .Λw(R), где Λ1 ∈ D(ai1), . . . , Λw(R) ∈ D(aiw(R)
).

Поскольку различные вхождения R имеют различные метки, число всех вхож-

дений R в Tm равно количеству элементов из декартова произведения D(ai1)×

· · ·×D(aiw(R)
), которые являются метками вхождений R. Обозначим это декар-

тово произведение через D(R).

Определение 1.2.1. Предположим, что некоторая несобранная часть в

(11) содержит вхождение коммутатора R. Условие существования коммутатора

R есть предикат EΛ
R, Λ ∈ D(R), который равен 1 тогда и только тогда, когда

существует слово в (11), несобранная часть которого содержит вхождение R(Λ).

Определение 1.2.2. Предположим, что некоторая несобранная часть в

(11) содержит вхождения коммутаторов R и Q. Условие предшествования для
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коммутаторов R и Q есть предикат PΛ1Λ2

Q,R , Λ1Λ2 ∈ D(Q)×D(R), который равен

1 тогда и только тогда, когда существует слово в (11), в несобранной части

которого Q(Λ1) предшествует (находится левее) R(Λ2).

Отметим, что можно определить все значения предиката ER, рассматри-

вая произвольную несобранную часть Tm, содержащую вхождения R. Иными

словами, любая несобранная часть либо не содержит вхождений R, либо со-

держит все вхождения R, которые когда-либо возникли в ходе собирательного

процесса. Действительно, вхождения R возникли на некотором этапе m1 ⩽ m.

Из утверждения 3 предложения 1.1.1 следует, что метки вхождений не изме-

нятся на следующих этапах собирательного процесса. Согласно предложению

1.1.2 новые вхождения R никогда не возникнут в несобранных частях. Наконец,

вхождения могут «пропасть» только на некотором этапе m2 > m ⩾ m1, когда

все они без исключения будут собраны.

Из рассуждений выше и утверждения 4 предложения 1.1.1 следует, что

все значения предиката PQ,R можно определить, рассматривая произвольную

несобранную часть, содержащую вхождения R и Q.

Предложение 1.2.1. Для последовательности (11) имеем равенство

ej = |{Λ ∈ D(qj) | EΛ
qj
= 1}|.

Данное утверждение устанавливает связь между показателем степени ком-

мутатора ej и его условием существования Eqj . Поэтому, исследуя свойства пре-

диката Eqj , мы получаем информацию о показателе степени ej.

Определение 1.2.3. Для произвольных коммутаторов R1, R2 предикат

R1 ≺ R2 равен 1 тогда и только тогда, когда существуют коммутаторы qi, qj

в (11) такие, что qi = R1, qj = R2, i < j, т.е., вхождения R1 были собраны на

более раннем этапе, чем вхождения R2, в ходе собирательного процесса (11).
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Пример 1.2.2. Рассмотрим вариант собирательного процесса из приме-

ра 1.1.2. Имеют место следующие соотношения:

D(a1) = D(a2) = {1, 2};

D([a2, a1]) = D(a2)×D(a1) = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)};

D([a2, a1, a2]) = D(a2)×D(a1)×D(a2) = {1, 2}3;

Eλ1
a1

= Eλ2
a2

= 1, P (λ1,λ2)
a1,a2

= (λ1 < λ2) ∨ (λ1 = λ2), где λ1 ∈ D(a1), λ2 ∈ D(a2);

a1 ≺ a2; [a2, a1] ≺ [a2, a1, a2];

e3 =
⃓⃓⃓{︂

(λ1, λ2) ∈ D([a2, a1]) | E(λ1,λ2)
[a2,a1]

= 1
}︂⃓⃓⃓

= |{(1, 2)}| = 1.

Теорема 1.2.1. Пусть G — группа, m ∈ N и y, x1, x2, . . . , xm ∈ G. Тогда

справедливо следующее тождество:

[y, x1x2 . . . xm] =
2m−1∏︂
i=1

[y, i1x1, i2x2, . . . , imxm], (12)

где i1i2 . . . im — m-разрядное двоичное представление индекса i.

Доказательство. Индукцией по m докажем эквивалентное тождество:

yx1x2 . . . xm = x1x2 . . . xmy

2m−1∏︂
i=1

[y, i1x1, i2x2, . . . , imxm]. (13)

Для m = 1 тождество примет вид yx1 = x1y[y, x1]. Рассмотрим произведение

yx1x2 . . . xmxm+1. Используя предположение индукции, получаем

(yx1 . . . xm)xm+1 = x1 . . . xmy

(︄
2m−1∏︂
i=1

[y, i1x1, . . . , imxm]

)︄
xm+1

= x1 . . . xm+1

2m−1∏︂
i=0

[y, i1x1, . . . , imxm, 0xm+1][y, i1x1, . . . , imxm, 1xm+1],

где i1 . . . im0 и i1 . . . im1 являются двоичными представлениями чисел 2i и 2i+1,

соответственно. Таким образом, имеем равенство

(yx1 . . . xm)xm+1 = x1 . . . xm+1

2m+1−1∏︂
i=0

[y, i1x1, . . . , imxm, im+1
xm+1],

где i1 . . . im+1 — двоичное представление индекса i.
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Пример 1.2.3. При m = 2 тождество (12) принимает вид хорошо извест-

ной формулы (см., например, [12]):

[y, x1x2] = [y, 0x1, 1x2][y, 1x1, 0x2][y, 1x1, 1x2] = [y, x2][y, x1][y, x1, x2].

Доказанная теорема позволяет выразить факт предшествования для двух

вхождений коммутаторов в терминах предшествования для двух двоичных чи-

сел.

Мы обозначаем через ∨ и ∧ дизъюнкцию и конъюнкцию соответственно.

Символ ∧ обычно будет опускаться для экономии места. Например, мы пишем

AB ∨ C вместо (A ∧B) ∨ C.

Обозначим через ω(i) количество единиц в двоичной записи целого неот-

рицательного числа i.

Предложение 1.2.2. Пусть N,M ∈ 1, 2m − 1, ω(N) = u, ω(M) =

v, где u, v,m ⩾ 1. Предположим, что в последовательностях (j1, . . . , ju) и

(k1, . . . , kv) элементы js, s ∈ 1, u, и kl, l ∈ 1, v равны номерам позиций s-ой

единицы и l-ой единицы в двоичных записях N и M соответственно (отсчи-

тываем единицы и номера позиций слева направо, начиная с 1). Тогда

N < M ⇔ (u < v)
u⋀︂

t=1

(jt = kt) ∨
min{u,v}⋁︂

t=1

(kt < jt)
t−1⋀︂
h=1

(jh = kh).

Следствие 1.2.1. Пусть F (Q,R) — свободная группа и коммутаторное

слово

W0 ≡ Q(Λ0)R(Λ1) . . . R(Λm), m ∈ N, (14)

имеет произвольную разметку с некоторыми множествами D(Q) и D(R).

Если на первом этапе собирательного процесса мы соберем вхождения R, то-

гда получим коммутаторное слово

W1 ≡ R(Λ1) . . . R(Λm) ·Q(Λ0)
2m−1∏︂
i=1

[Q, ω(i)R](ϕ(i)), (15)
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где ϕ(i) = Λ0Λj1 . . .Λjω(i)
и js, s ∈ 1, ω(i) есть номер позиции s-ой единицы в

двоичном представлении индекса i (отсчитываем единицы и номера позиций

слева направо, начиная с 1). Более того, для любых u, v ∈ N имеем

E
Λ1
0Λ

1
1...Λ

1
u

[Q, uR] = E
Λ1
0

Q

u−1⋀︂
k=1

P
Λ1
kΛ

1
k+1

R,R ,

P
Λ1
0...Λ

1
uΛ

2
0...Λ

2
v

[Q, uR],[Q, vR]

= E
Λ1
0...Λ

1
u

[Q, uR]E
Λ2
0...Λ

2
v

[Q, vR]

⎛⎝(u < v)
u⋀︂

k=1

(Λ2
k = Λ1

k) ∨
min{u,v}⋁︂

k=1

P
Λ2
kΛ

1
k

R,R

k−1⋀︂
h=1

(Λ2
h = Λ1

h)

⎞⎠ ,

где Λ1
0,Λ

2
0 ∈ D(Q), Λ1

1, . . . ,Λ
1
u,Λ

2
1, . . . ,Λ

2
v ∈ D(R).

Доказательство. Первое утверждение следствия непосредственно выте-

кает из тождества (13).

Рассмотрим произведение по i в (15). Любое m-разрядное двоичное число

однозначно задается позициями единиц в своей двоичной записи. Следователь-

но, ϕ является биективным отображением множества {1, . . . , 2m − 1} на

{Λ0Λj1 . . .Λjs | s ⩾ 1, 1 ⩽ j1 < · · · < js ⩽ m}.

Любые две целочисленные последовательности

Λ0Λj1 . . .Λju ∈ D([Q, uR]) = D(Q)×D(R)u,

Λ0Λk1 . . .Λkv ∈ D([Q, vR]) = D(Q)×D(R)v

являются метками некоторых вхождений коммутаторов [Q, uR] и [Q, vR] в (15),

соответственно, тогда и только тогда, когда Λ0Λj1 . . .Λju = ϕ(i1), Λ0Λk1 . . .Λkv =

ϕ(i2) для некоторых i1, i2. Иными словами, должны выполняться следующие

условия:
u−1⋀︂
t=1

(jt < jt+1),
v−1⋀︂
t=1

(kt < kt+1).
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Если при этом вхождение [Q, uR] должно предшествовать вхождению [Q, vR],

то мы получаем условие i1 < i2. Согласно предложению 1.2.2, оно эквивалентно

u−1⋀︂
t=1

(jt < jt+1)
v−1⋀︂
t=1

(kt < kt+1)

∧

⎛⎝(u < v)
u⋀︂

t=1

(jt = kt) ∨
min{u,v}⋁︂

t=1

(kt < jt)
t−1⋀︂
h=1

(jh = kh)

⎞⎠ .

Отметим, что

jt < jt+1 ⇔ P
ΛjtΛjt+1

R,R , kt < kt+1 ⇔ P
ΛktΛkt+1

R,R ,

jt = kt ⇔ Λjt = Λkt, kt < jt ⇔ P
ΛktΛjt

R,R .

Таким образом, для любых Λ1
0,Λ

2
0 ∈ D(Q), Λ1

1, . . . ,Λ
1
u,Λ

2
1, . . . ,Λ

2
v ∈ D(R) спра-

ведливы равенства:

E
Λ1
0Λ

1
1...Λ

1
u

[Q,uR] = E
Λ1
0

Q

u⋀︂
k=1

E
Λ1
k

R

u−1⋀︂
k=1

P
Λ1
kΛ

1
k+1

R,R = E
Λ1
0

Q

u−1⋀︂
k=1

P
Λ1
kΛ

1
k+1

R,R ,

P
Λ1
0...Λ

1
uΛ

2
0...Λ

2
v

[Q,uR],[Q, vR]

= E
Λ1
0...Λ

1
u

[Q,uR]E
Λ2
0...Λ

2
v

[Q, vR]

⎛⎝(u < v)
u⋀︂

k=1

(Λ2
k = Λ1

k) ∨
min{u,v}⋁︂

k=1

P
Λ2
kΛ

1
k

R,R

k−1⋀︂
h=1

(Λ2
h = Λ1

h)

⎞⎠ .

Следствие 1.2.2. Пусть существует e ⩾ 1 вхождений коммутатора

R в следующее коммутаторное слово с произвольной разметкой:

X ≡
m∏︂
k=1

tk(Λk).

После одного этапа собирательного процесса мы получим слово

Y ≡ Re
m∏︂
k=1
tk ̸=R

tk(Λk)Ωk, где Ωk ≡
2mk−1∏︂
i=1

[tk, ω(i)R](ϕk(i)),

mk — число вхождений R, находящихся правее tk(Λk) в слове X, метка ϕk(i)

определена согласно предыдущей теореме.
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Далее Ωk будем называть ω-произведением с начальным элементом tk(Λk).

Теорема 1.2.2. Пусть {Wj}j⩾0 — произвольный вариант собирательно-

го процесса. Тогда имеют место следующие рекуррентные соотношения (если

левая часть соотношения определена для {Wj}j⩾0):

E
Λ1
0...Λ

1
u

[Q1, uR1]
= P

Λ1
0Λ

1
1

Q1,R1

u−1⋀︂
k=1

P
Λ1
kΛ

1
k+1

R1,R1
, u ⩾ 1; (16)

P
Λ1
0...Λ

1
uΛ

2
0...Λ

2
v

[Q1, uR1],[Q2, vR2]
равен

E
Λ1
0...Λ

1
u

[Q1, uR1]
E

Λ2
0...Λ

2
v

[Q2, vR2]
F, если u+ v ⩾ 1, R1 = R2, Q1 = Q2; (17a)

E
Λ1
0...Λ

1
u

[Q1, uR1]
E

Λ2
0...Λ

2
v

[Q2, vR2]
P

Λ1
0Λ

2
0

Q1,Q2
,

если u+ v ⩾ 1, R1 = R2, Q1 ̸= Q2,
u = 0 ⇒ w(Q1) = 1, v = 0 ⇒ w(Q2) = 1; (17b)

E
Λ1
0...Λ

1
u

[Q1, uR1]
E

Λ2
0...Λ

2
v

[Q2, vR2]
P

Λ1
0...Λ

1
uΛ

2
0

[Q1, uR1],Q2
, если u, v ⩾ 1, R1 ≺ R2; (17c)

E
Λ1
0...Λ

1
u

[Q1, uR1]
E

Λ2
0...Λ

2
v

[Q2, vR2]
P

Λ1
0Λ

2
0...Λ

2
v

Q1,[Q2, vR2]
, если u, v ⩾ 1, R2 ≺ R1; (17d)

где [Q1, uR1] ̸= Q2 для u ⩾ 1 и [Q2, vR2] ̸= Q1 для v ⩾ 1,

Λ1
0 ∈ D(Q1), Λ2

0 ∈ D(Q2), Λ1
1, . . . ,Λ

1
u ∈ D(R1), Λ2

1, . . . ,Λ
2
v ∈ D(R2),

F = P
Λ1
0Λ

2
0

Q1,Q2
∨ (Λ1

0 = Λ2
0)

(︃
(u < v)

u⋀︂
k=1

(Λ2
k = Λ1

k) ∨
min{u,v}⋁︂

k=1

P
Λ2
kΛ

1
k

R1,R2

k−1⋀︂
h=1

(Λ2
h = Λ1

h)

)︃
.

Доказательство. Соотношения (16) и (17a). Пусть u, v ⩾ 1. Поскольку

условие существования E[Q1,uR1] определено для {Wj}j⩾0, существуют вхожде-

ния коммутатора [Q1, uR1] в некоторую несобранную часть Tm. Следователь-

но, они возникли в ходе l-ого этапа собирательного процесса, l ∈ 1,m, когда

собирались вхождения коммутатора R1. Рассмотрим схематичную запись ком-

мутаторного слова Tl−1, где выделим два вхождения Q1 (хотя бы одно такое

вхождение существует):

Tl−1 = . . . Q1(Λ1) . . . Q1(Λ2) . . . .

Из следствия 1.2.2 заключаем, что Tl имеет следующий вид:

Tl = . . . Q1(Λ1)ΩQ1(Λ1) . . . Q1(Λ2)ΩQ1(Λ2) . . . ,
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где ΩQ1(Λ1), ΩQ1(Λ2) являются ω-произведениями с соответствующими началь-

ными элементами.

Пусть Λ1
0 ∈ D(Q1), Λ1

1, . . . ,Λ
1
u ∈ D(R1) и P

Λ1
0Λ

1
1

Q1,R1
= 1. Тогда согласно

следствию 1.2.1 вхождение [Q1, uR1](Λ
1
0 . . .Λ

1
u) присутствует в ω-произведении

с начальным элементом Q1(Λ
1
0) тогда и только тогда, когда

E
Λ1
0

Q1

u−1⋀︂
k=1

P
Λ1
kΛ

1
k+1

R1,R1
= 1.

Таким образом, имеем

E
Λ1
0...Λ

1
u

[Q1,uR1]
= P

Λ1
0Λ

1
1

Q1,R1
E

Λ1
0

Q1

u−1⋀︂
k=1

P
Λ1
kΛ

1
k+1

R1,R1
= P

Λ1
0Λ

1
1

Q1,R1

u−1⋀︂
k=1

P
Λ1
kΛ

1
k+1

R1,R1
.

Далее, коммутаторы вида [Q1, tR1], t ⩾ 1, имеют вхождения только в ω-

произведениях. Более того, метка любого вхождения в ω-произведение начина-

ется с Λ1, если начальный элемент равен Q1(Λ1), с Λ2, если начальный элемент

равен Q1(Λ2), и т.д. Значит, для произвольных вхождений [Q1, uR1](Λ
1
0 . . .Λ

1
u)

и [Q1, vR1](Λ
2
0 . . .Λ

2
v) существует две альтернативы: они находятся в одном ω-

произведении (т.е. Λ1
0 = Λ2

0) либо в разных. Во втором случае условие пред-

шествования P
Λ1
0...Λ

1
uΛ

2
0...Λ

2
v

[Q1,uR1],[Q1, vR1]
эквивалентно предшествованию соответствующих

ω-произведений, т.е. начальных элементов Q1(Λ
1
0) и Q1(Λ

2
0). В первом же случае

мы используем рекуррентное соотношение из следствия 1.2.1. Таким образом,

имеем

P
Λ1
0...Λ

1
uΛ

2
0...Λ

2
v

[Q1,uR1],[Q1, vR1]
= E

Λ1
0...Λ

1
u

[Q1,uR1]
E

Λ2
0...Λ

2
v

[Q1, vR1]
F.

Нетрудно показать, что полученное соотношение справедливо, когда либо

u = 0, либо v = 0. Действительно, поскольку Q1 не имеет вхождений в ω-

произведениях, для любых вхождений [Q1, uR1](Λ
1
0 . . .Λ

1
u) и [Q1, vR1](Λ

2
0 . . .Λ

2
v)

имеем

P
Λ1
0...Λ

1
uΛ

2
0...Λ

2
v

[Q1,uR1],[Q1, vR1]
⇔

⎧⎪⎨⎪⎩P
Λ1
0Λ

2
0

Q1,Q1
∨ (Λ1

0 = Λ2
0), если u = 0, v ̸= 0;

P
Λ1
0Λ

2
0

Q1,Q1
, если u ̸= 0, v = 0.
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Соотношение (17b). Пусть u, v ⩾ 1. Как и в предыдущем случае, вхож-

дения коммутаторов [Q1, uR1] и [Q2, vR1] возникли в ходе одного и того же

этапа собирательного процесса. Однако вхождения [Q1, uR1] находятся в ω-

произведении с начальным элементом Q1(Λ), Λ ∈ D(Q1), а вхождения [Q2, vR1]

находятся в ω-произведении с начальным элементом Q2(Λ), Λ ∈ D(Q2). Как

указано выше, предшествование ω-произведений эквивалентно предшествова-

нию соответствующих начальных элементов. Таким образом, получаем

P
Λ1
0...Λ

1
uΛ

2
0...Λ

2
v

[Q1,uR1],[Q2, vR1]
= E

Λ1
0...Λ

1
u

[Q1,uR1]
E

Λ2
0...Λ

2
v

[Q2, vR1]
P

Λ1
0Λ

2
0

Q1,Q2
.

Теперь пусть u = 0 и w(Q1) = 1. Коммутатор Q1 имеет вхождения в

начальное слово W0 ≡ T0. Следовательно, Q1 и Q2 имеют вхождения в од-

ной несобранной части на этапе сбора R1, в ходе которого возникали вхожде-

ния [Q2, vR1]. Здесь мы имеем дело с предшествованием начального элемента и

ω-произведения, что эквивалентно предшествованию соответствующих началь-

ных элементов. Поскольку Q1 ̸= Q2, получаем

P
Λ1
0Λ

2
0...Λ

2
v

Q1,[Q2, vR1]
= E

Λ1
0

Q1
E

Λ2
0...Λ

2
v

[Q2, vR1]
P

Λ1
0Λ

2
0

Q1,Q2
.

Для случая, когда v = 0, w(Q2) = 1, рассуждения аналогичны.

Соотношения (17c) и (17d). Предположим, что вхождения R1 были со-

браны на более раннем этапе, чем R2. Согласно условию теоремы должна су-

ществовать несобранная часть, содержащая вхождения как [Q1, uR1], так и

[Q2,vR2]. Следовательно, на этапе сбора R2 соответствующая несобранная часть

содержит как [Q1,uR1], так и Q2. Поскольку [Q1,uR1] ̸= Q2, мы используем рас-

суждения из предыдущего случая и получаем

P
Λ1
0...Λ

1
uΛ

2
0...Λ

2
v

[Q1,uR1],[Q2, vR2]
= E

Λ1
0...Λ

1
u

[Q1,uR1]
E

Λ2
0...Λ

2
v

[Q2, vR2]
P

Λ1
0...Λ

1
uΛ

2
0

[Q1,uR1],Q2
.

Если вхождения R2 были собраны на более раннем этапе, чем R1, рассуж-

дения аналогичны.



31

Пример 1.2.4. Рассмотрим вариант собирательного процесса из примера

1.1.2 и выразим условие существования

E
(λ1,λ2,λ3)
[[a2,a1],a2]

, (λ1, λ2) ∈ D([a2, a1]) = D(a2)×D(a1), λ3 ∈ D(a2),

через Ea1, Ea2, Pa1,a2, Pa2,a1, Pa1,a1, Pa2,a2.

E
(λ1,λ2,λ3)
[[a2,a1],a2]

= P
(λ1,λ2,λ3)
[a2,a1],a2

используем (16) при u = 1,
Q1 = [a2, a1], R1 = a2

= E
(λ1,λ2)
[a2,a1]

E(λ3)
a2

P (λ1λ3)
a2,a2

используем (17a) при u = 1, v = 0,
Q1 = Q2 = a2, R1 = a1

= P (λ1,λ2)
a2,a1

E(λ3)
a2

P (λ1λ3)
a2,a2

используем (16) при u = 1,
Q1 = a2, R1 = a1

.

Используя информацию из примера 1.2.2, получаем

E
(λ1,λ2,λ3)
[[a2,a1],a2]

= (λ1 < λ2)(λ1 < λ3), (λ1, λ2, λ3) ∈ {1, 2}3.

Единственный случай, когда E
(λ1,λ2,λ3)
[[a2,a1],a2]

= 1, — это (λ1, λ2, λ3) = (1, 2, 2).

Следствие 1.2.3. Пусть коммутатор R ∈ Γ(a1, . . . , an) возник в ходе

некоторого варианта собирательного процесса {Wj}j⩾0. Тогда условие суще-

ствования ER выражается формулой, содержащей не более чем операции ∨

и ∧, предикаты Eai, Pai,aj , i, j ∈ 1, n, и отношение равенства = на Z.

Доказательство. Сначала покажем, что для любого предиката

EQ, w(Q) ⩾ 2; PQ,R, w(Q) + w(R) ⩾ 3;

существует подходящее рекуррентное соотношение из предыдущей теоремы.

Любой формальный коммутатор Q, w(Q) ⩾ 2, может быть записан как [Q1,uR1],

u ⩾ 1. Следовательно, мы используем соотношение (16) для условия существо-

вания EQ.

Рассмотрим условие предшествования PQ,R. Предположим, что w(R) = 1,

и запишем Q как [Q1, uR1], u ⩾ 1. Если Q1 ̸= R, то используем соотношение

(17b). Если Q1 = R, то записываем [Q1, uR1], R как [Q1, uR1], [Q1, 0R1] соответ-

ственно и используем (17a). В случае w(Q) = 1 рассуждения аналогичные.
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Пусть w(Q), w(R) ⩾ 2. Тогда Q и R могут быть записаны как [Q1, uR1],

u ⩾ 1, и [Q2,vR2], v ⩾ 1 соответственно. Если Q1 ̸= [Q2,vR2] и Q2 ̸= [Q1,uR1], то

мы применяем для PQ,R одно из соотношений (17). Если же Q1 = [Q2, vR2], то

мы представляем [Q1,uR1] и [Q2, vR2] в виде [Q1,uR1] и [Q1, 0R1] соответственно

и используем (17a). Рассуждения аналогичны, если Q2 = [Q1, uR1].

Таким образом, используя рекуррентные соотношения из предыдущей

теоремы конечное число раз, мы выражаем ER через формулу, содержащую

не более чем операции ∨ и ∧, предикаты Eai, Pai,aj , i, j ∈ 1, n, и отношение ра-

венства Λu = Λv. Остается заметить, что для любых целочилсенных последова-

тельностей одинаковой длины Λu = (λi1, . . . , λis), Λv = (λj1, . . . , λjs) отношение

Λu = Λv может быть записано в терминах равенства на множестве Z:

s⋀︂
k=1

(λik = λjk).

Напомним, что согласно предложению 1.2.1 показатель степени коммута-

тора R равен мощности множества

{(λ1, . . . , λr) ∈ D(R) | E(λ1,...,λr)
R = 1}.

Согласно доказанному следствию, если предикаты Eai, Pai,aj выражаются фор-

мулами, содержащими не более чем операции ∨ и ∧ и предикаты вида [λi < λj],

[λi = λj], то таковой будет и формула E
(λ1,...,λr)
R . В следующем параграфе будет

найдено выражение со свойством делимости для мощности множества

{(Λ ∈ D | C(Λ) = 1},

когда D — декартово произведение конечных множеств целых чисел, удовле-

творяющих определенным ограничениям, а формула C(Λ) имеет строение, как

описано выше.
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1.3 Комбинаторный анализ L-условий

Определение 1.3.1. Обозначим через L множество всех формул алгебры

высказываний, в которых каждая пропозициональная переменная заменена на

предикатные символы [λi < λj] или [λi = λj], где i, j ∈ N.

Определение 1.3.2. Произвольный элемент C ∈ L будем называть

L-условием ранга r, r ∈ N, если формула C содержит в своей записи хотя

бы один из следующих предикатных символов: [λi < λr], [λr < λi], [λi = λr],

[λr = λi], i ∈ N, и не содержит предикатных символов [λi < λj] и [λi = λj],

где i > r или j > r. Логические константы 0 и 1 будем называть L-условиями

ранга ноль.

Пример 1.3.1. L-условия рангов 1, 2 и 3, соответственно:

¬[λ1 = λ1] → [λ1 < λ1]; ([λ1 = λ1] ∧ [λ2 = λ2])⊕ 1; [λ2 = λ3] ↔ [λ3 = λ2].

Символ ⊕ обозначает сложение по модулю 2.

Пусть M — произвольное непустое множество с введенными на нем от-

ношениями равенства «=1» и строгого линейного порядка «<1». Тогда любое

L-условие C ранга не выше r можно интерпретировать как r-местный предикат

на любом непустом декартовом произведении M1 × · · · × Mr ⊆ M × · · · × M .

При этом двуместные предикатные символы [λi < λj] и [λi = λj], i, j ∈ 1, r,

определяются очевидным образом:

[λi = λj]

⃓⃓⃓⃓
λi=λ∗

i
λj=λ∗

j

=

⎧⎪⎨⎪⎩1, если λ∗
i =1 λ

∗
j ,

0, иначе.
[λi < λj]

⃓⃓⃓⃓
λi=λ∗

i
λj=λ∗

j

=

⎧⎪⎨⎪⎩1, если λ∗
i <1 λ

∗
j ,

0, иначе.

Далее будем говорить, что набор элементов (λ∗
1, . . . , λ

∗
r) ∈ M1×· · ·×Mr удовле-

творяет L-условию C, если C(λ∗
1, . . . , λ

∗
r) = 1, т.е. набор (λ∗

1, . . . , λ
∗
r) реализует

истинное значение предиката C = C(λ1, . . . , λr).
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Пример 1.3.2. L-условие A(λ1, λ2) = [λ1 < λ2] на множестве натураль-

ных чисел {1, 2}2 принимает следующие значения:

A(1, 1) = A(2, 1) = A(2, 2) = 0, A(1, 2) = 1.

Отсюда можем заключить, что L-условие A тождественно ложно на {1}2 и не

является таковым на множестве {1, 2}2.

Предложение 1.3.1. Пусть M и N — произвольные линейно упоря-

доченные множества, причем M не менее чем счетно. Если некоторое L-

условие ранга не выше r тождественно истинно на множестве M r, то оно

тождественно истинно на N r.

Доказательство. Зафиксируем произвольный набор (λ∗
1, . . . , λ

∗
r) ∈ N r

со значениями компонент: v1 < · · · < vs, где 1 ⩽ s ⩽ r, и покажем, что

C(λ∗
1, . . . , λ

∗
r) = 1. Поскольку M бесконечно и любые два конечных линейно

упорядоченных множества одинаковой мощности изоморфны, можем постро-

ить инъективное отображение f : {v1, . . . , vs} → M , сохраняющее линейный

порядок. Поэтому, положив

λ∗∗
i = f(vj) ⇔ λ∗

i = vj, i ∈ 1, r,

будем иметь для i, j ∈ 1, r следующие равенства:

[λi = λj]

⃓⃓⃓⃓
λi=λ∗

i
λj=λ∗

j

= [λi = λj]

⃓⃓⃓⃓
λi=λ∗∗

i
λj=λ∗∗

j

; [λi < λj]

⃓⃓⃓⃓
λi=λ∗

i
λj=λ∗

j

= [λi < λj]

⃓⃓⃓⃓
λi=λ∗∗

i
λj=λ∗∗

j

.

Таким образом, C(λ∗
1, . . . , λ

∗
r) = C(λ∗∗

1 , . . . , λ∗∗
r ) = 1.

Определение 1.3.3. Будем говорить, что два L-условия C1 и C2 эквива-

лентны, и писать C1 ∼ C2, если для любого линейно упорядоченного множества

M L-условие C1 ↔ C2 тождественно истинно на M r. Ввиду предложения 1.3.1

достаточно проверить тождественную истинность, например, при M = N.

Пример 1.3.3. Справедливы следующие отношения L-условий:

[λ1 = λ2] ∨ [λ3 < λ4] ∼ [λ3 < λ4] ∨ [λ1 = λ2], [λ1 = λ2] ∼ [λ1 = λ2] ∧ [λ3 = λ3].
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Пусть C1 и C2 — два эквивалентных L-условия рангов r и s, соответствен-

но, r ⩽ s. Из определения 1.3.3 ясно, что C1(λ
∗
1, . . . , λ

∗
s) = C2(λ

∗
1, . . . , λ

∗
s) для

любых элементов λ∗
1, . . . , λ

∗
s произвольного линейно упорядоченного множества.

Более того, справедливо правило замены: если A есть подформула L-условия

C, и A ∼ B, то замена A на B в C приведет к L-условию эквивалентному C.

Отметим также, что не все эквивалентости L-условий можно получить по

правилу замены или путем использования свойств логических операций (ком-

мутативность дизъюнкции и т.п.).

Предложение 1.3.2. Для любых натуральных i, j, k ∈ N справедливы

следующие отношения L-условий:

[λi = λi] ∼ 1; (18)

[λi = λj] ∼ [λj = λi]; (19)

[λi = λj] ∧ [λj = λk] ∼ [λi = λj] ∧ [λj = λk] ∧ [λi = λk]; (20)

[λi < λj] ∧ [λj < λk] ∼ [λi < λj] ∧ [λj < λk] ∧ [λi < λk]; (21)

[λi < λj]⊕ [λj < λi]⊕ [λi = λj]⊕ ([λi < λj] ∧ [λj < λi] ∧ [λi = λj]) ∼ 1. (22)

Кроме того, из (18)-(22) следуют эквивалентности:

[λi < λi] ∼ 0; (23)

[λi < λj] ∧ [λj < λi] ∼ 0; (24)

¬[λi = λj] ∼ [λi < λj] ∨ [λj < λi]; (25)

¬[λi < λj] ∼ [λj < λi] ∨ [λj = λi]. (26)

Доказательство. Отношения (18)-(20) следуют из аксиом равенства: ре-

флексивности, симметричности и транзитивности, соответственно. А из аксиом

транзитивности и трихотомии строгого линейного порядка следуют отношения

(21) и (22), соответственно. Напомним, что любое отношение со свойствами

транзитивности и трихотомии является антирефлексивным и асимметричным.



36

Выведем из (18)-(22) отношения (23) и (24) при помощи логических пре-

образований и правила замены. Используем (22) при j = i, затем (18):

[λi < λi] ∼ [λi < λi] ∧ 1

∼ [λi < λi] ∧
(︂
[λi = λi]⊕ ([λi < λi] ∧ [λi = λi])

)︂
∼ [λi < λi] ∧ (1⊕ [λi < λi])

∼ [λi < λi]⊕ [λi < λi] ∼ 0.

Из (21) при k = i и (23) следует

[λi < λj] ∧ [λj < λi] ∼ [λi < λj] ∧ [λj < λi] ∧ [λi < λi] ∼ 0.

Нетрудно вывести отношения (25) и (26) по аналогии с предыдущими, исполь-

зуя (22) и (24).

Из отношений (25) и (26) следует

Предложение 1.3.3. В каждом классе эквивалентности множества

всех L-условий можно выбрать формулу, записанную в ДНФ без операции

отрицания.

Заметим, что для любого L-условия можно найти эквивалентное ему L-

условие большего ранга. Обратное, вообще говоря, неверно.

Пусть M1 × · · · ×Mr — декартово произведение произвольных непустых

подмножеств некоторого линейно упорядоченного множества. Покажем, что

множество M1× · · ·×Mr можно разбить на попарно непересекающиеся классы

таким образом, что для любого L-условия C либо все элементы произвольно-

го класса удовлетворяют C, либо ни один из них. Вычислив мощности этих

классов, мы найдем выражение для количества элементов M1 × · · · ×Mr, удо-

влетворяющих произвольному L-условию.

Пусть v1 < · · · < vt — все различные значения компонент произвольного

набора (λ1, . . . , λr) ∈ M1 × · · · ×Mr, 1 ⩽ t ⩽ r. Положим Ik = {i | λi = vk} для
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k от 1 до t. Тогда набор (I1, . . . , It) есть упорядоченное разбиение множества

индексов {1, . . . , r}, т.е.

{1, . . . , r} = I1 ∪ · · · ∪ It, Ii ∩ Ij = ∅ ⇔ i ̸= j.

Таким образом, любому набору из M1 × · · · × Mr соответствует единственное

упорядоченное разбиение {1, . . . , r}, откуда вытекает утверждение следующей

леммы.

Лемма 1.3.1. Декартово произведение M1 × · · · ×Mr, составленное из

непустых подмножеств произвольного линейно упорядоченного множества,

представимо в виде объединения попарно непересекающихся классов:

M1 × · · · ×Mr =
r⋃︂

t=1

⋃︂
I1∪...∪It={1,...,r}
Ii∩Ij=∅⇔i̸=j

⟨︁
M1×···×Mr

(I1,...,It)

⟩︁
,

где класс
⟨︁
M1×···×Mr

(I1,...,It)

⟩︁
состоит из всех наборов (λ1, . . . , λr), удовлетворяющих

условиям: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(λ1, . . . , λr) ∈ M1 × · · · ×Mr;

λi = λj ⇔ ∃k (i ∈ Ik) ∧ (j ∈ Ik);

λi < λj ⇔ ∃p ∃q (i ∈ Ip) ∧ (j ∈ Iq) ∧ (p < q).

Пример 1.3.4. Пусть декартово произведение M1 × M2 составлено из

подмножеств целых чисел M1 = {0, 1, 2} и M2 = {0, 1, 2, 3}. Имеют место ра-

венства: ⟨︁
M1×M2

({1,2})
⟩︁
= {(0, 0), (1, 1), (2, 2)};⟨︁

M1×M2

({1},{2})
⟩︁
= {(0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 2), (1, 3), (2, 3)};⟨︁

M1×M2

({2},{1})
⟩︁
= {(1, 0), (2, 0), (2, 1)}.

Лемма 1.3.2. Пусть C — произвольное L-условие ранга не выше r. Тогда

для любого упорядоченного разбиения (I1, . . . , It) множества {1, . . . , r} либо

каждый элемент класса
⟨︁
M1×···×Mr

(I1,...,It)

⟩︁
удовлетворяет C, либо ни один из них.
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Доказательство. Для L-условий ранга 0 утверждение леммы очевидно.

Далее положим ранг C больше нуля. По определению
⟨︁
M1×···×Mr

(I1,...,It)

⟩︁
все наборы

(λ1, . . . , λr) из этого класса удовлетворяют фиксированному упорядочению ком-

понент λ1, . . . , λr. Поэтому мы можем построить L-условие ранга r, соответству-

ющее этому упорядочению, следующим образом:

K =
⋀︂

1⩽i⩽r
1⩽j⩽r

Kij, Kij =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
[λi < λj], если λi < λj;

[λi = λj], если λi = λj;

1, если λi > λj.

Далее, ввиду предложения 1.3.3 условие C можно привести к ДНФ вида

C ∼
s⋁︂

i=1

(Ci1 ∧ · · · ∧ Ciki),

где Cuv — предикаты типа [λi < λj] или [λi = λj]. Предположим, что в клас-

се
⟨︁
M1×···×Mr

(I1,...,It)

⟩︁
нашелся набор (λ∗

1, . . . , λ
∗
r), удовлетворяющий условию C. Тогда

(λ∗
1, . . . , λ

∗
r) удовлетворяет каждому конъюнкту некоторого дизъюнкта Cj1 ∧

· · · ∧ Cjkj . Значит, каждый предикат из Cj1, . . . , Cjkj обязательно встретится в

K. Таким образом, любой набор из класса
⟨︁
M1×···×Mr

(I1,...,It)

⟩︁
удовлетворяет дизъюнкту

Cj1 ∧ · · · ∧ Cjkj , а следовательно, условию C.

Лемма 1.3.3. Пусть {Ni}ti=1 — семейство конечных непустых подмно-

жеств некоторого линейно упорядоченного множества. Если

N = N1 ∩ · · · ∩Nt ̸= ∅; [minN,maxN ] ∩ (Ni\N) = ∅, i ∈ 1, t,

то мощность множества

V = {(v1, . . . , vt) ∈ N1 × · · · ×Nt | v1 < · · · < vt}

равна (︃
|N |
t

)︃
+ bt−1

(︃
|N |
t− 1

)︃
+ · · ·+ b1

(︃
|N |
1

)︃
+ b0

(︃
|N |
0

)︃
, (27)
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где bs — целые неотрицательные коэффициенты, зависящие от N1, . . . , Nt.

Более того, если N ∈ {Ni}ti=1, то b0 = 0, а при N1 = · · · = Nt все bs равны

нулю.

Доказательство. Разобьем множество V на попарно не пересекающиеся

классы V0, . . . , Vt по следующему правилу: (v1, . . . , vt) ∈ Vs тогда и только тогда,

когда среди v1, . . . , vt найдется ровно s компонент, значения которых принад-

лежат N. Ввиду условий:

v1 < · · · < vt; [minN,maxN ] ∩ (Ni\N) = ∅, i ∈ 1, t,

справедливо утверждение: если i < j < k и vi, vk ∈ N, то vj ∈ N. Значит,

для любого набора (v1, . . . , vt) ∈ Vs существует k от 0 до t − s такое, что

vk+1, . . . , vk+s ∈ N. При этом vi < minN для i ∈ 1, k, и vi > maxN для

i ∈ k + s+ 1, t. Таким образом, имеет место равенство

|Vs| =
t−s∑︂
k=0

ckdkek,

где dk, ck, ek равны, соответственно, мощностям множеств

{(vk+1, . . . , vk+s) ∈ V |vk+1, . . . , vk+s ∈ N},

{(v1, . . . , vk) ∈ V |vk < minN}, {(vk+s+1, . . . , vt) ∈ V |maxN < vk+s+1}.

Нетрудно видеть, что dk равно числу сочетаний из |N | по s для любого k от 1

до t− s, поэтому

|Vs| =
(︃
|N |
s

)︃ t−s∑︂
k=0

ckek =

(︃
|N |
s

)︃
bs.

В итоге, имеем

|V | = |Vt|+ · · ·+ |V0| = bt

(︃
|N |
t

)︃
+ bt−1

(︃
|N |
t− 1

)︃
+ · · ·+ b1

(︃
|N |
1

)︃
+ b0

(︃
|N |
0

)︃
,

где, как легко проверить, bt = 1.

Предположим, что N = Nk для некоторого k. Тогда в любом наборе из V

значение компоненты vk принадлежит пересечению N, а значит, b0 = |V0| = 0.

Рассуждая аналогично, если N1 = · · · = Nt, то bt−1 = · · · = b0 = 0.
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Лемма 1.3.4. Пусть {Mi}ri=1 — семейство конечных непустых подмно-

жеств некоторого линейно упорядоченного множества. Если

M = M1 ∩ · · · ∩Mr ̸= ∅; [minM,maxM ] ∩ (Mi\M) = ∅, i ∈ 1, r,

то для любого упорядоченного разбиения (I1, . . . , It) множества {1, . . . , r} име-

ет место равенство⃓⃓⃓⟨︁
M1×···×Mr

(I1,...,It)

⟩︁⃓⃓⃓
=

(︃
|M |
t

)︃
+ bt−1

(︃
|M |
t− 1

)︃
+ · · ·+ b1

(︃
|M |
1

)︃
+ b0

(︃
|M |
0

)︃
, (28)

где bs — целые неотрицательные коэффициенты, зависящие от M1, . . . ,Mr, и

(I1, . . . , It). Более того, если M ∈ {Mi}ri=1, то b0 = 0, а при M1 = · · · = Mr все

bs равны нулю.

Доказательство. Из определения класса
⟨︁
M1×···×Mr

(I1,...,It)

⟩︁
следует, что его мощ-

ность равна мощности множества

V = {(v1, . . . , vt) | v1 < · · · < vt; vi ∈
⋂︂
j∈Ii

Mj, i = 1, . . . , t},

где, как нетрудно заметить,

t⋂︂
i=1

⋂︂
j∈Ii

Mj = M ̸= ∅.

Из условий леммы и свойств операций пересечения и разности множеств сле-

дуют равенства

∅ =
⋂︂
j∈Ii

[minM,maxM ] ∩ (Mj\M) = [minM,maxM ] ∩

⎛⎝⎛⎝⋂︂
j∈Ii

Mj

⎞⎠ \M

⎞⎠
для любого i от 1 до t. Таким образом, множество V удовлетворяет условиям

предыдущей леммы и мы получаем равенство (28).

Предположим, что M = Mk для некоторого k от 1 до r. Тогда найдется

такое i, что k ∈ Ii, а следовательно,

⋂︂
j∈Ii

Mj = M =
t⋂︂

i=1

⋂︂
j∈Ii

Mj,



41

и мы попадаем в условия предыдущей леммы. Аналогично, если M1 = · · · = Mr,

то ⋂︂
j∈I1

Mj = · · · =
⋂︂
j∈It

Mj.

Теорема 1.3.1. Пусть M1, . . . ,Mr — непустые конечные подмножества

некоторого линейно упорядоченного множества, C — произвольное L-условие

ранга не выше r. Если выполнены условия:

M = M1 ∩ · · · ∩Mr ̸= ∅; [minM,maxM ] ∩ (Mi\M) = ∅, i ∈ 1, r;

то количество элементов из M1 × · · · × Mr, удовлетворяющих условию C,

выражается в виде
r∑︂

t=1

at

(︃
|M |
t

)︃
+

r−1∑︂
t=0

bt

(︃
|M |
t

)︃
, (29)

где as, bs — целые неотрицательные коэффициенты, bs зависят от M1, . . . ,Mr

и C, as зависят только от C. Более того, если M ∈ {Mi}ri=1, то b0 = 0, а при

M1 = · · · = Mr все bs равны нулю.

Доказательство. Обозначим через CM1×···×Mr
множество всех элементов

из M1 × · · · ×Mr, удовлетворяющих условию C. Согласно лемме 1.3.1 и лемме

1.3.2 CM1×···×Mr
является объединением классов

⟨︁
M1×···×Mr

(I1,...,It)

⟩︁
, удовлетворяющих

C. Обозначив за Pt множество всех разбиений (I1, . . . , It), соответствующих та-

ким классам, из леммы 1.3.1 и предыдущей леммы получаем равенства

|CM1×···×Mr
| =

r∑︂
t=1

∑︂
(I1,...,It)∈Pt

⃓⃓⃓⟨︁
M1×···×Mr

(I1,...,It)

⟩︁⃓⃓⃓
=

=
r∑︂

t=1

∑︂
(I1,...,It)∈Pt

(︄(︃
|M |
t

)︃
+

t−1∑︂
j=0

Bj

(︂⟨︁
M1×···×Mr

(I1,...,It)

⟩︁)︂(︃|M |
j

)︃)︄
.
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После упрощения и приведения подобных будем иметь

|CM1×···×Mr
| =

r∑︂
t=1

|Pt|
(︃
|M |
t

)︃
+

r∑︂
t=1

t−1∑︂
j=0

(︃
|M |
j

)︃ ∑︂
(I1,...,It)∈Pt

Bj

(︂⟨︁
M1×···×Mr

(I1,...,It)

⟩︁)︂
=

=
r∑︂

t=1

at

(︃
|M |
t

)︃
+

r−1∑︂
t=0

bt

(︃
|M |
t

)︃
.

Согласно предыдущей лемме, если M ∈ {Mi}ri=1, то все B0(
⟨︁
M1×···×Mr

(I1,...,It)

⟩︁
) равны

нулю, а следовательно, b0 = 0. Если же M1 = · · · = Mr, то все Bj(
⟨︁
M1×···×Mr

(I1,...,It)

⟩︁
),

j ∈ 0, t− 1, равны нулю, а значит, bt = 0 для всех t.

В условиях предыдущей теоремы, если M ∈ {Mi}ri=1, то выражение (29)

обладает свойством делимости: если |M | есть степень простого числа pα и r < p,

то (29) делится на |M |.

Примером семейства множеств {Mi}ri=1, удовлетворяющих всем этим усло-

виям, может послужить любое семейство непустых отрезков целых чисел с фик-

сированным левым или правым концом.

До этого момента в рассуждениях мы использовали классический биноми-

альный коэффициент, определенный для целых n ⩾ 0, k следующим образом:

(︃
n

k

)︃
=

⎧⎪⎨⎪⎩
n!

k! (n−k)! , если n ⩾ k ⩾ 0;

0, если n < k или k < 0.

В комбинаторных задачах бывает полезным расширить область определения

биномиального коэффициента на все целые n и k, чтобы, например, не забо-

титься об ограничениях на параметры или индексы в комбинаторных выраже-

ниях (см. [36]). Хотя задавать расширение можно по-разному, целесообразнее

это делать с сохранением некоторых свойств классического биномиального ко-

эффициента, например, рекуррентного соотношения(︃
n− 1

k − 1

)︃
+

(︃
n− 1

k

)︃
=

(︃
n

k

)︃
. (30)

В условиях этого соотношения расширение по-прежнему определяется неодно-

значно, необходимо и достаточно определить
(︁
n
k

)︁
для каждого отрицательного
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n при любом фиксированном k (k может быть разным для разных n). В ра-

боте [36] автор задавал такое расширение, распространяя свойство
(︁
n
n

)︁
= 1 на

все целые n. Далее в настоящей работе мы, распространяя свойство
(︁
n
k

)︁
= 0,

k < 0, используем следующее определение расширенного биномиального коэф-

фициента: (︃
n

k

)︃
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1
k!

k−1∏︁
i=0

(n− i), если k ⩾ 0;

0, если k < 0.

n, k ∈ Z. (31)

Нетрудно проверить выполнение соотношения (30) для (31).

Также мы введем мультиномиальный коэффициент, определив его для

целых n, k1, . . . , ks следующим образом:(︃
n

k1, . . . , ks

)︃
=

(︃
n

k1

)︃(︃
n− k1
k2

)︃
· · ·
(︃
n− k1 − · · · − ks−1

ks

)︃
.

В следующей лемме мы отметим ряд важных для нас свойств биномиаль-

ного коэффициента, некоторые из которых будут использоваться часто и без

дополнительных упоминаний.

Лемма 1.3.5. Пусть n, k1, . . . , ks ∈ Z.

1. Если среди чисел k1, . . . , ks найдется хотя бы одно отрицательное, то(︃
n

k1, . . . , ks

)︃
= 0.

2. Если все числа k1, . . . , ks неотрицательны, n = k1 + · · · + ks, то имеет

место равенство (︃
n

k1, . . . , ks

)︃
=

n!

k1! . . . ks!
,

в правой части которого записано количество неупорядоченных разбиений

множества мощности n на s подмножеств мощностей k1, . . . , ks.

3. Для любого i ∈ 1, s− 1 имеет место тождество(︃
n

k1, . . . , ki, ki+1, . . . , ks

)︃
=

(︃
n

k1, . . . , ki+1, ki, . . . , ks

)︃
. (32)
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4. Если n ⩾ 0, то (︃
n

k

)︃
=

(︃
n

n− k

)︃
. (33)

5. Имеет место тождество

(n− k)

(︃
n

k

)︃
= (k + 1)

(︃
n

k + 1

)︃
. (34)

Доказательство. Первое утверждение очевидно. Из условий второго име-

ем(︃
n

k1, . . . , ks

)︃
=

1

k1!

k1−1∏︂
i=0

(n− i) · · · 1

ks!

ks−1∏︂
i=0

(n− k1 − · · · − ks−1 − i) =
n!

k1! · · · ks!
.

Далее, докажем (32) при s = 2. Тождество выполнено, если k1 < 0 или

k2 < 0. Далее полагая k1 ⩾ 0, k2 ⩾ 0, имеем(︃
n

k1, k2

)︃
=

(︃
n

k2, k1

)︃
⇔
(︃
n

k1

)︃(︃
n− k1
k2

)︃
=

(︃
n

k2

)︃(︃
n− k2
k1

)︃
⇔

⇔
k1−1∏︂
i=0

(n− i)

k2−1∏︂
i=0

(n− k1 − i) =

k2−1∏︂
i=0

(n− i)

k1−1∏︂
i=0

(n− k2 − i) ⇔

⇔
k1−1∏︂
i=0

(n− i)

k1+k2−1∏︂
i=k1

(n− i) =

k2−1∏︂
i=0

(n− i)

k1+k2−1∏︂
i=k2

(n− i).

Индукция по s и тождества(︃
n

k1, . . . , ks+1

)︃
=

(︃
n

k1, . . . , ks

)︃(︃
n− k1 − · · · − ks

ks+1

)︃
=

(︃
n

k1

)︃(︃
n− k1

k2, . . . , ks+1

)︃
завершают доказательство третьего утверждения.

Если n < k или k < 0, то обе части равенства (33) равны нулю. Пусть

n ⩾ k ⩾ 0, тогда из третьего утверждения получаем(︃
n

k, n− k

)︃
=

(︃
n

n− k, k

)︃
⇔
(︃
n

k

)︃(︃
n− k

n− k

)︃
=

(︃
n

n− k

)︃(︃
k

k

)︃
⇔
(︃
n

k

)︃
=

(︃
n

n− k

)︃
.

Докажем последнее утверждение. При k ⩾ 0 имеем

(n− k)

(︃
n

k

)︃
= (n− k)

1

k!

k−1∏︂
i=0

(n− i) =
k + 1

(k + 1)!

k∏︂
i=0

(n− i) = (k + 1)

(︃
n

k + 1

)︃
.

Если k < 0, то обе части (34) равны нулю.
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Следующие два комбинаторных результата, связывающие L-условия и

функцию бинарного веса числа ω(i), будут существенно использоваться в гла-

ве 2 для нахождения явного вида показателей степеней коммутаторов в соби-

рательной формуле Ф. Холла.

Лемма 1.3.6. Пусть C — произвольное L-условие ранга не выше r, r ∈

N. Тогда для любых целых неотрицательных чисел m,u1, . . . , ur мощность

множества

{︁
(µ1, . . . , µr) ∈ {0, . . . , 2m − 1}r | C(µ1, . . . , µr) = 1; ω(µi) = ui, i ∈ 1, r

}︁
(35)

выражается в виде
u1+···+ur∑︂

t=0

at

(︃
m

t

)︃
, (36)

где at — целые неотрицательные коэффициенты, зависящие только от C и

u1, . . . , ur. Более того, a0 ̸= 0, только когда набор (0, . . . , 0) принадлежит

множеству (35).

Доказательство. Вначале рассмотрим случай, когда параметры u1, . . . , ur

положительны. Введя для удобства записи константу u0 = 0, каждому набору

(µ1, . . . , µr) поставим в соответствие набор

(λ1, . . . , λu1
, λu1+1, . . . , λu1+u2

, . . . , λu1+···+ur
),

где λuk−1+j — номер разряда j-ой единицы в двоичной записи µk (единицы счи-

таем слева направо, номера разрядов, как обычно, справа налево, начиная с

нулевого). Т.к. любое натуральное число однозначно определяется номерами

разрядов единиц в его двоичной записи, следующие множества равномощны:

{︁
(µ1, . . . , µr) ∈ {0, . . . , 2m − 1}r | ω(µi) = ui, i ∈ 1, r

}︁
, (37)

{︁
(λ1, . . . , λu1+···+ur

) ∈ {0, . . . ,m− 1}u1+···+ur | λui−1+1> · · ·> λui−1+ui
, i ∈ 1, r

}︁
.

(38)
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Далее, введем функцию γA, сопоставляющую высказыванию A его истинност-

ное значение. Построим формулу C̃ путем замены в L-условии C всех преди-

катов типа [λi = λj], [λi < λj], соответственно, на следующие выражения:

γui=uj
∧ E, где E =

min{ui,uj}⋀︂
k=1

[λui−1+k = λuj−1+k];

(︁
γui<uj

∧ E
)︁
∨

min{ui,uj}⋁︂
k=1

[λui−1+k < λuj−1+k] ∧
k−1⋀︂
h=1

[λui−1+h = λuj−1+h].

Теперь введем обозначение

M = C̃ ∧
r⋀︂

k=1

uk−1⋀︂
h=1

[λuk−1+h+1 < λuk−1+h].

Полученная формула является L-условием ранга не выше u1 + · · · + ur при

любых фиксированных параметрах u1, . . . , ur. Более того, всякий элемент из

множества (38) удовлетворяет M тогда и только тогда, когда соответствующий

ему элемент из множества (37) удовлетворяет C. Таким образом, по теореме

1.3.1 мощность множества (35) выражается в виде

u1+···+ur∑︂
t=1

at

(︃
m

t

)︃
,

где целые неотрицательные коэффициенты at зависят только от M . Как след-

ствие, at зависят от C и параметров u1, . . . , ur.

Перейдем к оставшимся случаям. Если все параметры u1, . . . , ur равны

нулю, то множество (35) содержит не более одного элемента, а именно элемент

(0, . . . , 0). Поэтому, если C(0, . . . , 0) = 1, то в сумме (36) имеем a0 = 1, если же

C(0, . . . , 0) = 0, то a0 = 0.

Далее, предположим, что среди чисел u1, . . . , ur найдутся как положи-

тельные, так и нулевые. Считая для определенности uk = 0, имеем µk = 0. Как

следствие, мощность множества (35) равна количеству наборов

(µ1, . . . , µk−1, µk+1, . . . , µr) ∈ {0, . . . , 2m − 1}r−1,
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удовлетворяющих условиям:

C̃(µ1, . . . , µk−1, µk+1, . . . , µr) = 1; ω(µi) = ui, i ∈ {1, . . . , k − 1, k + 1, . . . r},

где L-условие C̃ получено из C заменой каждого предиката, содержащего в

своей записи λk, на соответствующие логические константы, а именно

[λj < λk] = 0; [λk < λj] = γuj>0; [λk = λj] = [λj = λk] = γuj=0, j ∈ 1, r.

Таким образом, данный случай можно последовательно свести к ситуации, рас-

смотренной ранее, когда все параметры u1, . . . , ur положительны.

Далее мы рассматриваем два частных случая предыдущей леммы, для

которых находим коэффициенты at из (36) в явном виде.

Лемма 1.3.7. Для любых натуральных m,u, v мощности множеств

{(µ1, µ2) ∈ {0, . . . , 2m − 1}2 | ω(µ1) = u; ω(µ2) = v}, (39)

{(µ1, µ2) ∈ {0, . . . , 2m − 1}2 | ω(µ1) = u; ω(µ2) = v; µ1 < µ2} (40)

равны, соответственно,

u+v∑︂
i=1

(︃
m

i

)︃(︃
i

i− u, i− v, u+ v − i

)︃
,

u+v∑︂
i=1

(︃
m

i

)︃ v∑︂
k=1

(︃
i− k

i− u− 1, i− v, u+ v − i− k + 1

)︃
.

Доказательство. Поскольку мощность множества (39), очевидно, равна(︁
m
u

)︁(︁
m
v

)︁
, утверждение леммы для (39) следует из известной формулы произведе-

ния биномиальных коэффициентов. Тем не менее, мы проведем доказательство

для (39), т.к. оно послужит основой для рассуждений о множестве (40).

Обозначим множества (39) и (40) через A и B, соответственно. Непосред-

ственно из леммы 1.3.6 следует, что

|A| =
u+v∑︂
i=1

ai

(︃
m

i

)︃
, |B| =

u+v∑︂
i=1

bi

(︃
m

i

)︃
,
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где коэффициенты as, bs равны количеству классов
⟨︁{0,...,m−1}u+v

(I1,...,Is)

⟩︁
множества

{︁
(λ1, . . . , λu, λu+1, . . . , λu+v) ∈ {0, . . . ,m− 1}u+v

}︁
,

удовлетворяющих, соответственно, L-условиям

C1 =
u−1⋀︂
h=1

[λh+1 < λh] ∧
v−1⋀︂
h=1

[λu+h+1 < λu+h],

C2 = C1 ∧

⎛⎝γu<v ∧
min{u,v}⋀︂

k=1

[λk = λu+k] ∨
min{u,v}⋁︂

k=1

[λk < λu+k] ∧
k−1⋀︂
h=1

[λh = λu+h]

⎞⎠ .

Начнем с вычисления as, s ∈ 1, u+ v. Нужно пересчитать все разбиения

(I1, . . . , Is) множества индексов {1, . . . , u+ v}, удовлетворяющие условиям:

λ1 > · · · > λu, λu+1 > · · · > λu+v.

Отождествим множества I1, . . . , Is с урнами, а индексы 1, . . . , u и u+1, . . . , u+v,

соответственно, с красными и синими шарами. В каждой урне может находить-

ся либо один красный шар, либо один синий, либо один красный и один синий.

Пусть в этих случаях урны окрашиваются, соответственно, в красный, синий и

фиолетовый цвета. Получаем, что каждому разбиению (I1, . . . , Is) соответству-

ет своя цветовая гамма урн I1, . . . , Is, и наоборот. Предположим, что красные

шары уже некоторым образом расположены в урнах, тогда остается ровно s−u

пустых урн, в которые будут помещены только синие шары. Таким образом, мы

всегда имеем s− u синих урн, s− v красных, и u+ v − s фиолетовых. Значит,

коэффициент as равен количеству разбиений множества из s элементов на три

подмножества с мощностями s− u, s− v, и u+ v − s, т.е.

as =

(︃
s

s− u, s− v, u+ v − s

)︃
.

Переходим к вычислению bs, s ∈ 1, u+ v, продолжая использовать комби-

наторную интерпретацию. После раскрытия скобок L-условие C2 будет записа-

но в ДНФ так, что никакие два дизъюнкта не могут принимать одновременно
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истинные значения. Значит, остается для каждого дизъюнкта в отдельности пе-

ресчитать количество соответствующих разбиений (I1, . . . , Is). При любом k от

1 до min{u, v} для дизъюнкта

C1 ∧ [λk < λu+k] ∧
k−1⋀︂
h=1

[λh = λu+h]

имеем: урны I1, . . . , Ik−1 окрашены в фиолетовый цвет, урна Ik — в синий,

остальные урны допускают любую окраску. Значит, в этом случае количество

разбиений (I1, . . . , Is) равно
(︁

s−k
s−u,s−v−1,u+v−s−k+1

)︁
. Далее, для дизъюнкта

C1 ∧ γu<v ∧
min{u,v}⋀︂

k=1

[λk = λu+k]

существует не более одной цветовой гаммы урн I1, . . . , Is, а именно I1, . . . , Iu

окрашены в фиолетовый цвет, Iu+1, . . . , Is окрашены в синий. Это возможно

только при s = v. Значит, количество разбиений (I1, . . . , Is) выражается в виде

δ[u<v]∧[s=v], где δA — функция, переводящая высказывание A в целое число 1,

если оно истинно, в 0, если ложно. Таким образом, имеем

bs = δ[u<v]∧[s=v] +

min{u,v}∑︂
k=1

(︃
s− k

s− u− 1, s− v, u+ v − s− k + 1

)︃
.

Поскольку

δ[u<v]∧[s=v] =
v∑︂

k=min{u,v}+1

(︃
s− k

s− u− 1, s− v, u+ v − s− k + 1

)︃
,

bs принимает искомый вид.
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1.4 Делимость показателей степеней коммутаторов в

собирательных формулах

Ввиду следствия 1.2.3 и определения 1.3.2 мы немедленно получаем сле-

дующее утверждение.

Лемма 1.4.1. Пусть коммутатор R ∈ Γ(a1, . . . , an) возник в ходе неко-

торого варианта собирательного процесса {Wj}j⩾0. Если условия существова-

ния и предшествования Eai, Pai,aj в формуле из следствия 1.2.3 выражаются

некоторыми L-условиями на множествах D(ai), D(ai)×D(aj) соответствен-

но, тогда ER выражается некоторым L-условием на D(R).

Далее сформулируем результат из теоремы 1.3.1 для множества целых

чисел.

Лемма 1.4.2. Пусть конечные множества M1, . . . ,Mr ⊂ Z удовлетво-

ряют следующим условиям:

M = M1 ∩ · · · ∩Mr ∈ {Mj}rj=1; [minM,maxM ] ∩ (Mi\M) = ∅, i ∈ 1, r.

Тогда количество элементов из M1 × · · · ×Mr, удовлетворяющих произволь-

ному L-условию C ранга не выше r, выражается в виде
r∑︂

t=1

ct

(︃
|M |
t

)︃
, ct ∈ N0, (41)

где ct не зависят от M1, . . . ,Mr, если M1 = · · · = Mr.

Здесь мы допускаем, что некоторые множества M1, . . . ,Mr могут быть

пустыми. Действительно, если некоторое Mj = ∅, тогда M1 × · · · × Mr = ∅,

M = ∅ и все слагаемые в сумме (41) равны нулю.

Пример 1.4.1. Любое семейство отрезков целых чисел с фиксированным

левым или правым концом удовлетворяет условиям леммы 1.4.2. Например,

M1 = {1, 2, 3}, M2 = {1, 2, 3, 4, 5}, M3 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.
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Пусть W — положительное слово свободной группы F (a1, . . . , an), n ∈ N.

Согласно нашему подходу, если мы хотим применить собирательный процесс к

W и исследовать делимость показателя степени некоторого коммутатора R с

бесскобочной записью (ai1, . . . , aiw(R)
), тогда наша главная цель — найти подхо-

дящую разметку для слова W . «Подходящая разметка» означает, что 1) условия

существования и предшествования Eaij
, Paij ,aik

для всех j, k ∈ 1, w(R) выража-

ются L-условиями на множествах D(aij), D(aij) × D(aik) соответственно и 2)

множества D(aij), j ∈ 1, w(R), удовлетворяют условиям леммы 1.4.2. Мы будем

следовать этим «обычным» путем в доказательстве теоремы 1.4.1.

Однако в теореме 1.4.2 мы будем рассматривать сужение предиката ER,

фиксируя специальные переменные, для получения свойства делимости более

сильного, чем мы могли бы получить, следуя «обычным» путем. Наконец, в

теореме 1.4.3 мы используем разметку, для которой множества D(aij) даже не

удовлетворяют условиям леммы 1.4.2, пока мы не используем похожий прием

из предыдущего случая.

Теорема 1.4.1. Пусть {Wj ≡ qe11 . . . q
ej
j Tj}j⩾0 — произвольный вариант

собирательного процесса в свободной группе F (a1, . . . , an), n ∈ N, с начальным

словом

W0 ≡
N∏︂
i=1

(︂
a
ρ(i,1)
1 . . . a

ρ(i,n)
n

)︂
, N ∈ N, ρ(i, k) : {1, . . . , N} × {1, . . . , n} → {0, 1}.

Пусть Mk = {i | ρ(i, k) = 1}, k ∈ 1, n, и (ak1, . . . , akw(qj)) есть бесскобочная

запись qj. Если множество M = Mk1∩· · ·∩Mkw(qj)
удовлетворяет следующим

условиям:

M ∈ {Mks}
w(qj)
s=1 ; [minM,maxM ] ∩ (Mks\M) = ∅, s ∈ 1, w(qj);

тогда

ej =

w(qj)∑︂
t=1

ct

(︃
|M |
t

)︃
, ct ∈ N0.
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Доказательство. Рассмотрим положительное слово W ≡ (a1 . . . an)
N со

следующей разметкой:

W ≡
N∏︂
i=1

(a1(i) . . . an(i)); D(ak) = {1, . . . , N}, k ∈ 1, n.

Видно, что для любых λ1 ∈ D(ak1), λ2 ∈ D(ak2), k1, k2 ∈ 1, n, справедливы

равенства:

E(λ1)
ak1

= 1, P (λ1,λ2)
ak1 ,ak2

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
[λ1 < λ2], если k1 = k2;

[λ1 < λ2] ∨ [λ1 = λ2], если k1 < k2;

[λ1 < λ2], если k1 > k2.

Теперь для каждого k ∈ 1, n удалим все вхождения буквы ak в слове W ,

метки которых принадлежат множеству D(ak)\Mk. Таким образом, мы полу-

чим помеченное слово W0, для которого D(ak) = Mk, k ∈ 1, n. Более того,

равенства для условий существования и предшествования, приведенные выше,

будут справедливы и для W0. Действительно, поскольку D(ak) содержит толь-

ко метки вхождений ak из W0, имеем E
(λ1)
ak = 1 для любого λ1 ∈ D(ak). Далее,

удаление вхождений букв в слове W не меняет относительное расположение

оставшихся букв. Иными словами, вхождение ak1(λ1) предшествует вхождению

ak2(λ2) в W0 тогда и только тогда, когда ak1(λ1) предшествует ak2(λ2) в W .

Таким образом, равенство для P
(λ1,λ2)
ak1 ,ak2

не меняется при переходе от W к W0.

Пусть (ai1, . . . , aiw(qj)) — бесскобочная запись коммутатора qj. Из леммы

1.4.1 следует, что условие существования EΛ
qj

выражается L-условием на мно-

жестве D(qj) = D(ak1)× · · · ×D(akw(qj)
) = Mk1 × · · · ×Mkw(qj)

. Если множество

M = Mk1 ∩ · · · ∩Mkw(qj)
удовлетворяет следующим условиям:

M ∈ {Mks}
w(qj)
s=1 ; [minM,maxM ] ∩ (Mks\M) = ∅, s ∈ 1, w(qj),

тогда согласно предложению 1.2.1 и лемме 1.4.2 мы получаем

ej = |{Λ ∈ D(qj) | EΛ
qj
= 1}| =

w(qj)∑︂
t=1

ct

(︃
|M |
t

)︃
, ct ∈ N0.
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Доказанная теорема показывает, что для любого семейства множеств, удо-

влетворяющих условиям леммы 1.4.2, можно построить соответствующее на-

чальное слово W0. Отсюда мы получаем многочисленные примеры собиратель-

ных формул с нетривиальными свойствами делимости показателей степеней

коммутаторов. Далее мы рассмотрим лишь несколько таких примеров.

Пример 1.4.2. Пусть Mk = {1, . . . ,m}, k ∈ 1, n, где m ∈ N. Тогда мы

имеем начальное слово W0 ≡ (a1 . . . an)
m в варианте собирательного процесса

{Wj ≡ qe11 . . . q
ej
j Tj}j⩾0. Если коммутаторы собирались в порядке возрастания

весов, то справедлива следующая собирательная формула в свободной группе

F = F (a1, . . . , an):

(a1 . . . an)
m = qe11 . . . q

ej(s)
j(s) (mod Γs(F )), s ∈ N.

Для любого коммутатора qj имеем M = {1, . . . ,m}, |M | = m. Следовательно,

ej делится на m, если m есть степень простого числа pα и w(qj) < p.

Пример 1.4.3. Пусть Mk = {1, . . . ,m} для k ̸= s, и Ms = {1, . . . ,m+ r},

где s ∈ 1, n, m, r ∈ N. Тогда мы имеем начальное слово W0 ≡ (a1 . . . an)
mars в

варианте собирательного процесса {Wj ≡ qe11 . . . q
ej
j Tj}j⩾0. Таким образом, спра-

ведлива следующая собирательная формула в свободной группе F (a1, . . . , an):

(a1 . . . an)
mars = qe11 . . . q

ej
j Tj.

Предположим, что w(qj) ⩾ 2. Тогда бесскобочная запись qj содержит букву

отличную от as. Следовательно, M = {1, . . . ,m}, |M | = m, и ej делится на m,

если m есть степень простого числа pα и 1 < w(qj) < p.

Определение 1.4.1. Для элементов множества Γ(a1, . . . , an) определим

индуктивно веса wai, i ∈ 1, n:

1) wai(ak) = 0 для k ̸= i, w(ai) = 1;
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2) если [c1, c2] ∈ Γ(a1, . . . , an), то wai([c1, c2]) = wai(c1) + wai(c2).

Если (ai1, . . . , aiw(R)
) — бесскобочная запись R ∈ Γ(a1, . . . , an), то вес wai(R)

равен количеству вхождений ai в последовательности (ai1, . . . , aiw(R)
).

Пример 1.4.4. Пусть M1,M2,M3 взяты из примера 1.4.1. Тогда мы имеем

слово W0 ≡ (a1a2a3)
3(a2a3)

2a23. Если wa1(qj) ⩾ 1 и 3 > w(qj) ⩾ 1, то ej делится

на 3. Если wa1(qj) = 0, wa2(qj) ⩾ 1 и 5 > w(qj) ⩾ 1, то ej делится на 5.

Теорема 1.4.2. Пусть
{︁
Wj ≡ qe11 . . . q

ej
j Tj

}︁
j⩾0

— произвольный вариант

собирательного процесса в свободной группе F (a1, . . . , an), n ∈ N, с начальным

словом

W0 ≡ am1
1 . . . amn

n , m1, . . . ,mn ∈ N.

Если was1
(qj) ⩾ 1, . . . , wasr (qj) ⩾ 1, тогда показатель степени ej выражается

в виде

ej =

was1
(qj)∑︂

t1=1

· · ·
wasr (qj)∑︂
tr=1

c(t1, . . . , tr)

(︃
ms1

t1

)︃
· · ·
(︃
msr

tr

)︃
,

где целые числа c(t1, . . . , tr) не зависят от ms1, . . . ,msr.

Доказательство. Рассмотрим положительное слово W0 со следующей раз-

меткой:

W0 ≡
n∏︂

i=1

ai(1) . . . ai(mi); D(ai) = {1, . . . ,mi}, i ∈ 1, n.

Видно, что для любых λ1 ∈ D(ai1), λ2 ∈ D(ai2), i1, i2 ∈ 1, n, справедливы

равенства:

E(λ1)
ai1

= 1, P (λ1,λ2)
ai1 ,ai2

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
[λ1 < λ2], i1 = i2;

1, i1 < i2;

0, i2 < i1.

Пусть (ai1, . . . , aiw(qj)) — бесскобочная запись коммутатора qj. Из леммы

1.4.1 следует, что условие существования EΛ
qj

, Λ = (λ1, . . . , λw(qj)), выражается

L-условием на множестве D(qj) = D(ai1)× · · · ×D(aiw(qj)
).
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Пусть was1
(qj) ⩾ 1. Произвольным образом зафиксируем те переменные

из λ1, . . . , λw(qj) в EΛ
qj

, которые соответствуют меткам букв ak, k ̸= s1. Получен-

ный предикат обозначим через ˜︁EM
qj

, где M — упорядоченный набор оставшихся

was1
(qj) переменных.

Заметим, что предикат ˜︁EM
qj

на декартовой степени D(as1)
was1

(qj) все еще

выражается L-условием. Действительно, из равенств выше для Eai и Pai,aj сле-

дует, что для любого предиката [λu < λv] в L-условии EΛ
qj

переменные λu и

λv соответствуют меткам одной и той же буквы. Это же справделиво для пре-

дикатов [λu = λv], что следует из рекуррентных соотношений в теореме 1.2.2.

Значит, ˜︁EM
qj

содержит не более чем константы 0, 1 и предикаты вида [λu < λv],

[λu = λv], где λu, λv являются переменными.

Таким образом, ил леммы 1.4.2 следует, что

|{M ∈ D(as)
was1

(qj) | ˜︁EM
qj

= 1}| =
was1

(qj)∑︂
t=1

bt

(︃
ms1

t

)︃
,

где целые неотрицательные числа bt не зависят от ms1.

Рассматривая всевозможные значения переменных в EΛ
qj

, которые соот-

ветствуют меткам букв ak, k ̸= s1, и суммируя соответствующие выражения,

мы, наконец, получаем

ej = |{Λ ∈ D(qj) | EΛ
qj
= 1}| =

was1
(qj)∑︂

t=1

ct

(︃
ms1

t

)︃
, ct ∈ N0,

где коэффициенты ct не зависят от ms1, но могут зависеть от ms2, . . . ,msr .

Дальнейшее доказательство проводится индукцией по r. Пусть was1
(qj) ⩾

1, . . . , wasr−1
(qj) ⩾ 1 для r ⩾ 2. Предположим, что

ej =

was1
(qj)∑︂

t1=1

· · ·
wasr−1

(qj)∑︂
tr−1=1

c(t1, . . . , tr−1)

(︃
ms1

t1

)︃
· · ·
(︃
msr−1

tr−1

)︃
,

где целые числа c(t1, . . . , tr−1) не зависят от ms1, · · ·msr−1
. Если wasr (qj) ⩾ 1, то

ej =

wasr
(qj)∑︂

t=1

at

(︃
msr

t

)︃
=

was1
(qj)∑︂

t1=1

· · ·
wasr−1

(qj)∑︂
tr−1=1

c(t1, . . . , tr−1)

(︃
ms1

t1

)︃
· · ·
(︃
msr−1

tr−1

)︃
,
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где at не зависят от msr . Следовательно, at зависят от ms1, . . . ,msr−1
, а числа

c(t1, . . . , tr−1) зависят от msr . Если msr = 1, имеем

a1 =

was1
(qj)∑︂

t1=1

· · ·
wasr−1

(qj)∑︂
tr−1=1

c(t1, . . . , tr−1; 1)

(︃
ms1

t1

)︃
· · ·
(︃
msr−1

tr−1

)︃
,

Далее, если msr = 2, то

2a1 + a2 =

was1
(qj)∑︂

t1=1

· · ·
wasr−1

(qj)∑︂
tr−1=1

c(t1, . . . , tr−1; 2)

(︃
ms1

t1

)︃
· · ·
(︃
msr−1

tr−1

)︃
,

a2 =

was1
(qj)∑︂

t1=1

· · ·
wasr−1

(qj)∑︂
tr−1=1

(c(t1, . . . , tr−1; 2)− 2c(t1, . . . , tr−1; 1))

(︃
ms1

t1

)︃
· · ·
(︃
msr−1

tr−1

)︃
.

Продолжая рассуждения аналогичным образом, видим, что для любого t ∈

1, wasr (qj) существуют целые числа ht(t1, . . . , tr−1) такие, что

at =

was1
(qj)∑︂

t1=1

· · ·
wasr−1

(qj)∑︂
tr−1=1

ht(t1, . . . , tr−1)

(︃
ms1

t1

)︃
· · ·
(︃
msr−1

tr−1

)︃
.

Значит,

ej =

wasr
(qj)∑︂

t=1

⎛⎝was1
(qj)∑︂

t1=1

· · ·
wasr−1

(qj)∑︂
tr−1=1

ht(t1, . . . , tr−1)

(︃
ms1

t1

)︃
· · ·
(︃
msr−1

tr−1

)︃⎞⎠(︃msr

t

)︃

=

was1
(qj)∑︂

t1=1

· · ·
wasr

(qj)∑︂
tr=1

c(t1, . . . , tr)

(︃
ms1

t1

)︃
· · ·
(︃
msr

tr

)︃
,

где c(t1, . . . , tr) не зависят от ms1, . . . ,msr

Пример 1.4.5. Пусть коммутаторы собираются в порядке возрастания

весов, и коммутаторы веса 1 собираются в следующем порядке: as+1, as+2, . . . ,

an, a1, a2, . . . , as для некоторого s ∈ 1, n− 1. Тогда рассматриваемый вариант

собирательного процесса
{︁
Wj ≡ qe11 . . . q

ej
j Tj

}︁
j⩾0

приводит к следующей собира-

тельной формуле в свободной группе F = F (a1, . . . , an):

[am1
1 . . . ams

s , a
ms+1

s+1 . . . amn
n ] = q

en+1

n+1 . . . q
ej(k)
j(k) (mod Γk(F )), k ⩾ 2,
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где qn+1, . . . , qj(k) — коммутаторы весов не меньше, чем k, и ej делится на mi,

если mi есть степень простого числа pα и 1 ⩽ wai(qj) < p.

Теорема 1.4.3. Пусть {Wj ≡ qe11 . . . q
ej
j Tj}j⩾0 — произвольный вариант

собирательного процесса в свободной группе F (a1, . . . , an), n ∈ N, с начальным

словом

W0 ≡
N∏︂
i=1

(︂
a
ρ(i,1)
k1

. . . a
ρ(i,s)
ks

)︂
, N, s ∈ N, ρ(i, j) : {1, . . . , N}×{1, . . . , s} → {0, 1},

где k1, . . . , ks ∈ 1, n. Пусть

Mk = {(i, j) | kj = k, ρ(i, j) = 1}, Mk(µ) = {i | (i, µ) ∈ Mk}, k ∈ 1, n,

и (ai1, . . . , aiw(qj)) — бесскобочная запись коммутатора qj. Если для любых

µ1, . . . , µw(qj) множество M = M(µ1, . . . , µw(qj)) = Mi1(µ1)∩ · · · ∩Miw(qj)
(µw(qj))

удовлетворяет условиям:

M ∈ {Mik(µk)}
w(qj)
k=1 ; [minM,maxM ] ∩ (Mik(µk)\M) = ∅, k ∈ 1, w(qj);

тогда

ej =

w(qj)∑︂
t=1

∑︂
µ1,...,µw(qj)

ct(µ1, . . . , µw(qj))

(︃
|M(µ1, . . . , µw(qj))|

t

)︃
,

где ct(µ1, . . . , µw(qj)) ∈ N0.

Доказательство. Рассмотрим положительное слово W ≡ (ak1 . . . aks)
N со

следующей разметкой:

W ≡
N∏︂
i=1

(ak1(i, 1) . . . aks(i, s));

D(ak) = {(i, j) | 1 ⩽ i ⩽ N, kj = k} = {1, . . . , N} × {j | kj = k}, k ∈ 1, n.

Видно, что для любых (λ1, λ2) ∈ D(ai), (λ3, λ4) ∈ D(aj), i, j ∈ 1, n, справедливы

равенства:

E(λ1,λ2)
ai

= 1, P (λ1,λ2,λ3,λ4)
ai,aj

= [λ1 < λ3] ∨ [λ1 = λ3][λ2 < λ4].
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Теперь для каждого k = 1, n удалим все вхождения буквы ak в слове W ,

метки которых принадлежат множеству D(ak)\Mk. Таким образом, мы получа-

ем помеченное слово W0, для которого D(ak) = Mk, k ∈ 1, n. Используя те же

рассуждения, что и в доказательстве теоремы 1.4.1, заключаем, что равенства

выше для E
(λ1,λ2)
ai и P

(λ1,λ2,λ3,λ4)
ai,aj не меняются при переходе от W к W0.

Пусть (ai1, . . . , aiw(qj)) — бесскобочная запись коммутатора qj. Из леммы

1.4.1 следует, что условие существования EΛ
qj

выражается L-условием на множе-

стве D(qj) = D(ai1)×· · ·×D(aiw(qj)
) = Mi1×· · ·×Miw(qj)

, где последовательность

Λ = (λ1, . . . , λ2w(qj)) такая, что

(λ1, λ2) ∈ Mi1, (λ2, λ3) ∈ Mi2, . . . , (λ2w(qj)−1, λ2w(qj)) ∈ Miw(qj)
.

Введем следующие обозначения:

Λ1 = (λ1, λ3 . . . , λ2w(qj)−1), Λ2 = (λ2, λ4 . . . , λ2w(qj)).

Зафиксируем произвольным образом λ2, λ4, . . . , λ2w(qj) в EΛ
qj

. Полученный пре-

дикат обозначим через

PΛ1

Λ2
, где Λ1 ∈ Mi1(λ2)× · · · ×Mi2w(qj)−1

(λ2w(qj)).

Из равенств выше для Eai и Pai,aj следует, что PΛ1

Λ2
содержит не более чем кон-

станты 0, 1 и предикаты вида [λu < λv], [λu = λv], где λu, λv являются перемен-

ными. Иными словами, для любой фиксированной последовательности Λ2 пре-

дикат PΛ1

Λ2
выражается L-условием на множестве Mi1(λ2)×· · ·×Mi2w(qj)−1

(λ2w(qj)).

Таким образом, используя предложение 1.2.1 и лемму 1.4.2, получаем

ej = |{Λ ∈ D(qj) | EΛ
qj
= 1}|

=
∑︂
Λ2

⃓⃓⃓
{Λ1 ∈ Mi1(λ2)× · · · ×Mi2w(qj)−1

(λ2w(qj)) | P
Λ1

Λ2
= 1}

⃓⃓⃓

=
∑︂
Λ2

w(qj)∑︂
t=1

ct(Λ2)

(︃
|M(Λ2)|

t

)︃
=

w(qj)∑︂
t=1

∑︂
Λ2

ct(Λ2)

(︃
|M(Λ2)|

t

)︃
.
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Пример 1.4.6. Пусть W0 ≡ (ak1 . . . aks)
m, где m ∈ N. Тогда мы положим

Mk = {1, . . . ,m} × {j | kj = k}, k ∈ 1, n.

Следовательно, для любого µ множество Mk(µ) равно {1, . . . ,m} или ∅. То-

гда для любых µ1, . . . , µw(qj) пересечение M = M(µ1, . . . , µw(qj)) совпадает с

{1, . . . ,m} или ∅, поэтому мощность |M | равна m или 0. Таким образом, ес-

ли коммутаторы собираются в порядке возрастания весов, тогда мы получаем

следующую собирательную формулу в свободной группе F = F (a1, . . . , an):

(ak1 . . . aks)
m = qe11 . . . q

ej(c)
j(c) (mod Γc(F )), c ∈ N,

где ej делится m, если m есть степень простого числа pα и w(qj) < p.

Пример 1.4.7. Пусть W0 ≡ arl (ak1 . . . aks)
m, где l ∈ 1, n, m, r ∈ N. Тогда

мы положим

Mk = {r + 1, . . . ,m+ r} × {j | kj = k}, k ̸= l;

Ml =
(︂
{1, . . . ,m+ r} × {j′}

)︂
∪
(︂
{r + 1, . . . ,m+ r} × {j | kj = l}

)︂
;

где j′ такое, что kj′ = l. Следовательно, для любого µ множество Mk(µ), k ̸= l,

равно {r + 1, . . . ,m + r} или ∅. Предположим, что w(qj) ⩾ 2, тогда wak(qj) ⩾

1 для некоторого k ̸= l. Значит, для любых µ1, . . . , µw(qj) пересечение M =

M(µ1, . . . , µw(qj)) совпадет с {r + 1, . . . ,m + r} или ∅, поэтому мощность |M |

равна m или 0. Таким образом, получаем следующую собирательную формулу

в свободной группе F (a1, . . . , an):

arl (ak1 . . . aks)
m = qe11 . . . q

ej
j Tj,

где ej делится на m, если m есть степень простого числа pα и 1 < w(qj) < p.
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Глава 2. Собирательная формула Ф. Холла

В главе 2 диссертации вычисляются в явном виде показатели степеней

коммутаторов в собирательной формуле Ф. Холла для выражения (xy)n, n ∈ N.

В § 2.1 представлена параметризация несобранной части формулы Ф. Хол-

ла с помощью функции бинарного веса числа. С использованием этой парамет-

ризации и ряда установленных комбинаторных утверждений получены в явном

холловском виде показатели степеней для двух серий коммутаторов в § 2.2. Как

следствие, для данных показателей степеней найдены выражения по модулю

простого n, в частности, когда вес коммутатора равен n.



61

2.1 Параметризация несобранной части

Теорема 2.1.1. Пусть G — группа, x, y ∈ G. Тогда для любого n ∈ N

справедливо следующее тождество:

(xy)n = xnyn
n−1∏︂
k=1

2n−k−1∏︂
i1=1

2n−k−1∏︂
i2=0

[y, ω(i1)x, ω(i2)y].

Доказательство. В свободной группе F (x, y) рассмотрим слово

W0 ≡ (xy)n ≡
n∏︂

k=1

xy.

Применим к W0 два этапа собирательного процесса (соберем x, затем y). Со-

гласно следствию 1.2.2 получаем слова

W1 ≡ xn ·
n∏︂

k=1

2H
1
n−1∏︂

i1=0

[y, ω(i1)x], W2 ≡ xnyn ·
n∏︂

k=1

2H
1
n−1∏︂

i1=0
[y,ω(i1)

x]̸=y

2H
2
n−1∏︂

i2=0

[y, ω(i1)x, ω(i2)y],

здесь H1
n = n− k — количество вхождений x после вхождения y на позиции k,

H2
n = n − k — количество вхождений y после вхождения [y, ω(i1)x] на позиции

(k, i1). Чтобы в полученном произведении учесть условие [y, ω(i1)x] ̸= y и по-

лучить искомое тождество, изменим нижний предел по i на 1, как следствие,

верхний предел по k изменится на n− 1.

Определение 2.1.1. Для фиксированной последовательности формаль-

ных коммутаторов c0, . . . , cr будем говорить, что коммутаторы [c0, i1c1, , . . . , ircr]

и [c0, j1c1, , . . . , jrcr] одного вида тогда и только тогда, когда i1 = j1, . . . , ir = jr.

Определение 2.1.2. Для любых q, x ∈ Z положим

W (q, x) = {i | ω(i) = x, 0 ⩽ i ⩽ q}.

Следствие 2.1.1. Пусть G — группа, x, y ∈ G. Применим собиратель-

ный процесс к слову (xy)n, n ⩾ 1: на первом и втором этапах соберем c1 = x,
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c2 = y, далее собираем коммутаторы в произвольном порядке c3, . . . , cr, r ⩾ 3.

Тогда cr имеет вид [c2, l1c1, . . . , lr−1
cr−1] для некоторых l1, . . . , lr−1 ⩾ 0, и спра-

ведлива формула

(xy)n = c
e1n
1 c

e2n
2 . . . ce

r
n
r

n∏︂
k=1

2H
1
n−1∏︂

i1=0

2H
2
n−1∏︂

i2=0

. . .
2H

r
n−1∏︂

ir=0

[c2, ω(i1)c1, ω(i2)c2, . . . , ω(ir)cr]
ρ(i1,...,ir),

(42)

ern =
n∑︂

k=1

∑︂
i1∈W (2Hn(k;c1)−1,l1)

∑︂
i2∈W (2Hn(k,i1;c2)−1,l2)

. . .
∑︂

ir−1∈W (2Hn(k,i1,...,ir−2;cr−1)−1,lr−1)

1.

Здесь ρ(i1, . . . , ir) ∈ {0, 1}, и числа Hr
n = Hn(k, i1, . . . , ir−1; cr) равны

ern −
k−1∑︂
m=1

∑︂
j1∈W (2Hn(m;c1)−1,l1)

. . .
∑︂

jr−1∈W (2Hn(m,j1,...,jr−2;cr−1)−1,lr−1)

1

−
r∑︂

q=1

∆q

∑︂
jq∈W (iq−1,lq)

∑︂
jq+1∈W (2Hn(k,i1,...,iq−1,jq ;cq+1)−1,lq+1)

. . .
∑︂

jr−1∈W (2Hn(k,i1,...,iq−1,jq,...,jr−2;cr−1)−1,lr−1)

1,

где ∆q = δω(i1),l1 . . . δω(iq−1),lq−1
и δi,j — дельта Кронекера.

Доказательство. Из доказательства предыдущей теоремы следует, что

после двух этапов собирательного процесса мы получим слово

xnyn
n∏︂

k=1

2H
1
n−1∏︂

i1=0

2H
2
n−1∏︂

i2=0

[y, ω(i1)x, ω(i2)y]
ρ(i1,i2),

где H1
n = Hn(k;x) = n − k и H2

n = Hn(k, i1; y) = n − k, равенство ρ(i1, i2) = 0

имеет место тогда и только тогда, когда коммутатор [y, ω(i1)x] имеет вид со-

бранного коммутатора y, иными словами, ρ(i1, i2) = 0 при i1 = 0, в остальных

случаях ρ(i1, i2) = 1.

Рассуждая аналогично, на этапе r, r ⩾ 3, после сбора коммутаторов вида

cr = [c2, l1c1, . . . , lr−1
cr−1] получим формулу (42), где Hr

n = Hn(k, i1, . . . , ir−1; cr) —

количество вхождений cr правее вхождения [c2, ω(i1)c1, . . . ω(ir−1)cr−1] на позиции

(k, i1, . . . , ir−1) в произведении

n∏︂
m=1

2H
1
n−1∏︂

j1=0

2H
2
n−1∏︂

j2=0

. . .
2H

r−1
n −1∏︂

jr−1=0

[c2, ω(j1)c1, ω(j2)c2, . . . ω(jr−1)cr−1]
ρ(j1,...,jr−1). (43)
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Далее, ρ(i1, . . . , ir) = 0 тогда и только тогда, когда ρ(i1, . . . , ir−1) = 0 или

коммутатор [c2, ω(i1)c1, . . . ω(ir−1)cr−1] на позиции (k, i1, . . . , ir−1), 1 ⩽ k ⩽ n, в

(43) имеет вид собранного коммутатора cr = [c2, l1c1, . . . lr−1
cr−1], т.е. ω(i1) =

l1, . . . , ω(ir−1) = lr−1.

Непосредственно из формулы (42) видно, что показатель степени ern равен
n∑︂

k=1

∑︂
i1∈W (2Hn(k;c1)−1,l1)

∑︂
i2∈W (2Hn(k,i1;c2)−1,l2)

· · ·
∑︂

ir−1∈W (2Hn(k,i1,...,ir−2;cr−1)−1,lr−1)

ρ(i1, . . . , ir−1).

Если ρ(i1, . . . , ir) = 0, то для любых i′1, . . . , i
′
r, таких что ω(i1) = ω(i′1), . . .,

ω(ir) = ω(i′r) справедливо равенство ρ(i′1, . . . , i
′
r) = 0. Иными словами, если в

несобранной части (42) коммутатор фиксированного вида имеет степень 1, то

и все коммутаторы такого вида будут иметь степень 1. Значит, в полученной

сумме ρ(i1, . . . , ir−1) = 1 для всех допустимых i1, . . . , ir−1.

Далее, Hn(k, i1, . . . , ir−1; cr) можно выразить как разность общего количе-

ства вхождений cr в (43), т.е. ern, и количества вхождений cr, расположенных не

правее вхождения [c2,ω(i1)c1, . . . ,ω(ir−1)cr−1] на позиции (k, i1, . . . , ir−1). Выделим

в (43) вхождение [c2, ω(i1)c1, . . . ω(ir−1)cr−1] на позиции (k, i1, . . . , ir−1) и пересчи-

таем каждое вхождение cr = [c2, l1c1, . . . lr−1
cr−1], расположенное не правее него:

k−1∏︂
m=1

2Hn(m;c1)−1∏︂
j1=0

2Hn(m,j1;c2)−1∏︂
j2=0

. . .

2Hn(m,j1,...,jr−2;cr−1)−1∏︂
jr−1=0

[c2, ω(j1)c1, . . . , ω(jr−1)cr−1]
ρ(j1,...,jr−1)

×
i1−1∏︂
j1=0

2Hn(k,j1;c2)−1∏︂
j2=0

· · ·
2Hn(k,j1,...,jr−2;cr−1)−1∏︂

jr−1=0

[c2, ω(j1)c1, . . . , ω(jr−1)cr−1]
ρ(j1,...,jr−1)

×
i2−1∏︂
j2=0

· · ·
2Hn(k,i1,...,jr−2;cr−1)−1∏︂

jr−1=0

[c2, ω(i1)c1, . . . , ω(jr−1)cr−1]
ρ(i1,...,jr−1)

× · · ·

×
ir−1−1∏︂
jr−1=0

[c2, ω(i1)c1, . . . , ω(jr−1)cr−1]
ρ(i1,...,jr−1)

× [c2, ω(i1)c1, . . . , ω(ir−1)cr−1]
ρ(i1,...,ir−1)

× · · · .
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Получаем искомое соотношение для чисел Hn(k, i1, . . . , ir−1; cr), учитывая, что

равенства: ω(i1) = l1, . . . , ω(iq−1) = lq−1 являются необходимым условием при-

сутствия коммутаторов вида cr = [c2, l1c1, . . . lr−1
cr−1] в произведении

iq−1∏︂
jq=0

· · ·
2Hn(k,j1,...,jr−2;cr−1)−1∏︂

jr−1=0

[c2, ω(i1)c1, . . . , ω(iq−1)cq−1, ω(jq)cq, ω(jr−1)cr−1]
ρ(i1,...,iq−1,jq,...,jr−1).

Установленная параметризация несобранной части формулы Ф. Холла в

совокупности со следующей леммой будут существенно использоваться при вы-

числении показателей степеней коммутаторов в следующем параграфе.

Лемма 2.1.1. Для любых целых неотрицательных m,u, v имеют место

формулы:

|W (2m − 1, u)||W (2m − 1, v)| =
u+v∑︂
i=0

(︃
m

i

)︃(︃
i

u

)︃(︃
u

i− v

)︃
. (44)

∑︂
j∈W (2m−1,v)

|W (j − 1, u)| =
u+v∑︂
i=0

(︃
m

i

)︃ v∑︂
k=1

(︃
i− k

i− v

)︃(︃
v − k

i− u− 1

)︃
. (45)

Доказательство. Заметим, что левая часть (44) для натуральных m,u, v

равна мощности множества

{(µ1, µ2) ∈ {0, . . . , 2m − 1}2 | ω(µ1) = u; ω(µ2) = v}.

Поэтому согласно лемме 1.3.7 имеем

|W (2m − 1, u)||W (2m − 1, v)| =
u+v∑︂
i=1

(︃
m

i

)︃(︃
i

i− u, i− v, u+ v − i

)︃
.

Поскольку триномиальный коэффициент равен 0 при i = 0 и u, v ⩾ 1, можем

распространить суммирование по i до 0. После этого раскроем по определе-

нию триномиальный коэффициент и воспользуемся свойствами биномиального

коэффициента:
u+v∑︂
i=0

(︃
m

i

)︃(︃
i

i− u

)︃(︃
u

i− v

)︃(︃
u+ v − i

u+ v − i

)︃
=

u+v∑︂
i=0

(︃
m

i

)︃(︃
i

u

)︃(︃
u

i− v

)︃
.
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Остается проверить равенство (44), когда хотя бы одно и чисел m,u, v равно 0.

Если m = 0, обе части равенства равны либо 1 при u = v = 0, либо 0 при u > 0

или v > 0. Если u = 0, обе части (44) равны
(︁
m
v

)︁
. Если v = 0, левая и правая

части равны
(︁
m
u

)︁
.

Перейдем к доказательству формулы (45). Заметим, что ее левая часть

равна мощности множества

{(µ1, µ2) ∈ {0, . . . , 2m − 1}2 | ω(µ1) = u; ω(µ2) = v; µ1 < µ2}.

Тогда согласно лемме 1.3.7 получаем равенство для натуральных m,u, v:

∑︂
j∈W (2m−1,v)

|W (j − 1, u)| =
u+v∑︂
i=1

(︃
m

i

)︃ v∑︂
k=1

(︃
i− k

i− u− 1, i− v, u+ v − i− k + 1

)︃
.

Поменяв местами параметры i−u−1 и i−v в мультиномиальном коэффициенте,

выразим его через произведение биномиальных коэффициентов:(︃
i− k

i− v

)︃(︃
v − k

i− u− 1

)︃(︃
u+ v − i− k + 1

u+ v − i− k + 1

)︃
.

Имеем равенство(︃
v − k

i− u− 1

)︃(︃
(v − k)− (i− u− 1)

(v − k)− (i− u− 1)

)︃
=

(︃
v − k

i− u− 1

)︃
,

поскольку v−k ⩾ 0 и при (v−k)− (i−u− 1) ⩾ 0 биномиальный коэффициент(︁
(v−k)−(i−u−1)
(v−k)−(i−u−1)

)︁
равен 1, а при (v−k)−(i−u−1) < 0 биномиальный коэффициент(︁

v−k
i−u−1

)︁
равен 0.

Распространяем суммирование по i до 0, добавив нулевые слагаемые, и

получаем в итоге формулу (45) для любых натуральных m,u, v. Остается за-

метить, что если m = 0 или v = 0, то обе части (45) равны 0, а если u = 0 и

v ⩾ 1, m ⩾ 1, то обе части (45) равны
(︁
m
v

)︁
.
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2.2 Явный вид показателей степеней коммутаторов

Теорема 2.2.1. Пусть G — группа, x, y ∈ G. Тогда в собирательной

формуле Ф. Холла для выражения (xy)n, n ∈ N, показатель степени комму-

татора [y, ux, vy], где u ⩾ 0, v ⩾ 0, и v = 0 при u = 0, равен

gn(u, v) =
u+v+1∑︂
i=1

(︃
n

i

)︃(︃
i− 1

u

)︃(︃
u

i− v − 1

)︃
. (46)

В частности, если [Γ2(G),Γ2(G)] = 1, то

(xy)n = xnyn
n−1∏︂
u=1

n−1∏︂
v=0

[y, ux, vy]
gn(u,v). (47)

Доказательство. Воспользуемся следствием 2.1.1, в котором в качестве

собранных коммутаторов рассмотрим любой набор c1 = x, c2 = y, c3, . . . , cr−1,

cr = [y, ux, vy]. Коммутатор cr выражается через c1, . . . , cr−1 единственным об-

разом: cr = [y, uc1, vc2, 0c3 . . . , 0cr−1]. Тогда

ern =
n∑︂

k=1

∑︂
i1∈W (2H

1
n−1,u)

∑︂
i2∈W (2H

2
n−1,v)

∑︂
i3∈W (2H

3
n−1,0)

. . .
∑︂

ir−1∈W (2H
r−1
n −1,0)

1.

Поскольку W (q, 0) = {0} для любого целого q ⩾ 0, мы получаем

ern =
n∑︂

k=1

∑︂
i1∈W (2n−k−1,u)

∑︂
i2∈W (2n−k−1,v)

1 =
n∑︂

k=1

|W (2n−k − 1, u)||W (2n−k − 1, v)|.

Из формулы (44) следует, что

ern =
n∑︂

k=1

u+v∑︂
i=0

(︃
n− k

i

)︃(︃
i

u

)︃(︃
u

i− v

)︃
=

u+v∑︂
i=0

n−1∑︂
k=0

(︃
k

i

)︃(︃
i

u

)︃(︃
u

i− v

)︃
.

Применение известной формулы суммирования к сумме по k и последующий

сдвиг на единицу суммирования по i завершает доказательство (46).

Если [Γ2(G),Γ2(G)] = 1, то все коммутаторы от x и y веса ⩾ 2 пере-

становочны друг с другом. Значит, тождество из теоремы 2.1.1, являющееся

результатом двух этапов собирательного процесса, примет вид (47), где для

удобства записи коммутаторы сгруппированы по виду, а не по весу.
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Теорема 2.2.2. Пусть G — группа, x, y ∈ G. Тогда в собирательной

формуле Ф. Холла для выражения (xy)n, n ∈ N, показатель степени комму-

татора [[y, ux], [y, vx]], u > v ⩾ 1, равен

fn(u, v) =
u+v+2∑︂
i=1

(︃
n

i

)︃(︄(︃
i− 1

v + 1

)︃(︃
v + 1

i− u− 1

)︃
+

v∑︂
k=1

(︃
i− k − 1

i− v − 1

)︃(︃
v − k

i− u− 2

)︃)︄
.

(48)

В частности, если [Γ2(G),Γ2(G),Γ2(G)] = 1 и y ∈ CG(Γ2(G)), то

(xy)n = xnyn
n−1∏︂
i=1

[y, ix]
( n
i+1)

∏︂
n−1⩾u>v⩾1

[[y, ux], [y, vx]]
fn(u,v). (49)

Доказательство. Воспользуемся следствием 2.1.1, в котором в качестве

собранных коммутаторов рассмотрим любой набор c1 = x, c2 = y, . . . , cl =

[y, vx], . . . , cr = [[y,ux], [y, vx]]. Здесь u > v, поскольку коммутаторы собираются

по возрастанию веса. Коммутатор cr выражается через c1, . . . , cr−1 единствен-

ным образом: cr = [y, uc1, 0c2, . . . , 1cl . . . , 0cr−1]. Тогда

ern =
n∑︂

k=1

∑︂
i1∈W (2H

1
n−1,u)

∑︂
i2∈W (2H

2
n−1,0)

∑︂
i3∈W (2H

3
n−1,0)

. . .
∑︂

il∈W (2H
l
n−1,1)

. . .
∑︂

ir−1∈W (2H
r−1
n −1,0)

1.

Далее,

ern =
n∑︂

k=1

∑︂
i1∈W (2H

1
n−1,u)

∑︂
il∈W (2H

l
n−1,1)

1 =
n∑︂

k=1

∑︂
i1∈W (2H

1
n−1,u)

|W (2H
l
n − 1, 1)|

=
n∑︂

k=1

∑︂
i1∈W (2n−k−1,u)

H l
n(k, i1, 0, . . . , 0; cl).

Для вычисления H l
n = Hn(k, i1, . . . , il−1; cl) применим следствие 2.1.1 к комму-

татору cl = [y, vc1, 0c2, . . . , 0cl−1], получаем

Hn(k, i1, . . . , il−1; cl) = eln −
k−1∑︂
m=1

∑︂
j1∈W (2Hn(m;x)−1,v)

1−
∑︂

j1∈W (i1−1,v)

1

−
l∑︂

q=2

δω(i1),v

q−1∏︂
c=2

δω(ic),0
∑︂

jq∈W (iq−1,0)

· · ·
∑︂

jl−1∈W (2Hn(k,i1,...,iq−1,jq,...,jl−2;cl−1)−1,0)

1.
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Поскольку u > v, при i1 ∈ W (2n−k−1, u) имеем δω(i1),v = δu,v = 0. Следователь-

но, сумма по q равна 0 и

Hn(k, i1, . . . , il−1; cl) = eln −
k−1∑︂
m=1

|W (2n−m − 1, v)| − |W (i1 − 1, v)|.

Для вычисления eln используем (46) и получаем

Hn(k, i1, . . . , il−1; cl) =

(︃
n

v + 1

)︃
−

k−1∑︂
m=1

(︃
n−m

v

)︃
− |W (i1 − 1, v)|

=
n−1∑︂
m=0

(︃
m

v

)︃
−

n−1∑︂
m=n−k+1

(︃
m

v

)︃
− |W (i1 − 1, v)|

=
n−k∑︂
m=0

(︃
m

v

)︃
− |W (i1 − 1, v)|.

Таким образом,

ern =
n∑︂

k=1

∑︂
i1∈W (2n−k−1,u)

(︄
n−k∑︂
m=0

(︃
m

v

)︃
− |W (i1 − 1, v)|

)︄

=
n∑︂

k=1

∑︂
i1∈W (2n−k−1,u)

n−k∑︂
m=0

(︃
m

v

)︃
−

n∑︂
k=1

∑︂
i1∈W (2n−k−1,u)

|W (i1 − 1, v)|.

Преобразуем первую сумму:
n∑︂

k=1

∑︂
i1∈W (2n−k−1,u)

n−k∑︂
m=0

(︃
m

v

)︃
=

n∑︂
k=1

n−k∑︂
m=0

(︃
m

v

)︃(︃
n− k

u

)︃

=
n∑︂

k=1

(︃
n− k + 1

v + 1

)︃(︃
n− k

u

)︃
=

n∑︂
k=1

(︃
n− k

v + 1

)︃(︃
n− k

u

)︃
+

n∑︂
k=1

(︃
n− k

v

)︃(︃
n− k

u

)︃
Заметим, что(︃
n− k

v

)︃(︃
n− k

u

)︃
−

n∑︂
k=1

∑︂
i1∈W (2n−k−1,u)

|W (i1 − 1, v)| =
∑︂

i1∈W (2n−k−1,v)

|W (i1 − 1, u)|,

поскольку u ̸= v и левая часть равенства равна разности мощностей множеств

{(µ1, µ2) ∈ {0, . . . , 2n−k − 1}2 | ω(µ1) = u; ω(µ2) = v},

{(µ1, µ2) ∈ {0, . . . , 2n−k − 1}2 | ω(µ1) = u; ω(µ2) = v; µ1 > µ2},
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а правая часть равна мощности множества

{(µ1, µ2) ∈ {0, . . . , 2n−k − 1}2 | ω(µ1) = u; ω(µ2) = v; µ1 < µ2},

Значит,

ern =
n∑︂

k=1

(︃
n− k

v + 1

)︃(︃
n− k

u

)︃
+

n∑︂
k=1

∑︂
i1∈W (2n−k−1,v)

|W (i1 − 1, u)|.

В первой сумме заменим n − k на k, затем применим (44), во второй сумме

заменим n− k на k и применим (45):

ern =
n−1∑︂
k=0

u+v+1∑︂
i=0

(︃
k

i

)︃(︃
i

v + 1

)︃(︃
v + 1

i− u

)︃
+

n−1∑︂
k=0

u+v∑︂
i=0

(︃
k

i

)︃ v∑︂
k0=1

(︃
i− k0
i− v

)︃(︃
v − k0

i− u− 1

)︃
.

Далее применяем известную формулу суммирования к суммам по k:

ern =
u+v+1∑︂
i=0

(︃
n

i+ 1

)︃(︃
i

v + 1

)︃(︃
v + 1

i− u

)︃
+

u+v∑︂
i=0

(︃
n

i+ 1

)︃ v∑︂
k0=1

(︃
i− k0
i− v

)︃(︃
v − k0

i− u− 1

)︃
.

Во второй сумме распространяем суммирование по i до u + v + 1, добавляя

нулевые слагаемые, затем в обеих суммах заменяем i+1 на i. Получаем искомое

равенство (48).

Перейдем к доказательству собирательной формулы. Ввиду условия y ∈

CG(Γ2(G)), тождество (2.1.1) принимает вид

(xy)n = xnyn
n−1∏︂
k=1

2n−k−1∏︂
i=1

[y, ω(i)x].

Условие [Γ2(G),Γ2(G),Γ2(G)] = 1 означает, что при собирании коммутаторов

[y, vx] по возрастанию веса возникнут только коммутаторы вида [[y, ux], [y, vx]],

где n − 1 ⩾ u > v ⩾ 1. Согласно теореме 2.2.1 показатель степени коммута-

тора [y, ω(i)x] в собирательной формуле Ф. Холла равен gn(i, 0) =
(︁

n
i+1

)︁
. Таким

образом, получаем (49).

Теперь, используя найденный в теоремах 2.2.1 и 2.2.2 холловский вид для

показателей степеней gn(u, v) и fn(u, v), мы легко вычислим gp(u, v) и fp(u, v) по



70

модулю простого числа p. Нам понадобятся известные свойства биномиальных

коэффициентов, приведенные ниже.

Предложение 2.2.1. Для любого простого p справедливы сравнения:(︃
p

u

)︃
≡ 0 (mod p), u ∈ 1, p− 1;

(︃
p− 1

u

)︃
≡ (−1)u (mod p), u ∈ 0, p− 1.

Доказательство. По определению имеем(︃
p

u

)︃
=

1

u!

u−1∏︂
i=0

(p− i) =
p(p− 1) . . . (p− u+ 1)

u!
.

Числитель полученной дроби делится на p, а знаменатель не делится. Далее,

если u ⩾ 1, то(︃
p− 1

u

)︃
=

1

u!

u−1∏︂
i=0

(p− 1− i) =
(p− 1)(p− 2) . . . (p− u)

u!
≡ (−1)uu!

u!
(mod p).

При u = 0 полученное сравнение очевидно. Тем самым предложение доказано.

Следствие 2.2.1. Пусть p — простое число, u, v — целые, и w1 = u +

v + 1− p, w2 = u+ v + 2− p. Тогда имеют место сравнения по модулю p:

gp(u, v) ≡ (−1)u
(︃
u

w1

)︃
≡ (−1)v

(︃
v

w1

)︃
, u, v ∈ 0, p− 1, где v = 0 при u = 0;

fp(u, v) ≡ (−1)v

(︄
−
(︃
v + 1

w2

)︃
+

(︃
v

w2

)︃ v∑︂
k=1

(−1)k
(︃
w2

k

)︃)︄
, p− 1 ⩾ u > v ⩾ 1.

В частности, если вес коммутатора [y,ux,vy] равен p, то показатель его сте-

пени в собирательной формуле Ф. Холла для (xy)p сравним с (−1)u по модулю

p. Аналогично, если вес коммутатора [[y, ux], [y, vx]] равен p, то показатель

его степени сравним с (−1)v+1 по модулю p.

Доказательство. Ввиду равенств (46) и (48) имеем

gp(u, v) =
u+v+1∑︂
i=1

(︃
p

i

)︃(︃
i− 1

u

)︃(︃
u

i− v − 1

)︃
,

fp(u, v) =
u+v+2∑︂
i=1

(︃
p

i

)︃(︄(︃
i− 1

v + 1

)︃(︃
v + 1

i− u− 1

)︃
+

v∑︂
k=1

(︃
i− k − 1

i− v − 1

)︃(︃
v − k

i− u− 2

)︃)︄
.
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Рассмотрим gp(u, v). Если u+ v + 1 ⩾ p, то все слагаемые в сумме, кроме

одного (при i = p), делятся на p, следовательно,

gp(u, v) ≡
(︃
p− 1

u

)︃(︃
u

p− v − 1

)︃
≡ (−1)u

(︃
u

u− (p− v − 1)

)︃

≡ (−1)u
(︃
u

w1

)︃
(mod p).

Полученное сравнение по модулю p остается справедливым при u + v + 1 < p,

поскольку тогда gp(u, v) делится на p и
(︁
u
w1

)︁
= 0, т.к. w1 < 0. Свойство gp(u, v) =

gp(v, u) завершает доказательство теоремы для gp(u, v).

Рассмотрим fp(u, v). Если u+ v + 2 ⩾ p, то все слагаемые в сумме, кроме

одного (при i = p), делятся на p, следовательно,

fp(u, v) ≡
(︃
p− 1

v + 1

)︃(︃
v + 1

p− u− 1

)︃
+

v∑︂
k=1

(︃
p− k − 1

p− v − 1

)︃(︃
v − k

p− u− 2

)︃
(mod p).

Ввиду условия 1 ⩽ v + 1 ⩽ p− 1 для первого слагаемого имеем(︃
p− 1

v + 1

)︃(︃
v + 1

p− u− 1

)︃
≡ (−1)v+1

(︃
v + 1

v + 1− (p− u− 1)

)︃

≡ (−1)v+1

(︃
v + 1

w2

)︃
(mod p).

Преобразуем слагаемые в сумме по k:(︃
p− k − 1

p− v − 1

)︃
≡
(︃
p− k − 1

v − k

)︃
≡ (p− (k + 1))(p− (k + 2)) . . . (p− v)

(v − k)!

≡ (−1)v−k (k + 1)(k + 2) . . . v

(v − k)!
≡ (−1)v−k

(︃
v

k

)︃
(mod p),

далее, (︃
v − k

p− u− 2

)︃
≡
(︃

v − k

v − k − (p− u− 2)

)︃
≡
(︃

v − k

w2 − k

)︃
(mod p).
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Таким образом,(︃
p− k − 1

p− v − 1

)︃(︃
v − k

p− u− 2

)︃
≡ (−1)v−k

(︃
v

k

)︃(︃
v − k

w2 − k

)︃

≡ (−1)v−k v!

k!(v − k)!

(v − k)!

(w2 − k)!(v − w2)!

≡ (−1)v−k v!

w2!(v − w2)!

w2!

k!(w2 − k)!

≡ (−1)v−k

(︃
v

w2

)︃(︃
w2

k

)︃
(mod p).

В итоге имеем
v∑︂

k=1

(︃
p− k − 1

p− v − 1

)︃(︃
v − k

p− u− 2

)︃
≡ (−1)v

(︃
v

w2

)︃ v∑︂
k=1

(−1)k
(︃
w2

k

)︃
(mod p).

Комбинируя результаты, получаем искомое выражение для fp(u, v) по модулю

p. Для завершения доказательства остается заметить, что полученное соотно-

шение останется справедливым при u + v + 2 < p, поскольку тогда fp(u, v)

делится на p и
(︁
v+1
w2

)︁
=
(︁
v
w2

)︁
= 0, т.к. w2 < 0.
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Глава 3. Проблема Б. Верфрица

В главе 3 диссертации доказывается нерегулярность силовской p-подгруп-

пы общей линейной группы GLn(Zpm) в случае, когда p — такое нечетное про-

стое число, что число (p+ 2)/3 — целое, n ⩾ (p+ 2)/3 и m ⩾ 3.

В § 3.1 с использованием результатов главы 2 получено необходимое усло-

вие регулярности конечной p-группы, к которому в § 3.2 найден контрпример в

случае рассматриваемой силовской p-подгруппы при n = (p+2)/3 и m = 3. Тем

самым доказана нерегулярность при n ⩾ (p+2)/3 и m ⩾ 3, поскольку свойство

регулярности наследуется подгруппами и факторгруппами.
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3.1 Необходимое условие регулярности p-группы

Лемма 3.1.1. Если конечная p-группа G регулярна, то для любых a, b ∈

G существует элемент d ∈ ⟨a, b⟩′ такой, что

dp =
∏︂

R
fi(p)
i ,

где произведение берется по всем коммутаторам Ri веса w(Ri) ⩾ p из собира-

тельной формулы Ф. Холла. В частности, для любого целого неотрицатель-

ного числа j

dp =
∏︂

p⩽w(Ri)⩽p+j

R
fi(p)
i (mod Γp+j+1(G)).

Доказательство. Пусть a, b ∈ G. По теореме 12.4.2 из [12], существует

элемент c ∈ ⟨a, b⟩′ такой, что (ab)p = apbpcp. С другой стороны, согласно [16,

теорема 3.1], существует последовательность коммутаторов Ri от a и b, упоря-

доченных по весу, и последовательность целых чисел fi(p) такие, что

(ab)p = apbp
∏︂

2⩽w(Ri)<p

R
fi(p)
i

∏︂
w(Ri)⩾p

R
fi(p)
i .

Так как группа G регулярна, а показатели fi(p) кратны p, когда 2 ⩽ w(Ri) < p,

то по следствию 12.4.1 из [12] существует элемент u ∈ ⟨a, b⟩′ такой, что

up =
∏︂

2⩽w(Ri)<p

R
fi(p)
i .

Отсюда

apbpcp = apbpup
∏︂

w(Ri)⩾p

R
fi(p)
i

или ∏︂
w(Ri)⩾p

R
fi(p)
i = (u−1)pcp = dp

для некоторого d ∈ ⟨a, b⟩′.
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Следствие 3.1.1. Пусть G регулярная p-группа, p > 2, и a, b ∈ G. Пред-

положим, что всякий коммутатор от a и b : 1) имеющий более двух вхож-

дений b, равен 1, 2) веса больше, чем p − 1, имеет порядок 1 или p. Тогда

существует элемент d ∈ ⟨a, b⟩′ такой, что

dp = [b, p−1a] [b, p−2a, b]
−1

(p−3)/2∏︂
v=1

[[b, p−2−va], [b, va]]
(−1)v+1

(mod Γp+1(G)).

Доказательство. Рассмотрим собирательную формулу Ф. Холла для вы-

ражения (ab)p. Согласно теореме 2.1.1 после двух этапов собирательного про-

цесса в несобранной части формулы все коммутаторы имеют вид [b, ua, vb], где

p− 1 ⩾ u ⩾ 1 и p− 1 ⩾ v ⩾ 0. Далее коммутаторы собираются по возрастанию

веса до веса p включительно (порядок среди коммутаторов одного веса может

быть произвольным).

Ввиду условия 1 из несобранной части пропадают все коммутаторы, име-

ющие более двух вхождений b. Значит, остаются лишь коммутаторы [b, ua],

[b, ua, b], где p − 1 ⩾ u ⩾ 1, а также коммутаторы, возникшие при сборе [b, ua],

а именно, [[b, ua], [b, va]], где p− 1 ⩾ u > v ⩾ 1. Получаем формулу

(ab)p = apbp
p−1∏︂
u=1

[b, ua]
gp(u,0)

p−1∏︂
u=1

[b, ua, b]
gp(u,1)

∏︂
p−1⩾u>v⩾1

[[b, ua], [b, va]]
fp(u,v),

где gp(u, v), fp(u, v) определяются теоремами 2.2.1 и 2.2.2 соответственно. В

формуле для удобства записи коммутаторы сгруппированы по виду, а не по

весу, что является корректным ввиду перестановочности коммутаторов [b,ua, b]

и [[b, ua], [b, va]] со всеми коммутаторами веса ⩾ 2.

Согласно предыдущей лемме существует элемент d ∈ ⟨a, b⟩′ такой, что по

модулю Γp+1(G) имеет место равенство

dp = [b, p−1a]
gp(p−1,0) [b, p−2a, b]

gp(p−2,1)

(p−3)/2∏︂
v=1

[[b, p−2−va], [b, va]]
fp(p−2−v,v).

Применение к показателям степеней коммутаторов условия 2 и следствия 2.2.1

завершает доказательство.
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Следующие две леммы потребуются для доказательства теоремы 3.2.1.

Лемма 3.1.2. Пусть G — группа, y1, . . . , ys ∈ G, s ⩾ 2. Предположим,

что ступень нильпотентности подгруппы H = ⟨y1, . . . , ys⟩ равна 2. Тогда для

любого натурального числа n имеет место равенство

(y1 . . . ys)
n = yn1 . . . y

n
s

∏︂
1⩽i<j⩽s

[yj, yi]
(n2).

Доказательство. При n = 1 утверждение леммы очевидно. Пусть n ⩾ 2.

Применим собирательный процесс к слову (y1 . . . ys)
n: собираем коммутаторы

веса 1 в порядке y1, . . . , ys, далее собираем коммутаторы веса 2, среди которых

будут только коммутаторы вида [yj, yi], где 1 ⩽ i < j ⩽ s, в произвольном

порядке. В итоге получаем коммутаторное слово

yn1 . . . y
n
s

∏︂
1⩽i<j⩽s

[yj, yi]
eij · Tk,

где произведение по i, j ведется в некотором фиксированном порядке, слово Tk

содержит коммутаторы веса не меньше 3. Для завершения доказательства оста-

ется вычислить eij. Разметку для слова (y1 . . . ys)
n возьмем из доказательства

теоремы 1.4.1. Тогда согласно (16) имеем E
(λ1,λ2)
[yj ,yi]

= P
(λ1,λ2)
yj ,yi = [λ1 < λ2] для всех

(λ1, λ2) ∈ D([yj, yi]) = D(yj) × D(yi) = {1, . . . , n}2. Таким образом, согласно

предложению 1.2.1 показатель степени eij равен

|{(λ1, λ2) ∈ D([yj, yi]) | E(λ1,λ2)
[yj ,yi]

= 1}| = |{(λ1, λ2) | 1 ⩽ λ1 < λ2 ⩽ n}| =
(︃
n

2

)︃
.

Следствие 3.1.2. Предположим, что подгруппа H из леммы 3.1.2 яв-

ляется p-группой, p > 2, с элементарным абелевым коммутантом, а число n

кратно p. Тогда для любых целых чисел α1, . . . , αs и любой перестановки π на

множестве {1, . . . , s} имеем

(yα1
1 . . . yαs

s )n =
(︂
y
απ(1)

π(1) . . . y
απ(s)

π(s)

)︂n
= ynα1

1 . . . ynαs
s .
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Если для некоторого i дополнительно yni = 1 или ypi ∈ H ′ и αi кратно p, то

(yα1
1 . . . yαi

i . . . yαs
s )n = (yα1

1 . . . ŷαi

i . . . yαs
s )n.

Здесь значок ˆ над элементом означает отсутствие этого элемента в про-

изведении.

3.2 Нерегулярность силовской p-подгруппы GL(p+2)/3(Zp3)

Следуя [6], определим последовательность функций fn, n = 1, 2, . . . , от

натуральных аргументов i, j, k, полагая

fn(i, j, k) = −
[︃
i− j − k

n

]︃
,

здесь [x] — целая часть числа x (ближайшее к x слева целое число). Через J обо-

значим идеал кольца Zpm, порожденный элементом p, а через E — единичную

матрицу порядка n. Выделим в GLn(Zpm) подгруппы

G(k) = ⟨E + A | A = (aij), aij ∈ Jfn(i,j,k), 1 ⩽ i, j ⩽ n⟩, k = 1, 2, . . . .

Здесь и далее по определению J0 = Zpm. Согласно [6], G(1) изоморфна группе

Pn(Zpm) = {E + (aij) | aij ∈ Zpm при i > j; aij ∈ J, при i ⩽ j},

а ряд

G(1) ⊃ G(2) ⊃ . . . ⊃ G(mn−1) ⊃ ⟨E⟩

является ее нижним центральным рядом, если p > 2. Кроме того, при любом

простом p и для любых натуральных k, l имеет место соотношение[︂
G(k), G(l)

]︂
⊆ G(k+l). (50)
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В [4, лемма 2] было показано, что если A = (aij), B = (bij) — такие

матрицы, что aij ∈ Jfn(i,j,k) и bij ∈ Jfn(i,j,l), то элементы cij матрицы C = AB

содержатся в идеалах Jfn(i,j,k+l). Отсюда и из свойств делимости биномиальных

коэффициентов легко следует

Лемма 3.2.1. Если p > n, то для любого натурального k имеет место

включение
[︁
G(k)

]︁p ⊆ G(k+n).

Обозначим через Kn(J
k) конгруэнц-подгруппу группы GLn(Zpm), кото-

рая определяется как ядро гомоморфизма GLn(Zpm) → GLn(Zpm−k), индуциро-

ванного кольцевым гомоморфизмом Zpm → Zpm−k. Соотношение 1) следующей

леммы можно найти в [6], соотношение 2) легко устанавливается методами до-

казательства леммы 3.2.1.

Лемма 3.2.2. Имеют место следующие включения:

1) [Kn(J
k), Kn(J

l)] ⊆ Kn(J
k+l);

2)
[︁
Kn(J

k)
]︁p ⊆ Kn(J

k+1).

Поскольку свойство регулярности наследуется подгруппами и фактор-

группами, то для доказательства теоремы 3.2.1 достаточно установить нере-

гулярность группы P(p+2)/3(Zp3). Нам потребуется ряд вспомогательных утвер-

ждений.

Лемма 3.2.3. Для любых E +X,E + Y ∈ Pn(Zpm) имеет место тож-

дество

[E +X,E + Y ] = E +
∞∑︂
k=2

k−2∑︂
t=0

(−1)kX tY k−t−2(X, Y ), (51)

где (X, Y ) = XY − Y X.

Доказательство. Ввиду нильпотентности матриц X и Y имеем

[E +X,E + Y ] =

(︄ ∞∑︂
i=0

(−X)i

)︄ (︄ ∞∑︂
j=0

(−Y )j

)︄
(E +X)(E + Y ).
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Раскрыв скобки, получим сумму однородных степени k многочленов fk(X, Y ),

причем очевидно, что f0(X, Y ) = E и f1(X, Y ) = O, где O — нулевая матрица.

Зафиксируем k ⩾ 2. Тогда

fk(X, Y ) = (−X)k + (−X)k−1(−Y ) + (−X)k−1X + (−X)k−1Y

+
k−2∑︂
t=0

(−X)t
(︁
(−Y )k−t + (−Y )k−t−1X + (−Y )k−t−1Y + (−Y )k−t−2XY

)︁
.

Таким образом,

fk(X, Y ) =
k−2∑︂
t=0

(−1)kX tY k−t−2(X, Y ).

Заменив X на pX в (51), мы можем представить коммутатор [E+pX,E+

Y ] в виде ряда по степеням p с коэффициентами, зависящими от X и Y. Далее

нас будет интересовать коэффициент при p в разложении сложных коммутато-

ров.

Лемма 3.2.4. Пусть E + pB,E + A ∈ Pn(Zpm). Коэффициент при p в

разложении коммутатора [E + pB, sE + A], s ∈ N, по степеням p равен

F (s) =
s−1∑︂
j=0

∞∑︂
k=j

(−1)k
(︃
s− 1

j

)︃(︃
s+ k − j − 1

s− 1

)︃
Ak(B,A)As−j−1. (52)

Доказательство. Индукция по s. По лемме 3.2.3

[E + pB,E + A] = E +
∞∑︂
k=2

k−2∑︂
t=0

(−1)k(pB)tAk−t−2(pB,A)

= E + p
∞∑︂
k=2

(−1)kAk−2(B,A) + . . .

= E + p
∞∑︂
k=0

(−1)kAk(B,A) + · · · .

Полученный коэффициент при p, очевидно, равен выражению (52), если в по-

следнем положить s = 1.



80

Пусть s ⩾ 1. Чтобы вычислить коэффициент при p в разложении ком-

мутатора [E + pB,s+1E + A] по степеням p, воспользуемся предположением

индукции и подставим вместо B в сумме
∞∑︂
k=0

(−1)kAk(B,A)

выражение (52). Полученную кратную сумму

∞∑︂
t=0

s−1∑︂
j=0

∞∑︂
k=j

(−1)k
(︃
s− 1

j

)︃(︃
s+ k − j − 1

s− 1

)︃
At(Ak(B,A)As−j−1, A)

преобразуем, раскрыв внешний лиев коммутатор:

∞∑︂
t=0

s−1∑︂
j=0

∞∑︂
k=j

(−1)t+k

(︃
s− 1

j

)︃(︃
s+ k − j − 1

s− 1

)︃
At+k(B,A)As−j

+
∞∑︂
t=0

s−1∑︂
j=0

∞∑︂
k=j

(−1)t+k+1

(︃
s− 1

j

)︃(︃
s+ k − j − 1

s− 1

)︃
At+k+1(B,A)As−j−1.

Зафиксируем число j′, 0 ⩽ j′ ⩽ s, и число k′, k′ ⩾ j′. Коэффициент при

Ak′(B,A)As−j′ равен:

k′∑︂
t=0

(−1)k
′
(︃
s− 1

0

)︃(︃
s+ k′ − t− 1

s− 1

)︃
= (−1)k

′
(︃
s

0

)︃ k′∑︂
t=0

(︃
s− 1 + k′ − t

s− 1

)︃

= (−1)k
′
(︃
s

0

)︃(︃
s+ k′

s− 1

)︃

= (−1)k
′
(︃
s

j′

)︃(︃
s+ k′ − j′

s

)︃
,

если j′ = 0;

k′−s∑︂
t=0

(−1)k
′
(︃
s− 1

s− 1

)︃(︃
s+ k′ − s− t− 1

s− 1

)︃
=

(︃
s

s

)︃ k′−s∑︂
t=0

(−1)k
′
(︃
k′ − t− 1

s− 1

)︃

= (−1)k
′
(︃
s

s

)︃(︃
k′

s

)︃

= (−1)k
′
(︃
s

j′

)︃(︃
s+ k′ − j′

s

)︃
,
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если j′ = s;

k′−j′∑︂
t=0

(−1)k
′
(︃
s− 1

j′

)︃(︃
s+ k′ − j′ − t− 1

s− 1

)︃(︃(︃
s− 1

j′

)︃
+

(︃
s− 1

j′ − 1

)︃)︃

= (−1)k
′
(︃
s

j′

)︃ k′−j′∑︂
t=0

(︃
s− 1 + k′ − j′ − t

s− 1

)︃
= (−1)k

′
(︃
s

j′

)︃(︃
s+ k′ − j′

s

)︃
,

когда 0 < j′ < s. Таким образом, коэффициент при Ak′(B,A)As−j′ во всех

случаях равен

(−1)k
′
(︃
s

j′

)︃(︃
s+ k′ − j′

s

)︃
.

Далее считаем, что n ⩾ 3. Матрицу порядка n с единицами на месте

(i, j), где 1 ⩽ i, j ⩽ n, и нулями на остальных местах будем обозначать через

eij и называть элементарной матрицей. Напомним, что справедлива следующая

формула умножения элементарных матриц

eijets = δjteis,

где δij — символ Кронекера. Также зафиксируем следующее соглашение: eij =

O, если i /∈ {1, . . . , n} или j /∈ {1, . . . , n}. Сумму, у которой нижний предел

больше верхнего, считаем равной нулю (нулевой матрицей O).

Зафиксируем до конца параграфа следующие матрицы

A = e21 + e32 + · · ·+ en,n−1, B = e1n.

В леммах ниже вычисляется произведение из следствия 3.1.1 и исследуется

коммутант группы, порожденной элементами E + pB и E + A.

Лемма 3.2.5. Для любого натурального s имеет место равенство

F (s) =
s∑︂

j=0

n−1∑︂
k=j

(−1)k
(︃
s

j

)︃(︃
s+ k − j − 1

s− 1

)︃
ek+1,n−s+j.
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Доказательство. С учетом перечисленных выше соглашений, для любого

целого неотрицательного k имеем

Ak =
n∑︂

t=k+1

et,t−k.

Отсюда выражение Ak(B,A)As−j−1 равно(︄
n∑︂

t=k+1

et,t−k

)︄
(e1,n−1 − e2n)

(︄
n∑︂

t=s−j

et,t−s+j+1

)︄
= ek+1,n−s+j − ek+2,n−s+j+1.

Подставим в (52) и разобьем на две суммы

F (s) =
s−1∑︂
j=0

n−1∑︂
k=j

(−1)k
(︃
s− 1

j

)︃(︃
s− 1 + k − j

s− 1

)︃
ek+1,n−s+j

−
s−1∑︂
j=0

n−1∑︂
k=j

(−1)k
(︃
s− 1

j

)︃(︃
s− 1 + k − j

s− 1

)︃
ek+2,n−s+j+1.

Во второй двойной сумме заменим k на k − 1 и j на j − 1:

F (s) =
s−1∑︂
j=0

n−1∑︂
k=j

(−1)k
(︃
s− 1

j

)︃(︃
s− 1 + k − j

s− 1

)︃
ek+1,n−s+j

+
s∑︂

j=1

n−1∑︂
k=j

(−1)k
(︃
s− 1

j − 1

)︃(︃
s− 1 + k − j

s− 1

)︃
ek+1,n−s+j.

Поскольку
(︁
s−1
s

)︁
=
(︁
s−1
−1

)︁
= 0, распространим суммирование по j в первой сумме

до s, а во второй — от 0, и сложим их:

F (s) =
s∑︂

j=0

n−1∑︂
k=j

(−1)k
[︃(︃

s− 1

j

)︃
+

(︃
s− 1

j − 1

)︃]︃(︃
s− 1 + k − j

s− 1

)︃
ek+1,n−s+j

=
s∑︂

j=0

n−1∑︂
k=j

(−1)k
(︃
s

j

)︃(︃
s+ k − j − 1

s− 1

)︃
ek+1,n−s+j.

Заметим, что произвольный элемент E + C из группы Pn(Zpm) можно

представить (конечно, не единственным образом) в виде

E + C = E + p0C0 + pC1 + . . .+ pm−1Cm−1.
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Следующая простая лемма часто облегчает вычисления в Pn(Zp3).

Лемма 3.2.6. Пусть E + pX + p2Y,E + pU + p2V ∈ Pn(Zp3). Тогда

1) (E + pX + p2Y )−1 = E − pX − p2Y + p2X2;

2) (E + pX + p2Y )p = E + p2X;

3) [E + pX + p2Y,E + pU + p2V ] = E + p2(X,U).

Лемма 3.2.7. Пусть простое число p такое, что n = (p+2)/3 — целое

число. В группе Pn(Zp3) имеет место равенство

[E + pB, p−1E + A] [E + pB, p−2E + A,E + pB]−1

×
(p−3)/2∏︂
s=1

[[E + pB, p−2−sE + A], [E + pB, sE + A]](−1)s+1

= αen,1 − p2en,2 − p2en−1,1,

где α ∈ Zp3.

Доказательство. Сначала покажем, что [E+pB,sE+A] = E, если s ⩾ 2n.

В частности, [E + pB, p−1E + A] = E, поскольку p ⩾ 7, а значит, n ⩾ 3, и,

следовательно,

p− 1 = 3n− 3 = 2n+ (n− 3) ⩾ 2n.

Введем следующие обозначения:

ϕ(x, ry) = [x, y], ϕ(x, ly) = [y, x],

по индукции при q ⩾ 2 полагаем

ϕ(x, α1y1, . . . ,
αqyq) = ϕ(ϕ(x, α1y1, . . . ,

αq−1yq−1),
αqyq),

где αi = r или αi = l.

Разложим матрицы E + A и E + pB в произведение трансвекций:

E + A = t21(1)t32(1) . . . tn,n−1(1), E + pB = t1n(p).
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Из коммутаторных тождеств

[x, yz] = [x, y][x, y, z][x, z], [yz, x] = [z, x][z, [x, y]][y, x]

следует, что [E + pB, sE + A] раскладывается в произведение коммутаторов

вида

ϕ(t1n(p),
α1ti1,i1−1(1), . . . ,

αqtiq,iq−1(1)), q ⩾ s. (53)

Изучим подробнее выражение (53). Из соотношения

[tij(α), tkm(β)] =

= (1− δjk)(1− δim)E + δjk(1− δim)tim(αβ) + δim(1− δjk)tkj(−αβ), (54)

справедливого, когда j ̸= k или i ̸= m, следует, что, коммутируя трансвекции с

разностями между первым и вторым индексами, равными s1 и s2, мы получим

единичную матрицу либо трансвекцию с разностью индексов s1 + s2. Значит,

выражение (53) при q = n − 2 есть единичная матрица, либо трансвекция с

разностью индексов, равной, −1, т.е.

ϕ(t1n(p),
α1ti1,i1−1(1), . . . ,

αn−2tin−2,in−2−1(1)) = ti,i+1(ϵip),

где ϵi = 0 или ϵi = ±1 для некоторого i. Далее, используя соотношение

[tij(α), tji(β)] = tij(c
−1α2β)dij(c)tji(−c−1αβ2), (55)

где dij(c) = E + (c− 1)eii + (c−1 − 1)ejj, справедливое, если элемент c = 1− αβ

обратим (в нашем случае это так, поскольку c ≡ 1 (mod p)), находим

[ti,i−1(ϵip), tin−1,in−1−1(1)] =

= (1− δi,in−1
)E + δi,in−1

ti,i+1(ϵ
2
ip

2)di,i+1(1− ϵip)ti+1,i(−ϵip(1− ϵip)
−1). (56)

Здесь мы воспользовались тем, что p3 = 0 в Zp3 и, следовательно, ϵ2ip
2(1 −

ϵip)
−1 = ϵ2ip

2. Наконец, соотношения (54), (55) и

[tkm(α), diag(β1, . . . , βn)] = tkm(α(βmβ
−1
k − 1)) (57)
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показывают, что коммутирование (56) с трансвекцией tin,in−1(1) дает единичную

матрицу, если in ̸= i− 1, i, i+ 1, матрицу из унитреугольной группы UTn(Zp3),

если in = i− 1, i+1, наконец, матрицу di,i+1(1− ϵ2ip
2)θ, где θ ∈ UTn(Zp3), когда

in = i. Отсюда и (57) следует, что выражение (53) при q = n + 1 содержится

в UTn(Zp3) и равно E при q = 2n, т.к. группа UTn(Zp3) нильпотентна ступени

n− 1.

Заметим, что если p > 7, то p− 2 ⩾ 2n и поэтому

[E + pB, p−2E + A,E + pB] = E.

Когда p = 7, то n = 3 и непосредственные вычисления показывают, что

[E + pB, p−2E + A] = t31(−3p2), [t31(−3p2), t13(p)] = E.

Таким образом, во всех случаях

[E + pB, p−1E + A] [E + pB, p−2E + A,E + pB]−1 = E.

Вычислим оставшееся произведение. Согласно п. 3 леммы 3.2.6 имеем

[[E + pB, p−2−sE + A], [E + pB, sE + A]] = E + p2F (p− 2− s)F (s). (58)

Пусть s ⩾ 2n− 1. Тогда выражение

Ak(B,A)As−j−1 = AkBAs−j + Ak+1BAs−j−1

равно нулевой матрице, если 0 ⩽ j ⩽ s и k ⩾ j, поскольку An = O. В самом

деле, когда 0 ⩽ j ⩽ n− 2, имеем s− j − 1 ⩾ n; если j = n− 1, то s− j ⩾ n и

k + 1 ⩾ n; наконец, если j ⩾ n, то k ⩾ n. Отсюда и леммы 3.2.4 следует, что

F (s) = O, когда s ⩾ 2n−1, и F (p−2−s) = O, когда p−2−s ⩾ 2n−1. Значит,

коммутатор (58) отличен от E, когда

n− 2 ⩽ s ⩽ min{2n− 2, (p− 3)/2} = (3n− 5)/2.
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Положим s = n− 2 + α. Тогда

(p−3)/2∏︂
s=1

[[E + pB, p−2−sE + A], [E + pB, sE + A]](−1)s+1

=

(n−1)/2∏︂
α=0

[[E + pB, 2n−2−αE + A], [E + pB, n−2+αE + A]](−1)α+1

= E + p2
(n−1)/2∑︂
α=0

(−1)α+1(F (2n− 2− α), F (n− 2 + α)).

Ступень нильпотентности группы Pn(Zp3) равна 3n− 1 = p+ 1. Поэтому

произведение выше, состоящее из коммутаторов веса p, содержится в гиперцен-

тре и равно

E + p2θen,1 + p2βen−1,1 + p2γen,2

для подходящих θ, β, γ.

Вычислим коэффициент β при en−1,1. Для этого, используя лемму 3.2.4,

выделим в разложении F (2n− 2− α) через элементарные матрицы слагаемые

с первым индексом, равным n − 1, а в F (n − 2 − α) — слагаемые со вторым

индексом, равным 1:
n−2∑︂
j=0

(−1)n−2

(︃
2n− 2− α

j

)︃(︃
3n− 5− α− j

2n− 3− α

)︃
en−1,−n+2+α+j, (59)

n−1∑︂
k=α−1

(−1)k
(︃
n− 2 + α

α− 1

)︃(︃
n− 2 + k

n− 3 + α

)︃
ek+1,1. (60)

Заметим, что в (60) при α = 0 и k = −1 не только e01 равна нулевой матрице, но

биномиальный коэффициент
(︁
n−2+α
α−1

)︁
=
(︁
n−2
−1

)︁
тоже равен нулю. Учитывая, что

−n+2+α+ j ⩽ α ⩽ k+1, коэффициент при en−1,1 в произведении выражений

(59) и (60) равен

(−1)n−2+α−1

(︃
2n− 2− α

n− 2

)︃(︃
3n− 5− α− n+ 2

2n− 3− α

)︃(︃
n− 2 + α

α− 1

)︃(︃
n− 2 + α− 1

n− 3 + α

)︃

= (−1)α
(︃
2n− 2− α

n− 2

)︃(︃
n− 2 + α

n− 1

)︃
. (61)



87

(При α = 0 выражение (61), очевидно, равно нулю.) Далее, выделив в разло-

жении F (n − 2 + α) слагаемые с первым индексом n − 1, а в F (2n − 2 − α) —

слагаемые со вторым индексом 1, получим
n−2∑︂
j=0

(−1)n−2

(︃
n− 2 + α

j

)︃(︃
2n− 5 + α + j

n− 3 + α

)︃
en−1,2−α+j, (62)

n−1∑︂
k=n−1−α

(−1)k
(︃
2n− 2− α

n− 1− α

)︃(︃
n− 2 + k

2n− 3− α

)︃
ek+1,1. (63)

С учетом того, что 2 − α + j ⩽ n − α ⩽ k + 1, коэффициент при en−1,1 в

произведении (62) и (63) равен

(−1)n−2+n−1−α

(︃
n− 2 + α

n− 2

)︃(︃
2n− 5 + α− n+ 2

n− 3 + α

)︃(︃
2n− 2− α

n− 1− α

)︃(︃
2n− 3− α

2n− 3− α

)︃

= (−1)α+1

(︃
n− 2 + α

n− 2

)︃(︃
2n− 2− α

n− 1

)︃
. (64)

Умножив разность между (61) и (64) на (−1)α+1, а затем просуммировав по α,

видим, что

β = −
(n−1/2)∑︂
α=0

[︃(︃
2n− 2− α

n− 2

)︃(︃
n− 2 + α

n− 1

)︃
+

(︃
n− 2 + α

n− 2

)︃(︃
2n− 2− α

n− 1

)︃]︃
. (65)

Вычислим полученную сумму. Имеем
(n−1)/2∑︂
α=0

(︃
2n− 2− α

n− 2

)︃(︃
n− 2 + α

n− 1

)︃
=

0∑︂
α=−(n−1)/2

(︃
2n− 2 + α

n− 2

)︃(︃
n− 2− α

n− 1

)︃

=
n∑︂

α=n−(n−1)/2

(︃
n− 2 + α

n− 2

)︃(︃
2n− 2− α

n− 1

)︃

=
n∑︂

α=(n+1)/2

(︃
n− 2 + α

n− 2

)︃(︃
2n− 2− α

n− 1

)︃
.

Поэтому

−β =
n∑︂

α=0

(︃
n− 2 + α

n− 2

)︃(︃
2n− 2− α

n− 1

)︃
=

2n−2∑︂
α=n−2

(︃
α

n− 2

)︃(︃
3n− 4− α

n− 1

)︃
=

(︃
3n− 3

2n− 2

)︃
=

(︃
p− 1

2n− 2

)︃
≡ (−1)2n−2 ≡ 1 (mod p).
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Здесь мы воспользовались тем, что
(︁
3n−4−(2n−2)

n−1

)︁
= 0, и доказанным в [36] тож-

деством
n−a∑︂
i=b

(︃
n− i

a

)︃(︃
i

b

)︃
=

(︃
n+ 1

a+ b+ 1

)︃
.

Вычислим коэффициент γ. Выделим в разложении F (2n − 2 − α) слага-

емые с первым индексом, равным n, а в F (n − 2 − α) — слагаемые со вторым

индексом, равным 2:

n−1∑︂
j=0

(−1)n−1

(︃
2n− 2− α

j

)︃(︃
3n− 4− α− j

2n− 3− α

)︃
en,−n+2+α+j, (66)

n−1∑︂
k=α

(−1)k
(︃
n− 2 + α

α

)︃(︃
n− 3 + k

n− 3 + α

)︃
ek+1,2. (67)

Поскольку −n+2+α+j ⩽ α+1 ⩽ k+1, коэффициент при en,2 в произведении

(66) и (67) равен

(−1)n−1+α

(︃
2n− 2− α

n− 1

)︃(︃
2n− 3− α

2n− 3− α

)︃(︃
n− 2 + α

α

)︃(︃
n− 3 + α

n− 3 + α

)︃

= (−1)α
(︃
2n− 2− α

n− 1

)︃(︃
n− 2 + α

n− 2

)︃
. (68)

Далее, выделив в разложении F (n− 2 + α) слагаемые с первым индексом n, а

в F (2n− 2− α) — слагаемые со вторым индексом 2, получим

n−1∑︂
j=0

(−1)n−1

(︃
n− 2 + α

j

)︃(︃
2n− 4 + α− j

n− 3 + α

)︃
en,2−α+j, (69)

n−1∑︂
k=n−α

(−1)k
(︃
2n− 2− α

n− α

)︃(︃
n− 3 + k

2n− 3− α

)︃
ek+1,2. (70)

Отметим, что в (69) при α = 0 и j = n − 1 матрица en,n+1 нулевая и биноми-

альный коэффициент при ней
(︁
n−2
n−1

)︁
равен нулю. Сумма (70) при α = 0 тоже по

определению равна нулю. С учетом того, что 2 − α + j ⩽ n − α + 1 ⩽ k + 1,
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коэффициент при en,2 в произведении (69) и (70) равен

(−1)n−1+n−α

(︃
n− 2 + α

n− 1

)︃(︃
n− 3 + α

n− 3 + α

)︃(︃
2n− 2− α

n− α

)︃(︃
2n− 3− α

2n− 3− α

)︃

= (−1)α+1

(︃
n− 2 + α

n− 1

)︃(︃
2n− 2− α

n− 2

)︃
. (71)

(При α = 0 выражение (71), очевидно, равно нулю.) Просуммировав по α раз-

ность между (68) и (71), умноженную на (−1)α+1, снова получим выражение

(65). Следовательно, γ = −1.

Лемма 3.2.8. Коммутант подгруппы H = ⟨E + A,E + pB⟩ группы

Pn(Zp3) порождается коммутаторами

yi = [E + pB, iE + A], i = 1, 2, . . . ,

yjl = [[E + pB, jE + A], [E + pB, lE + A]], j, l = 0, 1, . . . .

Если d ∈ H ′ и dp ∈ G(p), где G(p) — p-й член нижнего центрального ряда

группы Pn(Zp3), то

dp = E + λp2en,1 − τp2
(︃
2n− 3

n− 2

)︃
en−1,1 + τp2

(︃
2n− 3

n− 2

)︃
en,2.

Доказательство. Заметим, что yi ∈ Kn(J) и yjl ∈ Kn(J
2) для любых

i, j, l. Так как Kn(J
3) = ⟨E⟩, а по лемме 3.2.2 имеют место следующие включе-

ния: [Kn(J), Kn(J
2)] ⊆ Kn(J

3) и
[︁
Kn(J

2)
]︁p ⊆ Kn(J

3), то [yi, yjl] = E и ypjl = E.

Таким образом, ввиду следствия 3.1.2, можем считать, что

d = yτ11 . . . y
τ3n−1

3n−1 .

Далее, если i ⩾ 2n− 1, то yi ∈ G(2n) ⊆ Kn(J
2) и поэтому ypi = E. Значит,

произведение y
τ2n−1

2n−1 . . . y
τ3n−1

3n−1 в разложении d тоже можно отбросить.

Пусть 1 ⩽ i ⩽ 2n − 4. Тогда yi ∈ G(i+1) и по лемме 3.2.2 имеем ypi ∈

G(i+n+1). Покажем, что ypi ̸∈ G(i+n+2). Действительно, если 1 ⩽ i ⩽ n − 1, то,
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используя леммы 3.2.2 и 3.2.6, находим

ypi = (E + pF (i) + p2Q(i))p = E + p2F (i) =

= E + · · ·+ (−1)0
(︃
i

0

)︃(︃
i− 1

i− 1

)︃
p2e1,n−i + · · · = E + · · ·+ p2e1,n−i + · · · .

В то же время

fn(1, n− i, i+ n+ 2) = −
[︃
1− (n− i)− (i+ n+ 2)

n

]︃
= 3,

что означает, что элемент, стоящий на позиции (i, n− i) произвольной матрицы

из G(i+n+2), лежит в идеале J3. Аналогично, если n ⩽ i ⩽ 2n− 4, то

ypi = E + . . .+ (−1)i+1−n

(︃
i

i+ 1− n

)︃(︃
i− 1

i− 1

)︃
p2ei+2−n,1 + · · ·

и
(︁

i
i+1−n

)︁
̸≡ 0 (mod p), а с другой стороны,

fn(i+ 2− n, 1, i+ n+ 2) = −
[︃
i+ 2− n− 1− (i+ 2 + n)

n

]︃
= 3.

Значит, ypi ̸∈ G(i+n+2). Отсюда и включения dp ∈ Gp = G(3n−2) следует, что

коммутаторы y1, . . . , y2n−4 должны входить в разложение d в степенях, кратных

p, а потому тоже могут быть отброшены. Следовательно, можем считать, что

d = yτ2n−3y
µ
2n−2. Снова используя следствие 3.1.2 и лемму 3.2.5, находим

dp = ypτ2n−3y
pµ
2n−2 =

(︁
E + p2F (2n− 3)

)︁τ (︁
E + p2F (2n− 2)

)︁µ
=

(︃
E + p2(2n− 3)

(︃
2n− 3

n− 2

)︃
en,1 − p2

(︃
2n− 3

n− 2

)︃
en−1,1 + p2

(︃
2n− 3

n− 2

)︃
en,2

)︃τ

×
(︃
E + p2

(︃
2n− 2

n− 1

)︃
en,1

)︃µ

= E + γp2en,1 − τp2
(︃
2n− 3

n− 2

)︃
en−1,1 + τp2

(︃
2n− 3

n− 2

)︃
en,2.
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Теорема 3.2.1. Пусть p — такое нечетное простое число, что число

(p + 2)/3 — целое. Тогда группа Pn(Zpm) не является регулярной, если n ⩾

(p+ 2)/3 и m ⩾ 3.

Доказательство. Из лемм 3.2.7 и 3.2.8 следует, что в случае регулярности

подгруппы H должны быть одновременно разрешимы сравнения

−τ

(︃
2n− 3

n− 2

)︃
≡ −1 (mod p), τ

(︃
2n− 3

n− 2

)︃
≡ −1 (mod p)

относительно τ . Складывая их, получим 0 ≡ −2 (mod p), противоречие. Сле-

довательно, группа Pp+2
3
(Zp3) не является регулярной. Из того, что свойство

регулярности наследуется подгруппами и факторгруппами, вытекает заключе-

ние теоремы.
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