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Введение

Диссертация посвящена изучению вопросов строения групп коллинеаций ко-
нечных недезарговых проективных плоскостей и их координатизирующих ал-
гебраических систем.

Исследования проективных плоскостей трансляций и координатизирующих
квазиполей восходят к началу 20-го века (О. Веблен, Д. Маклаган–Веддерберн
[113], Л. Диксон [47]). Взаимосвязь обусловлена координатизацией конечной
проективной плоскости элементами алгебраической системы, что приводит к
зависимости геометрических свойств плоскости от алгебраических свойств ко-
ординатизирующего множества, и наоборот.

Начиная с работ Д. Кнута и Э. Клейнфелда [81, 80] 1960-х годов, иссле-
дования конечных квазиполей и ассоциированных плоскостей трансляций си-
стематически используют методы компьютерной алгебры. Эти исследования
отражены в обширном обзоре Н. Джонсона, В. Джа и М. Билиотти [72], см.
также монографию Д. Хьюза и Ф. Пайпера [68].

Хорошо известна неразрешимость группы коллинеаций дезарговой проек-
тивной плоскости. В 1959 г. Д. Хьюз выдвинул [65] гипотезу о разрешимости
группы коллинеаций конечной недезарговой полуполевой плоскости, см. также
монографию [68], 1973 г. Напомним, что плоскость трансляций является полу-
полевой, если дуальная к ней также является плоскостью трансляций.

Общего подхода к решению проблемы до сих пор не найдено. Продвиже-
ние для отдельных классов полуполевых плоскостей с 1960-х годов получали
Д. Кнут [82], Д. Хьюз и М. Каллахер [69], Т. Остром [95], М. Ганли [51], М. Ганли
и В. Джа [53], М. Билиотти, Н. Джонсон, В. Джа и Д. Меничетти [29], Х. Хуанг
и Н. Джонсон [64], М. Кордеро [35].

В 1990 г. Н. Д. Подуфалов записал проблему разрешимости группы коллине-
аций полуполевой плоскости в Коуровскую тетрадь [10, Вопрос 11.76]. В период
1990–2000 гг. под его руководством получено несколько значимых результатов.

Значительное количество более поздних результатов о разрешимости полу-
чено для плоскостей малого порядка с использованием вычислительной тех-
ники. К результатам такого рода следует отнести работы И. Руа и других о
полуполях и полуполевых плоскостях порядков 64, 81, 243 [102, 101, 103].

Взаимосвязанно с полуполевыми проективными плоскостями изучаются ко-
ординатизирующие их полуполя. Полуполем называют алгебраическую систе-
му, удовлетворяющую аксиомам тела, за исключением ассоциативности умно-
жения. Первые примеры нетривиальных (не являющихся полями) конечных
полуполей предложил в 1906 г. Л. Диксон. Ослабляя в определении полуполя
двустороннюю дистрибутивность до односторонней, приходим к понятию ква-
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зиполя. Квазиполе с ассоциативным умножением есть почти-поле. В отличие
от конечных почти-полей, полностью классифицированных [121] Х. Цассенхау-
зом в 1936 г., ни полуполя, ни тем более квазиполя не получили к настоящему
времени исчерпывающей классификации. В 2003 г. У. Кантор [77] записал: «Ис-
следование конечных коммутативных полуполей было начато Диксоном почти
столетие назад . . . Удивительно, что до сих пор о них так мало известно».

В различных ситуациях вопросы строения конечных квазиполей изучались
уже давно. Прежде всего, это вопрос

(A) Перечислить максимальные подполя квазиполя Q, найти их число и
возможные порядки.

Следует подчеркнуть существование конечных квазиполей, центр которых
не является подполем: например, четыре из семи исключительных почти-полей
Цассенхауза. Отметим также, что для конечных почти-полей ранее устанавли-
валась единственность максимального подполя, содержащего центр [49]. Удает-
ся, тем не менее, привести примеры почти-полей с более чем одним максималь-
ным подполем. Естественно исследовать предположение о возможной неогра-
ниченности их числа в целом.

(A1) Существует ли такое натуральное число N , что количество макси-
мальных подполей в произвольном конечном почти-поле меньше, чем N?

Г. Венэ выдвинул в 1991 г. предположение [119]:

Всякое конечное полуполе является левопримитивным либо правоприми-
тивным, то есть его мультипликативная лупа исчерпывается лево- либо,
соответственно, правоупорядоченными степенями одного элемента.

Предположение Г. Венэ опровергнуто в 2004 г. И. Руа [100], представившим
контрпример порядка 32. Это коммутативное полуполе Кнута–Руа не является
ни право-, ни левопримитивным. Второй контрпример представляет полуполе
Хентзела–Руа [61] порядка 64, построенное в 2007 г. К настоящему времени
исследования проблемы примитивности полностью завершены для всех полу-
полей до порядка 125 включительно. Кроме двух указанных непримитивных
полуполей, не обнаружено новых примеров. Контрпримеры нечетного порядка
до сих пор не найдены. Естественным образом обобщают предположение Венэ
следующие вопрос и гипотеза.

(B) Выявить конечные квазиполя Q с неоднопорожденной лупой Q∗.

Гипотеза: лупа Q∗ всякого конечного полуполя Q однопорождена.

С учетом неассоциативности умножения, для квазиполя выделяют три мно-
жества, аналогичные теоретико-групповому понятию спектра. Это левый и пра-
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вый спектры как множества левых (соответственно, правых) порядков элемен-
тов и спектр как множество порядков. Изучается вопрос

(C) Выявить, какие возможны спектры лупы Q∗ конечного полуполя и
квазиполя Q.

Безусловный интерес вызывает строение группы автоморфизмов конечного
квазиполя и вопрос

(D) Найти порядок группы автоморфизмов.

Вопросы (A), (B), (C) формулировал В. М. Левчук в 2013 г. в своем до-
кладе на научно-исследовательском семинаре кафедры высшей алгебры ММФ
МГУ, также см. [6, 85], полностью вопросы записывались в [134]. Вопрос (A1)
В. М. Левчук поставил в 2019 г. (семинар кафедры высшей алгебры ММФ
МГУ), записан в [141].

Целью диссертационного исследования является получение значимых ре-
зультатов о строении групп коллинеаций конечных недезарговых полуполевых
проективных плоскостей, обеспечивающих продвижение в решении проблемы
Хьюза, а также решение вопросов (A)–(D) для широкого класса конечных ква-
зиполей, координатизирующих конечные проективные плоскости трансляций.

Диссертация состоит из введения, семи глав и списка литературы. Номер
теоремы, леммы и др. включает номер главы, параграфа и порядковый номер,
таблицы имеют сквозную нумерацию.

В решении поставленных задач получил развитие метод регулярных мно-
жеств взаимосвязанного построения конечных проективных плоскостей транс-
ляций и, как координатизирующих множеств, конечных квазиполей.

Пусть π – недезаргова проективная полуполевая плоскость порядка pN , где
p – простое число. Размерность N координатизирующего полуполя над его про-
стым подполем в дальнейшем часто называется рангом. К основным результа-
там относятся следующие.

1. Доказано, что в группе коллинеаций Aut π при нечетном |π| нет подгрупп,
изоморфных знакопеременной группе A5.

2. Если p ≡ 1 (mod 4), то в группе автотопизмов плоскости π нет диэдраль-
ной группы порядка 8 без гомологий.

3. Если p > 2 и N не делится на 22m+1, то в группе коллинеаций Aut π нет
подгрупп, изоморфных группе Судзуки Sz(22n+1) для всех n ≥ m.

4. Если p 6≡ −1 (mod 4), N = 2m · s, s нечетно, то группа коллинеаций Aut π
не содержит подгрупп, изоморфных PSL(2, q), где q ≡ 1 (mod 2m+2).

5. Если p ≡ 1(mod 4), N не делится на 4 или N = 4, то в группе автотопизмов
плоскости π нет подгрупп, изоморфных группе SL(2, 5).
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6. Вопросы (A)–(D) строения конечных квазиполей решены для известных
контрпримеров к гипотезе Венэ – полуполя Кнута–Руа порядка 32, полуполя
Хентзела–Руа порядка 64, некоторых полуполей порядков 34, 54, 134, а также
завершены для всех полуполей порядка 16.

7. Вопросы (A)–(D), в основном, решены для всех конечных почти-полей.
Гипотеза к вопросу (A) о неограниченности, в целом, числа максимальных
подполей конечного почти-поля подтверждена даже в классе минимальных соб-
ственных почти-полей.

Другие результаты, имеющие самостоятельное значение, следующие.

8. Ранг N плоскости π представляет естественные ограничения на порядок
элементарной абелевой 2-подгруппы и на порядок 2-элемента в группе автото-
пизмов, при дополнительных условиях на их геометрический смысл.

9. Построено матричное представление регулярного множества полуполевой
проективной плоскости порядка pN в предположении, что группа автотопизмов
содержит:

а) бэровскую инволюцию, автотопизм порядка 4;
б) подгруппу, изоморфную знакопеременной группе A4 (для p > 2);
в) подгруппу, изоморфную группе кватернионов Q8 (для p ≡ 1 (mod 4));
г) подгруппу, изоморфную симметрической группе S3 (если плоскость имеет

ранг 2 над ядром).

10. Построены примеры конечных недезарговых полуполевых проективных
плоскостей, допускающих:

а) бэровскую инволюцию, автотопизм порядка 4;
б) подгруппу автотопизмов, изоморфную Q8;
в) подгруппу автотопизмов, изоморфную S3.

11. Построены новые примеры 3-примитивных полуполевых плоскостей по-
рядка 81, дополняющие список М. Кордеро.

12. Разработан метод односторонне упорядоченных минимальных многочле-
нов в конечных полуполях, обобщающих классическое понятие минимального
многочлена элемента конечного поля.

13. Разработаны пакеты прикладных компьютерных программ для постро-
ения и исследования конечных полуполей и полуполевых проективных плоско-
стей.

14. Доказано существование минимальных собственных почти-полей произ-
вольной простой степени расширения n > 2 над своим центром.
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15. Построено матричное представление регулярного множества конечного
почти-поля, двумерного над центром, допускающее обобщение на бесконечный
случай.

16. Доказано, что не существует неассоциативных квазиполей порядка 25 с
мультипликативной лупой Муфанг.

Глава 1 содержит, главным образом, основные определения и технические
результаты, необходимые для дальнейшей работы.

В § 1.1 вводятся определения квазиполя, полуполя, почти-поля, лево- и пра-
воупорядоченных степеней элементов мультипликативной лупы, левых и пра-
вых порядков, левых и правых спектров.

В § 1.2 приводится используемая терминология, в соответствии, в основном,
с монографией Д. Хьюза и Ф. Пайпера [68]. Перечисляются основные понятия
проективной геометрии, кратко описывается схема координатизации конечной
проективной плоскости, устанавливается связь геометрических свойств плоско-
сти и алгебраических свойств координатизирующего множества.

В § 1.3 перечисляются основные задачи диссертационной работы.
Глава 2 содержит предварительное обсуждение предлагаемой программы

решения проблемы Хьюза и описание основного применяемого метода.
В § 2.1 вводится основное для дальнейших исследований понятие регуляр-

ного множества (spread set) плоскости трансляций и, соответственно, коорди-
натизирующего квазиполя. Устанавливается естественная взаимосвязь между
свойствами регулярного множества и свойствами квазиполя. Приводится обос-
нование представления регулярного множества над простым подполем квази-
поля (так называемого «гиперкуба», в случае полуполя).

В § 2.2 кратко описываются особенности строения группы коллинеаций по-
луполевой проективной плоскости. Вводятся понятия ядер полуполя, группы
автотопизмов, приводится матричное представление центральных коллинеаций
в группе автотопизмов.

§ 2.3 посвящен обсуждению гипотезы разрешимости недезарговой полупо-
левой проективной плоскости конечного порядка, с обоснованием редукции к
разрешимости группы автотопизмов и, далее, к случаю существования бэров-
ской инволюции в группе автотопизмов. Перечислены некоторые известные ре-
зультаты, в том числе доказанные автором в кандидатской диссертации (тео-
рема 2.3.2, подробно обзор [125]). Предложена программа дальнейшего иссле-
дования проблемы.

Результаты, приведенные в главах 1–2, являются, в-основном, известными
фактами. Лемма 2.1.5 доказана автором в [132], лемма 2.2.6 опубликована в сов-
местной работе [125] (соавторы Н. Д. Подуфалов, Б. К. Дураков, Е. Б. Дураков)
в нераздельном соавторстве.
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В главе 3 рассматривается проблема Хьюза. В предположении неразреши-
мости группы коллинеаций недезарговой полуполевой плоскости конечного по-
рядка композиционные факторы должны быть изоморфны известным простым
неабелевым группам [3, гл. 5, § 16]. Представленная программа исследований
заключается в исключении из списка возможных подгрупп группы автотопиз-
мов бесконечных серий простых групп, при особом внимании к минимальным
простым группам из списка Д. Г. Томпсона. Основным результатом главы 3 яв-
ляется доказательство для любой недезарговой полуполевой плоскости нечет-
ного порядка отсутствия в группе коллинеаций подгруппы, изоморфной A5, и
при условии на характеристику основного поля – изоморфной D8. Для доказа-
тельства потребовалось построить матричное представление регулярного мно-
жества для полуполевых плоскостей с ограничениями на группу автотопизмов.

В § 3.1 построено матричное представление бэровской инволюции в группе
автотопизмов полуполевой плоскости конечного порядка, а также матричное
представление регулярного множества плоскости, допускающей бэровскую ин-
волюцию – отдельно для четного и для нечетного порядков.

Основными результатами этого параграфа являются теоремы 3.1.2, 3.1.3,
3.1.5, обобщающие двумерный случай, рассмотренный М. Билиотти и другими
в [29], на случай линейного пространства произвольной размерности над полем
простого порядка.

В § 3.2 получено матричное представление элементарной абелевой 2-подгруп-
пы в группе автотопизмов полуполевой плоскости, единообразное для случаев
четного и нечетного порядка (теорема 3.2.1). Если такая подгруппа порядка
2m порождена бэровскими инволюциями, фиксирующими поточечно различ-
ные бэровские подплоскости, то ранг N плоскости π делится на 2m. К основным
результатом параграфа также относится

Теорема 3.2.4. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость порядка pN

(p > 2 – простое). Если N не делится на 22m+1, то группа автотопизмов
плоскости π не содержит подгрупп, изоморфных Sz(22n+1) для всех n ≥ m.

Для случая полуполевой плоскости четного порядка теорема 3.2.8 и пред-
ложение 3.2.9 обсуждают возможность существования подгруппы, изоморфной
знакопеременной группе A4, в группе автотопизмов.

Метод регулярного множества применен в § 3.3 для установления естествен-
ного ограничения на порядок 2-элементов в группе автотопизмов, а также для
записи матричного представления автотопизмов порядка 4. Основной результат
представлен в следующей теореме.

Теорема 3.3.3. Пусть π – полуполевая плоскость порядка pN , p – простое,
p 6≡ −1 (mod 4). Если α – автотопизм порядка 2n плоскости π и группа 〈α〉
не содержит гомологий, то N делится на 2n.
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Следствие 3.3.8 выделяет группы PSL(2, q), которые не могут быть подгруп-
пами автотопизмов полуполевой плоскости данного порядка.

Следствие 3.3.8. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость порядка
pN , где p = 2 или p ≡ 1 (mod 4), N = 2m · s, s нечетно. Группа автотопизмов
Λ плоскости π не содержит подгрупп, изоморфных PSL(2, q), где q−1 делится
на 2m+2.

Сочетание с результатами предыдущего параграфа выявляет еще один класс
полуполевых плоскостей с разрешимой группой коллинеаций (следствие 3.3.7).

Матричное представление регулярного множества полуполевой плоскости
нечетного порядка, допускающей подгруппу автотопизмов, изоморфную A4,
найдено в § 3.4 (теорема 3.4.2). Для плоскости нечетного порядка ранга 2 над
ядром показано, что такая подгруппа автотопизмов отсутствует (лемма 3.4.1).

Параграф 3.5 посвящен доказательству основного результата.

Теорема 3.5.2. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость нечетного
порядка pN (p > 2 – простое). Тогда ее группа автотопизмов Λ не может
содержать подгруппу, изоморфную знакопеременной группе A5.

Эта теорема доказана на основе матричного представления регулярного мно-
жества, полученного в теореме 3.5.1. Непосредственно из теоремы 3.5.2 следует,
что группа автотопизмов недезарговой полуполевой плоскости произвольного
нечетного порядка не может содержать также знакопеременные и симметриче-
ские группы An и Sn для всех n ≥ 5, а также и некоторые другие неабелевы
группы.

Основные результаты § 3.6 доказаны с применением теорем из § 3.2 и 3.3.

Теорема 3.6.1. Недезаргова полуполевая плоскость π порядка pN , где p > 2

– простое, p ≡ 1 (mod 4), не допускает подгруппы автотопизмов, изоморфной
диэдральной группе порядка 8 и не содержащей гомологий.

К числу основных относится и вытекающая из этого результата теорема 3.6.3.
Диэдральная группа D8 содержится почти в каждой конечной простой неабеле-
вой группе. Результаты Д. Голдшмидта о сильно замкнутых подгруппах ([54],
см. также Д. Горенстейн [55]) перечисляют исключения.

Теорема 3.6.3 Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость порядка pN ,
где p > 2 – простое, p ≡ 1 (mod 4). Тогда ее группа автотопизмов Λ не содер-
жит простых неабелевых подгрупп, за исключением, возможно, следующих:
PSL(2, 2n), n ≥ 2, PSU(3, 2n), n ≥ 2, Sz(2n), n нечетно, n > 1, PSL(2, q),
q ≡ ±3 (mod 8), J1 или 2G2(3n), n нечетно, n > 1.

Параграф 3.7 посвящен обсуждению возможности существования A5 как
фактор-группы в группе автотопизмов недезарговой полуполевой плоскости
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нечетного порядка. Так как A5 изоморфна фактор-группе группы SL(2, 5) по
центру, и силовская 2-подгруппа в SL(2, 5) изоморфна группе кватернионов Q8,
то поставлена задача построения матричного представления регулярного мно-
жества полуполевой плоскости, допускающей Q8 в группе автотопизмов. Задача
решена в теореме 3.7.1 для полуполевой плоскости нечетного порядка pN , где
p − 1 делится на 4. Изучение случая N = 4 приводит к следующему важному
результату.

Теорема 3.7.2. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость нечетного
порядка pN , p > 2 – простое, p ≡ 1 (mod 4). Если N = 4 или N не делится на 4,
то ее группа автотопизмов Λ не может содержать подгруппу, изоморфную
SL(2, 5).

В § 3.8 метод регулярного множества применяется для изучения полупо-
левых плоскостей ранга 2 над ядром, допускающих подгруппу автотопизмов,
изоморфную S3. Основные результаты этого параграфа (теоремы 3.8.1, 3.8.3 и
3.8.4) допускают дальнейшее обобщение на многомерный случай.

Результаты третьей главы, относящиеся к бэровской инволюции и группе A4,
опубликованы автором в [129] и [131]; относящиеся к двумерному случаю для
A4 – совместно с дипломницей В. О. Прамзиной в [127], автору принадлежит
идея доказательства для группы автотопизмов, дипломнице – доказательство
для трансляционного дополнения. Основные результаты, связанные с группой
A5, опубликованы совместно с Б. К. Дураковым в [136], а также в [142] без со-
авторов. Б. К. Дуракову в [136] принадлежит постановка задачи и обсуждение
результатов, все результаты доказаны диссертантом лично. Результаты, отно-
сящиеся к группе Q8, опубликованы автором в [143]; об элементарной абелевой
2-подгруппе и группах Судзуки – в [144], о 2-элементах в группе автотопизмов –
в [145]. Теоремы о диэдральной группе D8 представлены в [147]. Результаты,
связанные с группой S3, опубликованы в [138] (соавтор Т. В. Моисеенкова) в
нераздельном соавторстве.

В главе 4 рассматриваются примеры полуполевых плоскостей, иллюстри-
рующие теоретические результаты главы 3. Запись в общем виде матричного
представления регулярного множества полуполевой плоскости при определен-
ных ограничениях на коллинеации не является достаточным условием суще-
ствования таких плоскостей. Поэтому важно показать, что множество изуча-
емых объектов не пусто либо, напротив, доказать его пустоту (см. теоремы о
подгруппе, изоморфной A5, 3.5.1 и 3.5.2).

В § 4.1 перечислены минимальные примеры полуполевых плоскостей ранга 2
над ядром, допускающие S3 в группе автотопизмов (примеры к теоремам 3.8.1 и
3.8.4.) Представлены примеры к теореме 3.1.2 полуполевых плоскостей четного
порядка, допускающих бэровскую инволюцию (теорема 4.1.1). Приложениями
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к теореме 3.7.1 являются примеры полуполевых плоскостей порядков 54 и 134,
допускающих подгруппу автотопизмов, изоморфную группе кватернионов Q8

(теорема 4.1.2). Кратко описан алгоритм построения полуполевых плоскостей
на основе матричного представления их регулярного множества с применением
вычислительной техники.

В § 4.2 также обсуждается использование методов компьютерной алгебры
для доказательства изоморфизма двух полуполевых плоскостей. Описана воз-
можность оптимизации алгоритма проверки, за счет сокращения перебора, в
случае, когда хотя бы одно из ядер координатизирующего полуполя отлично от
простого подполя.

Параграф 4.3 посвящен построению примеров полуполевых плоскостей по-
рядка 81, допускающих бэровскую инволюцию (к теореме 3.1.2). Основной ре-
зультат (теорема 4.3.1) показывает, что все построенные примеры являются 3-
примитивными плоскостями. Понятие p-примитивных полуполевых плоскостей
возникло в работе Й. Хирамин, M. Maцумото и T. Oяма [62]. Исследование бы-
ло продолжено М. Кордеро [37], построившей примеры четырех 3-примитивных
плоскостей порядка 81. С использованием результатов И. В. Шевелевой (Бус-
аркиной) [12] показано существование еще четырех 3-примитивных плоскостей
вне перечня М. Кордеро.

Результаты главы 4 о полуполевых плоскостях, допускающих S3, опубли-
кованы в совместной работе [138] (соавтор Т. В. Моисеенкова) в нераздельном
соавторстве. Результаты о полуполевых плоскостях порядков 16 и 81, допускаю-
щих бэровскую инволюцию, опубликованы автором в [129, 131], о полуполевых
плоскостях, допускающих Q8 – в [143]. Результаты о 3-примитивных полуполе-
вых плоскостях опубликованы в совместной работе [140] (соавтор И. В. Шеве-
лева), компьютерные вычисления и доказательства основных результатов про-
ведены автором.

Глава 5 посвящена решению вопросов (A)–(D) для некоторых конечных
полуполей. В § 5.1 перечисляются известные классификационные результаты,
обсуждается взаимосвязь автотопизмов полуполевой проективной плоскости с
автотопизмами и автоморфизмами конечного полуполя (теорема 5.1.7), матрич-
ное представление автотопизмов и автоморфизмов с использованием регуляр-
ного множества.

В § 5.2 описан геометрический смысл инволютивного автоморфизма конеч-
ного полуполя (теорема 5.2.1) и на основе этого результата определен стаби-
лизатор инволютивного автоморфизма (теоремы 5.2.3, 5.2.4). Изучается поня-
тие внутреннего автоморфизма полуполя, введенное Г. Венэ [120]. Лемма 5.2.6
вводит матричное представление внутреннего автоморфизма, теорема 5.2.7 вы-
деляет элементы полуполя, которые не могут порождать нетривиальный внут-
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ренний автоморфизм.
Параграф 5.3 вводит понятие лево- и правоупорядоченного минимальных

многочленов конечного полуполя, на основе классического понятия минималь-
ного многочлена элемента конечного поля, с использованием лево- и правоупо-
рядоченных степеней элемента лупы. Свойства односторонне упорядоченных
минимальных многочленов, в сравнении с классическими, демонстрируют тео-
ремы 5.3.5 и 5.3.6. Теорема 5.3.8 выявляет связь правоупорядоченного мини-
мального многочлена элемента с минимальным многочленом ассоциированной
матрицы регулярного множества. Следствие 5.3.12 выделяет в конечном полу-
поле, используя минимальные многочлены, объединение всех подполей порядка
p2. При помощи техники минимальных многочленов доказывается также тео-
рема 5.3.13 о минимальных собственных полуполях.

В § 5.4 представлено полное решение вопросов (A)–(D) для полуполей по-
рядка 16; это минимальный возможный порядок конечного полуполя. Автор
дополняет теорему 5.4.1, доказанную П. К. Штуккерт и В. М. Левчуком [6], бо-
лее подробной информацией о строении таких полуполей. Эта информация, в
том числе об «аномальных» внутренних автоморфизмах, представлена в теоре-
мах 5.4.5, 5.4.6 и табл. 10–13. Кроме записи умножения с помощью регулярного
множества, автором предложен способ умножения элементов полуполя, опре-
деленный на парах элементов подходящего конечного поля (теорема 5.4.7).

Параграф 5.5 представляет обсуждение гипотезы лево-(право-)примитив-
ности конечного полуполя, выдвинутой Г. Венэ в 1991 г., ее контрпримеров
и обобщений. Автор использует введенную технику минимальных многочленов
для доказательства лево-(право-)цикличности некоторых полуполей порядка p4

(теорема 5.5.8).
В § 5.6 и 5.7 представлено полное решение вопросов (A)–(D) для исключи-

тельных непримитивных полуполей Кнута–Руа порядка 32 и Хентзела–Руа по-
рядка 64, опровергающих гипотезу Венэ, дополненное информацией о внутрен-
них автоморфизмах и минимальных многочленах. Основные результаты этих
параграфов изложены в теоремах 5.6.2, 5.6.3, 5.7.1 и табл. 14–15.

Параграф 5.8 содержит решение вопросов (A)–(D) для некоторых полу-
полей порядка p4, p = 3, 5, 13, построенных для иллюстрации теоретических
результатов главы 3 (подробнее эти примеры описаны в главе 4). Основными
результатами параграфа являются теоремы 5.8.1, 5.8.2, 5.8.3, информация обоб-
щена в табл. 16–19.

Теоремы об автотопизмах, автоморфизмах и минимальных многочленах опуб-
ликованы автором в [132] и [135]. Результаты о полуполях порядка 16 и исклю-
чительных полуполях порядков 32 и 64 получены автором лично и опублико-
ваны в совместной работе [134] (соавтор В. М. Левчук), а также в [133] – о
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полуполе Хентзела–Руа. Результаты о полуполях порядка 81 опубликованы в
[131], а также, с дополнениями, в совместной работе [140] (соавтор И. В. Шеве-
лева), результаты получены автором лично. Результаты о полуполях порядков
54 и 134 опубликованы в [143, 184].

Глава 6 содержит решение вопросов (B)–(D) для конечных почти-полей.
Параграф 6.1 напоминает способ построения конечных почти-полей на осно-
ве 2-транзитивных групп, а также конструкцию Диксона–Цассенхауза. Теоре-
ма 6.1.6 устанавливает связь между центром, ядром и простым подполем, она
демонстрирует, в качестве исключений, точно четыре почти-поля Цассенхауза,
в которых простое подполе не лежит в центре.

Параграф 6.2 представляет спектр групповых порядков мультипликативной
группы (теорема 6.2.4) и известные результаты Цассенхауза об автоморфизмах
почти-полей. Параграф 6.3 предлагает необходимый признак регулярного мно-
жества почти-поля порядка q2 с ядром порядка q (теорема 6.3.2). В § 6.4 кратко
представлена взаимосвязь бесконечных точно дважды транзитивных групп с
почти-областями и почти-полями. С учетом новых результатов К. Тент и дру-
гих авторов [109, 108], не каждая почти-область является почти-полем.

Выполнение ассоциативного закона умножения при определенном поряд-
ке записи элементов конечной лупы приводит к переносу некоторых важных
групповых свойств на такие лупы Муфанг. Параграф 6.5 представляет отрица-
тельное решение вопроса А.В. Заварницина (Мальцевские чтения, 2020, устная
постановка) о существовании нетривиальных конечных квазиполей с мульти-
пликативной лупой Муфанг. Теорема 6.5.1 использует метод регулярного мно-
жества и дает отрицательный ответ для квазиполей порядка 25.

Глава 7 решает, в-основном, вопрос (A) о максимальных подполях в конеч-
ных почти-полях (§ 7.1, теоремы 7.1.3 и 7.1.4). Решение существенно использует
соответствие С. Данкс под-почти-полей и делителей степени расширения почти-
поля над простым подполем [40].

В § 7.2 обсуждаются минимальные собственные почти-поля, т.е. нетриви-
альные почти-поля Q, в которых каждое под-почти-поле H 6= Q является под-
полем. Теорема 7.2.3 демонстрирует существование минимальных собственных
почти-полей в классе почти-полей Диксона DF (q, n) для любого простого n > 2.

Теорема 7.2.3. Для любого простого числа n > 2 существует бесконечно
много конечных почти-полей степени расширения n над своим центром, в
каждом из которых все под-почти-поля являются подполями.

Для минимальной степени расширения n = 2 этот результат, в общем случае,
неверен, что показывает теорема 7.2.2. Теорема 7.2.4 представляет отрицатель-
ное решение вопроса об ограниченности числа максимальных подполей даже
для минимальных собственных почти-полей Диксона.
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Теорема 7.2.4. Для любого натурального числа s существует минималь-
ное собственное почти-поле Диксона, имеющее более чем s максимальных под-
полей.

Основные теоремы параграфов 6.2, 7.1 опубликованы в совместной работе
[139] (соавтор В. М. Левчук); автору принадлежат, в основном, идеи доказа-
тельства, В. М. Левчуку – уточнение и совершенствование формулировок. Все
теоремы § 7.2 опубликованы автором в [141]. Результаты параграфов 6.3 и 6.5
представлены в совместной работе [146] (соавтор Д. С. Скок, магистрант); ав-
тору принадлежат основные теоремы, Д. С. Скок – построение примеров.

Все основные результаты диссертации являются новыми.

Все основные результаты диссертации опубликованы, в том числе в рецензи-
руемых журналах [123]–[147]. Диссертация носит теоретический характер. По-
лученные результаты могут быть использованы в исследованиях полуполевых
проективных плоскостей (в том числе проблемы разрешимости группы колли-
неаций), в классификации конечных полуполей, а также при чтении спецкур-
сов. Результаты диссертации также могут быть использованы при составлении
программ специальных курсов для бакалавров, магистрантов и аспирантов уни-
верситетских математических кафедр.

Результаты диссертации апробировались на алгебраических семинарах в
МГУ (2019), ИМ СФУ (2015–2022), Институте математики СО РАН (Новоси-
бирск, 2019-2020). Они были представлены на Международных алгебраических
конференциях (Москва, 1998, 2018, 2019), Международных конференциях «Ал-
гебра и ее приложения» (Красноярск, 2002, 2007), Международных конферен-
циях «Алгебра и логика: теория и приложения» (Красноярск, 2010, 2013, 2016),
Международной конференции «Алгебра и математическая логика: теория и
приложения» (Казань, 2014), Международной конференции по алгебре, анали-
зу и геометрии (Казань, 2016, 2021), Международных конференциях «Группы и
графы» (G2A2, Екатеринбург, 2015; G2S2, Новосибирск, 2016), Международной
конференции «Математика в современном мире» (Новосибирск, 2017), Между-
народной конференции «Алгебра, теория чисел и дискретная геометрия: совре-
менные проблемы и приложения» (Тула, 2018), Международной конференции
«Алгебра, теория чисел, дискретная геометрия и многомасштабное моделиро-
вание: современные проблемы, приложения и проблемы истории» (Тула, 2021,
2022), Всесибирских Конгрессах женщин-математиков (Красноярск, 2004, 2006,
2012), Всероссийской конференции «Алгебра и теория алгоритмов» (Иваново,
2018), Всероссийской конференции по математике и механике (Томск, 2018),
Международной конференции «Group theory in Ankara» (Анкара, 2019), Меж-
дународной конференции «Мальцевские чтения» (Новосибирск, 2020, 2021),
XIII школе-конференции по теории групп (Екатеринбург, 2020), Международ-
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ной алгебраической конференции (Екатеринбург, 2021).

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (проекты 12-01-00968 А, 15-01-04897 А, 16-01-00707 А, 19-01-00566 А)
и Красноярского математического центра.

В заключение автор выражает благодарность своему научному консультанту
Николаю Дмитриевичу Подуфалову за помощь и консультации. Автор благода-
рит Владимира Михайловича Левчука, научного консультанта докторантуры,
за предложенное расширение тематики исследования, за постоянную активную
поддержку. Автор выражает искреннюю признательность Борису Константино-
вичу Дуракову, учителю и руководителю, за всестороннюю помощь, поддерж-
ку и постоянное внимание к работе, а также Виктору Даниловичу Мазурову и
Анатолию Ильичу Созутову за неизменные интерес и поддержку исследований.
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Глава 1. Недезарговы полуполевые плоскости и
их координатизирующие квазиполя

В этой главе приводится наиболее употребляемая терминология, в соответ-
ствии, в основном, с монографией Д. Хьюза и Ф. Пайпера [68], а также основные
технические результаты, необходимые для дальнейшей работы.

В § 1.1 вводятся определения квазиполя, полуполя, почти-поля, лево- и пра-
воупорядоченных степеней элементов мультипликативной лупы, левых и пра-
вых порядков, левых и правых спектров.

В § 1.2 вводятся основные понятия проективной геометрии, кратко описыва-
ется схема координатизации конечной проективной плоскости. Введение коор-
динат для точек и прямых проективной плоскости устанавливает тесную связь
между геометрическими свойствами плоскости и алгебраическими свойствами
координатизирующего множества. Эта взаимосвязь предопределяет необходи-
мость проведения совместных исследований проективных плоскостей и квази-
полей.

В § 1.3 перечисляются основные задачи, решаемые в работе: о строении груп-
пы коллинеаций полуполевых проективных плоскостей и о строении конечных
квазиполей.
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1.1. Квазиполя и полуполя

Приведем необходимые определения изучаемых алгебраических систем, в
соответствии с [68].

Напомним, что непустое множество L с бинарной операцией · называется
лупой, если уравнения ax = b и ya = b однозначно разрешимы в L для любых
a, b ∈ L, L содержит такой элемент e, что ex = xe = x для всех x ∈ L (т. е.
единицу).

Определение 1.1.1. Алгебраическая система Q = (Q,+, ·) с бинарными
операциями + и · называется левым квазиполем, если

1) (Q,+) — абелева группа;
2) Q∗ = (Q \ {0}, ·) — лупа;
3) выполнен левый дистрибутивный закон c(a+ b) = ca+ cb (a, b, c ∈ Q);
4) 0 · a = 0 для всех a ∈ Q;
5) уравнение ax = bx+ c однозначно разрешимо для всех a, b, c ∈ Q, a 6= b.

Правое квазиполе определяют аналогично. Ясно, что все тела представля-
ют тривиальные примеры квазиполей. Квазиполе, не являющееся телом, будем
называть нетривиальным или собственным.

Изучение квазиполей началось с работ Л. Диксона 1906 г. [47], О. Веблена и
Д. Маклагана–Веддерберна 1907 г. [113]. В литературе до 1975 г. квазиполя, как
правило, назывались «системами Веблена–Веддерберна» (см., например, обзор
Ч. Вейбела [118]).

В любом квазиполе подкольцо составляют целочисленные кратные единицы:

ke := e+ e+ . . . + e︸ ︷︷ ︸
k раз

= ek, (−k)e := −(ke) = e(−k) (k > 0), 0e = 0 = e0.

Лемма 1.1.2. Пусть Q — правое квазиполе с единицей e. Тогда
1) отображение π : k → ke (k ∈ Z) есть гомоморфизм кольца Z в Q;
2) Q — левый π(Z)-модуль, и либо π(Z) ' Z, либо π(Z) ' Zp для некоторого

простого числа p.

В силу леммы 1.1.2 (прямое доказательство в [134] и [20]) понятие харак-
теристики поля переносится на квазиполя. Если характеристика p = char Q

квазиполя Q положительна, то π(Z) является единственным минимальным в Q
(и простым) подполем и π(Z) ' Zp.

Определение 1.1.3. Ядром левого квазиполя Q называется множество
элементов k ∈ Q, удовлетворяющих условиям:

1) (a+ b)k = ak + bk;
2) (ab)k = a(bk) для всех a, b ∈ Q.
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Ядро правого квазиполя определяют аналогично. Ядро квазиполя всегда
является телом, поэтому обязательно содержит простое подполе. Квазиполе
можно рассматривать как векторное пространство над своим ядром ([68, Тео-
рема 7.2], см. также И. Андрэ [25]). Таким образом, конечное квазиполе имеет
порядок pm, где p – простое число. Ясно, что квазиполе простого порядка p

является полем; хорошо известно, что квазиполе порядка 4 либо 8 также поле.
Минимальный порядок нетривиального квазиполя равен 9, квазиполей такого
порядка точно четыре.

Если в квазиполе выполняются оба дистрибутивных закона, то оно называ-
ется полуполем.

Определение 1.1.4. Алгебраическая система (S,+, ·) называется полупо-
лем, если

1) (S,+) — абелева группа;
2) S∗ = (S \ {0}, ·) — лупа;
3) c(a+ b) = ca+ cb и (a+ b)c = ac+ bc (a, b, c ∈ S).

Первые примеры нетривиальных конечных полуполей указаны Л. Диксоном
в 1906 г. В ранней литературе термин «полуполе» не использовался. Алгебраи-
ческая структура, удовлетворяющая определению 1.1.4, называлась «неассоци-
ативным кольцом с делением», «дистрибутивным квазиполем». Это «квазите-
ло», в терминологии А. Г. Куроша [2]. Современный термин «semifield» исполь-
зуется с 1965 г., он был предложен Д. Кнутом [82] для упрощения терминологии.

Отметим, что термины «полуполе» и «полутело» используются некоторы-
ми авторами также в смысле «алгебраическая структура, являющаяся одно-
временно мультипликативной группой и аддитивной коммутативной полугруп-
пой, причём умножение дистрибутивно относительно сложения с обеих сто-
рон» [114, 115]. Мы будем всюду далее использовать только определение 1.1.4.

Полуполе S обладает правым обратным свойством (RIP), если для любого
x ∈ S найдется такой элемент x−1 ∈ S, что для всех y ∈ S верно (yx)x−1 = y.

Полуполе S называется альтернативным, если оно удовлетворяет обоим
альтернативным законам:

x(xy) = x2y, (xy)y = xy2 ∀x, y ∈ S.

Нам потребуются следующие хорошо известные теоремы: Скорнякова–Сан
Суси 1.1.5, Артина–Цорна 1.1.6 (доказательство в монографии [68]) и теоре-
ма 1.1.7 Альберта [21] .

Теорема 1.1.5. Полуполе S с правым обратным свойством альтернативно.

Теорема 1.1.6. Конечное альтернативное полуполе является полем.
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Теорема 1.1.7. Конечное полуполе с ассоциативными степенями характе-
ристики p 6= 2, центр которого состоит более чем из пяти элементов, явля-
ется конечным полем.

Если в (левом) квазиполе умножение ассоциативно, то такое квазиполе на-
зывают (левым) почти-полем. Первые примеры почти-полей были построены
Л. Диксоном в 1905 г. [46], все конечные почти-поля полностью классифициро-
вал Х. Цассенхауз в 1936 г. [121, 18], подробнее в главе 6.

Первые примеры конечных квазиполей, не являющихся ни полуполями, ни
почти-полями, построил М. Холл [59] в 1943 г. (см. также [18]), это квазиполя
Холла.

Неассоциативное умножение элементов квазиполя приводит к необходимо-
сти учитывать порядок расстановки скобок даже при записи произведения оди-
наковых множителей.

Рассмотрим произвольную мультипликативную лупу (L, ·) с единицей e. Бу-
дем называть n-й степенью элемента v ∈ L любое произведение n множителей,
каждый из которых равен v. Например, четвертыми степенями являются

((vv)v)v, v((vv)v), (v(vv))v, v(v(vv)), (vv)(vv).

Порядок |v| элемента v лупы обобщает соответствующее теоретико-групповое
понятие: это наименьшее число n ∈ N такое, что хотя бы одна n-я степень
элемента v при всевозможных расстановках скобок равна e; порядок бесконечен,
если такое n не существует.

Левоупорядоченная n-я степень элемента v ∈ L определяется индуктивно:

v(1 = v, v(i+1 = v · v(i, i = 1, 2, . . . .

Левым порядком |v|l элемента v называется наименьшее число n ∈ N с условием
v(n = e; левый порядок бесконечен, если такое n не существует. Множество
всех левых порядков называется левым спектром лупы. Правоупорядоченная
степень, правый порядок и правый спектр определяются аналогично.

Порядки элементов любой конечной лупы также конечны. Действительно,
справедлива лемма (В. М. Левчук, [134]).

Лемма 1.1.8. Порядок конечной лупы не меньше порядка любого ее элемен-
та.

Следующее определение связано с ситуацией, когда все элементы конечного
квазиполя можно записать с использованием одного фиксированного элемента.
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Определение 1.1.9. Пусть (Q,+, ·) – конечное квазиполе. Элемент a ∈ Q∗

называется правопримитивным, если мультипликативная лупа Q∗ исчерпы-
вается правоупорядоченными степенями этого элемента:

Q∗ = {e, a, a2), a3), . . . }.

Квазиполе Q, содержащее правопримитивный элемент, также называется
правопримитивным.

Левопримитивный элемент и левопримитивное квазиполе определяются ана-
логично.

Наряду с классическим определением изоморфизма, важным для квазипо-
лей является понятие изотопизма.

Определение 1.1.10. Тройка биективных отображений α, β, γ группоида
(S, ◦) на (V, ·) называется изотопизмом, если

xα · yβ = (x ◦ y)γ ∀x, y ∈ S.

Изотопизмом квазиполей Q и W (автотопизмом, если Q = W ) называется
тройка изоморфизмов α, β, γ аддитивной группы (Q,+) на (W,+), если их
ограничение на лупу Q∗ является изотопизмом на W ∗.

1.2. Недезарговы проективные плоскости и
проблема Хьюза

Нам потребуются некоторые определения и известные факты из теории про-
ективных плоскостей. Используются обозначения и термины, принятые в [68].

Определение 1.2.1. Проективной плоскостью π называется тройка
〈P ,L, I〉, где P – множество точек, L – множество прямых, I – отноше-
ние инцидентности между точками и прямыми, причем выполнены условия:

1) любые две различные точки инцидентны с единственной прямой;
2) любые две различные прямые инцидентны с единственной точкой;
3) существует невырожденный четырехугольник, то есть четыре различ-

ные точки такие, что никакие три из них не инцидентны с одной прямой.

Отношение инцидентности обозначается символами I или ∈. При P ∈ l го-
ворят обычно «точка лежит на прямой», «прямая проходит через точку».

Определение 1.2.2. Аффинной плоскостью A называется тройка 〈P ,L, I〉,
где P – множество точек, L – множество прямых, I – отношение инцидент-
ности между точками и прямыми, причем выполнены условия:
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1) любые две различные точки инцидентны с единственной прямой;
2) для любой прямой l и любой точки P , не инцидентной с l, существует

единственная прямая m, содержащая P , которая не имеет с прямой l ни
одной общей точки;

3) существуют три точки, не лежащие на одной прямой.

Определение 1.2.3. Изоморфизмом ϕ проективных плоскостей π и π′ на-
зывается взаимно однозначное отображение множества элементов плоско-
сти π на множество элементов плоскости π′, переводящее точки в точки,
прямые в прямые и сохраняющее отношение инцидентности, то есть для лю-
бой точки A и любой прямой l плоскости π условие A ∈ l выполняется тогда
и только тогда, когда Aϕ ∈ lϕ.

Если π – проективная плоскость и l ∈ L – некоторая прямая, то πl обозна-
чим множество точек и прямых из π, полученное удалением прямой l и всех
точек, инцидентных l. Тогда πl – аффинная плоскость. Обратно, если A – аф-
финная плоскость, то существует единственная, с точностью до изоморфизма,
проективная плоскость π с условием πl = A для некоторой прямой l.

Если одна из прямых проективной плоскости содержит лишь конечное число
точек, то все прямые этой плоскости содержат конечное число точек, более
того, число это одинаково. В этом случае проективная плоскость называется
конечной. Справедлива теорема [68].

Теорема 1.2.4. Пусть π – конечная проективная плоскость. Тогда суще-
ствует такое натуральное число n ≥ 2, что:

1) каждая прямая содержит ровно n+ 1 точек;
2) каждая точка лежит ровно на n+ 1 прямых;
3) π содержит ровно n2 + n+ 1 точку и n2 + n+ 1 прямую.

Такое число n называется порядком проективной плоскости, |π| = n. Проек-
тивная плоскость наименьшего возможного порядка n = 2 называется плоско-
стью Фано, в ней 7 точек и 7 прямых. Для каждого числа pm, где p – простое,
m ∈ N, существует проективная плоскость порядка pm. Более того, порядок
любой известной проективной плоскости равен степени простого числа. Суще-
ствует предположение: проективная плоскость порядка n существует тогда и
только тогда, когда n является степенью простого числа.

Определение 1.2.5. Пусть π – проективная плоскость. Обозначим через
πd множество точек и прямых с отношением инцидентности между ними,
такое, что точки (прямые) πd являются прямыми (точками) плоскости π и
два элемента инцидентны в πd тогда и только тогда, когда они инцидентны
в плоскости π. πd – проективная плоскость, называемая дуальной π.
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Изоморфизм проективной плоскости π на себя называется коллинеацией.
Все коллинеации плоскости образуют группу Aut π, которая называется полной
группой коллинеаций этой плоскости (дальше говорим группа коллинеаций для
сокращения записи).

Определение 1.2.6. Подмножество S точек и прямых проективной плос-
кости π называется бэровским подмножеством, если каждый элемент π ин-
цидентен с некоторым элементом из S. Если подмножество S является под-
плоскостью, то оно называется бэровской подплоскостью.

В [68] доказано: если π – конечная проективная плоскость порядка n и S –
ее подплоскость порядка m, то S является бэровской подплоскостью только в
случае n = m2.

Определение 1.2.7. Коллинеация проективной плоскости, поточечно ста-
билизирующая бэровскую подплоскость, называется бэровской коллинеацией.

Среди всех коллинеаций проективной плоскости выделяется класс коллине-
аций, называемых перспективностями, или центральными коллинеациями.

Определение 1.2.8. Центральной называется коллинеация проективной
плоскости, которая фиксирует поточечно некоторую прямую (ось), оставля-
ет на месте некоторую точку (центр) и все прямые, проходящие через эту
точку. Центральная коллинеация с центром V и осью l называется элацией,
если V ∈ l, и называется гомологией, если V 6∈ l.

Центральная коллинеация с центром V и осью l называется (V, l)-перспек-
тивностью. Известно [68], что перспективность порядка k проективной плоско-
сти порядка n является элацией, если k делит n, или гомологией, если k делит
n− 1. Кроме того, справедлив следующий важный результат.

Теорема 1.2.9. Всякая коллинеация порядка 2 является либо перспектив-
ностью, либо бэровской коллинеацией.

Пусть α — (V, l)-перспективность, β — произвольная коллинеация проектив-
ной плоскости. Тогда коллинеация β−1αβ является (V β, lβ)-перспективностью
[68].

Определение 1.2.10. Пусть V – точка, l – прямая проективной плоскости
π. Плоскость π называется (V, l)-транзитивной, если для любой пары точек
A и B, лежащих на одной прямой с V и не принадлежащих l, существует
центральная коллинеация α с центром V и осью l такая, что Aα = B.
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Рис. 1: Схема координатизации проективной плоскости

Определение 1.2.11. Если проективная плоскость π (V, l)-транзитивна
для любой точки V ∈ l (то есть (l, l)-транзитивна), то π называется плос-
костью трансляций относительно прямой l. Прямая l называется трансля-
ционной прямой, элации с осью l образуют элементарную абелеву группу T ,
которая называется группой трансляций.

Определение 1.2.12. Если проективная плоскость π (V, l)-транзитивна
для любой прямой l, проходящей через точку V (то есть (V, V )- транзи-
тивна), то плоскость π называется дуальной трансляционной плоскостью
с трансляционной точкой V .

На любой конечной проективной плоскости можно ввести координаты с ис-
пользованием элементов некоторого множества. Опишем кратко схему коорди-
натизации и установим взаимосвязь между коллинеациями проективной плос-
кости и алгебраическими свойствами координатизирующего множества.

Пусть π — проективная плоскость порядка n, Q — множество, состоящее
из n символов, среди которых есть 0 и 1. Добавим к множеству Q также сим-
вол ∞. Существуют различные методы координатизации, с помощью которых
устанавливается взаимно однозначное соответствие между точками и прямыми
плоскости π и элементами либо парами элементов множества Q∪{∞} (подроб-
нее см. [68, 18]).

Одна из прямых плоскости обозначается символом [∞] и называется бес-
конечно удаленной, она состоит из точек с координатами (m), m ∈ Q, и точки
(∞). Точка (m) является точкой пересечения всех прямых с координатами [m, k]

(k ∈ Q), точка (∞) — точкой пересечения всех прямых [b] (b ∈ Q). Все точки
плоскости, не лежащие на прямой [∞], имеют координаты (x, y) (x, y ∈ Q). Про-
извольная прямая вида [b] образована точками с координатами (b, y), y ∈ Q (см.
рис. 1).

На множестве Q вводят тернарную операцию T правилом: если m,x, y ∈ Q,
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то T (m,x, y) = k тогда и только тогда, когда точка (x, y) принадлежит прямой
[m, k]. Эта тернарная операция определяет проективную плоскость порядка n
системой из n − 1 латинских квадратов порядка n × n (т.е. матриц с элемен-
тами из Q, в каждой строке и в каждом столбце которой любой элемент из Q
встречается ровно один раз, подробнее см. [68]). Далее, на множестве Q задают
бинарные операции + и ·, полагая

a+ b = T (1, a, b), a · b = T (a, b, 0) (a, b ∈ Q).

Свойства планарного тернарного кольца и алгебраической системы (Q,+, ·)
тесно связаны с геометрическими свойствами плоскости. В частности, дезар-
гова плоскость (или классическая проективная плоскость) координатизируется
телом (конечная дезаргова плоскость – полем). Если координаты плоскости
трансляций выбраны так, что прямая [∞] является осью трансляций, коорди-
натизирующее множество плоскости — квазиполе.

Таблица 1. Взаимосвязь свойств проективной плоскости и
координатизирующего множества

Название Геометрические Координатизирующее
плоскости свойства множество

Паппова (V, l)-транзитивность Поле
плоскость для всех точек V и всех прямых l,

выполнена теорема Паппа
Дезаргова (V, l)-транзитивность Тело
плоскость для всех точек V и всех прямых l

Муфангова (V, l)-транзитивность Альтернативное
плоскость для всех инцидентных пар (V, l) полуполе

Полуполевая (l, l)-транзитивность и
плоскость (V, V )-транзитивность Полуполе

для одной инцидентной пары (V, l)

Плоскость (l, l)-транзитивность и
почти-поля (V,m)-транзитивность Почти-поле

для всех V ∈ l, V 6∈ m
Дуальная (V, V )-транзитивность и
плоскость (W, l)-транзитивность Правое почти-поле
почти-поля для всех V ∈ l, W 6∈ l
Плоскость (l, l)-транзитивность Квазиполе
трансляций для одной прямой l
Дуальная (V, V )-транзитивность Правое квазиполе
плоскость для одной точки V

трансляций
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Связь геометрических свойств конечной проективной плоскости и алгеб-
раических свойств ее координатизирующего множества отражена в моногра-
фии [68, глава VI]. Эти результаты кратко представлены в табл. 1. Как видно
из таблицы, полуполевая плоскость является одновременно плоскостью транс-
ляций и дуальной плоскостью трансляций. Взаимосвязь свойств полуполей и
полуполевых плоскостей иллюстрирует критерий Альберта изоморфизма полу-
полевых плоскостей [24].

Теорема 1.2.13. Полуполевые плоскости изоморфны тогда и только тогда,
когда их координатизирующие полуполя изотопны.

Приведенные в табл. 1 результаты справедливы для метода координати-
зации Хьюза [68]. В этом случае точка (x, y) принадлежит прямой [m, k] при
условии m · x+ k = y. Далее нам будет удобнее использовать координатизацию
Холла [18], тогда условие инцидентности меняется на x · m + k = y. Это из-
менение приведет к необходимости замены левого дистрибутивного закона на
правый, т.е. координатизации плоскости трансляций правым квазиполем.

Диаграмма (рис. 2), составленная М. Лаврау [83] (учитывая координатиза-
цию Холла), отражает связь типов плоскостей трансляций и координатизирую-
щих квазиполей. Любая конечная дезаргова плоскость является также муфан-
говой и папповой, согласно теоремам Диксона–Веддерберна и Артина–Цорна.

Если π – дезаргова проективная плоскость, то она может быть определена
с помощью трехмерного линейного пространства V над телом K при помо-
щи однородных координат (подробно см. [68]). Группа коллинеаций плоскости
π = P(V ) описана основной теоремой проективной геометрии для случая
геометрической размерности два [68, следствие из теоремы 2.8]:

Группа всех автоморфизмов проективной плоскости P(V ) индуцируется
группой всех невырожденных полулинейных преобразований пространства V .

Таким образом, Aut(π) ' PΓL(V ) и, в случаеK ' GF (q), Aut(π) ' PΓL3(q).
Для q = pr, в соответствии с [18, теорема 20.9.4], имеем

|Aut(π)| = r(q2 + q + 1)(q2 + q)q2(q − 1)2.

Известны обобщения основной теоремы проективной геометрии на случай
однородных координат из произвольного кольца (см., например, М. Оянгурен
и Р. Шридхаран [94]. См. также В. М. Левчук, О. А. Старикова [5]).

Группа коллинеаций в случае конечной дезарговой плоскости, таким обра-
зом, неразрешима. Существует также значительное число примеров конечных
плоскостей трансляций с неразрешимой группой коллинеаций, некоторые при-
меры будут перечислены в работе далее.



27

Рис. 2: Типы плоскостей трансляций и ассоциированных алгебраических систем
(Д. Хьюз, Ф. Пайпер, М. Лаврау)

Ситуация меняется, если мы рассматриваем конечную недезаргову полу-
полевую плоскость. Все такие плоскости, известные на текущий момент, име-
ют разрешимую группу коллинеаций, и задача доказательства разрешимости
полной группы коллинеаций для произвольной проективной плоскости, коор-
динатизируемой конечным неассоциативным полуполем, известна с 1959 г. как
проблема Хьюза.

1.3. Основные задачи

Исследования зависимости геометрических свойств плоскости трансляций
от свойств и строения ее координатизирующего квазиполя, разумеется, вызы-
вают интерес. С другой стороны, естественный интерес вызывают вопросы стро-
ения конечных квазиполей Q. В различных ситуациях они исследовались уже
давно. Прежде всего, это вопрос

(A) Перечислить максимальные подполя квазиполя Q, найти их число и
возможные порядки.

Для конечных почти-полей, взаимосвязанно с (A), возникает вопрос:

(A1) Существует ли такое натуральное число N , что количество макси-
мальных подполей в произвольном конечном почти-поле меньше, чем N?
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Г. Венэ ввел [119] понятия право- и левопримитивного элементов квазиполя
(определение 1.1.9) и выдвинул в 1991 г. предположение:

Всякое конечное полуполе является левопримитивным либо правоприми-
тивным.

Это предположение опровергнуто в 2004 г. И. Руа [100], представившим
контрпример порядка 32. Это коммутативное полуполе Кнута–Руа не является
ни право-, ни левопримитивным. Второй контрпример представляет полуполе
Хентзела–Руа [61] порядка 64, построенное в 2007 г. К настоящему времени
исследования проблемы примитивности полностью завершены для всех полу-
полей до порядка 125 включительно. Кроме двух указанных непримитивных
полуполей, не обнаружено новых примеров. Контрпримеры нечетного порядка
до сих пор не найдены. Естественным образом обобщают предположение Венэ
следующие вопрос и гипотеза.

(B) Выявить конечные квазиполя Q с неоднопорожденной лупой Q∗.

Гипотеза: лупа Q∗ всякого конечного полуполя Q однопорождена.

С учетом неассоциативности умножения, для квазиполя выделяют три мно-
жества, аналогичные теоретико-групповому понятию спектра. Это левый и пра-
вый спектры как множества левых (соответственно, правых) порядков элемен-
тов и спектр как множество порядков (см. § 1.1). Изучается вопрос

(C) Выявить, какие возможны спектры лупы Q∗ конечного полуполя и
квазиполя Q.

Безусловный интерес вызывает строение группы автоморфизмов конечного
квазиполя и вопрос

(D) Найти порядок группы автоморфизмов.

Вопросы (A), (B), (C) формулировал В. М. Левчук в 2013 г. в своем до-
кладе на научно-исследовательском семинаре кафедры высшей алгебры ММФ
МГУ, также см. [6, 85], полностью вопросы записывались в [134]. Вопрос (A1)
В. М. Левчук поставил в 2019 г. (семинар кафедры высшей алгебры ММФ
МГУ), записан в [141].

Эти вопросы привлекали внимание исследователей и ранее. Так, работы
С. Данкс [40, 41] и У. Фелгнера [49] посвящены изучению под-почти-полей и
подполей в конечных почти-полях Диксона. М. Лаврау и О. Полверино в обзоре
[84] перечислили вопросы строения конечных полуполей ранга два над ядрами
(специальные подполя). В. Джа и Н. Джонсон показали [70], что центр конечно-
го полуполя является его геометрическим инвариантом, сохраняясь при изото-
пизме. Исследованию гипотезы Венэ посвящены работы М. Кордеро и В. Джа
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[38, 39], И. Руа и других [100, 104, 105]. Вопросы (A)–(C) для полуполей и
квазиполей малых четных порядков решала П. К. Штуккерт [4, 6, 19, 86].

К изучаемым в диссертационной работе задачам относится также исследо-
вание известной проблемы Хьюза: является ли разрешимой группа коллине-
аций конечной недезарговой полуполевой проективной плоскости?

Все примеры конечных недезарговых полуполевых плоскостей, построенных
к середине 1950-х гг., имели разрешимую группу коллинеаций. В 1959 г. А. Аль-
берт указал бесконечную серию полуполевых плоскостей, выбрав в качестве ко-
ординатизирующего множества скрученное поле (twisted field). Такое полуполе
можно построить на множестве элементов конечного поля F , выбрав автомор-
физм σ ∈ Aut(F ), ненулевой элемент c ∈ F с условием c 6= xσx−1 ∀x ∈ F \ {0},
и определив новую операцию x ∗ y := xyσ − cyxσ. А. Альберт доказал, что ко-
нечная проективная плоскость, координатизируемая скрученным полем, имеет
разрешимую группу коллинеаций [23, теоремы 6, 7].

В том же 1959 году Д. Хьюз в докладе [65] перечислил некоторые известные
классы конечных проективных плоскостей и отметил существование плоско-
стей трансляций с неразрешимой группой коллинеаций – плоскостей Холла.
Он выделил также три класса полуполевых плоскостей, группа коллинеаций
которых разрешима. Это плоскости, координатизируемые скрученными полями
(А. Альберт, [21, 22, 23]), полуядерными полуполями (semi-nuclear division rings,
Д. Хьюз, Э. Клейнфелд, [67]), коммутативными полуполями Диксона (А. Аль-
берт, [21]). Подчеркнув «фрагментарность знаний» о некоторых других конеч-
ных полуполях и полуполевых плоскостях, Д. Хьюз отметил, тем не менее, раз-
решимость группы коллинеаций и предположил, что это свойство может быть
присуще всем недезарговым полуполевым плоскостям. Учитывая перечислен-
ные результаты, он выдвинул гипотезу о разрешимости группы автотопиз-
мов конечного (неассоциативного) полуполя (эквивалентно, группы коллинеа-
ций недезарговой полуполевой проективной плоскости).

Гипотеза разрешимости в 1973 г. записана в монографии Д. Хьюза и Ф. Пай-
пера [68], в 1990 г. – Н. Д. Подуфаловым в Коуровской тетради [10, вопрос
11.76].

Подробнее известные результаты и программа решения обсуждаются в гла-
ве 2. Параграф 2.1 представляет основной метод исследования, связанный с ис-
пользованием регулярного множества полуполевой плоскости (полуполя) над
простым подполем. Параграф 2.2 перечисляет специальные коллинеации полу-
полевой плоскости и обосновывает редукцию проблемы к разрешимости группы
автотопизмов. Параграф 2.3 представляет, наряду с известными результата-
ми, программу решения проблемы с учетом классификации конечных простых
групп и теоремы Д. Г. Томпсона о минимальных простых группах.
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Глава 3 представляет последовательные шаги применения представленной
программы. Она описывает применение метода регулярного множества для по-
строения конечных полуполевых плоскостей с ограничениями на группу авто-
топизмов. Доказанные результаты выделяют бесконечные серии полуполевых
плоскостей, которые не могут допускать фиксированные минимальные простые
подгруппы автотопизмов.

Глава 5 посвящена решению вопросов (A)–(D) для некоторых конечных по-
луполей. В параграфах 5.1-5.3 представлена употребляемая специальная тер-
минология и введены новые методы исследования полуполей, основанные на
использовании регулярного множества и минимальных многочленов. Параграф
5.4 завершает решение вопросов для всех полуполей минимального порядка 16,
начатое П. К. Штуккерт, с учетом новых методов исследования и дополнитель-
ной информации о минимальных многочленах и внутренних автоморфизмах.
Параграфы 5.5-5.7 посвящены обсуждению гипотезы Г. Венэ и исследованию
исключительных непримитивных полуполей Кнута–Руа порядка 32 и Хентзела–
Руа порядка 64. Параграф 5.8 представляет решение вопросов для некоторых
полуполей порядка p4 (p > 2 – простое), построенных при наличии дополни-
тельных ограничений на автотопизмы.

Главы 6–7 решают, в основном, вопросы (A)–(D) для всех конечных почти-
полей. Методы исследования тесно связаны с результатами Х. Цассенхауза [121]
и в значительной мере опираются на работы С. Данкс [40, 41].
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Глава 2. Метод регулярного множества
построения плоскостей трансляций и
их координатизирующих квазиполей

Глава посвящена обсуждению подходов к решению известной проблемы раз-
решимости группы коллинеаций недезарговой полуполевой проективной плос-
кости конечного порядка.

Основным используемым далее методом является применение регулярно-
го множества плоскости трансляций и, соответственно, координатизирующе-
го квазиполя. В § 2.1 установлена естественная взаимосвязь между свойства-
ми регулярного множества и свойствами квазиполя. Приводится обоснование
представления регулярного множества над простым подполем квазиполя (так
называемым «гиперкубом», в случае полуполя).

Особенности строения группы коллинеаций полуполевой проективной плос-
кости кратко описаны в § 2.2, введены понятия ядер полуполя, группы автото-
пизмов. Выделены подгруппы центральных коллинеаций, записано их матрич-
ное представление.

В § 2.3 обоснована редукция проблемы разрешимости к группе автотопизмов
полуполевой плоскости и, далее, к случаю существования бэровской инволюции
в группе автотопизмов. Перечислены некоторые известные результаты, связан-
ные с решением проблемы. Обозначены подходы и программа исследований.
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2.1. Основы метода регулярного множества

Построение плоскостей трансляций и их координатизирующих квазиполей
мы основываем на развитии метода регулярного множества. Изложим вначале
суть этого подхода.

Пусть 〈V,+〉 — элементарная абелева группа с согласованным расщеплением
S = {Vi | i ∈ I}. Это семейство нетривиальных подгрупп с условиями:

1) V =
⋃
i∈I

Vi; 2) V = Vi ⊕ Vj ∀i, j ∈ I, i 6= j.

Назовем элементы V точками, смежные классы по подгруппам Vi — прямыми
и зададим инцидентность естественным образом. Полученная конфигурация
A(V,S) — аффинная плоскость. Действительно, через любые две различные
точки проходит единственная прямая, любые две различные прямые либо пе-
ресекаются в одной точке, либо не пересекаются (параллельны). Естественно,
в качестве параллельных прямых выступают смежные классы по одной компо-
ненте расщепления, в качестве пересекающихся прямых — смежные классы по
разным компонентам расщепления.

Аффинную плоскость A(V,S) можно достроить до проективной плоскости.
Множество смежных классов по одной компоненте расщепления назовем точ-
кой. Такие точки образуют прямую, которую обычно называют бесконечно уда-
ленной. Легко проверить, что действительно построена проективная плоскость,
являющаяся плоскостью трансляций относительно бесконечно удаленной пря-
мой. Трансляциями являются преобразования вида ta : x→ x+ a, для a ∈ V .

Пусть π — плоскость трансляций с группой трансляций T , S — согласо-
ванное расщепление группы T . Тогда проективная плоскость, достроенная из
конфигурации A(T,S), изоморфна плоскости π [68].

Обычно при построении плоскостей трансляций в качестве группы V выби-
рается векторное пространство четной размерности над ядром K координати-
зирующего квазиполя.

Пусть V = W ⊕ W , где W — векторное пространство размерности d над
полем K ' GF (q), θ – инъективное отображение из W в кольцо d × d-матриц
над K с условиями:

1) образом нулевого вектора 0 ∈ W является нулевая матрица;
2) единичная матрица E имеет прообраз e ∈ W ;
3) для любых различных векторов u, v ∈ W матрица θ(u) − θ(v) невырож-

денная.
Множество всех образов

R = {θ(v) | v ∈ W} ⊂ GLd(q) ∪ {0} (2.1.1)
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далее называем регулярным множеством (spread set, см. также [11]). Выберем
в качестве компонент расщепления группы V подпространства

V∞ ={(0, y) | y ∈ W},
Vu ={(x, xθ(u)) | x ∈ W}, u ∈ W.

Тогда аффинные точки плоскости π – это элементы (x, y) ∈ V (x, y ∈ W ), каж-
дая аффинная прямая [m, k] – это смежный класс по подгруппе Vm с предста-
вителем (0, k) (m, k ∈ W ). Множество всех смежных классов по этой подгруппе
будем называть точкой (m). Смежный класс по подгруппе V∞ с представите-
лем (b, 0) (b ∈ W ) назовем прямой [b]. Множество всех смежных классов по этой
подгруппе — точка (∞). Точка (∞) и все точки вида (m), m ∈ W , образуют
прямую [∞].

В качестве нуля координатизирующего множества берется нулевой вектор
0 ∈ W , в качестве единицы — прообраз e ∈ W единичной матрицы, θ(e) = E.
Сложение элементов x и y из W определим как сложение векторов, умножение
∗ зададим правилом

x ∗ y = x · θ(y), x, y ∈ W (2.1.2)

(здесь и всюду далее векторы линейного пространства W рассматриваются как
строки). Из условия det(θ(u)−θ(v)) 6= 0 для u 6= v следует, что матрица θ(u) од-
нозначно определяется выбором любой своей строки или столбца. Поэтому без
ограничения общности можно считать, что, например, первая строка матрицы
θ(u) совпадает с вектором u ∈ W . В некоторых случаях далее будет удобнее
отождествлять вектор-аргумент с последней строкой матрицы, это будет ука-
зано дополнительно.

Нетрудно показать, что полученная описанным образом алгебраическая си-
стема является правым квазиполем. Заметим, что при записи элементов вектор-
ного пространства столбцами, а не строками аналогичное построение приводит
к левому квазиполю. Напомним, что всюду далее «квазиполе» обозначает «пра-
вое квазиполе», если не оговорено противное.

Лемма 2.1.1. Пусть R (2.1.1) – регулярное множество. Тогда 〈W,+, ∗〉 –
правое квазиполе.

Доказательство. Очевидно, 〈W,+〉 – абелева группа и для всех x, y, z ∈ W

(x+ y) ∗ z = (x+ y)θ(z) = xθ(z) + yθ(z) = x ∗ z + y ∗ z.

Далее, если a, b ∈ W , a 6= 0, то матрица θ(a) невырожденная и существует
единственное решение уравнения x ∗ a = b:

xθ(a) = b⇒ x = b(θ(a))−1.
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Рассмотрим уравнение a ∗ x = b при a 6= 0 и два его решения x1, x2 ∈ W :

a ∗ x1 = b, a ∗ x2 = b⇒ aθ(x1) = aθ(x2)⇒

a(θ(x1)− θ(x2)) = 0⇒ det(θ(x1)− θ(x2)) = 0⇒ θ(x1) = θ(x2)⇒ x1 = x2.

Учитывая конечность множества W , заключаем, что всякое уравнение

a ∗ x = b, a, b ∈ W, a 6= 0,

имеет решение в W , причем единственное.
Далее, очевидно, что e является нейтральным по умножению элементом W :

x ∗ e = xθ(e) = xE = x, e ∗ x = eθ(x) = x

(первая строка матрицы θ(x)). Нулевой вектор 0 ∈ W удовлетворяет условию
0 ∗ x = 0 для любого x ∈ W .

Рассмотрим уравнение x ∗ a = x ∗ b+ c для произвольных a, b, c ∈ W , a 6= b.
Переписав его в виде

x · (θ(a)− θ(b)) = c,

из невырожденности матрицы θ(a) − θ(b) 6= 0 делаем вывод о существовании
единственного решения такого уравнения.

Свойства отображения θ и регулярного множества R определяют геометри-
ческие свойства плоскости трансляций. Далее перечислены известные резуль-
таты о регулярном множестве для полуполя, почти-поля, поля (см., например,
[43]).

Лемма 2.1.2. Пусть R (2.1.1) – регулярное множество. Квазиполе 〈W,+, ∗〉
является полуполем тогда и только тогда, когда R замкнуто по сложению.

Доказательство. Пусть 〈W,+, ∗〉 – полуполе, тогда для всех x, y, z ∈ W

x ∗ (y + z) = x ∗ y + x ∗ z ⇒ xθ(y + z) = xθ(y) + xθ(z) = x(θ(y) + θ(z)),

ввиду произвольности x ∈ W имеем

θ(y) + θ(z) = θ(y + z) ∈ R. (2.1.3)

Обратно, пусть R замкнуто по сложению, θ(y) + θ(z) = θ(w) ∈ R. Тогда,
очевидно, w – первая строка матрицы θ(y)+θ(z), т.е. w = y+z. Из условия (2.1.3)
для произвольных y, z ∈ W следует дистрибутивность

x ∗ (y + z) = x ∗ y + x ∗ z ∀x, y, z ∈ W.
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Лемма 2.1.3. Пусть R (2.1.1) – регулярное множество. Квазиполе 〈W,+, ∗〉
является почти-полем тогда и только тогда, когда R замкнуто по умноже-
нию; при этом R∗ ' W ∗.

Доказательство. Пусть 〈W,+, ∗〉 – почти-поле, тогда для всех x, y, z ∈ W

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)⇒ xθ(y)θ(z) = xθ((yθ(z)),

ввиду произвольности x ∈ W имеем

θ(y)θ(z) = θ(yθ(z)) ∈ R. (2.1.4)

Обратно, пусть R замкнуто по умножению, θ(y)θ(z) = θ(w) ∈ R. Тогда,
очевидно, w – первая строка матрицы θ(y)θ(z), т.е. w = yθ(z). Из условия (2.1.4)
для произвольных y, z ∈ W следует ассоциативность

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) ∀x, y, z ∈ W.

Лемма 2.1.4. Пусть R (2.1.1) – регулярное множество. Квазиполе 〈W,+, ∗〉
является полем тогда и только тогда, когда R – поле.

Доказательство. Пусть 〈W,+, ∗〉 – поле, тогда по лемме 2.1.2 R замкнуто по
сложению и по лемме 2.1.3 замкнуто по умножению.

Так как R конечно и содержит единичную матрицу, то каждая ненулевая
матрица из R обратима.

Далее, из коммутативности умножения в W (∀y, z ∈ W ):

y ∗ z = z ∗ y ⇒ yθ(z) = zθ(y)⇒ θ(yθ(z)) = θ(zθ(y))⇒ θ(y)θ(z) = θ(z)θ(y),

т.е. умножение в R коммутативно, R – поле.
Обратно, пусть R – поле, тогда по леммам 2.1.2 и 2.1.3 в квазиполе W вы-

полнены оба дистрибутивных закона и ассоциативность умножения. Докажем
коммутативность умножения:

θ(y)θ(z) = θ(z)θ(y)⇒ θ(yθ(z)) = θ(zθ(y))⇒ yθ(z) = zθ(y)⇒ y ∗ z = z ∗ y.

Далее, пусть y ∈ W , y 6= 0, тогда существует такой z ∈ W , что θ(z) =

(θ(y))−1. Получим

θ(z)θ(y) = θ(y)θ(z) = E ⇒ θ(zθ(y)) = θ(yθ(z)) = θ(e)⇒

zθ(y) = yθ(z) = e⇒ z ∗ y = y ∗ z = e,

т.е. всякий ненулевой элемент y ∈ W обратим. W – поле, лемма доказана.
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Отметим, что для построения конечного квазиполя в качестве основного по-
ля GF (q) часто используется ядро K. Размерность квазиполя как линейного
пространства над ядром часто называют рангом квазиполя и ассоциированной
плоскости трансляций. Однако более удобно в некоторых случаях рассматри-
вать линейное пространство W и регулярное множество R над простым под-
полем Zp. Тогда отображение θ может быть записано [132] с использованием
только линейных функций, что существенно упрощает рассуждения и вычис-
ления.

Лемма 2.1.5. Пусть 〈Q,+, ·〉 – квазиполе порядка pn, W – n-мерное линей-
ное пространство над Zp. Тогда существует регулярное множество

R = {θ(v) | v ∈ W} ⊂ GLn(p) ∪ {0}

такое, что квазиполе 〈Q,+, ·〉 изоморфно 〈W,+, ∗〉, где умножение ∗ задано
правилом (2.1.2).

Доказательство. Квазиполе Q является n-мерным линейным пространством
над полем Zp; пусть e1, . . . , en – его базис. Рассмотрим произвольный базис
ε1, . . . , εn пространства W и установим соответствие ϕ : ei → εi (i = 1, . . . , n),
которое продолжим до изоморфизма линейных пространств Q и W .

Для любого фиксированного элемента q ∈ Q умножение справа

βq : x→ x · q, x ∈ Q,

является линейным преобразованием пространства Q над Zp (по определению
правого квазиполя). Пусть

βq : ϕ(x)→ ϕ(βq(x))

– соответствующее линейное преобразование пространства W и θ(ϕ(q)) – его
матрица в базисе ε1, . . . , εn. Очевидно, R = {θ(v) | v ∈ W} – подмножество в
GLn(p) ∪ {0}, θ(0) = 0 – нулевая матрица, θ(ϕ(1)) = E – единичная матрица
(где 1 – единица квазиполя Q). Если мы определим умножение ∗ на W прави-
лом (2.1.2), то 〈Q,+, ·〉 изоморфно 〈W,+, ∗〉. Докажем, что θ(x)− θ(y) ∈ GLn(p)

для x 6= y. Действительно, если det(θ(x)−θ(y)) = 0, то для некоторого элемента
z ∈ W \ {0}

z(θ(x)− θ(y)) = 0⇒ zθ(x) = zθ(y)⇒ z ∗ x = z ∗ y

и для прообразов z0, x0, y0 ∈ Q имеем z0 · x0 = z0 · y0, что противоречит опреде-
лению квазиполя.

Другие способы представления конечных полуполей и квазиполей перечис-
лены в монографии [72] и обзорах [78, 83], см. также представление Т. Оямы
[96].
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2.2. Центральные коллинеации полуполевой плоскости

Конечная проективная плоскость, координатизируемая полуполем, являет-
ся одновременно плоскостью трансляций относительно прямой [∞] и дуаль-
ной к плоскости трансляций с трансляционной точкой (∞). Конечное полу-
поле является алгебраической системой, близкой к конечному поля, отлича-
ясь лишь отсутствием ассоциативности умножения. В связи с этим значитель-
ный интерес представляет изучение различий группы коллинеаций полуполе-
вой плоскости и группы коллинеаций дезарговой плоскости Π, которая, как
известно, индуцируется всеми невырожденными полулинейными преобразова-
ниями 3-мерного векторного пространства над основным полем K, |K| = |Π|:
AutΠ ' PΓL3(K) [68, 18].

Далее мы рассматриваем недезаргову полуполевую плоскость, ее коорди-
натизирующее множество – нетривиальное полуполе. Выделим, следуя [68], в
произвольном полуполе W подмножества элементов, для которых умножение
обладает свойствами ассоциативности и коммутативности.

Определение 2.2.1. Правым, средним и левым ядрами полуполя 〈W,+, ∗〉
называются множества

Nr = {d ∈ W | (x ∗ y) ∗ d = x ∗ (y ∗ d) ∀x, y ∈ W},
Nm = {d ∈ W | (x ∗ d) ∗ y = x ∗ (d ∗ y) ∀x, y ∈ W},
Nl = {d ∈ W | (d ∗ x) ∗ y = d ∗ (x ∗ y) ∀x, y ∈ W}

соответственно.

Пересечение N0 = Nl ∩Nm ∩Nr называется ядром полуполя W . Множество

Z = {z ∈ N0 | z ∗ x = x ∗ z ∀x ∈ W}

называется центром полуполя. Учитывая определение (1.1.3), видим, что левое
ядро Nl полуполя W является в точности его ядром как квазиполя. Все ядра
и центр конечного полуполя являются подполями [68], полуполе W можно рас-
сматривать как левое векторное пространство над Z, N0, Nl, Nm и как правое
векторное пространство над Z, N0, Nm, Nr. Как правило, в качестве основно-
го поля используют центр полуполя, но мы всюду далее будем рассматривать
полуполе W порядка pn как линейное пространство над простым подполем Zp.
Пусть

R = {θ(v) | v ∈ W} ⊂ GLn(p) ∪ {0} (2.2.1)

– регулярное множество полуполя W . Как показано в лемме 2.1.2, R замкнуто
по сложению. Определим множества, которые будем называть правым, средним
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и левым ядрами полуполевой плоскости π, координатизируемой полуполем W :

Rr = {θ(d) ∈ R | θ(x)θ(d) ∈ R ∀x ∈ W},
Rm = {θ(d) ∈ R | θ(d)θ(x) ∈ R ∀x ∈ W},
Rl = CGLn(p)(R) = {D ∈ GLn(p) | Dθ(x) = θ(x)D ∀x ∈ W}.

Нетрудно доказать, что

Лемма 2.2.2. Справедливо Nr ' Rr, Nm ' Rm, Nl ' Rl.

Доказательство. 1. Пусть d ∈ Nr, тогда xθ(y)θ(d) = xθ(yθ(d)) для всех x, y ∈
W , поэтому θ(d) ∈ Rr.

Обратно, пусть θ(d) ∈ Rr, тогда для любого элемента y ∈ W найдется эле-
мент z ∈ W такой, что θ(y)θ(d) = θ(z). Если e — единица множества Q, то

eθ(y)θ(d) = yθ(d) = y ∗ d = eθ(z) = z,

z = y ∗d и для всех x ∈ W верно равенство (x∗y)∗d = x∗z = x∗ (y ∗d), поэтому
d ∈ Nr.

2. Изоморфизм Nm ' Rm доказывается аналогично.
3. Пусть d ∈ Nl, тогда ϕ : x→ d∗x — линейное преобразование пространства

W . Следовательно, существует матрица D такая, что d ∗ x = xD (x ∈ W ). Так
как d∗ (x∗y) = (d∗x)∗y для всех x, y ∈ W , верно равенство (x∗y)D = (xD)∗y,
поэтому θ(y)D = Dθ(y) и D ∈ Rl.

Обратно, пусть D ∈ Rl и d = eD, тогда d ∗ x = xD для всех x ∈ W и

(d ∗ x) ∗ y = xDθ(y) = xθ(y)D = (x ∗ y)D = d ∗ (x ∗ y)

для всех y ∈ W , то есть d ∈ Nl.

Рассмотрим строение группы коллинеаций конечной полуполевой плоскости
π порядка pn с координатизирующим полуполем W и регулярным множеством
R (2.2.1). Так как π является плоскостью трансляций с трансляционной прямой
[∞], то группа коллинеаций полуполевой плоскости может быть записана в виде
Aut π = T hG, где T = {t(a,b) | a, b ∈ W} — группа всех трансляций,

t(a,b) : (x, y)→ (x+ a, y + b) (x, y ∈ W ),

а G — стабилизатор точки (0, 0) [68]. Множество G называется трансляционным
дополнением плоскости и содержится в GL2n(p), любая коллинеация γ ∈ G

определяется как

γ : (x, y)→ (x, y)

(
A B

C D

)
(x, y ∈ W ),
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где A, B, C, D – n× n- матрицы над Zp. Заметим, что если выбрать в качестве
основного поля не простое подполе Zp, а центр полуполя Z или одно из ядер,
то в общем случае коллинеации из G определяются полулинейными преобразо-
ваниями:

γ : (x, y)→ (xσ, yσ)

(
A B

C D

)
(x, y ∈ W ),

здесь σ – автоморфизм основного поля, действующий на каждую координату
вектора из W . Тогда, кроме трансляционного дополнения G, рассматривают
линейное трансляционное дополнение G0 < G, образованное линейными преоб-
разованиями векторного пространства W ⊕W .

Далее, так как (∞) – трансляционная точка в полуполевой плоскости π,
то она фиксируется любой коллинеацией γ из трансляционного дополнения.
Поэтому γ фиксирует прямую [0] с точками вида (0, y), отсюда C = 0,

γ : (x, y)→ (x, y)

(
A B

0 D

)
(x, y ∈ W ). (2.2.2)

Выясним, при каких условиях матрицы A, B, D действительно задают кол-
линеацию (2.2.2). Так как γ сохраняет инцидентность, то образом произвольной
точки (x, xθ(m)) ∈ [m, 0] должна быть точка на прямой [k, 0], тоже проходящей
через (0, 0):

(x, xθ(m))

(
A B

0 D

)
= (y, yA−1(B + θ(m)D) = (y, yθ(k))

для y = xA. Тогда произведение A−1(B + θ(m)D) должно принадлежать регу-
лярному множеству R при всех m ∈ W , отсюда B = Aθ(u) и

A−1θ(m)D ∈ R ∀m ∈ W. (2.2.3)

Очевидно, (
A B

0 D

)
=

(
A 0

0 D

)(
E θ(u)

0 E

)
,

поэтому трансляционное дополнение имеет структуру G = Ωh Λ, где

Ω =

{(
E θ(u)

0 E

) ∣∣∣∣∣ u ∈ W
}

(2.2.4)

– группа всех элаций с осью [0] и центром (∞) (для них используется термин
«shears»), а

Λ =

{(
A 0

0 D

) ∣∣∣∣∣ A,D ∈ GLn(p), A−1θ(m)D ∈ R ∀m ∈ W

}
(2.2.5)

– группа автотопизмов.



40

Определение 2.2.3. Пусть ∆ — треугольник в полуполевой плоскости π,
одной стороной которого является трансляционная прямая [∞], одной вер-
шиной — трансляционная точка (∞). Коллинеации, стабилизирующие тре-
угольник ∆, называются автотопизмами, и образуют группу автотопизмов,
соответствующую автотопному треугольнику ∆.

В силу ([∞], [∞])-транзитивности и ((∞), (∞))-транзитивности полуполевой
плоскости без потери общности можно считать, что группа автотопизмов соот-
ветствует треугольнику

{[∞], [0], [0, 0], (∞), (0), (0, 0)}

и совпадает с Λ (2.2.5). Если основным полем является не Zp, то в группе авто-
топизмов Λ < G естественным образом выделяется подгруппа линейных авто-
топизмов Λ0 < G0, тогда G0 = Ωh Λ0.

Окончательно имеем факторизацию группы коллинеаций конечной недезар-
говой полуполевой плоскости:

Aut π = T h (Ωh Λ).

Здесь группа трансляций T и группа элаций Ω – элементарные абелевы, |T | =
|π|2 = p2n, |Ω| = |π| = pn. Таким образом, для выяснения строения группы кол-
линеаций недезарговой полуполевой плоскости достаточно описать ее группу
автотопизмов.

Заметим, что подгруппа T h Ω представляет частное решение вопроса 10.1
Коуровской тетради, решенного в 1999 г. (В. А. Антонов, Препринт, Челябинск,
1999):

Пусть p – простое число. Описать группы порядка p9 и ступени нильпо-
тентности 2, содержащие такие подгруппы X и Y , что |X| = |Y | = p3 и
любые неединичные элементы x ∈ X, y ∈ Y неперестановочны. Ответ на
этот вопрос позволит описать полуполя порядка p3. С. Н. Адамов, А. Н. Фо-
мин, 1986 г.

Рассмотрим центральные коллинеации, содержащиеся в группе автотопиз-
мов Λ. Поскольку любой автотопизм оставляет на месте точки (0), (0, 0), (∞), то
эти центральные коллинеации не могут быть элациями. Это могут быть только
гомологии, у которых центр – одна из перечисленных точек, а две другие лежат
на оси.

Лемма 2.2.4. Пусть π – полуполевая плоскость с регулярным множеством
R (2.2.1). Тогда любая центральная коллинеация в группе автотопизмов Λ

(2.2.5) принадлежит одной из трех подгрупп гомологий:

Hr =

{(
E 0

0 θ(d)

) ∣∣∣∣∣ θ(d) ∈ R∗r

}
, Hm =

{(
θ(d) 0

0 E

) ∣∣∣∣∣ θ(d) ∈ R∗m

}
,
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Hl =

{(
D 0

0 D

) ∣∣∣∣∣ D ∈ R∗l
}
. (2.2.6)

При этом всякая гомология из Hr имеет ось [0, 0] и центр (∞), из Hm – ось
[0] и центр (0), из Hl – ось [∞] и цент (0, 0).

Доказательство. Доказательство представлено, например, в [76]. Действитель-
но, если

γ =

(
A 0

0 D

)
∈ Λ

– гомология с осью [0, 0], то она оставляет на месте любую точку этой прямой:

(x, 0)

(
A 0

0 D

)
= (xA, 0) = (x, 0)⇒ A = E,

и из условия (2.2.3) следует D ∈ R∗r . Если γ – гомология с осью [0], то

(0, y)

(
A 0

0 D

)
= (0, yD) = (0, y)⇒ D = E, A ∈ R∗m.

Гомология с осью [∞] фиксирует (не поточечно) любую прямую [m, 0], тогда

(x, xθ(m))

(
A 0

0 D

)
= (xA, xθ(m)D) = (y, yθ(m))

для y = xA, отсюда A = D ∈ R∗l .

Следствие 2.2.5. Подгруппы гомологий Hr, Hm, Hl циклические, их порядки
равны соответственно pr− 1, pm− 1, pl− 1, где pr = |Nr|, pm = |Nm|, pl = |Nl|.

Следующая лемма, уточняющая роль центральных коллинеаций, доказана
в [125].

Лемма 2.2.6. Все центральные коллинеации полуполевой плоскости π в
трансляционном дополнении G порождают группу

Ω× (Hll × (Hr ×Hm)),

где Hll ' Hl/(Hl ∩ (Hr × Hm)). Подгруппа (Hll × (Hr × Hm)) содержит все
центральные коллинеации, лежащие в группе автотопизмов Λ плоскости π.
Подгруппы гомологий Hl, Hr и Hm нормальны в группе Λ.

Доказательство. Несложно проверить, что все гомологии из подгрупп Hl, Hm,
Hr перестановочны. Если подгруппы Hr и Hm нетривиальны, то их произведе-
ние может содержать некоторые гомологии из подгруппы Hl. Подгруппы Hl, Hr

и Hm нормальны в группе автотопизмов, поскольку произвольный автотопизм
оставляет на месте их ось и центр.



42

2.3. Редукция проблемы Хьюза к группе автотопизмов

Первыми результатами, связанными с гипотезой разрешимости группы кол-
линеаций конечной недезарговой полуполевой плоскости, по-видимому, следует
считать работы 1952–1959 гг. А. Альберта [21, 22, 23], Д. Хьюза и Э. Клейн-
фелда [67]. Опираясь на эти результаты о разрешимости для плоскостей, коор-
динатизируемых коммутативными полуполями Диксона, скрученными полями,
полуядерными полуполями, Д. Хьюз в 1959 г. выдвинул [65] гипотезу разреши-
мости для случая произвольного нетривиального полуполя. Гипотеза записана
в монографии Д. Хьюза и Ф. Пайпера [68] в 1973 г., этот вопрос также поставлен
Н.Д. Подуфаловым в Коуровской тетради [10, вопрос 11.76] в 1990 г.

Для некоторых известных полуполевых плоскостей гипотеза о разрешимо-
сти группы коллинеаций подтверждена, опровергающих примеров не обнару-
жено. Ряд результатов получен Д. Кнутом [82], Д. Хьюзом и М. Каллахером
[69], Т. Остромом [95], М. Ганли [51], М. Ганли и В. Джа [53], М. Билиотти,
Н. Джонсоном, В. Джа и Д. Меничетти [29], Х. Хуангом и Н. Джонсоном [64],
М. Кордеро [35] и другими. Например, доказана разрешимость группы автото-
пизмов для конечных коммутативных полуполей Диксона [106, 107], для обоб-
щенных плоскостей Холла нечетного порядка [73], для p-примитивных полу-
полевых плоскостей порядка p4 [35], восьми полуполевых плоскостей Хуанга–
Джонсона порядка 82 [64], и некоторых других. Эти результаты подтвержда-
ют гипотезу разрешимости для отдельных классов недезарговых полуполевых
плоскостей, например, в случае фиксированного порядка либо при определен-
ных ограничениях на коллинеации, однако общий подход к решению проблемы
не найден.

Значительное количество результатов получено с использованием вычисли-
тельной техники при перечислении всех полуполевых плоскостей фиксирован-
ного малого порядка. К результатам такого рода следует отнести работы И. Руа
и других о полуполях и полуполевых плоскостях порядков 64, 81, 243 [102, 101,
103]. Приведем пример типичного результата, полученного компьютерными вы-
числениям в [103]: выделено девять классов полуполевых плоскостей, найдены
их ядра, определено строение группы автотопизмов или вычислен ее порядок,
см. табл. 2 ниже. Строка I таблицы соответствует дезарговой плоскости.
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Таблица 2. Информация о полуполевых плоскостях порядка 243

Plane |At| ZN
I 292820 (243,243,243,243,243)

II, III 2420, solvable (3,3,3,3,3)
IV, V, VI 20, Z2 × Z10 (3,3,3,3,3)

VII 220, Z2 × Z2 × (Z5 h Z11) (3,3,3,3,3)
VIII, IX 4, Z2 × Z2 (3,3,3,3,3)

Примером общих результатов о разрешимости группы коллинеаций являют-
ся теоремы 5.1.8, 5.1.9 о полуполях ранга два над своими ядрами, доказанные
М. Ганли [51], Д. Хьюзом и М. Каллахером [69], а также следующая теорема,
доказанная в [53] М. Ганли и В. Джа.

Теорема 2.3.1. Пусть π – конечная плоскость трансляций, которая допус-
кает группу коллинеаций, фиксирующую точку (∞) и действующую дважды
транзитивно на оставшихся точках прямой [∞]. Тогда π – полуполевая плос-
кость и ее группа коллинеаций разрешима.

Перечислим также кратко основные результаты, полученные Н. Д. Поду-
фаловым, Б. К. Дураковым, Е. Б. Дураковым, И. В. Бусаркиной и автором
(1990–2000 гг., см. обзор [125]).

Теорема 2.3.2. При выполнении одного из следующих условий группа кол-
линеаций недезарговой полуполевой плоскости π разрешима:

1) π имеет ранг 2 или 4 над полем GF (q) четного порядка q = 2n;
2) π имеет четный порядок q2 и правое ядро порядка q, где q = 2n;
3) π является p-примитивной полуполевой плоскостью (p > 2 – простое)

и удовлетворяет определенным условиям на регулярное множество.

Заметим, что предположение о разрешимости группы коллинеаций не явля-
ется справедливым ни для дезарговой плоскости, ни для произвольной плоско-
сти трансляций. Опубликован ряд работ о конечных плоскостях трансляций,
допускающих подгруппы коллинеаций, изоморфные SL(2, q) [28, 50, 71, 98],
PSL(2, q) [93], PSL(3, q) [30], PSU(3, q) [63], Sz(2r) [33]. Отметим также интерес-
ный результат Т. Острома о неразрешимых подгруппах коллинеаций конечных
плоскостей трансляций [95].

Теорема 2.3.3. Пусть π – плоскость трансляций порядка qd с ядром GF (q),
где q и d нечетны, и G – подгруппа в линейном трансляционном дополне-
нии. Предположим, что G неразрешима, G0 – ее минимальная нормальная
неразрешимая подгруппа, d – произведение различных простых чисел. Тогда
либо G0 ' SL(2, u) для некоторого нечетного u, либо G0 ' A6 или A7. Здесь
G0 = G0/Z(G0).
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Подводя итог обсуждению особенностей строения группы коллинеаций по-
луполевой плоскости (см. предыдущий параграф) и опираясь на монографию
Д. Хьюза и Ф. Пайпера [68] (раздел VIII.3, леммы 8.4–8.5, теорема 8.6), сфор-
мулируем теорему:

Теорема 2.3.4. Группа коллинеаций конечной недезарговой полуполевой плос-
кости разрешима тогда и только тогда, когда разрешима группа автотопиз-
мов.

Таким образом, проблема разрешимости редуцируется к исследованию раз-
решимости группы автотопизмов Λ. Возможность дальнейшей редукции предо-
ставляет особая роль бэровских инволюций. На это указывает следующая тео-
рема ([68, теорема 8.18], см. также [43]).

Теорема 2.3.5. Пусть D – конечное полуполе. Если координатизируемая
им полуполевая плоскость P(D) имеет четный порядок и не содержит бэ-
ровских подплоскостей, или если имеет нечетный порядок и размерность D
над хотя бы одним из его ядер нечетна, то группа автотопизмов D разреши-
ма.

Действительно, в силу теоремы Фейта–Томпсона о разрешимости всех групп
нечетного порядка, для решения проблемы следует рассматривать лишь полу-
полевые плоскости, допускающие автотопизмы порядка два, они могут быть
только центральными либо бэровскими (теорема 1.2.9). Подгруппа автотопиз-
мов, порожденная центральными коллинеациями, нормальна в Λ и абелева по
лемме 2.2.6. Более того, для плоскости четного порядка в этой подгруппе нет
инволюций. Таким образом, с точки зрения проблемы разрешимости интерес
представляют полуполевые плоскости, в группе автотопизмов которых содер-
жатся бэровские инволюции.

Обращая внимание снова на теорему Т. Острома 2.3.3 и учитывая теоре-
му 2.3.5, заключаем, что плоскость трансляций π в теореме 2.3.3 не может быть
полуполевой: координатизирующее полуполе имеет нечетный порядок и нечет-
ную размерность над ядром. Тем не менее, теорема 2.3.3 упомянута по причине
непосредственной связи с предлагаемой ниже программой исследования про-
блемы разрешимости.

Ясно, что в предположении неразрешимости группы коллинеаций конечной
недезарговой полуполевой плоскости композиционные факторы группы авто-
топизмов должны быть изоморфны известным простым группам.

Ответ на вопрос о возможных минимальных неразрешимых подгруппах груп-
пы автотопизмов пока затруднителен. Принципиально важным представляет-
ся сначала исключение случаев, когда группа автотопизмов имеет простую
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подгруппу. Полное описание минимальных конечных простых групп получено
Д. Г. Томпсоном в 1968 г. [110, следствие 1]:

Теорема 2.3.6. Каждая минимальная простая группа изоморфна одной из
следующих минимальных простых групп:

(a) PSL(2, 2p), p любое простое;
(b) PSL(2, 3p), p любое нечетное простое;
(c) PSL(2, p), p любое простое более 3, p2 + 1 ≡ 0(mod 5);
(d) Sz(2p), p любое нечетное простое;
(e) PSL(3, 3).

С учетом классификации минимальных конечных простых групп, интерес
привлекает к себе, прежде всего, ситуация, когда группа автотопизмов име-
ет подгруппу или сечение, изоморфное знакопеременной группе A5 или диэд-
ральной группе D8 порядка 8, подгруппам значительного количества простых
неабелевых групп.

Первоочередная задача поэтому состоит в исключении случаев, когда груп-
па автотопизмов содержит подгруппу, изоморфную A5, D8 либо SL(2, 5) (как
накрывающей A5).

В следующей главе автор изучает возможность существования некоторых
подгрупп четного порядка в группе автотопизмов конечной недезарговой полу-
полевой плоскости. При этом будут выделены бесконечные серии полуполевых
плоскостей, группа автотопизмов которых не может содержать перечисленные
выше подгруппы. Результаты, полученные автором, могут обеспечить продви-
жение в решении проблемы Хьюза.
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Глава 3. Специальные подгруппы автотопизмов
конечной недезарговой полуполевой плоскости

Основным результатом главы 3 является доказательство для любой недезар-
говой полуполевой плоскости нечетного порядка отсутствия в группе автотопиз-
мов подгруппы, изоморфной A5, и диэдральной подгруппы D8 при ограничении
на характеристику поля.

Знакопеременная группа A5 вызывает естественный интерес в исследова-
нии проблемы разрешимости группы коллинеаций недезарговой полуполевой
проективной плоскости конечного порядка, так как является подгруппой зна-
чительного числа известных простых групп. Ее отсутствие в группе автото-
пизмов влечет исключение из числа подгрупп также всех симметрических и
знакопеременных групп Sn и An при n ≥ 5, а также некоторых линейных, сим-
плектических и ортогональных групп.

Результаты получены путем построения матричного представления регуляр-
ного множества полуполевой плоскости при условии существования в группе
автотопизмов бэровской инволюции, далее A4 и A5. Кроме того, изучен случай
существования в группе автотопизмов подгруппы, изоморфной группе кватер-
нионов Q8. Эта ситуация представляет интерес в силу изоморфизма A5 фактор-
группе группы SL2(5) по центру.

Теорема о группе диэдра порядка 8 была получена путем выявления есте-
ственных ограничений на порядок элементарной абелевой 2-подгруппы и по-
рядок 2-элемента в группе автотопизмов, определенных рангом полуполевой
плоскости. Уточнение геометрического смысла 2-элементов позволяет записать
матричное представление регулярного множества.

Отсутствие диэдральной группы порядка 8 в группе автотопизмов недез-
арговой полуполевой плоскости нечетного порядка при условии, что характе-
ристика поля сравнима с 1 по модулю 4, значительно уменьшает список воз-
можных контрпримеров к гипотезе Хьюза, оставляя в нем по существу лишь
простые группы Судзуки, группы Ри и линейные группы размерности 2 и 3.
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3.1. Бэровская инволюция в группе автотопизмов

В этом параграфе найдено матричное представление бэровской инволюции
в трансляционном дополнении, наиболее удобное для дальнейших рассужде-
ний. Без ограничения общности можно считать, что бэровская инволюция при-
надлежит группе автотопизмов и определяется поэтому блочно-диагональной
матрицей. Вид блоков-подматриц устанавливается в теореме 3.1.2 с использова-
нием жордановой нормальной формы и выбора соответствующего базиса линей-
ного пространства. Выбранный вид матрицы бэровской инволюции позволяет
далее записать матричное представление регулярного множества полуполевой
плоскости и установить ограничения на отображение θ. Поскольку речь пойдет
только о полуполевых плоскостях, то мы всюду считаем, для сокращения фор-
мулировок, что регулярное множество замкнуто по сложению, см. лемму 2.1.2.

В 1989 году Н. Л. Джонсоном и другими [29] построено матричное пред-
ставление регулярного множества полуполевой плоскости порядка q2 над по-
лем четного порядка q = 2k, допускающей бэровскую инволюцию в линейном
трансляционном дополнении:

Теорема 3.1.1. Пусть π – полуполевая плоскость порядка q2, q = 2k, с ле-
вым ядром, содержащим GF (q), которая допускает бэровскую инволюцию τ в
линейном трансляционном дополнении. Тогда регулярное множество π состо-
ит из матриц вида

θ(v, u) =

(
u+ v +m(v) f(v) +m(u)

v u

)
, u, v ∈ GF (q), (3.1.1)

где m(x), f(x) – аддитивные функции, f взаимно однозначна, m(1) = 0. Бэров-
ская инволюция τ задается матрицей

τ =


1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

 . (3.1.2)

Рассмотрим более общий случай: если нет информации о порядке (левого)
ядра или центра, то естественно считать множество аффинных точек полупо-
левой плоскости линейным пространством над полем простого порядка. Тогда
размерность матриц, определяющих регулярное множество и инволюцию, будет
зависеть от порядка плоскости.

Теорема 3.1.2. Пусть π – полуполевая плоскость π порядка pN (p – про-
стое), допускающая бэровскую инволюцию τ в трансляционном дополнении.
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Тогда N = 2n и базис 4n-мерного векторного пространства над Zp может
быть выбран так, что

τ =

(
L 0

0 L

)
. (3.1.3)

Здесь

L =

(
−E 0

0 E

)
при p > 2, L =

(
E E

0 E

)
при p = 2. (3.1.4)

Доказательство. Так как бэровская инволюция τ фиксирует поточечно под-
плоскость πτ максимального порядка |πτ | =

√
|π|, то N = 2n – четное число.

Рассмотрим множество аффинных точек плоскости π как линейное про-
странство W ⊕W размерности 4n над полем Zp, где

W = {x = (x1, x2, . . . , x2n) | xi ∈ Zp, i = 1, 2, . . . , 2n}.

Тогда τ – линейное преобразование пространства W ⊕W , фиксирующее ровно
2n одномерных подпространств. Таким образом, жорданова нормальная форма

матрицы τ образована 2n жордановыми клетками вида

(
1 1

0 1

)
при p = 2 или(

−1 0

0 1

)
при p > 2. Осталось показать, что при p = 2 матрица (3.1.3) имеет

такую же жорданову нормальную форму. Действительно,(
E E

0 E

)
− λ

(
E 0

0 E

)
=

(
(1− λ)E E

0 (1− λ)E

)
∼

(
0 E

(1− λ)2E (1− λ)E

)
∼

∼

(
0 E

(1− λ)2E 0

)
∼

(
E 0

0 (1− λ)2E

)
,

поэтому жорданова нормальная форма блока

(
E E

0 E

)
образована n жордано-

выми клетками размерности 2× 2. Теорема доказана.

Таким образом, в теореме 3.1.2 получено единообразное матричное представ-
ление бэровской инволюции в группе автотопизмов. Следующие две теоремы
выявляют матричное представление регулярного множества полуполевой плос-
кости π, допускающей такую бэровскую инволюцию τ . Рассуждения проведены
отдельно для четного и для нечетного порядка плоскости.

Теорема 3.1.3. В условиях теоремы 3.1.2 полуполевая плоскость π четного
порядка 22n имеет регулярное множество R ⊂ GL2n(2) ∪ {0}, образованное
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матрицами вида

θ(V, U) =

(
U + V +m(V ) + w(V ) f(V ) +m(U)

V U + w(V )

)
, (3.1.5)

где U, V ∈ K, K ⊂ GLn(2) ∪ {0} – регулярное множество бэровской подплос-
кости πτ , фиксируемой инволюцией τ , m, w, f – линейные отображения из K
в кольцо n × n-матриц над Z2, причем m(E) = 0 и для всех V ∈ K нижняя
строка матрицы w(V ) состоит только из нулей.

Доказательство. Матрица регулярного множества полуполевой плоскости π

однозначно определяется любой своей строкой, допустим, последней. Осталь-
ные строки матрицы являются линейными функциями элементов этой строки:

θ(u2n,1, . . . , u2n,2n) =


u11 . . . u1,2n

u21 . . . u2,2n

. . . . . . . . . . . . . . . .

u2n,1 . . . u2n,2n

 ,

где uij = qij1u2n,1+qij2u2n,2+· · ·+qij,2nu2n,2n для i = 1, 2, . . . , 2n−1, j = 1, 2, . . . , 2n.
Перепишем матрицу в виде

θ(V, U) =

(
d(U) + h(V ) m(U) + f(V )

V + s(U) U + w(V ),

)
разбивая на блоки порядка n. Здесь слагаемые V , h(V ), f(V ), w(V ) содержат
линейные функции, зависящие только от u2n,1, . . . , u2n,n. Остальные слагаемые
определяются выбором элементов u2n,2n+1, . . . , u2n,2n. Тогда, очевидно, послед-
няя строка матриц s(U) и w(V ) состоит только из нулей.

Выясним, при каких условиях на указанные функции плоскость с регуляр-
ным множеством R допускает бэровскую инволюцию τ вида (3.1.3).

Так как τ – коллинеация, то для любой матрицы θ(V, U) ∈ R произведе-
ние L−1θ(V, U)L также принадлежит R по условию (2.2.3), для матрицы L

вида (3.1.4). Далее, в силу замкнутости множества R по сложению, матрица
L−1θ(V, U)L+ θ(V, U) принадлежит R. Выполняя действия, получим матрицу:(

V + s(U) d(U) + s(U) + U + h(V ) + w(V ) + V

0 V + s(U)

)
= θ(0, V ).

Отсюда следует, что матрица V для каждой θ(V, U) ∈ R – либо нулевая,
либо невырожденная, множество всех таких матриц замкнуто по сложению, со-
держит нулевую и единичную матрицы, поэтому является регулярным множе-
ством полуполевой плоскости порядка 2n. Легко проверить, что это бэровская
подплоскость πτ , фиксируемая инволюцией τ :

L−1θ(0, V )L = θ(0, V ).
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Обозначим регулярное множество подплоскости πτ через K. Для всех матриц
U, V ∈ K имеем:

s(U) = 0, d(U) = U, h(V ) = V +m(V ) + w(V ),

причем m(E) = 0, так как θ(0, E) =

(
E m(E)

0 E

)
– единичная матрица. Теорема

доказана.

Замечание 3.1.4. Теорема 3.1.3 естественным образом обобщает резуль-
таты теоремы 3.1.1 на случай многомерного пространства.

Теорема 3.1.5. В условиях теоремы 3.1.2 полуполевая плоскость π нечет-
ного порядка p2n (p > 2 – простое) имеет регулярное множество R ⊂ GL2n(p)∪
{0}, образованное матрицами вида

θ(V, U) =

(
m(U) f(V )

V U

)
, (3.1.6)

где V ∈ Q, U ∈ K, Q,K ⊂ GLn(p)∪{0} – регулярные множества, K соответ-
ствует бэровской подплоскости πτ , фиксируемой инволюцией τ , m, f – инъ-
ективные линейные отображения из Q и K соответственно в GLn(p) ∪ {0},
причем m(E) = E, f(E) 6= E.

Доказательство. Рассуждая аналогично случаю |π| = 22n, запишем произволь-
ную матрицу регулярного множества R в виде

θ(V, U) =

(
m(U) + h(V ) d(U) + f(V )

V + s(U) U + w(V ),

)

разбивая на блоки порядка n. Так как τ – коллинеация, то для любой матрицы
θ(V, U) ∈ R произведение L−1θ(V, U)L также принадлежит R, для матрицы L

вида (3.1.4). Имеем:

L−1θ(V, U)L =

(
m(U) + h(V ) −d(U)− f(V )

−V − s(U) U + w(V )

)
= θ(−V, U).

Отсюда следует, что s(U) ≡ 0, d(U) ≡ 0, h(V ) ≡ 0 и w(V ) ≡ 0,

θ(V, U) =

(
m(U) f(V )

V U

)
.

Так как R – регулярное множество полуполевой плоскости, то из определе-
ния следует, что множества Q и K, образованные всевозможными блоками V и



51

U соответственно, замкнуты по сложению, содержат нулевую матрицу, все нену-
левые матрицы невырожденные. Кроме того, очевидно, что E ∈ K, m(E) = E.
более того, можно считать, что множество Q также содержит единичную мат-
рицу. Действительно, пусть V0 ∈ K, V0 6= 0. Выберем новый базис линейного

пространства W , задав матрицу перехода A =

(
V0 0

0 E

)
, тогда

Aθ(V0, 0)A−1 =

(
V0 0

0 E

)(
0 f(V0)

V0 0

)(
V −1

0 0

0 E

)
=

(
0 V0f(V0)

E 0

)
,

причем ALA−1 = L и Aθ(0, E)A−1 = θ(0, E).
Условия m(U) ∈ GLn(p) для всех 0 6= U ∈ K и f(V ) ∈ GLn(p) для всех

0 6= V ∈ Q вытекают из невырожденности матрицы θ(V, U) 6= 0, так как

det θ(0, U) = detm(U) · detU и det θ(V, 0) = det f(V ) · detV.

Рассматривая множество всех аффинных точек плоскости π вида (0, x, 0, y)

для x = (xn+1, . . . , x2n), y = (yn+1, . . . , y2n) (xi, yi ∈ Zp), видим, что (0, x, 0, y)τ =

(0, x, 0, y), поэтому точки такого вида образуют бэровскую подплоскость πτ ,
фиксируемую инволюцией τ . Так как (0, x)θ(0, U) = (0, xU), то K является
регулярным множеством плоскости πτ . Теорема доказана.

Лемма 3.1.6. Пусть, в условиях теоремы 3.1.5, множества Q и K – поля
порядка pn в GLn(p)∪{0}. Тогда, без ограничения общности, можно считать,
что Q = K.

Доказательство. Пусть матрица D – порождающий элемент мультипликатив-
ной группы K∗. Так как поля Q и K сопряжены в GLn(p), то существует та-
кая матрица P ∈ GLn(p), что матрица C = PDP−1 является порождающим
элементом мультипликативной группы Q∗. Рассмотрим матрицы регулярного
множества

θ(C, 0) =

(
0 f(C)

C 0

)
и θ(0, D) =

(
m(D) 0

0 D

)
и выполним замену базиса линейного пространства W с матрицей перехода

M =

(
D−1PDP−1 0

0 E

)
,

не меняющей вида бэровской инволюции τ . Тогда

Mθ(0, D)M−1 =

(
D−1PDP−1m(D)PD−1P−1D 0

0 D

)
=

(
m(D) 0

0 D

)
,



52

Mθ(C, 0)M−1 =

(
0 D−1PDP−1f(C)

C 0

)
=

(
0 f(D)

D 0

)
,

где m, f – новые линейные функции, определяющие регулярное множество (в
другом базисе). Таким образом, с точностью до изоморфизма плоскостей, мо-
жем считать Q∗ = 〈D〉 и Q = K.

Замечание 3.1.7. Очевидно, что регулярное множество K определяется
с точностью до изоморфизма соответствующей подплоскости πτ . Для до-
казательства достаточно рассмотреть замену базиса 4n-мерного линейного
пространства с блочно-диагональной матрицей перехода.

3.2. Элементарные абелевы 2-подгруппы автотопизмов

Для элементарной абелевой 2-подгруппы автотопизмов, порожденной бэ-
ровскими инволюциями, найдено матричное представление, единообразное для
случаев четного и нечетного порядков полуполевой плоскости. Указана связь
порядка плоскости с 2-рангом группы автотопизмов. Основной результат пред-
ставляет теорема.

Теорема 3.2.1. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость порядка pN

(p – простое число), группа автотопизмов которой содержит элементарную
абелеву 2-подгруппу H порядка 2m, все неединичные элементы которой явля-
ются бэровскими инволюциями,

H = 〈τ1〉 × 〈τ2〉 × · · · × 〈τm〉,

где τi – бэровские инволюции, фиксирующие поточечно различные бэровские
подплоскости πi (i = 1, 2, . . . ,m). Тогда N делится на 2m и базис 2N-мерного
линейного пространства над Zp можно выбрать так, что τi определяется
блочно-диагональной матрицей, образованной 2i блоками размерности (N/2i−1)×
(N/2i−1) вида (3.1.4).

При дополнительных ограничениях получены также результаты о подгруппе
автотопизмов H ' Sz(22n+1) при p > 2 и H ' A4 при p = 2 (теорема 3.2.4 и
лемма 3.2.8).

Естественным образом следует разделять случаи полуполевых плоскостей
нечетного и четного порядка, учитывая геометрический смысл инволюций. Пусть
π – полуполевая плоскость нечетного порядка, тогда ее группа автотопизмов Λ

всегда содержит нормальную элементарную абелеву подгруппу H0 порядка 4,
порожденную гомологиями,

H0 =

{
ε, h1 =

(
−E 0

0 E

)
, h2 =

(
E 0

0 −E

)
, h3 =

(
−E 0

0 −E

)}
. (3.2.1)
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Каждая из этих гомологий является единственным элементом порядка 2 в цик-
лической группе, изоморфной мультипликативной группе одного из ядер коор-
динатизирующего полуполя. Очевидно, эти гомологии не сопряжены в Λ.

Случай, когда фактор-группа Λ/H0 имеет нечетный порядок, не представляет
интереса с точки зрения проблемы разрешимости Λ, поэтому предполагаем,
что Λ содержит бэровскую инволюцию τ . При |π| = 2N группа автотопизмов
Λ не содержит центральных коллинеаций, поэтому для p = 2 также считаем
τ ∈ Λ. Будем использовать результаты о матричном представлении бэровской
инволюции τ и регулярного множества плоскости π, полученные в предыдущем
параграфе.

Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость нечетного порядка и τ – бэ-
ровская инволюция в группе автотопизмов Λ. Изучим вопрос об инволюциях в
Λ, перестановочных с τ , это могут быть бэровские инволюции либо гомологии
hi (3.2.1).

Лемма 3.2.2. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость порядка pN

(p > 2 – простое), τ ∈ Λ – бэровская инволюция (3.1.3). Если σ 6= τ – бэровская
инволюция в CΛ(τ), то ограничение σ на бэровскую подплоскость πτ является
либо гомологией, либо бэровской инволюцией. В первом случае σ = hiτ (i =

1, 2, 3), во втором случае N делится на 4 и при подходящем выборе базиса

σ =


L 0 0 0

0 L 0 0

0 0 L 0

0 0 0 L

 . (3.2.2)

Доказательство. Так как σ перестановочна с τ , то

σ =


A1 0 0 0

0 A2 0 0

0 0 B1 0

0 0 0 B2

 ,

где Ai, Bi ∈ GLN/2(p), A2
i = B2

i = E (i = 1, 2). Тогда στ =

(
A2 0

0 B2

)
– автото-

пизм бэровской подплоскости πτ , либо тождественный, либо гомология порядка
2, либо бэровская инволюция.

Пусть στ – тождественное преобразование πτ , A2 = B2 = E. Тогда для любой
матрицы θ(V, U) из регулярного множества R (3.1.6) верно условие (2.2.3):(

A1 0

0 E

)
θ(V, U)

(
B1 0

0 E

)
∈ R.
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В частности, для E ∈ R получим B1 = A1. Далее, можно выбрать новый базис
линейного пространства, не меняя τ , так, что матрица A1 примет жорданову
нормальную форму. По условию, σ – бэровская инволюция, поэтому среди ее
характеристических корней только −1 и 1, причем в равном количестве. Кроме
того, поскольку λ2−1 – ее минимальный многочлен, то жорданова нормальная
форма A1 – это обязательно −E, т.е. σ = τ , противоречие условию леммы.

Пусть στ – гомология порядка 2 с осью [0]. Тогда A2 = −E, B2 = E и B1 =

−A1 из условия (2.2.3). Приводя A1 к жордановой нормальной форме, получим
диагональную матрицу с ±1 на главной диагонали. Покажем, что возможно
только A1 = ±E. Действительно, для θ(0, U) по (2.2.3) имеем(

A1 0

0 −E

)(
m(U) 0

0 U

)(
−A1 0

0 E

)
=

(
−A1m(U)A1 0

0 −U

)
∈ R,

поэтому m(−U) = −A1m(U)A1, A1m(U) = m(U)A1 для всех U ∈ K. Предполо-
жим, что A1 содержит и −1, и 1, тогда

A1 =

(
−E 0

0 E

)
k

N/2− k

(здесь справа указано число строк). Разобьем матрицу m(U) на клетки соот-
ветствующей размерности и выполним умножение:

m(U) =

(
M1 M2

M3 M4

)
k

N/2− k

A1m(U) =

(
−M1 −M2

M3 M4

)
=

(
−M1 M2

−M3 M4

)
= m(U)A1 ⇒M2 = M3 = 0,

т.е. матрицы m(U) – блочно-диагональные для всех U ∈ K. Это невозможно:
множество {m(U) | U ∈ K} является регулярным множеством в GLN/2(p)∪{0} и
состоит из pN/2 матриц, однозначно определяемых, например, нижней строкой.
Таких вариантов при 0 < k < N/2 будет меньше. Итак, матрица A1 имеет на
главной диагонали либо только −1, либо только 1. Получаем варианты σ = h1

или σ = h1τ .
Если στ – гомология с осью [0, 0], то, рассуждая аналогично, получаем σ = h2

или σ = h2τ . Если στ – гомология с осью [∞], то σ = h3 или σ = h3τ .
Рассмотрим случай, когда στ является бэровской инволюцией. Тогда N де-

лится на 4, при подходящей замене базиса получим A2 = B2 = L. Приводя A1

и B1 к жордановой нормальной форме, приходим к выводу, что соответству-
ющие матрицы диагональны с диагональными элементами ±1. Кроме того, из
условия (2.2.3) при θ(0, E) = E имеем A1 = B1. Так как количество элементов,
равных −1, равно числу единичных элементов, то без ограничения общности
можно полагать A1 = B1 = L. Лемма доказана.
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Пусть π – полуполевая плоскость нечетного порядка pN , H < Λ – элемен-
тарная абелева 2-группа порядка 2m, не содержащая гомологий. Тогда все инво-
люции в H только бэровские, и базис линейного пространства можно выбрать
так, что все инволюции задаются диагональными матрицами. Занумеруем ба-
зисные инволюции в H: τ1, τ2, . . . , τm. Тогда матрица τ1 образована двумя диа-
гональными матрицами L размерности (N/2 × N/2), матрица τ2 – четырьмя
матрицами L размерности (N/4×N/4), и так далее. Матрица τm образована 2m

матрицами L размерности (N/2m−1 × N/2m−1), при этом, конечно, N/2m ≥ 1.
Эти рассуждения доказывают теорему 3.2.1 в случае p > 2.

Следствие 3.2.3. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость порядка
pN (p > 2 – простое), где N = 2m · s, s нечетно, F – подгруппа в группе
автотопизмов Λ, порожденная гомологиями. Тогда 2-ранг фактор-группы Λ/F

не превышает m.

Важным следствием теоремы 3.2.1 является также следующий результат.

Теорема 3.2.4. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость порядка pN

(p > 2 – простое). Если N не делится на 22m+1, то группа автотопизмов
плоскости π не содержит подгрупп, изоморфных Sz(22n+1) для всех n ≥ m.

Доказательство. Силовская 2-подгруппа в группе Судзуки Sz(22n+1) содержит
элементарную абелеву подгруппу порядка 22n+1, инволюции в которой сопря-
жены (см., например, [15]). Если H – подгруппа с таким условием в группе
автотопизмов, то H не может содержать гомологий. Тогда число 22n+1 должно
быть делителем N .

Если |π| = 2N , то каждая гомология имеет нечетный порядок, и элементар-
ная абелева 2-подгруппа в группе автотопизмов Λ содержит только бэровские
инволюции.

Лемма 3.2.5. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость порядка 2N ,

τ ∈ Λ – бэровская инволюция (3.1.3), где L =

(
E E

0 E

)
. Если σ – бэровская

инволюция в CΛ(τ) и бэровские подплоскости πτ и πσ различны, то ограничение
σ на πτ является бэровской инволюцией, N делится на 4, при подходящем
выборе базиса σ имеет вид (3.2.2).

Доказательство. Если σ ∈ CΛ(τ) – бэровская инволюция, то

σ =


A1 A2 0 0

0 A1 0 0

0 0 B1 B2

0 0 0 B1

 ,
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где A2
1 = B2

1 = E, A1A2 = A2A1, B1B2 = B2B1, причем ограничение σ на бэ-

ровскую подплоскость πτ στ =

(
A1 0

0 B1

)
является бэровской инволюцией или

тождественным преобразованием. Так как по условию στ – бэровская инволю-
ция, то базис в подпространствах {(0, x2, 0, 0)} и {(0, 0, 0, y2)} можно выбрать

так, что A1 = B1 = L, A2 = B2, A2L = LA2, поэтому A2 =

(
D1 D2

0 D1

)
. Перейдем

к новому базису 2N -мерного пространства, используя матрицу перехода

T =


E C 0 0

0 E 0 0

0 0 E C

0 0 0 E

 ,

где C =

(
0 D1

D1 D2

)
. Непосредственные вычисления показывают, что в новом

базисе инволюция τ сохраняет свое матричное представление, а матрица TσT−1

становится блочно-диагональной вида (3.2.2).
Эти рассуждения завершают доказательство леммы 3.2.5 и, очевидно, дока-

зывают теорему 3.2.1 для случая p = 2.

Замечание 3.2.6. Без потери общности можно считать, что в теоре-
ме 3.2.1 полуполевая плоскость π порядка qN задана линейным пространством
над ядром N0 ⊇ GF (q) (q = ps, p – простое число), а Λ – подгруппа линейных
над GF (q) автотопизмов.

Рассмотрим далее случай, когда бэровская инволюция σ (в обозначениях
леммы 3.2.5) действует на бэровской подплоскости πτ тождественно.

Лемма 3.2.7. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость порядка 2N ,
τ, σ ∈ Λ – перестановочные бэровские инволюции, фиксирующие поточечно од-
ну бэровскую подплоскость πτ = πσ. Тогда ядро K0 этой подплоскости содер-
жит подполе порядка 4 и при подходящем выборе базиса τ имеет вид (3.1.3),

σ =


E A 0 0

0 E 0 0

0 0 E A

0 0 0 E

 , A ∈ K∗0 . (3.2.3)

Доказательство. Достаточно показать, что A ∈ K∗0 . Действительно, рассмот-
рим условие (2.2.3) для σ и регулярного множества (3.1.5):(

E A

0 E

)
θ(V, U)

(
E A

0 E

)
∈ R ∀U, V ∈ K. (3.2.4)
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При V = 0 и произвольном U ∈ K из (3.2.4) имеем(
U m(U) + AU + UA

0 U

)
=

(
U m(U)

0 U

)
,

UA = AU , то есть A ∈ K∗l = CGLn(2)(K), матрица A принадлежит левому ядру
подплоскости πτ . При U = 0 и произвольном V ∈ K:(

E A

0 E

)(
V +m(V ) + w(V ) f(V )

V w(V )

)(
E A

0 E

)
=

= θ(V, 0) +

(
AV V A+m(V )A+ w(V )A+ AV A+ Aw(V )

0 V A

)
= θ(V, V A),

при выполнении условий AV = V A ∈ K и

m(V A) = V (A+ A2) +m(V )A+ w(V )A+ Aw(V ), ∀V ∈ K. (3.2.5)

Поэтому матрица A принадлежит пересечению правого, среднего и левого ядер
подплоскости πτ , т.е. ядру K0 = Kl ∩Km ∩Kr.

Если ядро K0 подплоскости πτ изоморфно вкладывается в ядро R0 плос-
кости π, то можно рассматривать K0 в качестве основного поля и подгруппу
Λ0 линейных над K0 автотопизмов. В этом случае A = aE ∈ K∗0 – скалярная
матрица, и справедлива теорема.

Теорема 3.2.8. Пусть ядро R0 плоскости π четного порядка 2N содержит
ядро K0 бэровской подплоскости πτ . Тогда подгруппа Λ0 линейных над K0 ав-
тотопизмов плоскости π не содержит подгруппы H, изоморфной знакопере-
менной группе A4, инволюции которой поточечно фиксируют πτ .

Доказательство. Будем рассматривать H ' A4 как 〈τ, σ, γ〉, где τ и σ – пе-
рестановочные инволюции, коллинеация γ имеет порядок 3 и γ−1τγ = σ. По
лемме 3.2.7 бэровская инволюция τ имеет вид (3.1.3), σ имеет вид (3.2.3), усло-
вие (3.2.4) для скалярной матрицы A = aE ∈ K0 принимает вид

m(aV ) + am(V ) = V, ∀V ∈ K. (3.2.6)

Так как τγ = γσ, то

γ =


B1 B2 0 0

0 aB1 0 0

0 0 C1 C2

0 0 0 aC1

 ,
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и так как σγ = γτσ, то a2 = a+1. Напомним, чтоm(E) = 0. Тогда условие (3.2.6)
при V = E дает m(aE) = E, а при V = aE

m(a2E) + am(aE) = aE, m(aE) +m(E) + aE = aE, m(aE) = 0.

Получили противоречие, доказывающее лемму.

Заметим, что вопрос о существовании подгруппы, изоморфной A4, в груп-
пе коллинеаций конечной полуполевой плоскости, возникал уже давно. Этот
вопрос неоднократно рассматривался на научном семинаре в Красноярском го-
сударственном университете под руководством Н. Д. Подуфалова. В частно-
сти, существенное продвижение в исследовании плоскостей нечетного поряд-
ка, допускающих большую группу бэровских коллинеаций, было достигнуто
И. В. Бусаркиной (Шевелевой) [13, 12], показавшей, что такие плоскости не
допускают A4.

Для случая четного порядка автором в [154] указаны примеры полуполевых
плоскостей, допускающих A4 в трансляционном дополнении.

Предложение 3.2.9. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость поряд-
ка 2m, правое ядро Rr которой имеет порядок 4k, k > 1. Тогда π допускает
подгруппу коллинеаций, изоморфную знакопеременной группе A4.

Доказательство. Пусть правое ядро Rr плоскости π содержит подполе порядка
4, и M ∈ R∗r – примитивный элемент этого подполя, M3 = E. Рассмотрим две
элации ω1, ω2 ∈ Ω с осью [0] и центром (∞) и гомологию γ ∈ Hr с осью [0, 0] и
центром (∞),

ω1 =

(
E E

0 E

)
, ω2 =

(
E M

0 E

)
, γ =

(
E 0

0 M

)
.

Тогда нетрудно проверить непосредственными расчетами, что |ω1| = |ω2| = 2,
|γ| = 3, γ−1ω1γ = ω2, т.е. 〈ω1, ω2〉h 〈γ〉 ' A4.

Рассмотрим еще три примера, иллюстрирующие результаты этого парагра-
фа.

Пример 3.1. Существуют точно две, с точностью до изоморфизма, недезар-
говых полуполевых плоскости порядка 16 = 24 (подробно в § 5.5, также [129]).
Группа автотопизмов Λ имеет порядок 18 или 108, централизатор бэровской
инволюции в Λ равен Z2 или Z2 h S3 соответственно, что согласуется с лемма-
ми 3.2.5 и 3.2.7.
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Пример 3.2. Как указано в [123], существуют точно 124 неизоморфных
полуполевых плоскости порядка 256 с левым ядром Rl ' GF (16), допускаю-
щие бэровскую инволюцию τ в трансляционном дополнении G0. Эти плоско-
сти определяются регулярными множествами из (2× 2)-матриц над GF (16), и
G/G0 ' AutRl. Поскольку |π| = 256 = 28, элементарная абелева 2-подгруппа в
группе автотопизмов Λ имеет порядок не более 8. По теореме 3.2.1, подгруппа
линейных автотопизмов Λ0 не содержит инволюций, перестановочных с τ .

Полученные результаты подтверждаются компьютерными расчетами, пред-
ставленными в [130]. Централизатор бэровской инволюции τ в группе линейных
автотопизмов Λ0 равен

CΛ0(τ) = Hl ×Hrd × 〈τ〉,

где Hrd ' R∗r ∩R∗l . Все бэровские инволюции в Λ0 сопряжены, порядок Λ0 равен
2 · 5s · 3m (s,m = 1, 2, 3) или 2 · 5 · 32 · 17, группа Λ0 разрешима.

Пример 3.3. Существуют точно восемь, с точностью до изоморфизма, по-
луполевых плоскостей порядка 81 = 34, допускающих бэровскую инволюцию
(§ 4.3 и [140]). Для каждой из них 2-ранг группы автотопизмов Λ равен трем,
группа Λ имеет порядок 2m (m = 8, . . . , 11), разрешима и содержит четыре или
100 (в одном случае) бэровских инволюций. Учитывая наличие инволютивных
гомологий, отмечаем согласование результатов с доказанными выше.

3.3. 2-элементы группы автотопизмов

Используем метод регулярного множества для установления естественного
ограничения на порядок 2-элементов в группе автотопизмов, а также для за-
писи матричного представления автотопизмов порядка 4. Основной результат
представлен в теореме 3.3.3. Следствие 3.3.8 выделяет группы PSL(2, q), кото-
рые не могут быть подгруппами автотопизмов полуполевой плоскости данного
порядка. Особый случай p ≡ −1 (mod 4) требует иного подхода, что демонстри-
руют приведенные примеры полуполевых плоскостей порядка 81. Сочетание с
результатами предыдущего параграфа выявляет еще один класс полуполевых
плоскостей с разрешимой группой коллинеаций (следствие 3.3.7).

Начнем со вспомогательных результатов.

Лемма 3.3.1. Пусть π – полуполевая плоскость порядка pN , p – простое,
p 6≡ −1 (mod 4), α – автотопизм порядка 4, τ = α2 – бэровская инволюция.
Тогда ограничение α на бэровскую подплоскость πτ является бэровской инво-
люцией πτ .



60

Доказательство. Мы будем рассматривать два случая: p ≡ 1 (mod 4) и p = 2.
Выберем базис линейного пространства так, чтобы бэровская инволюция имела
вид (3.1.3), матрицы регулярного множества – вид (3.1.6) или (3.1.5) соответ-
ственно.

Пусть p ≡ 1 (mod 4). Предположим, что автотопизм α действует тожде-
ственно на подплоскости

πτ = {(0, . . . , 0, x1, . . . , xn, 0, . . . , 0, y1, . . . , yn) | xi, yi ∈ Zp}, (3.3.1)

тогда из ατ = τα получим

α =


A 0 0 0

0 E 0 0

0 0 A 0

0 0 0 E

 , A2 = −E.

Так как α является коллинеацией, то выполнено условие (2.2.3) для θ(V, 0),
отсюда(

A−1 0

0 E

)(
0 f(V )

V 0

)(
A 0

0 E

)
=

(
0 A−1f(V )

V A 0

)
= θ(V A, 0), ∀V ∈ Q,

поэтому A ∈ Qr, это правое ядро полуполевой плоскости с регулярным мно-
жеством Q. Циклическая группа Q∗r содержит все скалярные матрицы zE,
z ∈ Z∗p, и из условия p ≡ 1 (mod 4) имеем A = iE, i2 = −1, i ∈ Z∗p. Тогда
f(iV ) = −if(V ), что противоречит f(iV ) = if(V ) (из линейности функции).
Следовательно, α не может действовать на подплоскости πτ тождественно. Ес-
ли предположить, что ограничение α на πτ есть гомология, то следует приме-
нить доказанное к произведению α на соответствующую гомологию h1, h2 или
h3 (3.2.1).

Пусть p = 2. Из условия ατ = τα имеем

α =


A1 A2 0 0

0 A1 0 0

0 0 B1 B2

0 0 0 B1

 , A2
1 = B2

1 = E.

Если α действует на бэровской подплоскости πτ тождественно, то A1 = B1 = E и
α имеет порядок 2. Полученное противоречие полностью доказывает лемму.

Лемма 3.3.2. Пусть π – полуполевая плоскость порядка pN , p – простое,
p 6≡ −1 (mod 4), α – автотопизм порядка 2n, n ≥ 2, τ = α2n−1 – бэровская
инволюция. Тогда ограничение α на бэровскую подплоскость πτ является ав-
тотопизмом πτ порядка 2n−1.
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Доказательство. Запишем общее доказательство для p ≡ 1 (mod 4) и p = 2.
Из условия ατ = τα следует, что

α =


A1 A2 0 0

0 A3 0 0

0 0 B1 B2

0 0 0 B3

 , A2n−1

3 = B2n−1

3 = E

(ограничения на остальные клетки пропустим). Действие α на бэровской подп-
лоскости πτ определяется матрицей

β =

(
A3 0

0 B3

)
.

Если |β| < 2n−1, то A2n−2

3 = B2n−2

3 = E, тогда автотопизм α2n−2 порядка 4
действует тождественно на πτ , что противоречит лемме 3.3.1.

Теорема 3.3.3. Пусть π – полуполевая плоскость порядка pN , p – простое,
p 6≡ −1 (mod 4). Если α – автотопизм порядка 2n плоскости π и группа 〈α〉
не содержит гомологий, то N делится на 2n.

Доказательство. Докажем утверждение по индукции. При n = 1 автотопизм α

является бэровской инволюцией, поэтому порядок плоскости π является квад-
ратом, N делится на 2.

Пусть утверждение доказано для n−1 (n > 1), и α – автотопизм порядка 2n.
Тогда τ = α2n−1 – бэровская инволюция, фиксирующая поточечно бэровскую
подплоскость порядка pN/2. По лемме 3.3.2, ограничение α на πτ есть автотопизм
порядка 2n−1. Тогда, по индуктивному предположению, N/2 делится на 2n−1, N
делится на 2n. Утверждение полностью доказано.

Замечание 3.3.4. Условие «группа 〈α〉 не содержит гомологий» теоре-
мы 3.3.3 и условие «τ – бэровская инволюция» лемм 3.3.1 и 3.3.2, безусловно,
являются избыточными при p = 2, так как группа автотопизмов полуполе-
вой плоскости четного порядка не содержит инволютивных гомологий либо
элаций, и любая инволюция обязательно является бэровской. Указанные усло-
вия записаны для единообразия формулировки утверждений.

Замечание 3.3.5. Условие p 6≡ −1 (mod 4) в утверждениях существенно.
Поясняющие примеры полуполевых плоскостей порядка 81 (p = 3) будут при-
ведены позже.

Так как группа автоморфизмов конечного полуполя изоморфна подгруппе
автотопизмов соответствующей полуполевой плоскости (теорема 5.1.7 и [132]),
то очевидно следствие.
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Следствие 3.3.6. Пусть W – полуполе порядка pN , p 6≡ −1 (mod 4), p –
простое. Если его группа автоморфизмов содержит элемент порядка 2n, то
N делится на 2n.

Следствие 3.3.7. Пусть π – полуполевая плоскость порядка 4n, где n > 1

нечетно. Тогда силовская 2-подгруппа в ее группе автотопизмов элементар-
ная абелева. Если при этом n простое и все бэровские подплоскости плоскости
π недезарговы, то группа коллинеаций Aut π разрешима.

Доказательство. Первая часть утверждения очевидна. Для доказательства вто-
рой части следует обратиться к § 3.2: если бэровские подплоскости двух пере-
становочных бэровских инволюций различны, то порядок плоскости равен 2N ,
где N делится на 4 (лемма 3.2.5) – это противоречит условию. Значит, любые
две различные бэровские инволюции силовской 2-подгруппы фиксируют одну
и ту же бэровскую подплоскость порядка 2n. Эта подплоскость недезаргова по
условию, поэтому ее ядро имеет порядок 4 ≤ 2k < 2n, k|n по определению яд-
ра. Полученное противоречие показывает, что силовская 2-подгруппа в группе
автотопизмов Λ имеет порядок 2, Λ разрешима, Aut π разрешима.

Укажем пример использования теоремы 3.3.3 к изучению условий суще-
ствования в группе автотопизмов полуполевой плоскости подгрупп из списка
Д.Г. Томпсона. Приведенное ниже следствие уточняет теорему Г. Мурхауза [93,
теорема 1.1]: если проективная плоскость Π порядка n < q допускает груп-
пу коллинеаций G ' PSL(2, q), то Π дезаргова. Из этой теоремы следует, что
группа автотопизмов недезарговой полуполевой плоскости порядка pN не мо-
жет содержать подгруппы G ' PSL(2, q) для q > pN . Теорема 3.3.3 добавляет
ограничение на порядок q основного поля.

Следствие 3.3.8. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость порядка
pN , где p = 2 или p ≡ 1 (mod 4), N = 2m · s, s нечетно. Группа автотопизмов
Λ плоскости π не содержит подгрупп, изоморфных PSL(2, q), где q−1 делится
на 2m+2.

Доказательство. Вытекает из рассмотрения порядка диагональной (цикличе-
ской) подгруппы в SL(2, q).

Лемма 3.3.1 позволяет получить унифицированное матричное представле-
ние для автотопизмов порядка 4, квадрат которых является бэровской инволю-
цией. Такое матричное представление полезно для дальнейшего изучения по-
луполевых плоскостей, допускающих определенные подгруппы автотопизмов, а
также для построения примеров.
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Теорема 3.3.9. Пусть π – полуполевая плоскость порядка pN , p – простое,
p ≡ 1 (mod 4), α – автотопизм порядка 4, τ = α2 – бэровская инволюция. Тогда
N делится на 4 и базис линейного пространства может быть выбран так,
что, с точностью умножения на инволютивные гомологии hi, автотопизм
τ имеет вид (3.1.3),

α =


iL 0 0 0

0 L 0 0

0 0 iL 0

0 0 0 L

 , (3.3.2)

где i ∈ Zp, i2 = −1. Регулярное множество R плоскости π состоит из матриц
вида

θ(V1, U1, V2, U2) =


m1(U2) m2(V2) f1(V1) f2(U1)

m3(V2) m4(U2) f3(U1) f4(V1)

ν(U1) ψ(V1) µ(U2) ϕ(V2)

V1 U1 V2 U2

 , (3.3.3)

где все блоки-подматрицы имеют размерность (N/4×N/4), V1 ∈ Q1, U1 ∈ K1,
V2 ∈ Q2, U2 ∈ K2, множества матриц Q1, K1, Q2, K2 являются регулярными
множествами полуполевых плоскостей порядка pN/4, все функции аддитивны.

Доказательство. По лемме 3.3.1, ограничение α на бэровскую подплоскость πτ
является бэровской инволюцией, поэтому |πτ | является квадратом, N кратно 4,
базис можно выбрать так, что

α =


A 0 0 0

0 L 0 0

0 0 A 0

0 0 0 L

 , A2 = −E.

Из условия (2.2.3) имеем(
A−1m(U)A A−1f(V )L

LV A LUL

)
= θ(LV A,LUL) ∈ R ∀V ∈ Q ,U ∈ K,

поэтому
LV A ∈ Q, LUL ∈ K ∀V ∈ Q, U ∈ K.

Минимальный многочлен матрицы A делит λ2 + 1, поэтому либо матрица ска-
лярная, A = ±iE, либо A диагональная с элементами i и −i на диагонали. При
V = E получим LA ∈ Q; рассмотрим матрицу ±iE+LA ∈ Q. Если A отличается
от ±iL, то мы получим ненулевую вырожденную матрицу в регулярном множе-
стве Q, что невозможно. Для определенности, таким образом, можем считать,
что A = iL.
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Снова обращаясь к условию (2.2.3), получим:(
−iL 0

0 L

)(
m(U) f(V )

V U

)(
iL 0

0 L

)
=

(
Lm(U)L −iLf(V )L

iLV L LUL

)
,

отсюда

m(LUL) = Lm(U)L, f(LV L) = −Lf(V )L, ∀V ∈ Q, ∀U ∈ K.

Таким образом, полуполевые плоскости порядка pN/2 с регулярными множе-
ствами Q и K допускают бэровскую инволюцию (3.1.3), поэтому матрицы V ∈
Q, U ∈ K имеют форму сходную с (3.1.6):

V =

(
ν(U1) ψ(V1)

V1 U1

)
, U =

(
µ(U2) ϕ(V2)

V2 U2

)
.

Полагая

m(U) = m(V2, U2) =

(
m1(V2, U2) m2(V2, U2)

m3(V2, U2) m4(V2, U2)

)
,

из условия m(−V2, U2) = Lm(V2, U2)L и аддитивности m заключаем, что функ-
ции m1, m4 зависят только от блока U2, а m2, m3 – только от V2. Аналогич-
ное рассмотрение условия f(−V1, U1) = −Lf(V1, U1)L завершает доказатель-
ство.

Теорема 3.3.10. Пусть π – полуполевая плоскость порядка 2N , α – авто-
топизм порядка 4, τ = α2 – бэровская инволюция. Тогда N делится на 4 и
базис линейного пространства может быть выбран так, что τ имеет вид
(3.1.3),

α =


L J 0 0

0 L 0 0

0 0 L J

0 0 0 L

 , J =

(
0 0

E 0

)
.

Доказательство. По лемме 3.3.1, ограничение α на бэровскую подплоскость πτ
является бэровской инволюцией, поэтому |πτ | – квадрат, N кратно 4, и базис
можно выбрать так, что

α =


A1 A2 0 0

0 A1 0 0

0 0 B1 B2

0 0 0 B1

 ,

A2
1 = B2

1 = E,

A1A2 + A2A1 = E,

B1B2 +B2B1 = E.

Ограничение α на бэровскую подплоскость πτ определяется матрицей

(
A1 0

0 B1

)
,

и выбор базиса соответствующего линейного пространства позволяет считать
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далее, что A1 = B1 = L. Так как α является коллинеацией, то из условия (2.2.3)
при θ(V, U) = E получим(

L LA2L

0 L

)(
L B2

0 L

)
=

(
E LB2 + LA2

0 E

)
∈ R⇒ B2 = A2.

Из условия A1A2 + A2A1 = E при A1 = L уточним вид клетки A2:

A2 =

(
A21 A22

E A21

)
.

Выполним теперь замену базиса линейного пространства размерности 2N так,
чтобы сохранить матрицу τ и, по возможности, упростить матрицу α (следова-
тельно, A2). Для этого используем матрицу перехода

T =


E T2 0 0

0 E 0 0

0 0 E T2

0 0 0 E

 , где T2 =

(
0 0

A21 A22

)
.

Вычисляя TαT−1, получим (для одного блока):(
E T2

0 E

)(
L A2

0 L

)(
E T2

0 E

)
=

(
L LT2 + A2 + T2L

0 L

)
=

(
L J

0 L

)
.

Теорема доказана.

Мы не будем записывать матричное представление регулярного множества
полуполевой плоскости четного порядка, допускающей автотопизм порядка 4,
ввиду очень громоздкой записи и долгого вывода. Как и в теореме 3.3.9, блоки-
четверти матрицы θ(V, U) примут вид, отчасти аналогичный (3.1.5).

Отметим особый случай p ≡ −1 (mod 4), исключенный в условии теоре-
мы 3.3.3 и вспомогательных лемм. Обратим внимание, что такая характери-
стика основного поля выделялась как особенная и в других исследованиях. В
частности, Г. Мурхауз [93, лемма 2.5] указывает, что для проективной плоско-
сти Π порядка n2, где n ≡ 3 (mod 4), и циклической группы коллинеаций G

порядка 4 инволюция в G обязательно является перспективностью.
Другая особенность при «плохой» характеристике была замечена автором

в ходе изучения 3-примитивных полуполевых плоскостей: множитель 2m числа
N не ограничивает порядок 2-элементов в группе автотопизмов.

Пример 3.4. Существуют ровно восемь, с точностью до изоморфизма, по-
луполевых плоскостей порядка 81 = 34, допускающих бэровскую инволюцию
(подробно в § 4.3). Для каждой из них группа автотопизмов Λ имеет порядок
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2m (m = 8, . . . , 11), разрешима и содержит четыре или 100 (в одном случае)
бэровских инволюций. Мы предлагаем обратить внимание на последние два
столбца Табл. 8 из § 4.3. Для построенных плоскостей в этих столбцах указа-
но количество n8 автотопизмов порядка 8: 32, 160, 192 и 576, и количество n16

автотопизмов порядка 16: 128 и 768. Таким образом, полуполевые плоскости
порядка 34 допускают 2-элементы порядка более 4 в группе автотопизмов.

Рассмотрим теперь лемму 3.3.1 и укажем при p ≡ −1 (mod 4) пример авто-
топизма порядка 4, действующего тождественно на бэровской подплоскости.

Пример 3.5. Поставим задачу: в обозначениях леммы 3.3.1 построить по-
луполевую плоскость порядка 81, допускающую одновременно автотопизм α

порядка 4, действующий тождественно на бэровской подплоскости πτ , и авто-
топизм γ порядка 4, индуцирующий на πτ бэровскую инволюцию. Здесь τ =

α2 = γ2 – бэровская инволюция. Ввиду неприводимости многочлена λ2 + 1 над
полем Zp мы не можем записать α или γ в жордановой нормальной форме.
Будем считать, что

α =


S 0 0 0

0 E 0 0

0 0 S 0

0 0 0 E

 , γ =


P 0 0 0

0 L 0 0

0 0 P 0

0 0 0 L

 , S =

(
0 1

−1 0

)
,

S2 = P 2 = −E, P 6= S. Уточняя при условии (2.2.3) для α и γ вид регулярного
множества (3.1.6), мы получим:

Q = K = {−xS + yE | x, y ∈ Zp},

m(−xS + yE) = xM + yE, f(−xS + yE) = xF − ySF,

M =

(
0 m1

−m1 0

)
, F =

(
f1 0

0 f2

)
, P =

(
p1 p2

p2 −p1

)
, p2

1 + p2
2 = −1.

Расчеты, приводящие к этим результатам, весьма несложные, и мы их не
приводим. Выбрав в качестве основного поля минимальный вариант Z3, мы
должны теперь подобрать коэффициенты m1, f1, f2 так, чтобы все ненулевые
матрицы регулярного множества были невырожденными. Как показывают ком-
пьютерные расчеты, это условие выполняется при M = S и F = ±E. Таким
образом, регулярное множество из матриц вида(

xS + yE ±(zE − tS)

−zS + tE −xS + yE

)
, x, y, z, t ∈ Z3,

представляет пример, поясняющий необходимость условия на характеристику
поля во всех результатах этого параграфа.
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3.4. Подгруппа автотопизмов, изоморфная A4

Как следует из леммы 3.2.9, несложно указать достаточное количество при-
меров полуполевых плоскостей четного порядка, допускающих A4. Тем больший
интерес вызывают плоскости нечетного порядка. Первые результаты автора в
этом направлении были получены совместно со студенткой В. О. Прамзиной
в [127]. Для полуполевой плоскости ранга 2 над конечным полем нечетного по-
рядка доказано отсутствие подгруппы, изоморфной A4, в группе автотопизмов
и в линейном трансляционном дополнении вообще.

Лемма 3.4.1. Пусть π – полуполевая плоскость ранга нечетного порядка
p2k с ядром N0 ⊇ GF (pk) (p > 2 – простое). Тогда линейное трансляционное
дополнение G0 плоскости π не содержит подгруппы, изоморфной знакопере-
менной группе A4.

Доказательство. Регулярное множество плоскости π зададим 2×2-матрицами
над GF (pk), коллинеации – матрицами размерности 4 × 4. Так как гомоло-
гии порядка два не сопряжены в G0, то подгруппа H ' A4 содержит бэ-
ровские инволюции τ , σ, τσ = στ и коллинеацию γ порядка три с условием
γ−1τγ = σ. Без ограничения общности можно считать, что τ имеет вид (3.1.3)

при L =

(
−1 0

0 1

)
. Если γ =

(
A B

0 D

)
и γ3 = ε, то A3 = D3 = E, AB +BD =

−A−1BD−1. Из условия перестановочности τ с σ = γ−1τγ имеем

LA2LA = A2LAL, LD2LD = D2LDL

LA2LB + L(AB +BD)LD = A2LBL+ (AB +BD)LDL.

Пусть A =

(
a11 a12

a21 a22

)
. Тогда из первого условия A =

(
a11 0

0 a22

)
либо

A =

(
0 a12

a21 0

)
. Второй случай невозможен, так как A3 = E. Таким образом,

A и D – диагональные матрицы, поэтому LA = AL, LD = DL. Далее, из
третьего условия B = LBL и окончательно

σ =

(
A2LA A2LB − A2BD2LD

0 D2LD

)
=

(
L 0

0 L

)
= τ,

лемма доказана.

Доказано также, что трансляционное дополнение G плоскости нечетного по-
рядка ранга два тоже не содержит подгруппы, изоморфной A4. При доказатель-
стве были рассмотрены не только линейные, но и полулинейные отображения в
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качестве коллинеаций τ и γ. Мы не будем останавливаться на этом результате:
он не является существенным при изучении проблемы разрешимости Aut π.

Отказываясь от условия на порядок ядра полуполевой плоскости, приходим
к необходимости записи регулярного множества матрицами размерности N×N
над полем простого порядка Zp. В работе [131] автором получено матричное
представление такого регулярного множества для полуполевой плоскости, до-
пускающей группу автотопизмов H ' A4.

Теорема 3.4.2. Пусть π – полуполевая плоскость нечетного порядка pN

(p > 2 – простое), группа автотопизмов Λ которой содержит подгруппу
H ' A4. Тогда N = 4n и плоскость π может быть задана 8n-мерным век-
торным пространством над Zp так, что регулярное множество плоскости
R ⊂ GL4n(p) ∪ {0} образовано (4n× 4n)-матрицами вида

θ(V1, U1, V2, U2) =


µ(J−1U2J) ν(J−1V2) ψ(J−1U1) ϕ(J−1V1)J−1

ψ(JV2) µ(JU2J
−1) ν(JV1) ϕ(JU1)J−1

ν(U1) ψ(V1) µ(U2) ϕ(V2)

V1 U1 V2 U2

 , (3.4.1)

где J3 = E; V1 ∈ Q1, U1 ∈ K1, V2 ∈ Q2, U2 ∈ K2; Q1, K1, Q2, K2 – регулярные
множества в GLn(p) ∪ {0};

J−1K2J = K2, JK1 = Q2, JQ1 = K1, JQ2 = Q1;

ν, ψ, µ, ϕ – инъективные линейные отображения из K1, Q1, K2, Q2 соответ-
ственно в GLn(p) ∪ {0}, причем

µ(E) = E, ν(E) = E, ϕ(E) 6= E, ψ(E) 6= E. (3.4.2)

Для доказательства этой теоремы найдем предварительно матричное пред-
ставление элементов τ , σ, γ, порождающих подгруппу:

H = 〈τ, σ〉h 〈γ〉 ' A4, |τ | = |σ| = 2, |γ| = 3, στ = τσ, γ−1τγ = σ. (3.4.3)

Так как инволюции τ, σ, τσ сопряжены в H, то по лемме (3.2.2) это бэровские
инволюции, и можно считать, что τ имеет вид (3.1.3), а σ – вид (3.2.2). При этом
матрица τ имеет два диагональных блока L размерности 4n×4n, а матрица σ –
четыре диагональных блока L размерности 2n× 2n.

Лемма 3.4.3. Пусть π – полуполевая плоскость нечетного порядка pN (p >
2 – простое), группа автотопизмов Λ которой содержит подгруппу H (3.4.3).
Тогда порядок плоскости π равен p4n и, без ограничения общности, можно
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записать автотопизмы τ и σ матрицами размерности 8n× 8n вида (3.1.3) и
(3.2.2) соответственно,

γ =



0 0 E 0 0 0 0 0

E 0 0 0 0 0 0 0

0 E 0 0 0 0 0 0

0 0 0 J 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 E 0 0 0

0 0 0 0 0 E 0 0

0 0 0 0 0 0 0 J


, J3 = E. (3.4.4)

Доказательство. Учитывая рассуждения выше, найдем только вид матрицы γ.
Пусть

γ =

(
S 0

0 Z

)
, S =

(
S1 S2

S3 S4

)
, Z =

(
Z1 Z2

Z3 Z4

)
.

Так как τ γ = σ, σγ = τσ, то

S−1

(
−E 0

0 E

)
S =

(
L 0

0 L

)
, S−1

(
L 0

0 L

)
S =

(
−L 0

0 L

)
,

аналогичные равенства выполняются для матрицы Z. Рассмотрим далее только
соотношения, связанные с матрицей S:(

−E 0

0 E

)(
S1 S2

S3 S4

)
=

(
S1 S2

S3 S4

)(
L 0

0 L

)
,(

L 0

0 L

)(
S1 S2

S3 S4

)
=

(
S1 S2

S3 S4

)(
−L 0

0 L

)
,

− S1 = S1L, −S2 = S2L, S3 = S3L, S4 = S4L,

LS1 = −S1L, LS2 = S2L, LS3 = −S3L, LS4 = S4L.

Записывая каждую из матриц Si в виде Si =

(
Si1 Si2
Si3 Si4

)
, получим:

S12 = S14 = S11 = 0, S22 = S24 = S23 = 0,

S31 = S33 = S34 = 0, S41 = S43 = S42 = 0,

тогда

S =


0 0 S21 0

S13 0 0 0

0 S32 0 0

0 0 0 S44

 ,



70

где все записанные блоки Sij являются невырожденными матрицами. Вычисляя
S3 = E, получим далее равенства

S21S32S13 = E, S13S21S32 = E, S32S13S21 = E, S3
44 = E.

Выполним замену базиса, не меняющую вида матриц τ и σ, используя матрицу
перехода

M =


S−1

21 0 0 0

0 S−1
21 S

−1
13 0 0

0 0 E 0

0 0 0 E

 ,

тогда

M


0 0 S21 0

S13 0 0 0

0 S32 0 0

0 0 0 S44

M−1 =


0 E 0 0

E 0 0 0

0 E 0 0

0 0 0 S44

 .

Таким образом, учитывая возможность изменения базиса, считаем, что

S =


0 E 0 0

E 0 0 0

0 E 0 0

0 0 0 I

 , Z =


0 E 0 0

E 0 0 0

0 E 0 0

0 0 0 J

 ,

где I3 = J3 = E. Заметим, что рассматривая в качестве матрицы перехода про-
извольную блочно-диагональную матрицу M с диагональными блоками раз-
мерностью n × n, мы не сможем в общем случае привести блок S44 к виду E.
Однако, если многочлен λ3 − 1 разлагается над Zp на линейные множители,
можно привести S44 к жордановой нормальной форме.

Далее, поскольку γ – коллинеация, то из условия (2.2.3) имеем S−1Z ∈ R,
тогда

S2Z =


E 0 0 0

0 E 0 0

0 0 E 0

0 0 0 I2J

 = E,

отсюда I = J , γ =

(
S 0

0 S

)
, лемма доказана.

Лемма 3.4.4. Пусть π – полуполевая плоскость нечетного порядка p4n

(p > 2 – простое), группа автотопизмов Λ которой содержит бэровские ин-
волюции τ (3.1.3) и σ (3.2.2). Тогда произвольная матрица регулярного мно-
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жества плоскости π записывается в виде

θ(V, U) =

(
m(U) f(V )

V U

)
=


m1(U2) m2(V2) f1(U1) f2(V1)

m3(V2) m4(U2) f3(V1) f4(U1)

ν(U1) ψ(V1) µ(U2) ϕ(V2)

V1 U1 V2 U2

 ,

где V1 ∈ Q1, U1 ∈ K1, V2 ∈ Q2, U2 ∈ K2, функции ν, ψ, µ, ϕ, mi, fi (i = 1, . . . , 4) –
линейные отображения из множества n× n-матриц в GLn(p) ∪ {0}, причем
m1(E) = m4(E) = µ(E) = E.

Доказательство. По лемме 3.1.5, матрицы регулярного множестваR ⊂ GL4n(p)∪
{0} имеют вид (3.1.6). Разобьем матрицы V ∈ Q, U ∈ K размерности 2n×2n на
n× n-блоки, пусть V1, U1 – нижние блоки в V , V2, U2 – нижние блоки в U . То-
гда (снова по лемме 3.1.5) регулярное множество K ⊂ GL2n(p) ∪ {0} бэровской
подплоскости πτ имеет вид

K =

{
U =

(
µ(U2) ϕ(V2)

V2 U2

) ∣∣∣∣∣ U2 ∈ K2, V2 ∈ Q2

}
,

где K2, Q2 – регулярные множества в GLn(p) ∪ {0}, µ и ϕ – инъективные ли-
нейные отображения из K2 и Q2 соответственно в GLn(p) ∪ {0}, µ(E) = E,
ϕ(E) 6= E.

Рассмотрим коллинеацию σ и проверим выполнение условия (2.2.3)(
L 0

0 L

)
θ(V, U)

(
L 0

0 L

)
∈ R ∀U ∈ K, ∀V ∈ Q.

Положим V = 0, тогда для произвольного U ∈ K имеем(
L 0

0 L

)(
m(U) 0

0 U

)(
L 0

0 L

)
=

(
Lm(U)L 0

0 LUL

)
= θ(0, LUL),

поэтому LUL ∈ K и m(LUL) = Lm(U)L. Положим

m(U) =

(
m1(V2, U2) m2(V2, U2)

m3(V2, U2) m4(V2, U2)

)
,

где V2 ∈ Q2, U2 ∈ K2, тогда

Lm(U)L =

(
m1(V2, U2) −m2(V2, U2)

−m3(V2, U2) m4(V2, U2)

)
.
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Учитывая, что LUL =

(
µ(U2) −ϕ(V2)

−V2 U2

)
, для произвольных элементов U2 ∈ K2

и V2 ∈ Q2 получим равенства

m1(V2, U2) = m1(−V2, U2), −m2(V2, U2) = m2(−V2, U2),

−m3(V2, U2) = m3(−V2, U2), m4(V2, U2) = m4(−V2, U2).

В силу аддитивности функцийmi делаем очевидные выводы:m1 иm4 не зависят
от V2, m2 и m3 не зависят от U2. Таким образом, можно записать функцию m(U)

в виде

m(U) =

(
m1(U2) m2(V2)

m3(V2) m4(U2)

)
.

Пусть, далее, U = 0, тогда для произвольного V ∈ Q верно(
L 0

0 L

)(
0 f(V )

V 0

)(
L 0

0 L

)
=

(
0 Lf(V )L

LV L 0

)
= θ(LV L, 0).

Из этого условия следует, что регулярное множество Q также определяет полу-

полевую плоскость, допускающую бэровскую инволюцию

(
L 0

0 L

)
, и поэтому

каждая матрица V может быть записана в виде (3.1.6)

V =

(
ν(U1) ψ(V1)

V1 U1

)
,

где V1 ∈ Q1 и U1 ∈ K1. Множества Q1, K1 при этом являются регулярными
множествами вGLn(p)∪{0}, ν(E) = E, ψ(E) 6= E. Вычисляя Lf(V )L = f(LV L),
получим соотношения для функций fi, аналогичные приведенным выше, откуда

f(V ) =

(
f1(U1) f2(V1)

f3(V1) f4(U1)

)
,

лемма доказана.

Лемма 3.4.5. В условиях леммы 3.4.3 пусть σ0 – сужение σ на πτ , π1 –

бэровская подплоскость в πτ , фиксируемая инволюцией σ0, тогда

(
J 0

0 J

)
–

автотопизм плоскости π1.

Доказательство. Запишем коллинеацию γ =

(
S 0

0 S

)
в виде (3.4.4), введя обо-

значения для отдельных блоков:

E1 =

(
E 0

0 0

)
, E2 =

(
0 E

0 0

)
, E3 =

(
0 0

E 0

)
, EJ =

(
0 0

0 J

)
,
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тогда S =

(
E3 E1

E2 EJ

)
. Так как γ – коллинеация, то для каждой матрицы θ(V, U)

из регулярного множества R плоскости π произведение S−1θ(V, U)S также при-
надлежит R. Рассматривая V = 0 и произвольное U ∈ K, получим

S−1θ(0, U)S =

(
E2 E3

E1 E2
J

)(
m(U) 0

0 U

)(
E3 E1

E2 EJ

)
=

=

(
E2m(U)E3 + E3UE2 E2m(U)E1 + E3UEJ
E1m(U)E3 + E2

JUE2 E1m(U)E1 + E2
JUEJ

)
= θ(V , U)

для некоторых V ∈ Q, U ∈ K. Запишем матрицы U ∈ K и m(U) с учетом
леммы 3.4.4:

U =

(
µ(U2) ϕ(V2)

V2 U2

)
, m(U) =

(
m1(U2) m2(V2)

m3(V2) m4(U2)

)
.

Тогда

U = E1m(U)E1 + E2
JUEJ =

=

(
E 0

0 0

)(
m1(U2) m2(V2)

m3(V2) m4(U2)

)(
E 0

0 0

)
+

(
0 0

0 J2

)(
µ(U2) ϕ(V2)

V2 U2

)(
0 0

0 J

)
=

=

(
m1(U2) 0

0 J2U2J

)
∈ K.

Отсюда J−1U2J ∈ K2 для любого U2 ∈ K2, т. е. выполнено условие (2.2.3), поэто-

му матрица

(
J 0

0 J

)
задает автотопизм полуполевой плоскости π1 с регулярным

множеством K2. Лемма доказана.

Лемма 3.4.6. В условиях леммы 3.4.3 верно m1(U2) = µ(J−1U2J), m4(U2) =

µ(JU2J
−1) для всех U2 ∈ K2, f1(U1) = m3(JU1), f4(U1) = ϕ(JU1)J для всех

U1 ∈ K1, причем K1 = J−1Q2.

Доказательство. Опираясь на доказательство леммы 3.4.5, рассмотрим θ(V , U) =

S−1θ(0, U)S. Так как

U =

(
µ(J−1U2J) 0

0 J−1U2J

)
,

то m1(U2) = µ(J−1U2J). Вычислим далее

m(U) = E2m(U)E3+E3UE2 =

(
m4(U2) 0

0 µ(U2)

)
=

(
m1(J−1U2J) m2(0)

m3(0) m4(J−1U2J)

)
.
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Приравнивая блоки, получим для всех U2 ∈ K2 и V2 ∈ Q2

m1(J−1U2J) = m4(U2), m4(J−1U2J) = µ(U2).

Заключаем, что

m4(U2) = m1(J−1U2J) = µ(J−2U2J
2) = µ(JU2J

−1).

Запишем далее

V = E1m(U)E3 + E2
JUE2 =

(
m2(V2) 0

0 J2V2

)
,

f(V ) = E2m(U)E1 + E3UEJ =

(
m3(V2) 0

0 ϕ(V2)J

)
=

(
f1(J2V2) f2(0)

f3(0) f4(J2V2)

)
.

Так как V ∈ Q, то J2V2 ∈ K1 для всех V2 ∈ Q2, т.е. K1 = J−1Q2. Так
как Q содержит единичную матрицу, то множество Q2 содержит матрицу J .
Выполняя сравнение матриц V и V , получим(

ν(J−1V2) ψ(0)

0 J−1V2

)
=

(
m2(V2) 0

0 J−1V2

)
,

отсюда m2(V2) = ν(J−1V2) ∀V2 ∈ Q2.
Записывая f(V ), имеем:(

f1(J−1V2) f2(0)

f3(0) f4(J−1V2)

)
=

(
m3(V2) 0

0 ϕ(V2)J

)
,

откуда делаем выводы: f1(U1) = m3(JU1), f4(U1) = ϕ(JU1)J (U1 ∈ K1). Лемма
доказана.

Учитывая полученный результат, заменим блокиmi(U2) и fi(V1) (i = 1, 2, 3, 4)
в формулировке леммы 3.4.4 и получим уточненный вид матрицы регулярного
множества плоскости π:

θ(V, U) =


µ(J−1U2J) ν(J−1V2) m3(JU1) f2(V1)

m3(V2) µ(JU2J
−1) f3(V1) ϕ(JU1)J

ν(U1) ψ(V1) µ(U2) ϕ(V2)

V1 U1 V2 U2

 .

Доказательство теоремы 3.4.2 завершает следующая лемма.
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Лемма 3.4.7. В условиях леммы 3.4.3 верны равенства Q2 = J−1Q1, K1 =

JQ1, причем для всех V1 ∈ Q1, U1 ∈ K1 и V2 ∈ Q2

f1(U1) = ψ(J−1U1),

f2(V1) = ϕ(J−1V1)J−1,

f3(V1) = ν(JV1),

m3(V2) = ψ(JV2).

Доказательство. Рассмотрим произвольный элемент V ∈ Q,

V =

(
ν(U1) ψ(V1)

V1 U1

)
,

и вычислим произведение S−1θ(V, 0)S:

S−1θ(V, 0)S =

(
E3V E3 + E2f(V )E2 E3V E1 + E2f(V )EJ
E2
JV E3 + E1f(V )E2 E2

JV E1 + E1f(V )EJ

)
= θ(V , U).

Здесь

U = E2
JV E1 + E1f(V )EJ =

(
0 f2(V1)J

J2V1 0

)
∈ Q,

тогда J2V1 ∈ Q2 и ϕ(J2V1) = f2(V1)J . В силу произвольности V1 ∈ Q1 имеем
Q2 = J−1Q1, J ∈ Q1, f2(V1) = ϕ(J−1V1)J−1.

Далее, m(U) = E3V E3 + E2f(V )E2, отсюда(
m1(0) m2(J2V1)

m3(J2V1) m4(0)

)
=

(
0 f3(V1)

ψ(V1) 0

)
,

тогда m2(J2V1) = f3(V1) и m3(J2V1) = ψ(V1), т.е. m3(V2) = ψ(JV2) для произ-
вольного V2 ∈ Q2.

Рассмотрим V = E2
JV E3 + E1f(V )E2 ∈ Q, получим равенство(

0 f1(U1)

J2U1 0

)
=

(
ν(0) ψ(J2U1)

J2U1 0

)
,

тогда J2U1 ∈ Q1, J−1K1 = Q1, f1(U1) = ψ(J2U1).
Для f(V ) = E3V E1 + E2f(V )EJ получаем(

0 f4(U1)J

ν(U1) 0

)
=

(
f1(0) f2(J2U1)

f3(J2U1) f4(0)

)
.

Приравнивая соответствующие элементы и используя ранее полученные равен-
ства, получаем требуемый результат.

Теорема 3.4.2 полностью доказана.
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3.5. Подгруппа автотопизмов, изоморфная A5

В предположении неразрешимости группы коллинеаций недезарговой полу-
полевой плоскости конечного порядка композиционные факторы должны быть
изоморфны известным простым группам. Непосредственный перебор всех вари-
антов из списка простых неабелевых групп приводит к очень большому количе-
ству исследований. Предлагается проверить существование подгруппы группы
коллинеаций, изоморфной знакопеременной группе A5 (подгруппе значитель-
ного количества простых неабелевых групп). Будем использовать матричное
представление подгруппы автотопизмов, изоморфной A4, и регулярного мно-
жества полуполевой плоскости нечетного порядка pN .

В этом параграфе получено матричное представление регулярного множе-
ства полуполевой плоскости произвольного нечетного порядка pN , допускающей
группу автотопизмов, изоморфную знакопеременной группе A5. На основе полу-
ченного матричного представления показано, что такая ситуация невозможна:
группа автотопизмов недезарговой полуполевой плоскости нечетного порядка
не может содержать подгруппы, изоморфной A5.

Теорема 3.5.1. Пусть π – полуполевая плоскость нечетного порядка pN

(p > 2, p 6= 5 – простое), группа автотопизмов Λ которой содержит подгруп-
пу H0 ' A5. Тогда N = 4n и плоскость π может быть задана 8n-мерным
векторным пространством над Zp так, что регулярное множество плоско-
сти R ⊂ GL4n(p) ∪ {0} образовано (4n× 4n)-матрицами вида

θ(V1, U1, V2, U2) =


µ(U2) −ψ(V2) ψ(U1) ϕ(V1)

ψ(V2) µ(U2) −ψ(V1) ϕ(U1)

−ψ(U1) ψ(V1) µ(U2) ϕ(V2)

V1 U1 V2 U2

 , (3.5.1)

где V1, U1, V2 ∈ Q1, U2 ∈ Q2, Q1, Q2 – регулярные множества в GLn(p) ∪ {0};
ψ, µ, ϕ – инъективные линейные отображения из Q1, Q2 соответственно в
GLn(p) ∪ {0}, причем µ(E) = E, ϕ(E) 6= E, ψ(E) = −E.

Теорема 3.5.2. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость нечетного
порядка pN (p > 2 – простое). Тогда ее группа автотопизмов Λ не может
содержать подгруппу, изоморфную знакопеременной группе A5.

Для доказательства используем обозначения и результаты предыдущего па-
раграфа. Считаем, что H < Λ – подгруппа группы автотопизмов, изоморфная
A4 (3.4.3). Используя подстановочное представление подгруппы H и полагая

τ ↔ (12)(34)(5), σ ↔ (13)(24)(5), γ ↔ (132)(4)(5),
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рассмотрим подстановку (125)(3)(4) и обозначим α соответствующий автото-
пизм. Тогда

|α| = 3, (τα)2 = ε, αγ2 = γα2, |ασ| = 5,

H0 = 〈τ, γ, α〉 ' A5. Найдем матричное представление автотопизма α, основы-

ваясь на перечисленных условиях. Обозначим α =

(
A 0

0 D

)
и выпишем сначала

условия, которым удовлетворяет блок-матрица D =

(
D1 D2

D3 D4

)
. Далее, для со-

кращения записи, будем использовать обозначения блоков матрицы γ:
0 0 E 0

E 0 0 0

0 E 0 0

0 0 0 J

 =

(
E3 E1

E2 J4

)
.

1. Рассмотрим равенства (τα)2 = ε и α3 = ε, получим((
−E 0

0 E

)(
D1 D2

D3 D4

))2

=

(
−D1 −D2

D3 D4

)2

=

(
E 0

0 E

)
,

(
−D1 −D2

D3 D4

)(
−E 0

0 E

)
=

(
D1 D2

D3 D4

)2

.

Выполняя действия с матрицами, получаем систему уравнений

D2
1 +D2D3 = D1,

D2
1 −D2D3 = E,

D1D2 +D2D4 = −D2,

D1D2 −D2D4 = 0,

D3D1 +D4D3 = −D3,

−D3D1 +D4D3 = 0,

D2
4 +D3D2 = D4,

D2
4 −D3D2 = E.
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Перепишем систему, складывая и вычитая уравнения попарно:

2D2
1 −D1 − E = 0,

2D2
4 −D4 − E = 0,

2D2D3 = D1 − E,
2D3D2 = D4 − E,
(2D1 + E)D2 = 0,

D2(2D4 + E) = 0,

(2D4 + E)D3 = 0,

D3(2D1 + E) = 0.

(3.5.2)

Очевидно, характеристические корни матриц D1 и D4 могут быть равны
только 1 или −1

2
, поэтому матрицы D1 и D4 – невырожденные.

Если матрица D2 или матрица D3 является невырожденной, то D1 = D4 =

−1
2
E. В этом случае 2D2D3 = −3

2
E и D3 = −3

4
D−1

2 .
Пусть |D2| 6= 0, |D3| 6= 0, тогда

D =

(
−1

2
E D2

−3
4
D−1

2 −1
2
E

)
, D2 = D−1 =

(
−1

2
E −D2

3
4
D−1

2 −1
2
E

)
.

Рассмотрим условие αγ2 = γα2, имеем для матрицы D равенство(
−1

2
E2 +D2E1 −1

2
E3 +D2J

2
4

−3
4
D−1

2 E2 − 1
2
E1 −3

4
D−1

2 E3 − 1
2
J2

4

)
=

(
−1

2
E3 + 3

4
E1D

−1
2 −E3D2 − 1

2
E1

−1
2
E2 + 3

4
J4D

−1
2 −E2D2 − 1

2
J4

)
,

приравняем элементы на месте 21: −1
2
E3+D2J

2
4 = −E3D2− 1

2
E1. В это равенство

подставим D2 =

(
D21 D22

D23 D24

)
, тогда

(
0 D22J

2

−1
2
E D24J

2

)
=

(
−1

2
E 0

−D21 −D22

)
,

что невозможно. Следовательно, |D2| = |D3| = 0.
Пусть D2 = 0, тогда D1 = D4 = E и D3 = 0, тогда матрица D единич-

ная и условие αγ2 = γα2 не выполняется. При D3 = 0 получаем аналогичный
результат. Пусть D1 = −1

2
E или D4 = −1

2
E, тогда 2D2D3 = −3

2
E и матрицы

D2, D3 невырожденные. Заметим, что тот же результат получается в случае
произвольных скалярных матриц D1, D4; оформим рассуждения леммой.

Лемма 3.5.3. D1 и D4 являются невырожденными нескалярными матри-
цами, D2 и D3 – вырожденными ненулевыми матрицами.
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2. Рассмотрим равенство αγ2 = γα2:(
D1 D2

D3 D4

)(
E2 E3

E1 J2
4

)
=

(
E3 E1

E2 J4

)(
D1 −D2

−D3 D4

)
,


D1E2 +D2E1 = E3D1 − E1D3,

D1E3 +D2J
2
4 = −E3D2 + E1D4,

D3E2 +D1E1 = E2D1 − J4D3,

D3E3 +D4J
2
4 = −E2D2 + J4D4.

(3.5.3)

Каждый из блоков Di (i = 1, 2, 3, 4) заменим на

(
Di1 Di2

Di3 Di4

)
, тогда систе-

ма (3.5.3) преобразуется в 16 равенств
D21 = −D31,

D11 = −D32,

D23 = D11,

D13 = D12;


D12 = D41,

D22J
2 = D42,

D14 = −D21,

D24J
2 = −D22;


D41 = D13,

D31 = D14,

D43 = −JD33,

D33 = −JD34;


D32 = −D23,

D42J
2 = −D24,

D34 = JD43,

D44J
2 = JD44.

Учитывая эти равенства, запишем матрицу D в виде

D =


D11 D12 −D14 D22

D12 D14 D11 −D22J

D14 −D11 D12 D22J
2

D33 −J2D33 −JD33 D44

 , (3.5.4)

при условии
JD44J = D44. (3.5.5)

Лемма 3.5.4. Матрица D (эквивалентно, A), определяющая автотопизм
α, имеет вид (3.5.4), причем выполнены условия (3.5.2) и (3.5.5).

Далее подставим блоки Di (i = 1, 2, 3, 4) в условия (3.5.2), получим при этом
32 новых матричных равенства, которые запишем в порядке, более удобном для
дальнейших расчетов:

2D2
11 + 2D2

12 −D11 − E = 0,

2D2
12 + 2D2

14 −D14 − E = 0,

2D2
14 + 2D2

11 +D12 − E = 0,

2D2
11 − 2D22D33 +D14 − E = 0,

2D2
12 − 2D22D33 −D12 − E = 0,

2D2
14 − 2D22D33 +D11 − E = 0;

(3.5.6)
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

2D11D12 + 2D12D14 −D12 = 0,

2D12D14 − 2D14D11 −D11 = 0,

2D14D11 − 2D11D12 +D14 = 0,

2D11D12 + 2D22J
2D33 +D11 = 0,

2D12D14 + 2D22J
2D33 +D14 = 0,

2D14D11 − 2D22J
2D33 −D12 = 0;

(3.5.7)



2D12D11 + 2D14D12 −D12 = 0,

2D14D12 − 2D11D14 −D11 = 0,

2D11D14 − 2D12D11 +D14 = 0,

2D12D11 + 2D22JD33 +D11 = 0,

2D14D12 + 2D22JD33 +D14 = 0,

2D11D14 − 2D22JD33 −D12 = 0;

(3.5.8)



2D33D11 − 2D44D33 − JD33 = 0,

2D33D12 + 2JD44D33 −D33 = 0,

2D33D14 − 2J2D44D33 − J2D33 = 0,

2D33D11 − 2J2D33D12 +D33 = 0,

2D33D12 − 2J2D33D14 − J2D33 = 0,

2D33D14 + 2J2D33D11 − JD33 = 0;

(3.5.9)



2D11D22 − 2D22D44 −D22J
2 = 0,

2D12D22 + 2D22JD44 −D22 = 0,

2D14D22 − 2D22D44J −D22J = 0,

2D11D22 − 2D12D22J +D22 = 0,

2D12D22 − 2D14D22J −D22J = 0,

2D14D22 + 2D11D22J −D22J
2 = 0;

(3.5.10)

{
2JD33D22J

2 − 2D2
44 +D44 + E = 0,

2D33D22 + 2J2D33D22J −D44 + E = 0.
(3.5.11)

Решив все системы поочередно относительно произведений и квадратов мат-
риц Dij, выпишем полученные соотношения.
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

D2
11 = 1

4
(D11 −D12 −D14 + E),

D2
12 = 1

4
(D11 +D12 +D14 + E),

D2
14 = 1

4
(−D11 −D12 +D14 + E),

D2
44 = 1

4
D44(E + J + J2) + 1

4
E,

D22D33 = 1
4
(D11 −D12 +D14 − E),

D33D22 = 1
4
D44(E + J − J2)− 1

4
E,

D11D12 = D12D14 = 1
4
(−D11 +D12 +D14),

D12D14 = D14D12 = 1
4
(D11 +D12 −D14),

D14D11 = D11D14 = 1
4
(−D11 +D12 −D14),

D22JD33 = D22J
2D33 = 1

4
(−D11 −D12 −D14),

D33D11 = D33D14 = 1
4
(−E + J + J2)D33,

D33D12 = 1
4
(E + J + J2)D33,

D44D33 = 1
4
(−E − J + J2)D33,

D11D22 = D14D22 = 1
4
D22(−E + J + J2),

D12D22 = 1
4
D22(E + J + J2),

D22D44 = 1
4
D22(−E + J − J2).

(3.5.12)

3. Рассмотрим далее условие |ασ| = 5 и возведем в пятую степень матрицу

D =


−D11 D12 D14 D22

−D12 D14 −D11 −D22J

−D14 −D11 −D12 D22J
2

−D33 −J2D33 JD33 D44

 .

Получаемые при умножении матриц попарные произведения блоков Dij за-
меняем при помощи равенств (7.2.3). Запишем

D
2

=


−D14 D11 −D12 −D22J

2

−D11 −D12 D14 −D22

D12 D14 D11 −D22J

JD33 −D33 −J2D33 D44J
2

 , D
3

=


−D14 −D11 D12 −D22J

2

D11 −D12 D14 D22

−D12 D14 D11 D22J

JD33 D33 J2D33 D44J
2

 ,

D
5

=


E 0 0 0

0 E 0 0

0 0 E 0

0 0 0 D44

 .

Из D44 = E и (3.5.5) имеем J2 = E = J3 и, следовательно, J = E. Преобра-
зуем систему (7.2.3):
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

D2
11 = 1

4
(D11 −D12 −D14 + E),

D2
12 = 1

4
(D11 +D12 +D14 + E),

D2
14 = 1

4
(−D11 −D12 +D14 + E),

D22D33 = 1
4
(D11 −D12 +D14 − E),

D33D22 = 0,

D11D12 = D12D14 = 1
4
(−D11 +D12 +D14),

D12D14 = D14D12 = 1
4
(D11 +D12 −D14),

D14D11 = D11D14 = 1
4
(−D11 +D12 −D14),

D22D33 = 1
4
(−D11 −D12 −D14),

D33D11 = D33D14 = 1
4
D33,

D33D12 = 3
4
D33,

D33 = −1
4
D33,

D11D22 = D14D22 = 1
4
D22,

D12D22 = 3
4
D22,

D22 = −1
4
D22.

(3.5.13)

Если характеристика поля p 6= 5, то D22 = D33 = 0. Тогда D12 = −1
2
E,

D14 = −D11 + 1
2
E, D2

11 − 1
2
D11 − 1

4
E = 0. Таким образом, доказана

Лемма 3.5.5. Если p 6= 5, то матрица D (эквивалентно, A), определяющая
автотопизм α, имеет вид

D =


D11 −1

2
E −D11 − 1

2
E 0

−1
2
E −D11 + 1

2
E D11 0

−D11 + 1
2
E −D11 −1

2
E 0

0 0 0 E

 , (3.5.14)

при условии

D2
11 −

1

2
D11 −

1

4
E = 0. (3.5.15)

Случай p = 5 будет далее рассмотрен особо.
Выясним, какой вид имеют матрицы регулярного множества полуполевой

плоскости при p 6= 5, допускающей подгруппу автотопизмов, изоморфную A5.
Используем полученный в теореме 3.4.2 вид (3.4.1) и добавим ограничения,
следующие из того, что α является коллинеацией. Для любой матрицы θ(x) из
регулярного множества произведение A−1θ(x)D также должно принадлежать
регулярному множеству. В частности, при θ(x) = E получим A−1D ∈ R, где A
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и D – матрицы вида (3.5.14). При умножении имеем

A−1D =


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 E

 = E,

поэтому A = D. Далее, для сокращения обозначений, полагаем D11 = Y , 4Y 2−

2Y − E = 0, α =

(
D 0

0 D

)
,

D =


Y −1

2
E −Y − 1

2
E 0

−1
2
E −Y + 1

2
E Y 0

−Y + 1
2
E −Y −1

2
E 0

0 0 0 E

 . (3.5.16)

По теореме 3.4.2 при J = E получим:

θ(V1, U1, V2, U2) =


µ(U2) ν(V2) ψ(U1) ϕ(V1)

ψ(V2) µ(U2) ν(V1) ϕ(U1)

ν(U1) ψ(V1) µ(U2) ϕ(V2)

V1 U1 V2 U2

 , (3.5.17)

матрицы V1, U1, V2 принадлежат одному множеству Q1, U2 ∈ Q2,

µ(E) = ν(E) = E, ϕ(E) 6= E, ψ(E) 6= E.

Далее требуем выполнения условияD−1θ(V1, U1, V2, U2)D ∈ R для всех V1, U1, V2 ∈
Q1, U2 ∈ Q2 и уточняем вид регулярного множества.

1. Пусть V1 = U1 = V2 = 0, тогда

D−1θ(0, 0, 0, U2)D =


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 E



∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 U2



∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 E

 =

=


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 U2

 = θ(0, 0, 0, U2),

из θ(0, 0, 0, U2)D = Dθ(0, 0, 0, U2), следует

µ(U2)Y = Y µ(U2) ∀U2 ∈ Q2. (3.5.18)

2. Пусть V1 = U1 = U2 = 0, обозначим M матрицу D−1θ(0, 0, V1, 0)D =

θ(V1, U2, V2, U2), где
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V1 = m41 = V2

(
−Y + 1

2
E
)
, U1 = m42 = −V2Y,

V2 = m43 = −1
2
V2, U2 = m44 = 0.

Из условия −V2Y ∈ Q1 для произвольного V2 ∈ Q1 следует, что матрица
Y ∈ Q1 принадлежит правому ядру полуполя с регулярным множеством Q1.

Далее, сравнивая элементы матрицы M с элементами матрицы регулярного
множества R, получаем:

m11 = µ(U2)⇒ −1

2
ψ(V2)Y − 1

2
Y ν(V2) = 0⇒ ν(V2) = −Y −1ψ(V2)Y ;

m13 = ψ(U1)⇒ −1

2
ψ(V2)

(
Y − 1

2
E

)
+Y ν(V2)Y = ψ(−V2Y )⇒ ψ(V2Y ) = ψ(V2)Y ;

m14 = ϕ(V1)⇒
(
−Y +

1

2
E

)
ϕ(V2) = ϕ

(
V2

(
−Y +

1

2
E

))
⇒ ϕ(V2Y ) = Y ϕ(V2);

m33 = µ(U2)⇒ Y ψ(V2)

(
Y − 1

2
E

)
+

(
Y − 1

2
E

)
ν(V2)Y = 0⇒

ψ(V2)Y = Y ψ(V2), ν(V2) = −ψ(V2);

Рассматривая далее случаи θ(0, U1, 0, 0) и θ(V1, 0, 0, 0), мы не получим новых
ограничений на функции µ, ν, ϕ, ψ и матрицу Y . Окончательно записываем
матрицу θ(V1, U1, V2, U2) в виде (3.5.1) и, в дополнение к теореме 3.5.1 для случая
p 6= 5, формулируем леммы о свойствах функций.

Лемма 3.5.6. В условиях теоремы 3.5.1 матрица Y принадлежит правому
ядру Q1,

µ(U2)Y = Y µ(U2) ∀U2 ∈ Q2,

ψ(V2)Y = Y ψ(V2) = ψ(V2Y ) ∀V2 ∈ Q1,

ϕ(V2Y ) = Y ϕ(V2) ∀V2 ∈ Q1.

Лемма 3.5.7. Если регулярное множество полуполевой плоскости состоит
из матриц вида (3.5.1), то p− 1 не делится на 4 и ϕ(E) 6= k2E (k ∈ Zp).

Доказательство. Действительно, рассмотрим матрицу вида (3.5.1) при V1 =

U1 = 0, V2 = E, U2 = kE (k ∈ Zp):

θ(0, 0, E, kE) =


kµ(E) −ψ(E) 0 0

ψ(E) kµ(E) 0 0

0 0 kµ(E) ϕ(E)

0 0 E kE

 =


kE E 0 0

−E kE 0 0

0 0 kE ϕ(E)

0 0 E kE

 .

Определитель этой матрицы равен ±|(k2 +1)E| · |ϕ(E)−k2E|, следовательно,
−1 не является квадратом и ϕ(E) не является квадратом скалярной матрицы.
Далее, если p−1 делится на 4, то мультипликативная группа поля Zp содержит
элемент порядка 4, квадрат которого равен −1. Лемма доказана.
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Теперь подробно рассмотрим случай p = 5. Вернемся к условиям (3.5.13) и
перепишем их: 

D2
11 = −D11 +D12 +D14 − E,

D2
12 = −D11 −D12 −D14 − E,

D2
14 = D11 +D12 −D14 − E,

D22D33 = −D11 +D12 −D14 + E,

D33D22 = 0,

D11D12 = D12D14 = D11 −D12 −D14,

D12D14 = D14D12 = −D11 −D12 +D14,

D14D11 = D11D14 = D11 −D12 +D14,

D22D33 = D11 +D12 +D14,

D33D11 = D33D14 = −D33,

D33D12 = 2D33,

D11D22 = D14D22 = −D22,

D12D22 = 2D22.

(3.5.19)

Из 4-го и 9-го равенств получим D14 = −D11− 2E. Подставляя это выраже-
ние в остальные равенства, имеем:

(D11 + E)2 = D12 − E,
(D12 − 2E)2 = 0,

D22D33 = D12 − 2E,

D33D22 = 0,

(D11 + E)(D12 − 2E) = (D12 − 2E)(D11 + E) = 0,

D33(D11 + E) = 0,

D33(D12 − 2E) = 0,

(D11 + E)D22 = 0,

(D12 − 2E)D22 = 0.

(3.5.20)

Для упрощения записи в дальнейшем обозначим D11 +E = X, D12−2E = Y ,
D22 = Z, D33 = T .

Лемма 3.5.8. Если p = 5, то матрица D (эквивалентно, A), определяющая
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автотопизм α, имеет вид

D =


X − E Y + 2E X + E Z

Y + 2E −X − E X − E −Z
−X − E −X + E Y + 2E Z

T −T −T E

 , (3.5.21)

где выполнены условия на блоки:

X2 = Y,

Y 2 = 0,

ZT = Y,

TZ = 0,

XY = Y X = 0,

TX = TY = 0,

XZ = Y Z = 0.

(3.5.22)

Заметим, что в общем случае матрицы A и D различны, что усложняет
расчеты. Для дальнейшего уточнения вида матриц докажем вспомогательную
лемму.

Лемма 3.5.9. Пусть R – регулярное множество в GLn(p) ∪ {0}, T и Z –
(n × n)-матрицы над Zp. Если для всех матриц U ∈ R верно TUZ = 0, то
T = 0 либо Z = 0.

Доказательство. Предположим, что T 6= 0 и Z 6= 0. Пусть T содержит нену-

левую строку t = (ti1, . . . , tin), Z содержит ненулевой столбец z =

z1j

...
znj

. То-

гда все элементы множества M = {tU | U ∈ R} различны. Действительно,
пусть tU1 = tU2 для некоторых U1, U2 ∈ R, U1 6= U2. Тогда t(U1 − U2) = 0,
det(U1 − U2) 6= 0 и t = 0, что противоречит предположению.

Рассмотрим линейное уравнение z1jx1 + z2jx2 + · · · + znjxn = 0. Его реше-
ния образуют (n − 1)-мерное линейное подпространство в Znp , но из условия
TUZ = 0 следует, что все pn элементов множества M являются решениями
этого уравнения. Полученное противоречие доказывает лемму.

Лемма 3.5.10. Пусть полуполевая плоскость порядка 54n допускает авто-

топизм

(
A 0

0 D

)
с A и D вида (3.5.21). Тогда XA = YA = XD = YD = 0.
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Доказательство. Запишем матрицы A и D:

A =


XA − E YA + 2E XA + E ZA
YA + 2E −XA − E XA − E −ZA
−XA − E −XA + E YA + 2E ZA

TA −TA −TA E

 ,

D =


XD − E YD + 2E XD + E ZD
YD + 2E −XD − E XD − E −ZD
−XD − E −XD + E YD + 2E ZD

TD −TD −TD E

 ,

предполагая, что матрицы XA, YA, ZA, TA, XD, YD, ZD, TD удовлетворяют усло-
виям (3.5.22).

Так как α – автотопизм, то для всех матриц θ(V1, U1, V2, U2) регулярного
множества произведение A−1θ(V1, U1, V2, U2)D также принадлежит регулярному
множеству. Рассмотрим матрицу C = A−1θ(0, 0, 0, U2)D и выпишем ее элементы:

C11 = (XA − E)µ(U2)(XD − E) + (YA + 2E)µ(U2)(YD + 2E)+

+ (−XA − E)µ(U2)(−XD − E)− ZAU2TD,

C12 = (XA − E)µ(U2)(YD + 2E) + (YA + 2E)µ(U2)(−XD − E)+

+ (−XA − E)µ(U2)(−XD + E)− ZAU2TD,

C13 = (XA − E)µ(U2)(XD + E) + (YA + 2E)µ(U2)(XD − E)+

+ (−XA − E)µ(U2)(YD + 2E) + ZAU2TD,

C14 = (XA − E)µ(U2)ZD − (YA + 2E)µ(U2)ZD + (−XA − E)µ(U2)ZD − ZAU2;

C21 = (YA + 2E)µ(U2)(XD − E) + (−XA − E)µ(U2)(YD + 2E)+

+ (−XA + E)µ(U2)(−XD − E) + ZAU2TD,

C22 = (YA + 2E)µ(U2)(YD + 2E) + (−XA − E)µ(U2)(−XD − E)+

+ (−XA + E)µ(U2)(−XD + E)− ZAU2TD,

C23 = (YA + 2E)µ(U2)(XD + E) + (−XA − E)µ(U2)(XD − E)+

+ (−XA + E)µ(U2)(YD + 2E)− ZAU2TD,

C24 = (YA + 2E)µ(U2)ZD − (−XA − E)µ(U2)ZD + (−XA + E)µ(U2)ZD + ZAU2;
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C31 = (XA + E)µ(U2)(XD − E) + (XA − E)µ(U2)(YD + 2E)+

+ (YA + 2E)µ(U2)(−XD − E) + ZAU2TD,

C32 = (XA + E)µ(U2)(YD + 2E) + (XA − E)µ(U2)(−XD − E)+

+ (YA + 2E)µ(U2)(−XD + E)− ZAU2TD,

C33 = (XA + E)µ(U2)(XD + E) + (XA − E)µ(U2)(XD − E)+

+ (YA + 2E)µ(U2)(YD + 2E)− ZAU2TD,

C34 = (XA + E)µ(U2)ZD − (XA − E)µ(U2)ZD + (YA + 2E)µ(U2)ZD + ZAU2;
C41 = −TAµ(U2)(XD − E) + TAµ(U2)(YD + 2E) + TAµ(U2)(XD + E) + U2TD,

C42 = −TAµ(U2)(YD + 2E)− TAµ(U2)(XD + E)− TAµ(U2)(−XD + E)− U2TD,

C43 = −TAµ(U2)(XD + E) + TAµ(U2)(XD − E)− TAµ(U2)(YD + 2E)− U2TD,

C44 = −3TAµ(U2)ZD + U2.

Здесь C44 ∈ Q2, поэтому C44 − U2 ∈ Q2 и TAµ(U2)ZD ∈ Q2 для всех U2 ∈ Q2.
Если |TA| 6= 0, то из условий (3.5.22) имеемXA = YA = ZA = 0. Если |ZD| 6= 0,

то из условий (3.5.22) имеем XD = YD = TD = 0.
Пусть |TA| = |ZD| = 0, тогда TAµ(U2)ZD = 0 для всех U2 ∈ Q2. Так как

{µ(U2) | U2 ∈ Q2} – регулярное множество, то по лемме 3.5.9 TA = 0 или ZD = 0.
Пусть TA = 0, тогда C41 = U2TD. Если |TD| 6= 0, то XD = YD = 0. При

|TD| = 0 получаем U2TD = 0, TD = 0. Тогда A−1θ(0, 0, 0, U2)D = θ(0, 0, 0, U2) для
всех U2 ∈ Q2. При U2 = E получим A = D, XA = XD, тогда для всех U2 ∈ Q2

верно µ(U2)XA = XAµ(U2). Умножим это равенство слева на XA:

XAµ(U2)XA = X2
Aµ(U2).

Если X2
A = 0, то по лемме 3.5.9 имеем XA = 0. Если X2

A 6= 0, то при повторном
умножении получим

X2
Aµ(U2)XA = X3

Aµ(U2) = 0

и X2
A = 0 либо XA = 0, противоречие. Итак, при TA = 0 получили XA = XD = 0.
Пусть ZD = 0, тогда C14 = −ZAU2 = ϕ(C41). Если |ZA| 6= 0, то XA = YA = 0.

При |ZA| = 0 получаем ZAU2 = 0 и, следовательно, ZA = 0, C41 = 0. Аналогично
C42 = C43 = 0, тогда A−1θ(0, 0, 0, U2)D = θ(0, 0, 0, U2) и, как в предыдущем
случае, XA = XD = 0.

Таким образом, более подробного рассмотрения требуют случаи:
1) |TA| 6= 0, XA = YA = ZA = 0;
2) |ZA| 6= 0, XA = YA = ZA = 0;
3) |TD| 6= 0, XD = YD = ZD = 0;
4) |ZD| 6= 0, XD = YD = ZD = 0.
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Рассуждения во всех четырех случаях аналогичные. Например, в первом
случае вычислим произведение A−1D = C и получим C11 = 2YD + E. Так как
Y 2
D = 0 и YD = µ(U) для некоторого U ∈ Q2, то YD = 0. Тогда C12 = −XD и, в

силу вырожденности, XD = 0. Проводя вычисления для случаев 2-4, приходим
к окончательному выводу XA = XD = 0, что доказывает лемму.

Лемма 3.5.11. Пусть полуполевая плоскость порядка 54n допускает авто-

топизм

(
A 0

0 D

)
, где A и D имеют вид (3.5.21). Тогда матрица регулярного

множества плоскости имеет вид (3.5.1).

Доказательство. Вычислим произведение A−1D при XA = YA = XD = YD = 0,
Тогда произведение A−1D = A2D является элементом регулярного множества,

A−1D =


E − ZATD ZATD ZATD ZD − ZA
ZATD E − ZATD −ZATD −ZD + ZA
ZATD −ZATD E − ZATD −ZD + ZA
−TA + TD TA − TD TA − TD −3TAZD + E

 .

Так как A−1D и E принадлежат регулярному множеству, то из вырожден-
ности матриц ZATD и TAZD вытекает равенство их нулю, тогда

A−1D − E =


0 0 0 ZD − ZA
0 0 0 −ZD + ZA
0 0 0 −ZD + ZA

−TA + TD TA − TD TA − TD 0


– нулевая матрица и ZA = ZD, TA = TD, A = D.

Продолжим рассмотрение этого случая и получим ограничения на матрицы
регулярного множества, используя условие D2θ(V1, U1, V2, U2)D ∈ R для всех
возможных V1, U1, V2, U2. В частности, для V1 = U1 = U2 = 0 обозначим произ-
ведение D2θ(0, 0, V2, 0)D = C и выпишем блоки-подматрицы Cij:

C11 = −2ψ(V2)− 2ν(V2) + ZV2 − ϕ(V2)T,

C21 = ψ(V2)− ν(V2)− ZV2 + ϕ(V2)T,

C31 = ψ(V2) + 2ν(V2)− ZV2 + 2ϕ(V2)T,

C41 = −Tψ(V2)− 2Tν(V2)− V2 − Tϕ(V2)T ;
C12 = −ψ(V2) + ν(V2)− ZV2 + ϕ(V2)T,

C22 = −2ψ(V2)− 2ν(V2) + ZV2 − ϕ(V2)T,

C32 = −2ψ(V2)− ν(V2) + ZV2 − 2ϕ(V2)T,

C42 = 2Tψ(V2) + Tν(V2) + V2 + Tϕ(V2)T ;
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C13 = 2ψ(V2) + ν(V2)− 2ZV2 + ϕ(V2)T,

C23 = −ψ(V2)− 2ν(V2) + 2ZV2 − ϕ(V2)T,

C33 = −ψ(V2)− ν(V2) + 2ZV2 − 2ϕ(V2)T,

C43 = Tψ(V2) + Tν(V2) + 2V2 + Tϕ(V2)T ;
C14 = 2ψ(V2)Z + ν(V2)Z − ZV2Z − ϕ(V2),

C24 = −ψ(V2)Z − 2ν(V2)Z + ZV2Z + ϕ(V2),

C34 = −ψ(V2)Z − ν(V2)Z + ZV2Z + 2ϕ(V2),

C44 = Tϕ(V2)Z + Tν(V2)Z + V2Z − Tϕ(V2).

Вычтем из полученной матрицы θ(−V2, V2, 2V2, 0) и увидим в 4-ой строке
вырожденные матрицы, которые, следовательно, являются нулевыми:

C41 + V2 = −Tψ(V2)− 2Tν(V2)− Tϕ(V2)T = 0,

C42 − V2 = 2Tψ(V2) + Tν(V2) + Tϕ(V2)T = 0,

C43 − 2V2 = Tψ(V2) + Tν(V2) + Tϕ(V2)T = 0.

Из полученной системы Tν(V2) = Tψ(V2) = 0 для всех V2, поэтому T = 0.
Тогда C44 = V2Z – вырожденная матрица, Z = 0. Подставляя T = Z = 0 в
матрицу C, получим

−2ψ(V2)− 2ν(V2) −ψ(V2) + ν(V2) 2ψ(V2) + ν(V2) −ϕ(V2)

ψ(V2)− ν(V2) −2ψ(V2)− 2ν(V2) −ψ(V2)− 2ν(V2) ϕ(V2)

ψ(V2) + 2ν(V2) −2ψ(V2)− ν(V2) −ψ(V2)− ν(V2) 2ϕ(V2)

−V2 V2 2V2 0

 .

В силу равенства C матрице θ(−V2, V2, 2V2, 0) получаем ν(V2) = −ψ(V2), что
приводит к регулярному множеству вида (3.5.1). Лемма доказана.

Так как в поле Z5 элемент −1 является квадратом, делаем заключение о
невозможности рассмотренного случая: не существует полуполевых плоскостей
порядка 54n, допускающих подгруппу автотопизмов, изоморфную знакопере-
менной группе A5. Теорема 3.5.1 полностью доказана. Прежде чем завершить
доказательство теоремы 3.5.2, укажем, что в докладе [182] представлен резуль-
тат: если недезаргова полуполевая плоскость имеет порядок p4 или p8, то ре-
гулярное множество (3.5.1) также содержит ненулевую вырожденную матрицу,
поэтому плоскость такого порядка не может допускать A5 в группе автотопиз-
мов. Этот результат упоминается здесь без доказательства как частный случай
теоремы 3.5.2.

Доказательство теоремы 3.5.2. В обозначениях теоремы 3.5.1, пусть ϕ(E) = P .
В силу линейности отображений µ, ϕ, ψ, для любого t ∈ Zp имеем µ(tE) = tE,
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ψ(tE) = −tE, ϕ(tE) = tP . Рассмотрим матрицу θ(xE, yE,E, 0) (x, y ∈ Zp):
0 E −yE xP

−E 0 xE yP

yE −xE 0 P

xE yE E 0

 ,

прибавим к ее третьей «строке» вторую «строку», умноженную на y:
0 E −yE xP

−E 0 xE yP

0 −xE xyE (1 + y2)P

xE yE E 0

 ,

теперь прибавим к третьей «строке» первую «строку», умноженную на x:
0 E −yE xP

−E 0 xE yP

0 0 0 (1 + x2 + y2)P

xE yE E 0

 .

Известно [68], что каждый элемент конечного поля представим в виде суммы
двух квадратов, поэтому найдутся такие x, y ∈ Zp, что x2 + y2 = −1, тогда
матрица θ(xE, yE,E, 0) вырожденная. Теорема 3.5.2 доказана.

Подводя итог, обратим внимание, что вместе со знакопеременной группой
A5 в группе автотопизмов полуполевой плоскости произвольного нечетного по-
рядка исключаются и все другие конечные группы, содержащие A5 в качестве
подгруппы.

Следствие 3.5.12. Недезаргова полуполевая плоскость нечетного порядка
не может содержать в группе автотопизмов подгруппы, изоморфной An или
Sn для n ≥ 5.

Кроме того, учитывая строение трансляционного дополнения недезарговой
полуполевой плоскости и ее группы коллинеаций, укажем другое очевидное
следствие.

Следствие 3.5.13. Группа коллинеаций недезарговой полуполевой плоско-
сти нечетного порядка не может содержать подгруппы, изоморфной An или
Sn для n ≥ 5.

Перечислим некоторые известные группы, которые содержат A5 в качестве
подгруппы и поэтому также не могут быть подгруппами группы автотопизмов
полуполевой плоскости нечетного порядка (ATLAS, [27]):
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1) линейные группы L2(p) при p ≡ ±1(mod 10), L3(4), L3(5), . . . ;
2) симплектические группы S4(4), S4(5), S6(2), S6(3), . . . ;
3) унитарные группы U3(4), U3(4) : 2, U3(4) : 4, U3(5), U3(5) : 2, U3(5) : 3,

U3(5) : S3, U5(2), U5(2) : 2, U6(2), U6(2) : 2, U6(2) : 3, U6(2) : S3, U7(2), . . . ;
4) ортогональные группы O−8 (2), O−8 (2) : 2, O−10(2), O−10(2) : 2, . . . ;
5) исключительные группы лиева типа G2(4), G2(4) : 2, . . . .

3.6. Подгруппа автотопизмов, изоморфная D8

Применяя результаты параграфов 3.2 и 3.3 к полуполевым плоскостям нечет-
ного порядка, получим следующий основной результат.

Теорема 3.6.1. Недезаргова полуполевая плоскость π порядка pN , где p > 2

– простое, p ≡ 1 (mod 4), не допускает подгруппы автотопизмов, изоморфной
диэдральной группе порядка 8 и не содержащей гомологий.

Доказательство. Пусть Λ – группа автотопизмов плоскости π, H ' D8 – ее
подгруппа, H = 〈α〉h 〈σ〉, |α| = 4, |σ| = 2, σασ = α−1. Так как α2 = τ – бэров-
ская инволюция, то, по теореме 3.3.9, базис 2N -мерного пространства можно
выбрать так, что τ имеет вид (3.1.3), α определяется матрицей (3.3.2), регуляр-
ное множество R состоит из матриц вида (3.3.3). Отметим, что α определяется с
точностью до умножения на инволютивные гомологии, лежащие в центре груп-
пы автотопизмов, мы их можем не учитывать.

Далее, σ – бэровская инволюция, коммутирующая с τ , поэтому

σ =


A1 0 0 0

0 A2 0 0

0 0 B1 0

0 0 0 B2

 , A2
1 = A2

2 = B2
1 = B2

2 = E.

По лемме 3.2.2, σ действует на бэровской подплоскости πτ как бэровская инво-
люция, поэтому A2 6= ±E, B2 6= ±E. Рассмотрим условие σασ = α−1, из него
получим

A1LA1 = B1LB1 = −L, A2LA2 = B2LB2 = L,

A1 =

(
0 A11

A12 0

)
, A2 =

(
A21 0

0 A22

)
, B1 =

(
0 B11

B12 0

)
, B2 =

(
B21 0

0 B22

)
.

Так как ограничения α и σ на бэровскую подплоскость πτ – это коммутирующие
бэровские инволюции, то, с учетом леммы 3.2.2, базис πτ можно выбрать так,
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что A21 = A22 = B21 = B22 = L, тогда

σ =



0 S 0 0 0 0 0 0

S−1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 L 0 0 0 0 0

0 0 0 L 0 0 0 0

0 0 0 0 0 S 0 0

0 0 0 0 S−1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 L 0

0 0 0 0 0 0 0 L


.

Здесь, для сокращения записи, S = A11, тогда из A2
1 = E имеем A12 = S−1.

Равенство B1 = A1 получается из условия (2.2.3) для σ и θ(V, U) = E ∈ R:(
A1 0

0 A2

)(
B1 0

0 B2

)
=

(
A1B1 0

0 E

)
∈ R⇒ A1B1 = E.

Применим замену базиса с блочно-диагональной матрицей перехода

T = diag (E, S,E,E,E, S,E,E).

Эта замена сохраняет вид матриц τ и α, приводя σ к более удобному виду:

σ =



0 E 0 0 0 0 0 0

E 0 0 0 0 0 0 0

0 0 L 0 0 0 0 0

0 0 0 L 0 0 0 0

0 0 0 0 0 E 0 0

0 0 0 0 E 0 0 0

0 0 0 0 0 0 L 0

0 0 0 0 0 0 0 L


.

Рассмотрим условие (2.2.3) для бэровской инволюции σ при V2 = U2 = 0:
0 E 0 0

E 0 0 0

0 0 L 0

0 0 0 L




0 0 f1(V1) f2(U1)

0 0 f3(U1) f4(V1)

ν(U1) ψ(V1) 0 0

V1 U1 0 0




0 E 0 0

E 0 0 0

0 0 L 0

0 0 0 L

 =

=


0 0 f3(U1)L f4(V1)L

0 0 f1(V1)L f2(U1)L

Lψ(V1) Lν(U1) 0 0

LU1 LV1 0 0

 ∈ R.
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Таким образом, матрицы LU1 и LV1 должны принадлежать регулярным мно-
жествам Q1 и K1 для всех V1 ∈ Q1, U1 ∈ K1. В частности, при V1 = E получаем
L ∈ K1. В силу замкнутости K1 по сложению вырожденная ненулевая матрица
L + E также принадлежит K1, что невозможно. Полученное противоречие по-
казывает невозможность существования в группе автотопизмов подгруппы без
гомологий, изоморфной диэдральной группе порядка 8. Теорема доказана.

Замечание 3.6.2. Так как мы изучаем вопрос существования в группе ав-
тотопизмов недезарговой полуполевой плоскости простых неабелевых групп
(в том числе минимальных, по списку Томпсона), то условие отсутствия
в подгруппе гомологий является естественным. Действительно, гомологии
образуют нормальные подгруппы в группе автотопизмов, а инволютивные го-
мологии, более того, лежат в центре.

Пусть G – подгруппа в группе автотопизмов Λ и S – силовская 2-подгруппа
в G. Если две инволюции в S не коммутируют, то они порождают в S диэд-
ральную подгруппу. Далее, используя результаты Д. Голдшмидта [54] о сильно
замкнутых подгруппах (см. также Д. Горенстейн [55, th. 4.128]), заключаем, что
D8 содержится почти по всех конечных простых неабелевых группах и перечис-
ляем исключения.

Теорема 3.6.3. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость порядка pN ,
где p > 2 – простое, p ≡ 1 (mod 4) Тогда ее группа автотопизмов Λ не содер-
жит простых неабелевых подгрупп, за исключением, возможно, следующих:
PSL(2, 2n), n ≥ 2, PSU(3, 2n), n ≥ 2, Sz(2n), n нечетно, n > 1, PSL(2, q),
q ≡ ±3 (mod 8), J1 или 2G2(3n), n нечетно, n > 1.

Обращаясь к списку Д.Г. Томпсона минимальных простых неабелевых групп,
уточняем также, что группа автотопизмов Λ при указанном условии на поря-
док плоскости не содержит PSL(2, 3n), n нечетное простое, PSL(2, n), n ≡ ±1

(mod 8) – простое, PSL(3, 3).

3.7. Подгруппа автотопизмов, изоморфная Q8

По основной теореме 3.5.2 предыдущего параграфа, недезаргова полуполе-
вая плоскость нечетного порядка не может допускать подгруппы автотопизмов,
изоморфной знакопеременной группе A5. Рассмотрим ситуацию, когда группа
автотопизмов Λ содержит подгруппу, фактор-группа по которой изоморфна A5.
Учитывая PSL(2, 5) ' A5, будем изучать возможность вложения SL(2, 5) < Λ.
Силовская 2-подгруппа в SL(2, 5) изоморфна группе кватернионов Q8.
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Поставим задачу: для недезарговой полуполевой плоскости нечетного поряд-
ка pN найти матричное представление регулярного множества R ⊂ GLN(p) ∪
{0}, предполагая, что группа автотопизмов Λ содержит подгруппу H ' Q8.
Задача решена при условии 4|p− 1.

Отметим, что для плоскостей трансляций, в отличие от полуполевых, опуб-
ликован ряд результатов ([93, 28, 50, 71, 98] и др.) о существовании SL(2, q) в
группе коллинеаций. Они связаны, главным образом, с плоскостями ограничен-
ного порядка n (например, n ≤ q, n = q2, n = q3) и неприменимы в изучаемой
нами ситуации.

Основным результатом параграфа является следующая теорема.

Теорема 3.7.1. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость π порядка
pN , допускающая подгруппу автотопизмов H, изоморфную группе кватерни-
онов Q8, p > 2 – простое, p ≡ 1 (mod 4). Тогда N = 2n ≥ 4, элемент поряд-
ка 2 в H является гомологией с осью [∞] и центром (0, 0). Базис линейного
пространства над Zp может быть выбран так, что регулярное множество
R ⊂ GL2n(p) ∪ {0} плоскости π состоит из матриц вида (3.1.6)

θ(V, U) =

(
m(U) f(V )

V U

)
,

где V ∈ Q, U ∈ K, множества Q,K ⊂ GLn(p) ∪ {0} замкнуты по сложению,
содержат нулевую и единичную матрицы. Аддитивные взаимно однозначные
отображения m : K → K и f : Q → Q не тождественны, инволютивны и
удовлетворяют условиям m(E) = E, f(E) 6= ±E. Два элемента порядка 4,
порождающих H, в том же базисе определяются матрицами

α =


−iE 0 0 0

0 iE 0 0

0 0 −iE 0

0 0 0 iE

 , β =


0 E 0 0

−E 0 0 0

0 0 0 E

0 0 −E 0

 , (3.7.1)

где i ∈ Zp, i2 = −1. Плоскость π допускает бэровскую инволюцию (3.1.3).

Дополнительное изучение возможности существования элементов порядка 3
в нормализаторе H ' Q8 доказывает следующую теорему.

Теорема 3.7.2. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость нечетного
порядка pN , p > 2 – простое, p ≡ 1 (mod 4). Если N = 4 или N не делится на 4,
то ее группа автотопизмов Λ не может содержать подгруппу, изоморфную
SL(2, 5).



96

Рассмотрим подгруппу H ' Q8:

H = 〈α, β | α4 = 1, β4 = 1, α2 = β2, αβα = β〉. (3.7.2)

Для доказательства теоремы 3.7.1 обозначим τ = α2 = β2, тогда автотопизм τ

может быть либо бэровской инволюцией, либо гомологией порядка 2. Рассмот-
рим все возможные случаи.

Случай 1: H содержит бэровскую инволюцию.

Лемма 3.7.3. Пусть полуполевая плоскость π порядка pN (p > 2 – простое,
p ≡ 1 (mod 4)) допускает подгруппу автотопизмов H, изоморфную группе
кватернионов Q8. Тогда инволюция в H не может быть бэровской.

Доказательство. Если τ – бэровская инволюция, то, как показано в § 2.1, N
делится на 2 и в некотором подходящем базисе 2N -мерного линейного простран-

ства над полем Zp инволюция задается матрицей вида (3.1.3) τ =

(
L 0

0 L

)
, где

L =

(
−E 0

0 E

)
. Обозначим α =

(
A 0

0 A′

)
, β =

(
B 0

0 B′

)
, или, подробнее,

α =


A1 A2 0 0

A3 A4 0 0

0 0 A5 A6

0 0 A7 A8

 , β =


B1 B2 0 0

B3 B4 0 0

0 0 B5 B6

0 0 B7 B8

 ,

тогда A2 = A′2 = B2 = B′2 = L, ABA = B, A′B′A′ = B′, AL = LA, A′L = LA′,
BL = LB, B′L = LB′, поэтому

A2 = A3 = A6 = A7 = 0, B2 = B3 = B6 = B7 = 0,

A2
1 = A2

5 = B2
1 = B2

5 = −E, A2
4 = A2

8 = B2
4 = B2

8 = E.

По лемме 3.1.5, матрицы регулярного множества полуполевой плоскости,
допускающей бэровскую инволюцию, могут быть записаны в виде (3.1.6), где
V ∈ Q, U ∈ K, Q,K ⊂ GLN/2(p) ∪ {0}. Множества Q и K замкнуты по сложе-
нию, 0, E ∈ Q,K, т.е. Q и K являются регулярными множествами подходящих
полуполевых плоскостей порядка pN/2. Отображения m и f из Q и K соответ-
ственно в GLN/2(p) ∪ {0} аддитивны (линейны), m(E) = E, f(E) 6= E. Более
того, из условия 4|p − 1 следует f(E) 6= −E, иначе регулярное множество со-

держит вырожденную матрицу θ(iE,E) =

(
E −iE
iE E

)
, где i ∈ Z∗p, i2 = −1.

Выясним, какой вид могут иметь матрицы A1, A5, B1, B5. Ясно, что матрицы
A1 и B1 не могут одновременно являться скалярными. Пусть матрица A1 не ска-
лярна и A2

1 = −E, тогда λ2+1 – минимальный многочлен этой матрицы. Жорда-
нова нормальная форма матрицы A1 – диагональная матрица с диагональными
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элементами ±i. Докажем, что их равное количество. Если это не так, то в жор-

дановом базисе матрица A1 примет вид (для определенности) A′1 =

(
D 0

0 iE

)
,

где D 6= ±iE диагональна с диагональными элементами ±i. Тогда из равенства

A1B1A1 = B1 в жордановом базисе для матрицы B′1 =

(
X1 X2

X3 X4

)
имеем

(
D 0

0 iE

)(
X1 X2

X3 X4

)(
D 0

0 iE

)
=

(
DX1D iDX2

iX3D i2X4

)
=

(
X1 X2

X3 X4

)
,

тогда −X4 = X4, X4 = 0, поэтому матрица X2, например, невырожденная.
Имеем iDX2 = X2, iD = E, что противоречит предположению. Таким образом,

для матрицы A1 жорданова нормальная форма

(
−iE 0

0 iE

)
= iL.

Определим теперь вид матриц B1 и B5. Из условий A1B1A1 = B1 и B2
1 = −E

получим B1 =

(
0 X

−X−1 0

)
. Упростим B1 за счет выбора базиса: для матрицы

перехода T =

(
E 0

0 X

)
имеем TA1T

−1 = A1, TB1T
−1 =

(
0 E

−E 0

)
= S. Та-

ким образом, без ограничения общности можно считать, что A1 = iL, B1 = S.
Рассуждая для A5, B5 аналогично, получим

α =


iL 0 0 0

0 A4 0 0

0 0 iL 0

0 0 0 A8

 , β =


S 0 0 0

0 B4 0 0

0 0 S 0

0 0 0 B8

 .

Рассмотрим действие коллинеаций α и β на бэровской подплоскости πτ =

{(0, x, 0, y) | x, y ∈ W}, поточечно фиксируемой инволюцией τ . Так как

(0, x, 0, y)α = (0, xA4, 0, yA8) ∈ πτ , (0, x, 0, y)β = (0, xB4, 0, yB8) ∈ πτ ,

то матрицы α0 =

(
A4 0

0 A8

)
, β0 =

(
B4 0

0 B8

)
задают автотопизмы порядка 2

подплоскости πτ либо действуют на πτ тождественно.
Если α0 действует тождественно на πτ либо является гомологией, то A4, A8 ∈

{E,−E}. В этом случае, поскольку

α =


iL 0 0 0

0 (−1)kE 0 0

0 0 iL 0

0 0 0 (−1)mE


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является коллинеацией, то произведение(
−iL 0

0 (−1)kE

)(
m(U) f(V )

V U

)(
iL 0

0 (−1)mE

)

принадлежит регулярному множеству для всех V ∈ Q, U ∈ K. Тогда при V =

(−1)k+1iE имеем L ∈ Q, что невозможно, поскольку L + E – вырожденная
ненулевая матрица в Q.

Итак, коллинеации α и β порядка 4 действуют на бэровской подплоскости
πτ как бэровские инволюции, и число N делится на 4. Следовательно, приводя
матрицы A4 и A8 к жордановой нормальной форме, мы можем считать, что

A = A′ =

(
iL 0

0 L

)
, тогда

(
−iL 0

0 L

)(
m(U) f(V )

V U

)(
iL 0

0 L

)
=

(
Lm(U)L −iLf(V )L

iLV L LUL

)
∈ R

для всех V ∈ Q, U ∈ K. Поэтому Q и K также представляют собой регуляр-
ные множества полуполевых плоскостей, допускающих бэровскую инволюцию,
и состоят из матриц вида

V =

(
ψ(U1) ν(V1)

V1 U1

)
∈ Q, U =

(
µ(U2) ϕ(V2)

V2 U2

)
∈ K,

здесь V1 ∈ Q1, U1 ∈ K1, V2 ∈ Q2, U2 ∈ K2, множества Q1, K1, Q2, K2 замкнуты по
сложению, содержат нулевую и единичную матрицы. Далее, ψ(E) = E, µ(E) =

E, ν(E) 6= ±E, ϕ(E) 6= ±E.
Приводя матрицы B1 и B4 к жордановой нормальной форме, с учетом усло-

вий B2
4 = E, B2

8 = E, B4 6= ±E, B8 6= ±E, LB4L = B4, LB8L = B8, считаем
далее, что B4 и B8 – диагональные матрицы с ±1 на главной диагонали. По-
скольку β является коллинеацией, то(

−S 0

0 B4

)(
m(U) f(V )

V U

)(
S 0

0 B8

)
=

(
−Sm(U)S −Sf(V )B8

B4V S B4UB8

)
∈ R,

B4V S ∈ Q, B4UB8 ∈ K для всех V ∈ Q, U ∈ K. При U = E имеем B4B8 ∈
K, поэтому возможно только B8 = ±B4. Рассмотрим произведение B4V S, где

B4 =

(
X1 0

0 X4

)
:

(
X1 0

0 X4

)(
ψ(U1) ν(V1)

V1 U1

)(
0 E

−E 0

)
=

(
−X1ν(V1) X1ψ(U1)

−X4U1 X4V1

)
∈ Q,
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отсюда при V1 = E имеем X4 ∈ K1. Тогда диагональная матрица X4 не может
содержать одновременно элементы −1 и 1, т.е. X4 = ±E. Пусть, например,
X4 = E, тогда при V1 = U1 = E получим:

B4V S =

(
−X1ν(E) −X1

E E

)
=

(
E −X1

E E

)
,

эта матрица является вырожденной для всех диагональных матриц X1 с диа-
гональными элементами ±1. Для случая X4 = −E рассуждения аналогичны.
Полученное противоречие завершает доказательство леммы 3.7.3.

Отметим, что похожий результат доказан Г. Мурхаузом в 1989 г. для произ-
вольных проективных плоскостей при другом ограничении на их порядок [93]:

Лемма 3.7.4. Пусть Π – проективная плоскость порядка n2, где n ≡ 2 или
3 (mod 4), и пусть G – группа коллинеаций.

(i) Если Fix(G) 6= ∅, то каждая инволюция в производной подгруппе G′

является перспективностью.
(ii) Если G – циклическая порядка 4, то инволюция в G является перспек-

тивностью.

Случай 2: H содержит гомологию порядка 2.

Лемма 3.7.5. Пусть полуполевая плоскость π порядка pN (p > 2 – простое,
p−1 делится на 4) допускает подгруппу автотопизмов H, изоморфную группе
кватернионов Q8. Тогда инволюция в H не может быть гомологией с осью [0]

и центром (0) или гомологией с осью [0, 0] и центром (∞).

Доказательство. Рассуждения, в основном, будут аналогичны приведенным
выше, поэтому записаны со значительными сокращениями.

Пусть τ – гомология порядка 2 с осью [0] и центром (0), т.е. τ =

(
−E 0

0 E

)
.

Повторяя рассуждения из доказательства леммы 3.7.3, имеем A = iL и B = S.

Приводя матрицу A′ к жордановой нормальной форме, получим α =

(
iL 0

0 L

)
.

Из условия A′B′A′ = B′ получим B′ =

(
B5 0

0 B8

)
, где B2

5 = B2
8 = E. Переходя

к жордановой нормальной форме (замена базиса не меняет α), можем считать
далее, что B5 и B8 – диагональные матрицы с диагональными элементами ±1.

Поскольку α – коллинеация, то матрица

(
L 0

0 L

)
задает бэровскую инволю-

цию. В соответствии с леммой 3.1.5, получаем вид матриц регулярного множе-
ства (3.1.6). Далее, поскольку β – коллинеация, то S−1θ(V, U)B′ ∈ R для всех
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V ∈ Q, U ∈ K. В частности, при U = 0 и V = E имеем

(
−B5 0

0 f(E)B8

)
∈ R.

Складывая с ±E, делаем вывод: матрица B5 может быть только скалярной,
B5 = ±E, иначе результат сложения является ненулевой вырожденной матри-
цей. Кроме того, f(E)B8 = −B5 = ∓E, f(E) = ∓B8. Тогда матрица θ(E,E) =(
E ∓B8

E E

)
содержит одинаковые строки и является вырожденной.

Пусть теперь τ – гомология порядка 2 с осью [0, 0] и центром (∞), τ =(
E 0

0 −E

)
. Повторяя предыдущие рассуждения, приводим коллинеации α и β

к виду α =

(
L 0

0 iL

)
, β =

(
B 0

0 S

)
, где B – диагональная матрица с ±1 на

главной диагонали, регулярное множество R состоит из матриц (3.1.6). Отоб-
ражение β – коллинеация, поэтому B−1θ(V, U)S ∈ R для всех V ∈ Q, U ∈ K.
Это условие не выполняется, в частности, для B−1S. Лемма доказана.

Осталось рассмотреть случай, когда τ =

(
−E 0

0 −E

)
– гомология с осью [∞]

и центром (0, 0). В этом случае можем записать элементы α и β в виде (3.7.1), и

так как плоскость допускает бэровскую инволюцию

(
L 0

0 L

)
= −iα, то она име-

ет регулярное множество из матриц вида (3.1.6). Поскольку β – коллинеация,

получим условие S−1θ(V, U)S =

(
U −V

−f(V ) m(U)

)
∈ R для всех V ∈ Q, U ∈ K,

тогда m : K → K, f : Q → Q, m(m(U)) = U , f(f(V )) = V , т.е. отображения m
и f инволютивны, причем отображение f не тождественно, так как f(E) 6= E.

Рассмотрим собственные подпространства

K+ = {U ∈ K | m(U) = U}, K− = {U ∈ K | m(U) = −U}, (3.7.3)

Q+ = {V ∈ Q | f(V ) = V }, Q− = {V ∈ Q | f(V ) = −V }, (3.7.4)

линейных преобразований m и f соответственно. Покажем, что m не тожде-
ственно. Действительно, если m(U) = U для всех U ∈ K, выберем ненулевой
элемент V0 ∈ Q+ и матрицу U0 ∈ K с такой же нижней строкой, что и V0 (та-
кой выбор возможен, т.к. Q и K – регулярные множества). Тогда в ненулевой

матрице θ(V0, U0) =

(
U0 V0

V0 U0

)
строки с номерами n и 2n одинаковы, матрица

вырожденная.
Заметим, что при N = 2 из линейности и инволютивности функции f(x)

имеем f(x) = ±x (x ∈ Zp), противоречие условию. Теорема 3.7.1 полностью
доказана. �
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Решая задачу о существовании в группе автотопизмов Λ подгруппы, изо-
морфной SL(2, 5), мы должны далее, опираясь на полученные результаты, пред-
положить существование автотопизма порядка 3, переставляющего цикличе-
ские подгруппы 〈α〉, 〈β〉, 〈αβ〉 в группе H. Если σ ∈ NΛ(H) – такой автотопизм
порядка 3, что σ−1ασ = β, то возможны варианты:

1) σ−1βσ = αβ, σ−1αβσ = α;
2) σ−1βσ = βα, σ−1βασ = α.
Очевидно, если коллинеация σ удовлетворяет условиям 1, то ασ удовлетво-

ряет 2, и наоборот. Поэтому далее, без ограничения общности, рассмотрим мат-

рицу σ =

(
C 0

0 D

)
при условии 1. Из этого условия получим C =

(
C1 iC1

C1 −iC1

)

и D =

(
D1 iD1

D1 −iD1

)
, где C3

1 = D3
1 = 1−i

4
E. Поскольку σ – коллинеация, то для

всех θ(V, U) ∈ R верно C−1θ(V, U)D ∈ R. Рассмотрим сначала V = 0:

C2θ(0, U)D = m1

(
C−1

1 (m(U) + U)D1 0

0 C−1
1 (m(U) + U)D1

)
+

+m2

(
0 −C−1

1 (m(U)− U)D1

C−1
1 (m(U)− U)D1 0

)
= m1T1 +m2T2 ∈ R,

значения скаляровm1,m2 ∈ Zp не уточняем. Далее в качестве U ∈ K достаточно
рассматривать элементы собственных подпространств K+ и K−. Пусть U ∈ K+,
тогда m(U) = U , T2 = 0, отсюда C−1

1 UD1 ∈ K+ для всех U ∈ K+. Пусть U ∈ K−,
тогда m(U) = −U , T1 = 0, поэтому C−1

1 UD1 ∈ Q− для всех U ∈ K−. Поскольку
отображение U → C−1

1 UD1 является инъективным, то подпространства Q− и
K− имеют одинаковую размерность над Zp, также dimQ+ = dimK+.

Пусть теперь U = 0, тогда, рассуждая аналогично, имеем C−1
1 V D1 ∈ K−

для всех V ∈ Q+, C−1
1 V D1 ∈ Q+ для всех V ∈ Q−. Проведенные вычисления

доказывают лемму.

Лемма 3.7.6. Пусть полуполевая плоскость π порядка pN (p > 2 – про-
стое, p−1 делится на 4) допускает подгруппу автотопизмов H ' Q8, причем
нормализатор H в группе автотопизмов Λ содержит элемент σ порядка 3,
σ−1ασ = β. Тогда N делится на 4, подпространства K+, K− (3.7.3), Q+, Q−
(3.7.4) имеют одинаковую размерность N/4.

Лемма 3.7.7. Пусть полуполевая плоскость π порядка p4 (p > 2 – простое,
p−1 делится на 4) допускает подгруппу автотопизмов H ' Q8. Тогда NΛ(H)\
CΛ(H) не содержит элементов порядка 3.
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Доказательство. Так как N = 4, то |K| = |Q| = p2,K и Q – поля в GL2(p)∪{0},
подпространства K+, K−, Q+, Q− одномерны и K+ = {kE | k ∈ Zp} – множество
скалярных матриц.

Рассмотрим равенство C3
1 = D3

1 = 1−i
4
E и перепишем C1 = −1−i

2
C0, D1 =

−1−i
2
D0, тогда C3

0 = D3
0 = E. Из условия C−1

0 K+D0 = K+ получим C−1
0 ED0 =

kE, т.е. D0 = kC0, далее можно рассматривать условия

C−1
0 K+C0 = K+, C−1

0 K−C0 = Q−, C−1
0 Q−C0 = Q+, C−1

0 Q+C0 = K−

и отображение ϕ : U → C−1
0 UC0. Очевидно, K+ ⊕ Q− = Q, поэтому Kϕ = Q.

Далее, Qϕ = Q, отсюда Q = K, ϕ ∈ AutK. Так как |Aut K| = 2 и ϕ3 = ε, то ϕ
тождественно, что противоречит условию Qϕ

− = Q+, лемма доказана.

В качестве следствия получаем теорему 3.7.2.

3.8. Подгруппа автотопизмов, изоморфная S3

В этом параграфе проводятся исследования полуполевых плоскостей, имею-
щих ранг 2 над ядром, регулярное множество таких плоскостей образовано 2×2-
матрицами. Отметим, что исследованиям таких плоскостей трансляций было
посвящено в 1990-2000 гг. значительное число работ (см., например, [29] и др.).
Решается задача построения матричного построения регулярного множества в
предположении, что полуполевая плоскость π имеет порядок p2n, обладает яд-
ром порядка pn (p – простое), подгруппа линейных над GF (pn) автотопизмов
содержит подгруппу H, изоморфную симметрической группе S3.

Симметрическая группа S3 является некоммутативной группой минималь-
ного порядка, ее наличие в группе коллинеаций проективной плоскости и в
группе автоморфизмов координатизирующего множества может указывать на
наличие особенных свойств. Так, среди всех 23 неизоморфных полуполей по-
рядка 16 ровно одно имеет группу автоморфизмов, изоморфную S3. Таким же
свойством обладает исключительное полуполе Хентзела–Руа порядка 64, не яв-
ляющееся ни лево-, ни правопримитивным [134]. Кроме того, поскольку S3 со-
держится в значительном числе известных групп, условие существования S3 в
группе автотопизмов приводит к получению важных технических результатов
для дальнейших исследований. Отметим также особую роль группы S3 в ис-
следовании полуполевых плоскостей в связи с классификацией полуполей не
только с точностью до изотопизма, но и с точностью до S3 (так называемые
орбиты Кнута, см., например, [102]).

Мы рассматриваем полуполевые плоскости ранга 2 над полем F ' GF (pn),
считая, что ядро полуполя либо совпадает с F , либо содержит F (в этом случае
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плоскость дезаргова, R— поле). Группа линейных автотопизмов состоит из мат-
риц размерности 4× 4 с элементами из F , регулярное множество R содержится
в GL2(pn) ∪ {0}. Пусть H < Λ0, H = 〈τ, σ〉 ' S3, где τ и σ — неперестановоч-
ные инволюции, коллинеация γ = τσ имеет порядок 3. Обсудим прежде всего
геометрический смысл элементов H. При p = 2 инволюции τ и σ могут быть
только бэровскими, при p > 2 — бэровскими коллинеациями либо гомология-
ми, произведение τσ может быть гомологией при p 6= 3. Таким образом, случаи
p = 2, p = 3, p > 3 требуют отдельного изучения.

Случай p = 2.

Теорема 3.8.1. Пусть π — полуполевая плоскость порядка 22n с ядром, со-
держащим F ' GF (2n), группа линейных автотопизмов которой содержит
подгруппу H, изоморфную симметрической группе S3. Тогда базис 4-мерного
линейного пространства над F может быть выбран так, что регулярное мно-
жество плоскости R ⊂ GL2(F ) ∪ {0} состоит из матриц вида (3.1.1)

θ(v, u) =

(
u+ v +m(v) f(v) +m(u)

v u

)
, u, v ∈ F,

где m, f — аддитивные функции на F , причем f взаимно однозначна и m(1) =

0. Далее,
1) если H содержит гомологию с осью [0, 0] и центром (∞), то f(x) = x

∀x ∈ F ;
2) если H содержит гомологию с осью [0] и центром (0), то f(x) = m(m(x))+

m(x) + x ∀x ∈ F ;
3) если H содержит гомологию с осью [∞] и центром (0, 0), то f(x) = x,

m(x) = 0 ∀x ∈ F , плоскость дезаргова;
4) если H не содержит гомологий, то функции m и f удовлетворяют усло-

виям (∀x ∈ F )

m(m(x)) = m(x), f(m(x)) = m(x),

m(f(x)) = m(x) + f(x) + x, f(f(x)) = x.

Доказательство. Так как |π| = 22n, элементы τ и σ являются бэровскими
инволюциями. Воспользуемся результатами [29], приведенными выше в теоре-
ме 3.1.1: если полуполевая плоскость порядка 22n с ядром порядка ≥ 2n до-
пускает бэровскую инволюцию τ в линейном трансляционном дополнении, то τ
может быть задана матрицей (3.1.2), регулярное множество состоит из матриц
вида (3.1.1). Обозначим

L =

(
1 1

0 1

)
, τ =

(
L 0

0 L

)
, σ =

(
A 0

0 B

)
,
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A,B ∈ GL2(pn), тогда для инволюции σ должны быть выполнены условия:
1) A2 = B2 = E,
2) AL 6= LA или BL 6= LB,
3) (LA)3 = (LB)3 = E.
Тогда матрицы A и B могут быть равны либо L (не одновременно), либо

матрице (
a a2 + 1

1 a

)
, a ∈ F.

Заметим, что верно равенство(
1 a

0 1

)(
a a2 + 1

1 a

)(
1 a

0 1

)−1

=

(
0 1

1 0

)
= M,

поэтому базис линейного пространства можно выбрать так (не меняя τ), что

σ ∈

{(
L 0

0 M

)
,

(
M 0

0 L

)
,

(
M 0

0 M

)}
.

Рассмотрим подробно все три возможных случая. В первом случае колли-
неация γ = τσ определяется матрицей

γ =

(
E 0

0 LM

)

и является гомологией порядка 3 с осью [0, 0] и центром (∞), при этом матрица
LM удовлетворяет условию θ(v, u)LM ∈ R для всех v, u. При v = 0 имеем

θ(0, u)LM =

(
u m(u)

0 u

)(
1 1

1 0

)
=

(
u+m(u) u

u 0

)
= θ(u, 0),

отсюда f(u) = u. Рассмотрение u = 0 не дает новых ограничений на функции
f и m.

Во втором случае

γ =

(
LM 0

0 E

)
является гомологией порядка 3 с осью [0] и центром (0), при этом LMθ(v, u) ∈ R
для всех v, u. При v = 0

LMθ(0, u) =

(
1 1

1 0

)(
u m(u)

0 u

)
=

(
u m(u) + u

u m(u)

)
= θ(0,m(u)),

отсюда f(u) = m(m(u)) +m(u) + u. При u = 0 получим то же условие.
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В третьем случае для A = B = M должно выполняться условие (2.2.3). При
v = 0

M−1θ(0, u)M =

(
0 1

1 0

)(
u m(u)

0 u

)(
0 1

1 0

)
=

(
u 0

m(u) u

)
= θ(m(u), u),

тогда m(m(x)) = m(x), f(m(x)) = m(x). При u = 0

M−1θ(v, 0)M =

(
0 1

1 0

)(
v +m(v) f(v)

v 0

)(
0 1

1 0

)
=

=

(
0 v

f(v) v +m(v)

)
= θ(f(v), v +m(v)),

тогда m(f(x)) = m(x) + f(x) + x, f(f(x)) = x. Поскольку отображение m(x) в
общем случае не является биективным, полученные условия трудно преобразо-
вать к более удобному виду.

Заметим, что если в третьем случае коллинеация γ является гомологией,
то ее ось — особая прямая [∞], центр — точка (0, 0), при этом матрица LM

должна быть перестановочна со всеми матрицами регулярного множества. Из
этого условия LMθ(v, u) = θ(v, u)LM получим f(v) = v, m(v) = 0 для всех v,
поэтому, в силу линейности m и f , регулярное множество является полем, т.е.
плоскость π дезаргова. Теорема 3.8.1 полностью доказана.

Случай p > 2.

Лемма 3.8.2. Пусть π — полуполевая плоскость порядка p2n с ядром, со-
держащим F ' GF (pn) (p > 2 — простое), группа линейных автотопизмов
которой содержит подгруппу H, изоморфную симметрической группе S3. То-
гда инволюции τ, σ ∈ H являются бэровскими, базис 4-мерного линейного про-

странства над F может быть выбран так, что τ =

(
L 0

0 L

)
, регулярное

множество плоскости R ⊂ GL2(F ) ∪ {0} состоит из матриц вида (3.1.6)

θ(v, u) =

(
m(u) f(v)

v u

)
, u, v ∈ F,

где m, f — аддитивные взаимно однозначные функции на F , причем m(1) = 1.

При этом σ =

(
A 0

0 B

)
, где A,B ∈ {L,M} при p > 3, A,B ∈ {L,A1, A2} при

p = 3, (A,B) 6= (L,L),

L =

(
−1 0

0 1

)
, M =

(
1/2 1/2

3/2 −1/2

)
, A1 =

(
−1 0

1 1

)
, A2 =

(
−1 1

0 1

)
.
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Доказательство. В случае нечетного порядка плоскости π центральные колли-
неации порядка 2 в группе автотопизмов Λ являются гомологиями h1, h2, h3

(3.2.1), они не сопряжены в Λ. Поэтому инволюции τ, σ, как и для p = 2, явля-
ются бэровскими коллинеациями. Воспользуемся теоремой 3.1.2 для ранга 2: в
подходящем базисе линейного пространства бэровская инволюция определяется
матрицей (3.1.3), регулярное множество состоит из матриц (3.1.6).

Инволюция σ должна удовлетворять условиям 1–3 из доказательства тео-
ремы 3.8.1. При этом для матрицы A (для B аналогично) возможны четыре
ситуации (a ∈ F , a 6= 0):

1) A = L,

2) p = 3 и A =

(
−1 0

a 1

)
,

3) p = 3 и A =

(
−1 a

0 1

)
,

4) p 6= 3 и A =

 1
2

a

3
4a
−1

2

.

Для случаев 2–4 можно выбрать замену базиса линейного пространства,
упрощающую вид матрицы A и сохраняющую вид L. Действительно,(

a 0

0 1

)(
−1 0

a 1

)(
a−1 0

0 1

)
=

(
−1 0

1 1

)
= A1,

(
1 0

0 a

)(
−1 a

0 1

)(
1 0

0 a−1

)
=

(
−1 1

0 1

)
= A2,1 0

0 2a


 1

2
a

3
4a
−1

2


1 0

0 1
2a

 =

1
2

1
2

3
2
−1

2

 = M.

Лемма доказана.

Теорема 3.8.3. Если π — полуполевая плоскость порядка 32n с ядром, содер-
жащим F ' GF (3n), то группа линейных над F автотопизмов не содержит
подгруппы, изоморфной симметрической группе S3.

Доказательство. Если A = L или B = L, то γ = τσ является гомологией
порядка 3, что невозможно, так как |π| − 1 не делится на 3.

Для остальных выделенных в лемме 3.8.2 случаев при p = 3 проверим вы-
полнение условия (2.2.3). Непосредственные расчеты показывают:

A−1
1 θ(v, 0)A1 =

(
−f(v) −f(v)

−v + f(v) f(v)

)
= θ(−v + f(v), f(v))⇒ f(f(v)) = 0 ∀v;
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A−1
2 θ(v, 0)A2 =

(
−v v − f(v)

−v v

)
= θ(−v, v)⇒ f(−v) = v − f(v) ∀v;

A−1
1 θ(0, u)A2 =

(
m(u) −m(u)

−m(u) m(u) + u

)
= θ(−m(u),m(u) + u)⇒ m(m(u)) = 0 ∀u;

A−1
2 θ(0, u)A1 =

(
m(u) + u u

u u

)
= θ(u, u)⇒ m(u) = m(u) + u ∀u.

Учитывая инъективность отображений m и f , заключаем, что все перечис-
ленные случаи невозможны. Теорема 3.8.3 доказана.

Отметим, что частный случай |π| = 81 представлен в докладе [168] на
Международной конференции G2A2 (Екатеринбург, 2015 г.): если полуполевая
плоскость порядка 81 допускает бэровскую инволюцию в группе автотопизмов,
то порядок группы автотопизмов равен 2k, 8 ≤ k ≤ 11.

Теорема 3.8.4. Пусть π — полуполевая плоскость порядка p2n, с ядром,
содержащим F ' GF (pn) (p > 3 — простое), группа линейных автотопиз-
мов которой содержит подгруппу H, изоморфную симметрической группе S3.
Тогда базис 4-мерного линейного пространства над F может быть выбран
так, что регулярное множество плоскости в GL2(F )∪{0} имеет вид (3.1.6).
Далее:

1) если H содержит гомологию с осью [0, 0] и центром (∞), то f(x) =

−m(x)/3 ∀x ∈ F ;
2) если H содержит гомологию с осью [0] и центром (0), то f(m(x)) =

m(f(x)) = −x/3 ∀x ∈ F ;
3) если H содержит гомологию с осью [∞] и центром (0, 0), то p − 3 не

является квадратом, f(x) = −x/3, m(x) = x ∀x ∈ F , плоскость дезаргова;
4) если H не содержит гомологий, то функции m и f удовлетворяют усло-

виям (∀x ∈ F )
m(m(x)) = x, f(f(x)) =

1

9
x,

m(f(x)) = −1

3
m(x)− f(x)− 1

3
x, f(m(x)) =

1

3
m(x) + f(x)− 1

3
x.

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 3.8.3, рассмотрим слу-
чаи для p > 3, выделенные в лемме 3.8.2.

При (A,B) = (L,M) коллинеация γ = τσ является гомологией с осью [0, 0]

и центром (∞), тогда матрица

LM =

(
−1/2 −1/2

3/2 −1/2

)
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должна удовлетворять условию θ(v, u)LM ∈ R для всех v, u ∈ F . В силу за-
мкнутости R по сложению вместо LM достаточно рассмотреть матрицу N =

2LM + E. Тогда при v = 0 получим

θ(0, u)N =

(
0 −m(u)

3u 0

)
= θ(3u, 0),

отсюда f(x) = −m(x)/3 для всех x. Случай u = 0 дает то же условие.
При (A,B) = (M,L), аналогично, γ является гомологией в осью [0] и центром

(0), матрица N удовлетворяет условию Nθ(v, u) ∈ R для всех v, u. Рассматривая
отдельно v = 0 и u = 0, получим условие f(m(x)) = m(f(x)) = −x/3 для всех x.

При A = B = M проверяем выполнение условия (2.2.3). При v = 0 получим

M−1θ(0, u)M =
1

4

(
m(u) + 3u m(u)− u
3m(u)− 3u 3m(u) + u

)
∈ R,

из замкнутости регулярного множества по сложению следуют равенства

m(3m(u) + u) = m(u) + 3u, f(3m(u)− 3u) = m(u)− u.

Аналогично, при v = 0 условие (2.2.3) приводит к равенствам

m(−v − 3f(v)) = v + 3f(v), f(−v + 9f(v)) = v − f(v).

Преобразуя, получаем условия теоремы 3.8.4.
Дополнительно рассмотрим ситуацию, когда коллинеация γ является гомо-

логией с осью [∞] и центром (0, 0). Тогда матрица LM централизует R, поэтому
матрица N = 2LM + E также удовлетворяет условию Nθ(v, u) = θ(v, u)N для
всех v, u, f(v) = −v/3, m(u) = u,

|θ(v, u)| =

∣∣∣∣∣u −1
3
v

v u

∣∣∣∣∣ =
u2

3

(
3 +

(v
u

)2
)
.

Если p−3 не является квадратом, то |θ(v, u)| 6= 0 для всякой ненулевой матрицы,
и плоскость π дезаргова. Теорема 3.8.4 доказана.

Рассматривая произведение гомологий

(
E 0

0 LM

)
и

(
LM 0

0 E

)
, приходим

к очевидному следствию.

Следствие 3.8.5. Пусть π — полуполевая плоскость порядка p2n (p = 2

или p > 3 — простое) с ядром ⊇ GF (pn), группа линейных автотопизмов
содержит подгруппы

H1 = 〈τ, γ1〉 ' S3, H2〈τ, γ2〉 ' S3,

где τ — бэровская инволюция, γ1 — гомология порядка 3 с осью [0, 0] и центром
(∞), γ2 — гомология порядка 3 с осью [0] и центром (0). Тогда подгруппа H3 =

〈τ, γ1γ2〉 также изоморфна S3 и не содержит гомологий.
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Глава 4. Алгоритмы построения полуполевых
плоскостей

В этой главе рассматриваются примеры полуполевых плоскостей, иллюстри-
рующие теоретические результаты главы 3. Запись матричного представления
регулярного множества полуполевой плоскости при фиксированных ограниче-
ниях на коллинеации не является достаточным условием существования таких
плоскостей. Поэтому важно выяснить, является ли множество изучаемых объ-
ектов непустым.

В § 4.1 перечислены минимальные примеры полуполевых плоскостей ранга
2 над ядром, допускающие S3 в группе автотопизмов. Представлены приме-
ры к теореме 3.1.2 для p = 2 полуполевых плоскостей четного порядка, до-
пускающих бэровскую инволюцию. Приложениями к теореме 3.7.1 являются
примеры полуполевых плоскостей порядков 54 и 134, допускающих подгруппу
автотопизмов, изоморфную группе кватернионов Q8. Кратко описан алгоритм
построения полуполевых плоскостей на основе матричного представления их
регулярного множества с применением вычислительной техники. В § 4.2 также
обсуждаются возможности использования методов компьютерной алгебры для
доказательства изоморфиза двух полуполевых плоскостей.

§ 4.3 посвящен построению примеров полуполевых плоскостей порядка 81,
допускающих бэровскую инволюцию (к теореме 3.1.2). Основной результат по-
казывает, что все построенные примеры являются 3-примитивными плоскостя-
ми и расширяют список примеров М. Кордеро [37].
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4.1. Построение полуполевых плоскостей малых рангов

Особенностью ряда результатов о полуполевых проективных плоскостях и
их координатизирующих полуполях (как и результатов о других алгебраиче-
ских системах) является отсутствие достаточных условий существования этих
объектов при изучаемых дополнительных ограничениях. Указание матричного
представления регулярного множества с достаточно общими ограничениями не
является достаточным условием существования плоскости трансляций с таким
регулярным множеством. Так, например, существование недезарговых полу-
полевых плоскостей ранга 2 с регулярным множеством (3.1.1), допускающих
бэровскую инволюцию [29], было подтверждено [64] только в 1990 г. Х. Хуан-
гом и Н. Джонсоном, построившими примеры восьми полуполевых плоскостей
порядка 64.

Другим примером этой проблемы служит сравнение теорем 3.5.1 и 3.5.2: пер-
вая из них указывает матричное представление регулярного множества плоско-
сти, если она существует, вторая – выявляет отсутствие плоскостей при постав-
ленном условии. Итак, перечисление любых условий на группу автотопизмов
приводит к естественному вопросу: существуют ли проективные плоскости при
таких условиях?

Целью этого параграфа является указание полуполевых плоскостей порядка
p4, удовлетворяющих:

(1) теореме 3.1.2 для p = 2 (для p > 2 см. § 4.3),
(2) теореме 3.7.1,
(3) теоремам 3.8.1 и 3.8.4.

В случае (3) полуполевая плоскость, допускающая подгруппу автотопизмов
H ' S3, имеет порядок q2 и левое ядро порядка q. Поэтому регулярное мно-
жество такой плоскости имеет представление в кольце 2× 2-матриц над полем
GF (q). Рассмотрим (подробнее см. [138]) такие полуполевые плоскости, выби-
рая минимальный возможный порядок p4 = 16 и p4 = 625 (по теореме 3.8.3, при
p = 3 полуполевая плоскость не допускает S3 в группе линейных автотопизмов).

Мы используем результат Т. Воан [112] о представлении аддитивной функ-
ции g(x) на GF (pn) линейной комбинацией автоморфизмов поля:

g(x) = c0x+ c1x
p + c1x

p2 + · · ·+ cn−1x
pn−1

, c0, c1, c2, . . . , cn−1 ∈ GF (pn).

Пример 4.1. Пусть p = 2, p2n = 16, F = {0, 1, α, α+ 1} ' GF (4), α2 = α+ 1.
Как указано в § 5.6, существуют ровно два неизотопных полуполя порядка 16,
т.е. две неизоморфных недезарговых полуполевых плоскости порядка 16. Пока-
жем, что одна из них обеспечивает необходимый пример. Рассмотрим условия
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в теореме 3.8.1, полагая

m(x) = m0(x+ x2), f(x) = f0x+ f1x
2 (x ∈ F ),

здесь m0, f0, f1 ∈ F . Достаточным условием существования полуполевой плос-
кости, удовлетворяющей теореме 3.8.1, является требование∣∣∣∣∣u+ v +m0(v + v2) f0v + f1v

2 +m0(u+ u2)

v u

∣∣∣∣∣ 6= 0 ∀u, v ∈ F, (u, v) 6= (0, 0).

(4.1.1)
Перебор коэффициентовm0, f0, f1, удовлетворяющих условиям теоремы 3.8.1

и (4.1.1), приводит к результатам, перечисленным в табл. 3.

Таблица 3. Коэффициенты функций m(x), f(x) при p = 2

Регулярное множество m0 f0 f1 Случай теоремы 3.8.1
R1 1 1 0 1
R2 1 0 1 2
R3 α 1 0 1,2,4
R4 α + 1 1 0 1,2,4

Таким образом, найдены четыре полуполевых плоскости порядка 16 с регу-
лярными множествами R1, R2, R3, R4, группа линейных автотопизмов которых
содержит подгруппу, изоморфную S3. Отметим, что эти плоскости изоморфны.
Действительно, автоморфизм x → x2 поля F переводит R3 в R4, и непосред-
ственная проверка показывает, что выполнено(

1 α

0 1

)
R1

(
1 α

0 1

)
= R2,

(
0 α2

α2 1

)
R1 = R3.

Пример 4.2. Построим примеры плоскостей порядка 625, используя ре-
зультаты теоремы 3.8.4. Рассмотрим поле GF (25) = GF (52) как фактор-кольцо
кольца Z5[x] по идеалу, порожденному неприводимым в Z5[x] многочленом
x2 − 2,

GF (25) ' Z5[x]/(x2 − 2) = {0, 1, 2, 3, 4, α, α + 1, . . . , 4α + 4},

где α2 = 2. В условиях теоремы 3.8.4 полагаем

m(x) = m0x+m1x
5, f(x) = f0x+ f1x

5 (x ∈ F ),

здесь m0,m1, f0, f1 ∈ F . Достаточным условием существования полуполевой
плоскости, удовлетворяющей теореме 3.8.4, является требование∣∣∣∣∣m0u+m1u

5 f0v + f1v
5

v u

∣∣∣∣∣ 6= 0 ∀u, v ∈ F, (u, v) 6= (0, 0). (4.1.2)



112

Компьютерный перебор коэффициентовm0,m1, f0, f1, удовлетворяющих усло-
виям теоремы 3.8.4 и (4.1.2), приводит к результатам, перечисленным в табл. 4.
В таблице исключены изоморфные копии, полученные автоморфизмом x→ x5

поля F .

Таблица 4. Коэффициенты функций m(x), f(x) при p = 5

№ m0 m1 f0 f1 Случай теоремы 3.8.4
1 2 4 1 2 1
2 4 2 2 1 1
3 α + 4 4α + 2 3α + 2 2α + 1 1
4 2α + 1 3α α + 3 4α 1
5 2α + 2 3α + 4 α + 1 4α + 2 1
6 2 4 2 1 2
7 4 2 1 2 2
8 α + 4 4α + 2 α + 1 4α + 2 2
9 2α + 1 3α 4α + 3 α 2
10 2α + 2 3α + 4 3α + 2 2α + 1 2
11 α 4α + 1 2α 4 4
12 2α 3α + 1 4α 3α 4
13 α 4α + 1 3α 2α + 3 1,2,4
14 α + 4 4α + 2 3α + 2 2α + 1 1,2,4

Дальнейшее выделение в приведенном списке попарно изоморфных полу-
полевых плоскостей не проводилось, поскольку значительно более трудоемко в
сравнении со случаем |π| = 16. Существование полуполевых плоскостей поряд-
ка 625 с подгруппой линейных автотопизмов, изоморфной S3, подтверждено.

Возвращаясь к обсуждению случая p4 = 16, заметим, что полуполя Vi в § 5.6
не могут быть заданы регулярным множеством в кольце 2×2-матриц надGF (4),
так как имеют ядра Nl = Nm = Nr = Z2. Для их построения используется
(подробнее см. [129]) регулярное множество в GL4(2)∪{0}, заданное линейными
функциями.

Пример 4.3. Пусть π – полуполевая плоскость порядка 16, допускающая
бэровскую инволюцию. Тогда, по теореме 3.1.3, ее регулярное множество в
GL4(2) ∪ {0} может быть представлено матрицами вида (3.1.5)

θ(V, U) =

(
U + V +m(V ) + w(V ) f(V ) +m(U)

V U + w(V )

)
,

где U, V ∈ K,K ⊂ GL2(2)∪{0} – регулярное множество бэровской подплоскости
πτ , фиксируемой инволюцией τ , m, w, f – линейные отображения из K в кольцо
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2×2-матриц над Z2, причемm(E) = 0 и для всех V ∈ K нижняя строка матрицы
w(V ) состоит только из нулей.

Так как регулярное множество K замкнуто относительно сложения, то оно
соответствует полуполю порядка 4, т.е. полю GF (4), и мы можем считать

K =

{(
a+ b a

a b

) ∣∣∣∣∣ a, b ∈ Z2

}
.

Это двумерное линейное пространство над Z2 с базойD =

(
1 1

1 0

)
, E =

(
1 0

0 1

)
,

т.е. K = {aD + bE | a, b ∈ Z2}.
Регулярное множество R плоскости π является 4-мерным линейным про-

странством над Z2, его база состоит из четырех матриц:

A1 =

(
D +M +W1 F1

D W1

)
, A2 =

(
E +W2 F2

E W2

)
,

A3 =

(
D M

0 D

)
, A4 =

(
E 0

0 E

)
,

где W1 = w(D), W2 = w(E), M = m(D), F1 = f(D), F2 = f(E) и для любой
матрицы U = aD + bE ∈ K, в силу линейности отображений,

w(U) = aW1 + bW2, m(U) = aM, f(U) = aF1 + bF2,

тогда R = {x1A1 + x2A2 + x3A3 + x4A4 | xi ∈ Z2, i = 1, 2, 3, 4}.
Исходя из требования невырожденности всех матриц регулярного множе-

ства R, кроме нулевой, получим (с использованием компьютера) список воз-
можных вариантов матриц M,F1, F2,W1,W2, содержащий 224 набора. Таким
образом, построено 224 регулярных множества вида (3.1.5) и, следовательно,
224 полуполевых плоскости порядка 16, допускающих бэровскую инволюцию.

Для дальнейшего исследования и классификации построенных плоскостей
найдено левое ядро Rl как централизатор регулярного множества R, для этого
достаточно выбрать матрицы, перестановочные с A1, A2, A3. Непосредственные
вычисления показывают, что 8 плоскостей из построенных 224 имеют левое ядро
порядка 16, поэтому R является полем, соответствующие плоскости – дезарго-
вы. 72 плоскости имеют левое ядро порядка 4, поэтому изоморфны плоскостям
ранга 2 над полем GF (4). Оставшиеся 144 плоскости имеют левое ядро порядка
2, поэтому не могут быть заданы линейным пространством размерности менее 4.

В соответствии с классификацией полуполей порядка 16 (теорема 5.4.1), су-
ществует ровно одна недезаргова полуполевая плоскость ранга 2 над GF (4),



114

поэтому 72 плоскости с ядром Z2 должны быть попарно изоморфны. Как пока-
зано, например, в [126, 128], изоморфизм таких плоскостей задается линейным
преобразованием 8-мерного линейного пространства:

ϕ : (x, y)→ (x, y)

(
A 0

0 B

)
,

где x, y – векторы 4-мерного пространства, клетки A и B имеют размерность
4 × 4. Если преобразование ϕ задает изоморфизм плоскостей с регулярными
множествами R и R′, то матрицы A и B удовлетворяют условию:

∀θ ∈ R A−1θB ∈ R′.

Так как обе плоскости допускают бэровскую инволюцию τ вида (3.1.3), по-
ставим условие ϕτϕ−1 = τ и зададим преобразование ϕ матрицей вида

(
A 0

0 B

)
=


A1 A2 0 0

0 A1 0 0

0 0 B1 B2

0 0 0 B1

 . (4.1.3)

Отображения (4.1.3) образуют группу порядка 288, действующую на классе
полуполевых плоскостей с регулярным множеством вида (3.1.5). При этом класс
построенных плоскостей разбивается на пять непересекающихся орбит:

1) 8 дезарговых плоскостей попарно изоморфны;
2) 144 плоскости с ядром порядка 2 попарно изоморфны;
3) множество из 72 плоскостей с ядром порядка 4 разбивается на 3 класса

по 24 попарно изоморфных плоскости.

Для подтверждения изоморфности плоскостей с ядром порядка 4 потребова-
лось рассмотреть линейные преобразования ϕ, не перестановочные с бэровской
инволюцией τ , отказавшись от условия (4.1.3). Компьютерный перебор произ-
вольных невырожденных 4×4-матриц A и B показал, что все плоскости с ядром
порядка 4 изоморфны между собой.

Проведенные вычисления, очевидно, показывают, что любая полуполевая
плоскость порядка 16 допускает бэровскую инволюцию.

Теорема 4.1.1. Существуют ровно три, с точностью до изоморфизма, по-
луполевые плоскости порядка 16, допускающие бэровскую инволюцию в транс-
ляционном дополнении: π1, π2, π3. Регулярное множество этих плоскостей
имеет вид (3.1.5) и определяется матрицами M , F1, F2, W1, W2, см. табл. 5.
Плоскость π3 дезаргова, плоскость π1 имеет ядро порядка 4, плоскость π2 –
ядро порядка 2.
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Таблица 5. Коэффициенты регулярного множества
полуполевых плоскостей порядка 16

Плоскость M F1 F2 W1 W2

π1

(
0 0

0 0

) (
0 1

1 0

) (
1 0

1 1

) (
1 0

0 0

) (
1 1

0 0

)

π2

(
0 0

0 1

) (
0 1

1 0

) (
1 0

0 1

) (
0 0

0 0

) (
1 0

0 0

)

π3

(
0 0

0 0

) (
0 1

1 1

) (
1 1

1 0

) (
0 0

0 0

) (
0 0

0 0

)

С использованием того же программного аппарата, что и для построения
изоморфизмов, найдены группа автотопизмов Λ, централизатор бэровской ин-
волюции τ и общее количество инволюций в Λ, см. табл. 6. В этой таблице P –
подгруппа в Λ, порожденная перспективностями, P = Hl(Hm ×Hr).

Таблица 6. Автотопизмы полуполевых плоскостей порядка 16

Плоскость |Rl| |CΛ(τ)| |P | |Λ| Число инволюций в Λ

π1 4 12 27 108 27
π2 2 2 1 18 9
π3 16 36 225 900 25

Из полученных результатов непосредственно следует разрешимость группы
автотопизмов Λ и поэтому группы коллинеаций для плоскостей π1 и π2.

Пример 4.4. Для полуполевой плоскости нечетного порядка, допускающей
бэровскую инволюцию, матричное представление (3.1.6) регулярного множе-
ства определено в теореме 3.1.5. Случай |π| = 34 будет рассмотрен подробно в
параграфе 5.3. Следующие примеры представляют полуполевые плоскости по-
рядка p4, допускающие подгруппу автотопизмов H ' Q8, для p = 5 и p = 13.
Так как p−1 делится на 4, то матричное представление регулярного множества
такой плоскости также состоит из матриц (3.1.6),

θ(V, U) =

(
m(U) f(V )

V U

)
,

где V ∈ Q, U ∈ K, множества Q,K ⊂ GL2(p) ∪ {0} замкнуты по сложению,
содержат нулевую и единичную матрицы. Аддитивные взаимно однозначные
отображения m : K → K и f : Q → Q не тождественны, инволютивны и
удовлетворяют условиям m(E) = E, f(E) 6= ±E.
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Так как |π| = p4, то Q и K – поля порядка p2 в GL2(p) ∪ {0}. Тогда

K = {xD + yE | x, y ∈ Zp}, Q = {xC + yE | x, y ∈ Zp}, D,C ∈ GL2(p),

причем все ненулевые матрицы этих множеств невырожденные. Линейные отоб-
ражения m и f с условиями выше записываются как

m(xD + yE) = xM + yE, M ∈ K;

f(xC + yE) = xF1 + yF2, F1, F2 ∈ Q, F2 6= ±E, M 6= D.

Для случаев p = 5 и p = 13 можно считать, что D =

(
0 2

1 0

)
, т.к. 2 не

является квадратом в Z5 и Z13. Матрица C =

(
a b

1 0

)
будет подбираться с

условием: a2 + 4b не является квадратом. Матрицы M ∈ K, F1, F2 ∈ Q запишем
в виде

M =

(
m2 2m1

m1 m2

)
, F1 =

(
af1 + f2 bf1

f1 f2

)
, F1 =

(
af3 + f4 bf3

f3 f4

)
.

Из условий m(m(U)) ≡ U и f(f(V )) ≡ V следует:

m2
1 = 1,

m1m2 +m2 + 1 = 0;

f 2
1 + f2f3 = 1,

f3(f1 + f4) = 0,

f2(f1 + f4) = 0,

f 2
4 + f2f3 = 1.

(4.1.4)

Выбрав все матрицы M,F1, F2 ∈ GL2(p), удовлетворяющие условиям (4.1.4),
поставим требование невырожденности ненулевой матрицы регулярного мно-
жества: ∣∣∣∣∣zM + tE xF1 + yF2

xC + yE zD + tE

∣∣∣∣∣ 6= 0, ∀x, y, z, t ∈ Zp, (4.1.5)

кроме случая (x, y, z, t) = (0, 0, 0, 0).
Компьютерные расчеты приводят к следующему результату: существует 36

наборов коэффициентов (a, b,m1,m2, f1, f2, f3, f4), удовлетворяющих условию
(4.1.5) для Z5, и 396 наборов – для Z13. Таким образом, построено 36 полу-
полевых плоскостей порядка 54, допускающих подгруппу автотопизмов H ' Q8

(возможно, изоморфных), и 396 плоскостей порядка 134 с этим свойством. От-
метим, что в обоих случаях наблюдается Q = K, т.е. a = 0 и b = 2.

Решая вопрос о разбиении множества построенных плоскостей на классы

изоморфизма, определим вид матриц перехода δ =

(
A 0

0 B

)
к новому бази-

су 8-мерного линейного пространства, сохраняющих подгруппу H. Возможны



117

случаи:

A =

(
A1 0

0 k1A1

)
, A =

(
0 A1

k2A1 0

)
, A =

(
A1 k1A1

k2A1 −k1k2A1

)
,

где k1, k2 ∈ {1,−1, i,−i}, A1 ∈ NGL2(p)(K
∗), для матрицы B аналогично. Здесь

i ∈ Zp и i2 = −1, как указано в теореме 3.7.1. Окончательный список неизо-
морфных плоскостей порядка 134 приведен в табл. 7, где строка коэффициен-
тов (m1,m2, f1, f2, f3, f4) обозначена (m, f). Для порядка 54 получено три набора
коэффициентов:

(4, 0, 2, 1, 2, 3), (4, 0, 2, 2, 1, 3) (4, 1, 2, 3, 4, 3),

задающих все попарно неизоморфные плоскости. В случае, когда матрица δ

задает переход к исходной плоскости, в качестве дополнительного результата
компьютерных вычислений мы получаем нормализатор и централизатор под-
группы H в группе автотопизмов Λ. Итогом всех расчетов служит теорема.

Теорема 4.1.2. 1. Существуют ровно три, с точностью до изоморфизма,
полуполевых плоскости порядка 54, группа автотопизмов Λ которых содер-
жит подгруппу H, изоморфную группе кватернионов Q8. При этом CΛ(H) =

Z24 × Z4, |NΛ(H)| = 384.
2. Существуют ровно 33, с точностью до изоморфизма, полуполевых плос-

кости порядка 134, группа автотопизмов Λ которых содержит подгруппу H,
изоморфную группе кватернионов Q8. При этом CΛ(H) = Z168×Z12, |NΛ(H)| =
8064.

Таблица 7. Наборы коэффициентов при p = 13

№ (m, f) № (m, f) № (m, f)

1 (12,0,3, 1, 5,10) 2 (12,0,3, 2, 9,10) 3 (12,0,3, 3, 6,10)
4 (12,0,3, 4,11,10) 5 (12,0,3, 5, 1,10) 6 (12,0,3, 6, 3,10)
7 (12,0,4, 1,11, 9) 8 (12,0,4, 2,12, 9) 9 (12,0,4, 3, 8, 9)
10 (12,0,4, 4, 6, 9) 11 (12,0,4, 5,10, 9) 12 (12,0,4, 6, 4, 9)
13 (12,0,5, 1, 2, 8) 14 (12,0,5, 2, 1, 8) 15 (12,0,5, 3, 5, 8)
16 (12,0,5, 4, 7, 8) 17 (12,0,5, 5, 3, 8) 18 (12,0,5, 6, 9, 8)
19 (12,1,2, 9, 4,11) 20 (12,1,3, 4,11,10) 21 (12,1,4, 1,11, 9)
22 (12,1,4, 6, 4, 9) 23 (12,1,4,11, 1, 9) 24 (12,1,5, 2, 1, 8)
25 (12,1,6, 6, 5, 7) 26 (12,2,3, 4,11,10) 27 (12,2,3, 5, 1,10)
28 (12,2,4, 2,12, 9) 29 (12,2,4,11, 1, 9) 30 (12,2,5, 1, 2, 8)
31 (12,2,5, 5, 3, 8) 32 (12,3,2, 9, 4,11) 33 (12,3,3, 6, 3,10)

Исследования полуполей порядка 54 и 134, координатизирующих описанные
полуполевые плоскости, представлены в § 5.9, их результатом является теоре-
ма 5.8.3 и табл. 19,20.
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4.2. Оптимизация выделения классов изоморфизма

Обсудим подробнее вопрос: являются ли две полуполевые плоскости π и π′, за-
данные регулярными множествами R = {θ(x) | x ∈ W} и R′ = {σ(x) | x ∈ W}
в GLn(p) ∪ {0}, изоморфными? Здесь W – n-мерное линейное пространство
над полем Zp, и изоморфизм плоскостей эквивалентен изотопизму полуполей
W1 = W (n, p, θ) и W2 = W (n, p, σ). Учитывая матричный критерий изомор-
физма (см. [126, 128, 91]), перепишем вопрос в виде: существуют ли такие
матрицы P1, P2 ∈ GLn(p), что для каждой матрицы θ(x) ∈ R произведение
P−1

1 θ(x)P2 принадлежит регулярному множеству R′?
Оценим возможности прямого перебора вариантов и обсудим пути сокра-

щения их необходимого количества. Например, пусть |π| = |π′| = 34, поэтому
P1, P2 ∈ GL4(3). Тогда число возможных вариантов выбора двух матриц равно

|GL4(3)|2 = ((81− 1)(81− 3)(81− 9)(81− 27))2 = 242611202 ≈ 5, 88 · 1014.

Далее, для θ(x) = E ∈ R имеем P−1
1 P2 = S0 = σ(x0) ∈ R′, тогда P2 = P1S0, т.е.

достаточно рассматривать все возможные матрицы P1 ∈ GL4(3) и все ненулевые
матрицы S0 из регулярного множества второй плоскости. Число вариантов при
этом сокращается до

|GL4(3)| · (|R′| − 1) = 24261120 · 80 ≈ 1, 94 · 109,

хотя и остается неприемлемым для «быстрого» решения проблемы изоморфиз-
ма. Нам может помочь информация о порядках ядер координатизирующих по-
луполей, или, что эквивалентно (лемма 2.2.2), порядках ядер плоскостей π и π′.
Рассмотрим, например, алгоритм отыскания среднего ядра и его последующее
использование, в случае порядка более p.

Пусть, например, матрицы A1, . . . , An ∈ GLn(p) образуют базис регулярного
множества R, и Rm – среднее ядро плоскости π. Тогда (см. § 1.4), матрица
M ∈ GLn(p) принадлежит Rm в том и только в том случае, когда произведение
Mθ(x) также является элементом регулярного множества. Ясно, что это условие
достаточно проверять только для произведений MAi на базисные элементы (за
исключением единичной матрицы) и строить разложение этого произведения
по базису A1, . . . , An, если это возможно.

Построив ядра Rl, Rm, Rr плоскости π и ядра R′l, R′m, R′r плоскости π′,
мы будем далее обсуждать возможный изоморфизм π ' π′ только в случае
равенства порядков всех соответствующих ядер. Пусть |Rl| = |R′l|, |Rm| = |R′m|,
|Rr| = |R′r| и хотя бы одно из ядер не изоморфно простому подполю Zp полуполя
W . Пусть, для определенности, |Rm| > p.

Замена базиса 2n-мерного линейного пространства над Zp с матрицей пе-

рехода T =

(
P1 0

0 P2

)
переводит группу автотопизмов Λ плоскости π в изо-



119

морфную ей группу автотопизмов Λ′ = T−1ΛT плоскости π′. Рассмотрим, как
при этом меняется матричное представление гомологий из подгрупп Hl, Hm, Hr

(лемма 2.2.4). Если hr ∈ Hr, то

T−1hrT =

(
P−1

1 0

0 P−1
2

)(
E 0

0 θ(d)

)(
P1 0

0 P2

)
=

(
E 0

0 P−1
2 θ(d)P2

)
∈ H ′r,

здесь θ(d) ∈ Rr, поэтому имеем P−1
2 RrP2 = R′r. Аналогично, рассматривая гомо-

логии hm ∈ Hm и hl ∈ Hl, получаем P−1
1 RmP1 = R′m и P−1

1 RlP1 = P−1
2 RlP2 = R′l,

или, эквивалентно,
P−1

1 MP1 ∈ R′m ∀M ∈ R∗m;

P−1
2 MP2 ∈ R′r ∀M ∈ R∗r ;

P−1
1 MP1 = P−1

2 MP2 ∈ R′l ∀M ∈ R∗l .

Эти условия окажутся бесполезными, если все ядра изоморфны Zp – это са-
мый сложный для проверки случай. Пусть, например, плоскости π и π′ порядка
34 имеют среднее ядро порядка 9. Выберем матрицы M и M ′, порождающие
мультипликативные группы R∗m и R′∗m соответственно, и перепишем условие
P−1

1 MP1 ∈ R′m как равенство XM = M ′X, где X = P−1
1 – искомая матрица.

Это равенство представляет систему из 16 линейных однородных уравнений на
16 неизвестных. Если, например, ранг основной матрицы равен 8, то множество
решений состоит из 5760 матриц X = P−1

1 . Вычисляя для каждого варианта
матрицы P1 все матрицы P2 = P1S0, получаем очень значительное уменьшение
количества вариантов: с 24261120 · 80 до 5760 · 80 = 460800, т.е. в 4212 раз. Для
каждого варианта матриц P1 и P2, проверяя основное условие изоморфизма для
базисных элементов регулярного множества R:

P−1
1 AiP2 ∈ R′, i = 1, . . . , n,

находим изоморфизмы из π на π′ или доказываем, что π 6' π′.
Для случаев большого правого либо большого левого ядра рассуждения ана-

логичные. Отметим дополнительно, что если обе полуполевые плоскости π и π′

допускают фиксированную группу автотопизмов H, то прежде всего следует
рассматривать матрицы T , нормализующие H.

4.3. 3-примитивные полуполевые плоскости

В этом параграфе изучены 3-примитивные полуполевые плоскости порядка
81 и построены новые примеры таких плоскостей, подробнее см. [140]. Резуль-
таты кратко представляет
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Теорема 4.3.1. Существуют ровно восемь, с точностью до изоморфизма,
полуполевых плоскостей порядка 81, допускающих бэровскую инволюцию. Все
они являются 3-примитивными и имеют разрешимую группу коллинеаций.

Пусть π — полуполевая плоскость порядка p2n с (левым) ядром K ' GF (ps),
где p – простое число. Коллинеация β плоскости π называется p-примитивной
бэровской коллинеацией, если она фиксирует бэровскую подплоскость поточеч-
но и ее порядок есть p-примитивный делитель pn − 1 (то есть |β| | (pn − 1),
но |β| - (pi − 1), i < n). Полуполевая плоскость порядка p2n называется p-
примитивной полуполевой плоскостью, если она допускает p-примитивную бэ-
ровскую коллинеацию.

Первая работа, посвященная изучению p-примитивных полуполевых плоско-
стей, была опубликована в 1987 году. В этой работе Й. Хирамин, M. Maцумото
и T. Oяма начали изучение плоскостей ранга 2. Они предложили идею постро-
ения регулярного множества и получили некоторые свойства группы коллине-
аций таких плоскостей [62]. Изучение p-примитивных полуполевых плоскостей
было продолжено Н. Джонсоном в статьях [74, 75]. В частности, в [75] он до-
казал, что порядок p-примитивной полуполевой плоскости π ранга 2 равен q4

(q = pr) и записал матричное представление регулярного множества плоскости.
В работах [35, 36] М. Кордеро нашла матричное представление всех автотопиз-
мов и доказала разрешимость группы автотопизмов в частном случае при q = p.
М. Кордеро построила [37] матричное представление регулярного множества p-
примитивной полуполевой плоскости порядка p2n с ядром порядка pn и привела
примеры четырех попарно неизоморфных 3-примитивных полуполевых плоско-
стей порядка 81 с ядром GF (9). Если π – p-примитивная полуполевая плоскость
порядка q4 = p2n с ядром GF (q2), то базис 4-мерного линейного пространства
над GF (q2) может быть выбран так, что регулярное множество плоскости π в
GL2(q2) ∪ {0} имеет вид

Σ0 =

{(
uq f(v)

v u

) ∣∣∣∣∣ u, v ∈ GF (q2)

}
. (4.3.1)

Здесь и далее при ссылках на разные источники выбраны единообразные
обозначения.

И. В. Шевелевой (Бусаркиной) описан [12] общий случай p-примитивной по-
луполевой плоскости с ядром произвольного порядка ps: построено матричное
представление регулярного множества, доказана разрешимость группы колли-
неаций, описано ее строение. Перечислим некоторые из результатов.

Лемма 4.3.2. Пусть π – полуполевая плоскость порядка q4 с ядром K '
GF (ps) (q = pr, q4 = (ps)2n, p > 2 – простое число), допускающая линейную
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бэровскую коллинеацию σ порядка q+1. Тогда π может быть представлена 4n-
мерным векторным пространством над K так, что ее регулярное множество
Σ ⊂ GL2n(K) ∪ {0} имеет вид

Σ =

{(
U q f(V )

V U

) ∣∣∣∣∣ U, V ∈ F
}
, (4.3.2)

где F ⊂ GLn(K) ∪ {0}, F ' GF (q2), f – аддитивная взаимно однозначная
функция из F в GLn(K) ∪ {0}. Подгруппа бэровских коллинеаций 〈σ〉 в этом
случае записывается как

Q = 〈σ〉 =



E 0 0 0

0 Cm 0 0

0 0 Cm 0

0 0 0 E


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ C ∈ F, |C| = q + 1, m = 1, 2, . . . , q + 1

 .

(4.3.3)

Элементы матриц здесь и всюду далее представляют собой квадратные блоки-
подматрицы одинаковой размерности, E – единичная матрица.

Далее, в [13] рассмотрен следующий частный случай.
Пусть π – полуполевая плоскость порядка q4 с ядром K ' GF (ps) (q = pr,

q4 = (ps)2n, p > 2 – простое число), регулярное множество которой в GL2n(K)∪
{0} имеет вид

Σ1 =

{(
U q τϕ(V )

V U

) ∣∣∣∣∣ U, V ∈ F
}
, (4.3.4)

где ϕ – аддитивная взаимно однозначная функция из F в F , τ 6∈ F нормализу-
ет F .

Лемма 4.3.3. 2-ранг группы линейных автотопизмов Λ0 плоскости π с ре-
гулярным множеством Σ1 равен трем или четырем.

Лемма 4.3.4. Нормализатор подгруппы Q (4.3.3) в группе линейных авто-
топизмов Λ0 содержит ровно 7 инволюций:

h1 =

(
E 0

0 −E

)
, h2 =

(
−E 0

0 E

)
, h3 =

(
−E 0

0 −E

)
,

h4 =

(
L 0

0 L

)
, h5 =

(
L 0

0 −L

)
, h6 =

(
−L 0

0 L

)
, h7 =

(
−L 0

0 −L

)
,

где L =

(
−E 0

0 E

)
∈ GL2n(K), причем h1, h2, h3 – гомологии, h4, h5, h6, h7 –

бэровские инволюции.
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Теорема 4.3.5. Пусть π – полуполевая плоскость порядка q4 с регулярным
множеством Σ1. Тогда группа коллинеаций плоскости π разрешима.

Заметим, что при p > 2 некоторая степень p-примитивной бэровской колли-
неации является бэровской инволюцией, и применим теорему 3.1.2 о матричном
представлении бэровской инволюции и теорему 3.1.5 о матричном представле-
нии регулярного множества.

Найдем, с точностью до изоморфизма, все полуполевые плоскости порядка
81, допускающие бэровскую инволюцию [131]. Обозначим регулярное множе-
ство такой плоскости π в GL4(3) ∪ {0} через

Σ2 =

{
θ(V, U) =

(
m(U) f(V )

V U

) ∣∣∣∣∣ U ∈ K1, V ∈ K2

}
, (4.3.5)

здесь K1 и K2 – регулярные множества в GL2(3) ∪ {0}, m, f – инъективные
линейные отображения из K1 и K2 соответственно в GL2(3) ∪ {0}, причем
m(E) = E, f(E) 6= E. Так как плоскость имеет ранг 4, то K1 = K2 = F ' GF (9)

(лемма 3.1.6). Без потери общности полагаем далее D =

(
1 1

1 0

)
,

F = {U = u1D + u2E | u1, u2 ∈ Z3}, (4.3.6)

D, E – базис F . Линейные функции m и f представимы в виде

m(u1D + u2E) = u1M + u2E, f(u1D + u2E) = u1F1 + u2F2

для каждого U = u1D + u2E ∈ F . Здесь M,F1, F2 ∈ GL2(3), m(E) = E,
F2 = f(E) 6= E. Регулярное множество Σ2 является 4-мерным линейным про-
странством над Z3 с базисом, например,

θ(D, 0) =

(
0 F1

D 0

)
, θ(E, 0) =

(
0 F2

E 0

)
,

θ(0, D) =

(
M 0

0 D

)
, θ(0, E) =

(
E 0

0 E

)
.

Если матрицы M,F1, F2 выбраны так, что для всех x, y, z, t ∈ Z3 матрица

θ(xD + yE, zD + tE) =

(
zM + tE xF1 + yF2

xD + yE zD + tE

)
=

=x

(
0 F1

D 0

)
+ y

(
0 F2

E 0

)
+ z

(
M 0

0 D

)
+ t

(
E 0

0 E

)
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является либо нулевой (при x = y = z = t = 0), либо невырожденной, то
тройка матриц M,F1, F2 задает полуполевую плоскость π, удовлетворяющую
указанным условиям.

С использованием компьютера получено 106 наборов матриц M,F1, F2, т.е.
построено 106 полуполевых плоскостей порядка 81, допускающих бэровскую
инволюцию в трансляционном дополнении. Для каждой из построенных плос-
костей были найдены левое, правое и среднее ядра координатизирующих полу-
полей. Выделены следующие случаи:

1) |Nl| = |Nm| = 3, |Nr| = 9;

2) |Nl| = |Nr| = 3, |Nm| = 9;

3) |Nm| = |Nr| = 3, |Nl| = 9;

4) |Nl| = |Nm| = |Nr| = 9;

5) |Nl| = |Nm| = |Nr| = 81.

В случае 5, очевидно, построенная плоскость является дезарговой.
Разобьем построенные плоскости на классы изоморфизма, используя заме-

ну базиса 8-мерного линейного пространства, сохраняющую бэровскую инво-

люцию τ (3.1.3). При этом матрица перехода

(
P1 0

0 P2

)
состоит из блочно-

диагональных подматриц P1 и P2. Использование такой матрицы перехода вы-
деляет 16 классов попарно изоморфных плоскостей порядка 81, считая дезар-
гову.

Следующий этап расчетов должен устанавливает наличие изоморфизма меж-
ду плоскостями из разных выделенных классов, без требования сохранения бэ-
ровской инволюции τ . С помощью компьютерных программ в каждом из случа-
ев найдены все матрицы, задающие изоморфизмы построенных плоскостей, и,
для R′ = R – автотопизмы каждой плоскости. Окончательно имеем восемь по-
парно неизоморфных недезарговых плоскостей порядка 81, т.е. восемь классов
изоморфизма.

Эти расчеты показали, что группа автотопизмов Λ в каждом случае явля-
ется 2-группой порядка 2m, 8 6 m 6 11, откуда немедленно следует ее разре-
шимость и, следовательно, разрешимость группы коллинеаций.

Матрицы, задающие регулярные множества неизоморфных плоскостей, при-
ведены ниже в табл. 9. Перечислять элементы групп автотопизмов не представ-
ляется целесообразным.

Вычисление порядков автотопизмов для каждой из восьми неизоморфных
плоскостей показывает, что каждая плоскость допускает 7 автотопизмов по-
рядка 2, в соответствии со списком леммы 4.3.4. Кроме того, порядок любого
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автотопизма не превышает 16. Из общего списка выделены бэровские коллине-
ации, информация об элементах группы Λ представлена в табл. 8.

Таблица 8. Автотопизмы 3-примитивных полуполевых плоскостей

Плоскость |Nl|, |Nm|, |Nr| |Λ| n2 B2 n4 B4 n8 n16

A1 3,3,9 256 7 4 88 4 32 128
A2 3,3,9 512 7 4 216 4 160 128
B1 3,9,3 256 7 4 88 4 32 128
B2 3,9,3 512 7 4 216 4 160 128
C1 9,3,3 256 7 4 88 4 32 128
C2 9,3,3 512 7 4 216 4 160 128
D1 9,9,9 1024 7 4 56 8 192 768
D2 9,9,9 2048 103 100 600 8 576 768

Здесь nk – число автотопизмов порядка k; Bk – число бэровских коллинеаций
порядка k, причем Bk = 0 для k > 4, nk = 0 для k > 16. Так как B4 6= 0 для
каждой из восьми плоскостей, то все они являются 3-примитивными, причем
случай Nl ' Z3 представляет четыре новых примера, в сравнении с работой [37]
М. Кордеро.

Так как плоскости 3-примитивны, перепишем их регулярное множество в
виде Σ (4.3.2). Для этого должно выполняться условие m(U) = U3 для всех
U ∈ F , поэтому отберем в каждом классе изоморфизма плоскость с M = D3 =(

0 2

2 1

)
. табл. 9 представляет матрицы F1 и F2, задающие функцию f(V ) для

выбранных плоскостей.
Выделим далее в общем списке полуполевые плоскости с регулярным мно-

жеством вида Σ1 (4.3.4). Для этого перепишем аддитивную функцию f(V ) в
другом виде.

Лемма 4.3.6. Пусть p – простое число, F ' GF (pn), R – ассоциативное
кольцо с единицей, содержащее подполе F . Произвольную аддитивную функ-
цию f : F → R можно представить, причем однозначно, в виде

f(x) = A0x+ A1x
p + A2x

p2 + · · ·+ An−1x
pn−1

, x ∈ F, (4.3.7)

где A0, A1, . . . , An−1 ∈ R.

Доказательство. Пусть u – порождающий элемент мультипликативной груп-
пы поля F , тогда минимальный многочлен u над Zp является неприводимым
многочленом степени n. Поэтому 1, u, u2, . . . , un−1 линейно независимы как эле-
менты n-мерного линейного пространства F над Zp.
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Так как функция f аддитивна, то она является линейным отображением из
линейного пространства F над Zp в R. Следовательно, f однозначно определя-
ется образами базисных элементов 1, u, u2, . . . , un−1. Используя (4.3.7), составим
систему линейных уравнений относительно неизвестных Ai:

A0 + A1 + A2 + · · ·+ An−1 = f(1),

A0u+ A1u
p + A2u

p2 + · · ·+ An−1u
pn−1

= f(u),

A0u
2 + A1u

2p + A2u
2p2 + · · ·+ An−1u

2pn−1
= f(u2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A0u
n−1 + A1u

(n−1)p + A2u
(n−1)p2 + · · ·+ An−1u

(n−1)pn−1
= f(un−1).

(4.3.8)

Основной определитель этой системы

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1

u up up
2

. . . up
n−1

u2 u2p u2p2 . . . u2pn−1

. . . . . . . . . . . . . . .

un−1 u(n−1)p u(n−1)p2 . . . u(n−1)pn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
является определителем Вандермонда и равен ∆ =

∏
06j<i6n−1

(up
i − upj). По вы-

бору u, определитель отличен от нуля, поэтому система имеет единственное
решение в R. Лемма доказана.

В частности, это утверждение справедливо для кольца (n × n)-матриц над
Zp и его подполя F ⊂ GLn(p) ∪ {0}.

Запишем для построенных полуполевых плоскостей функцию f(V ) в виде
(4.3.7). Для наших построений

f(V ) = f(xD + yE) = xF1 + yF2 = A0V + A1V
3.

Система (4.3.8) в этом случае имеет вид{
A0 + A1 = F2,

A0D + A1D
3 = F1,

откуда имеем A0 = F1

(
2 1

1 1

)
− F2

(
2 2

2 0

)
, A1 = F2 −A0. Вычисления по этим

формулам приводят к результатам, перечисленным в табл. 9.
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Таблица 9. Функция f(V ) для 3-примитивных плоскостей порядка 81

Плоскость F1 F2 f(V ) Тип

A1

(
1 1

1 0

) (
2 2

1 2

) (
2 2

1 2

)
V 3 Σ

A2

(
1 0

2 2

) (
2 2

2 1

) (
2 2

2 1

)
V 3 Σ1

B1

(
1 0

1 1

) (
1 2

2 0

) (
2 2

2 1

)
V + 2V 3 Σ

B2

(
1 0

2 2

) (
0 1

2 0

) (
0 1

2 0

)
V Σ1

C1

(
1 0

0 1

) (
1 2

2 2

) (
2 2

2 0

)
V + 2V 3 Σ0

C2

(
1 0

0 1

) (
0 1

1 2

) (
0 1

1 2

)
V Σ0

D1

(
1 0

0 1

) (
2 2

2 0

) (
2 2

2 0

)
V 3 Σ0

D2

(
1 1

1 0

) (
1 2

2 2

) (
1 2

2 2

)
V 3 Σ0

Если коэффициенты A0, A1 принадлежат полю F (плоскости C1, C2, D1,
D2), то плоскость имеет регулярное множество вида Σ0 (4.3.1), т.е. относится к
типу Кордеро. Для плоскостей A2 и B2 ненулевой коэффициент функции f(V )

нормализует поле F (4.3.6), поэтому плоскости имеют регулярное множество
вида Σ1 (4.3.4). Плоскости A1 и B1 не допускают представления регулярного
множества в виде Σ1, они относятся к существенно новому типу.

Обозначим C = D + E и выпишем подгруппы бэровских коллинеаций, по-
рожденные 3-примитивными элементами. Каждая из плоскостей A1–D2 допус-
кает подгруппу

Q =

〈
E 0 0 0

0 C 0 0

0 0 C 0

0 0 0 E


〉

порядка 4 вида (4.3.3). Кроме Q, плоскости A1 и A2 допускают подгруппу

Q1 =

〈
E 0 0 0

0 C 0 0

0 0 E 0

0 0 0 C


〉
,
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плоскости B1 и B2 – подгруппу

Q2 =

〈
C 0 0 0

0 E 0 0

0 0 C 0

0 0 0 E


〉
,

плоскости C1 и C2 – подгруппу

Q3 =

〈
C 0 0 0

0 E 0 0

0 0 E 0

0 0 0 C


〉
,

плоскости D1 и D2 – подгруппы Q1, Q2, Q3.
Таким образом, заключаем, что построены все попарно неизоморфные соб-

ственно полуполевые плоскости порядка 81, допускающие бэровскую инволю-
цию. Все они являются 3-примитивными, только четыре из построенных вось-
ми плоскостей имеют левое ядро порядка 9 и изоморфны примерам М. Кор-
деро. Из оставшихся четырех новых плоскостей две плоскости обладают ре-
гулярным множеством вида Σ1, две другие демонстрируют существование p-
примитивных полуполевых плоскостей другого типа. Отметим, что особенности
строения группы автотопизмов согласуются с доказанными в [12, 13, 131, 132]
теоретическими результатами. Программное обеспечение, разработанное для
построения представленных примеров, несложно адаптировать для другого ос-
новного поля Zp или другой размерности пространства.

Полуполя A1–D2, координатизирующие полуполевые плоскости A1–D2, по-
дробно исследованы в § 5.9.
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Глава 5. Структурные вопросы
для конечных полуполей

Глава 5 посвящена решению для некоторых конечных полуполей вопросов
(A)–(D). Вопросы полностью решены для полуполей порядка 16 — наимень-
ший порядок нетривиальных полуполей, полуполей Кнута–Руа и Хентзела–Руа
— контрпримеры порядков 32 и 64 к гипотезе Венэ [119], для некоторых полу-
полей порядков p4 (p – простое).

В параграфах 5.1–5.3 представлена употребляемая специальная терминоло-
гия и введены новые методы исследования полуполей, основанные на исполь-
зовании регулярного множества и минимальных многочленов. Параграф 5.4
завершает решение вопросов для всех полуполей минимального порядка 16, на-
чатое П. К. Штуккерт, с учетом новых методов исследования и дополнительной
информации о минимальных многочленах и внутренних автоморфизмах. Пара-
графы 5.5–5.8 посвящены обсуждению гипотезы Г. Венэ и исследованию исклю-
чительных непримитивных полуполей Кнута–Руа порядка 32 и Хентзела–Руа
порядка 64. Параграф 5.9 представляет решение вопросов для некоторых полу-
полей порядка p4 (p > 2 – простое), построенных при наличии дополнительных
ограничений на автотопизмы.
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5.1. Автоморфизмы и автотопизмы конечных полуполей

В этом параграфе применяется подход с использованием регулярного мно-
жества, чтобы установить связь между преобразованиями конечных полуполей
и коллинеациями ассоциированных полуполевых проективных плоскостей. Мы
обсуждаем также проблему классификации конечных полуполей.

Напомним, что полуполе, в соответствии с определением 1.1.4, есть квазипо-
ле, в котором выполнены оба дистрибутивных закона, т.е. это алгебраическая
система, удовлетворяющая всем аксиомам тела, за исключением (возможно)
ассоциативности умножения. Ясно, что конечное ассоциативное полуполе, в со-
ответствии с теоремой Веддерберна, является конечным полем, поэтому далее
мы говорим о нетривиальных (т.е. неассоциативных) полуполях.

Первые примеры нетривиальных полуполей предложил Л. Диксон [47] еще
в 1906 г., эти коммутативные полуполя будут рассмотрены подробнее в следу-
ющем параграфе.

Минимальный возможный порядок нетривиального полуполя указал Д. Кнут
[81].

Теорема 5.1.1. Собственное полуполе порядка pn для простого p существу-
ет в том и только в том случае, когда n ≥ 3 и pn ≥ 16.

В 2003 г. У. Кантор [77] записал: «Исследование конечных коммутативных
полуполей было начато Диксоном почти столетие назад . . . Удивительно, что до
сих пор о них так мало известно». Полная классификация конечных полуполей
пока отсутствует. В обзоре М. Лаврау и О. Полверино [84] перечислены неко-
торые классификационные результаты, в том числе следующая теорема 5.1.2.
Первое из ее утверждений доказано Л. Диксоном, второе и третье – Д. Мени-
четти [89, 90] .

Теорема 5.1.2. 1. Конечное полуполе размерности 2 над своим центром
есть конечное поле.

2. Полуполе порядка q3 с центром, содержащим GF (q), является полем
либо изотопно обобщенному скрученному полю.

3. Пусть S – полуполе простой размерности над своим центром GF (q).
Если q достаточно велико, то S является полем либо изотопно обобщенному
скрученному полю.

К настоящему моменту перечислены [84] 28 классов известных конечных
полуполей. Полуполя малых порядков 24, 25, 26, 34 и 35 полностью классифи-
цированы с использованием компьютерной техники (Э. Клейнфелд, Р. Уолкер,
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И. Руа и др., [102, 101, 103, 44, 80]). У. Кантор [78] предположил, что коли-
чество попарно неизоморфных полуполей порядка N не ограничено никаким
многочленом от N .

Ясно, что полная классификация полуполей – это классификация с точ-
ностью до изоморфизма. Взаимосвязь полуполей и полуполевых проективных
плоскостей указывает также на важность классификации с точностью до изо-
топизма.

Определение 5.1.3. Полуполя (S,+, ∗) и (W,+, ◦) называются изотопны-
ми, если существует тройка 〈α, β, γ〉 изоморфизмов аддитивной группы (S,+)

на аддитивную группу (W,+), удовлетворяющая условию

xα ◦ yβ = (x ∗ y)γ ∀x, y ∈ S.

Такая тройка называется изотопизмом.

При S = W изотопизм называют автотопизмом полуполя S. Если α = β =

γ, то изотопизм есть изоморфизм.
Обозначим [S] класс всех полуполей, изотопных полуполю S. А. Альбертом

[24] показана эквивалентность класса изоморфизма полуполевых проективных
плоскостей и класса изотопизма полуполей (теорема 1.2.13).

М. Ганли и В. Джа [52] подтверждено предположение М. Каллахера и Р. Либ-
лера [76] о возможной мощности любого класса изотопизма: для конечной полу-
полевой плоскости π число неизоморфных полуполей, координатизирующих π,
не менее пяти. Заметим, что принято также группировать конечные полуполя
в более крупные семейства – так называемые орбиты Кнута.

Пусть (S,+, ∗) – полуполе порядка pn, его можно представить n-мерным
линейным пространством над Zp с базисом e1, . . . , en. Тогда умножение ∗ до-
статочно определить на базисных элементах: если x = x1e1 + · · · + xnen и
y = y1e1 + · · ·+ ynen (xi, yi ∈ Zp, i = 1, . . . , n), то

x ∗ y =
n∑

i,j=1

xiyj(ei ∗ ej) =
n∑

i,j=1

xiyj

(
n∑
k=1

aijkek

)
,

где aijk ∈ Zp – структурные константы S относительно базиса e1, . . . , en (см.
также лемму 2.1.5). Эти коэффициенты образуют так называемый кубический
массив, или гиперкуб. Д. Кнут [82] показал, что действие симметрической груп-
пы S3 на индексах i, j, k элементов гиперкуба позволяет перейти к полуполю, в
общем случае отличному от S, и возможно, даже не изотопному. Это действие
распространяется на классы изотопизма, шесть таких классов образуют орбиту
Кнута

K(S) = {[S], [S](12), [S](13), [S](23), [S](123), [S](132)}.
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Рис. 3: Орбита Кнута полуполя S с ядрами lmr

Если полуполе S координатизирует полуполевую плоскость π, то дуальная
плоскость πd координатизируется полуполем Sd = S(12) = Sop, противополож-
ным к S.

Напомним, что биективное отображение ϕ из полуполя (S,+, ∗) на полуполе
(W,+, ◦) называется антиизоморфизмом, если

(x+ y)ϕ = xϕ + xϕ, (x ∗ y)ϕ = yϕ ◦ xϕ ∀x, y ∈ S.

Для любого полуполя S = (S,+, ∗) противоположное полуполе Sop = (S,+, ◦)
определяется правилом a ◦ b = b ∗ a (a, b ∈ R). Ясно, что полуполя Sop и S

антиизоморфны.
Далее, полуполе S(23) может быть получено транспонированием матриц, со-

ответствующих отображениям Lei : x → ei ∗ x (x ∈ S). Это полуполе St также
называют транспонированным к S. Описание действия S3 на орбите Кнута за-
вершает [84] следующая диаграмма (см. рис. 3).

Левое, правое и среднее ядра Nl, Nr, Nm полуполя S не сохраняются про-
извольным изотопизмом, инвариантны лишь их порядки. Действие S3, как по-
казывает диаграмма, переставляет ядра. Следует заметить, что свойства по-
луполей, изучаемые в вопросах (A)–(D), в общем случае не сохраняются при
изотопизмах и тем более при действии S3.

Мы будем рассматривать полуполе W = (W,+, ∗) порядка pn как линей-
ное пространство над простым подполем Zp (см. лемму 2.1.5). В этом случае
регулярное множество

R = {θ(x) | x ∈ W} ⊂ GLn(p) ∪ {0}, (5.1.1)

в силу замкнутости по сложению (лемма 2.1.2), также является n-мерным ли-
нейным пространством над Zp. Закон умножения x∗y = xθ(y) достаточно опре-
делить только для базисных элементов e1, . . . , en полуполя W :

ei ∗ ej = aij1e1 + aij2e2 + · · ·+ aijnen, i, j = 1, 2, . . . , n.
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Все коэффициенты aijk (i, j, k = 1, . . . , n) образуют кубический массив (гипер-
куб Кнута), который представляет совокупность n×n-матриц A1, . . . , An, обра-
зующих базис R. Далее для обозначения полуполя W порядка pn с регулярным
множеством (5.1.1) часто будем использовать W = W (n, p, θ).

Пример 5.1. Рассмотрим коммутативное полуполе Диксона порядка 81 и
составим его регулярное множество в GL4(3) ∪ {0}.

Пусть F = GF (p2), σ – автоморфизм поля F и a – элемент F , не являющийся
квадратом. Тогда множество S = {x+ λy | x, y ∈ F} со сложением

(x+ λy) + (z + λt) = (x+ z) + λ(y + t)

и умножением

(x+ λy)(z + λt) = (xz + ayσtσ) + λ(yz + xt)

есть коммутативное полуполе (теорема 9.12, [68]).
Полагаем F ' Z3[x]/(x2 − x− 1),

F = {0, 1,−1, α, α + 1, α− 1,−α,−α + 1,−α− 1}, α2 = α + 1,

и выбираем a = α, xσ = x3, тогда закон умножения определен как

(x+ λy)(z + λt) = (xz + αy3t3) + λ(yz + xt).

Далее, выберем базис 1, α, λ, λα в S и вычислим все произведения на базисные
элементы:

1 · 1 = 1 1 · α = α 1 · λ = λ 1 · λα = λα

α · 1 = α α · α = α + 1 α · λ = λα α · λα = λα + λ

λ · 1 = λ λ · α = λα λ · λ = α λ · λα = −1

λα · 1 = λα λα · α = λα + λ λα · λ = −1 λα · λα = α− 1

Пусть W – 4-мерное линейное пространство над Z3 и

f1 = (1, 0, 0, 0), f2 = (0, 1, 0, 0), f3 = (0, 0, 1, 0), f4 = (0, 0, 0, 1)

– канонический базис. Используя соответствие

1→ f1, α→ f2, λ→ f3, λα→ f4,
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найдем матрицы θ(f2), θ(f3), θ(f4) (θ(f1) = E):

f1 ◦ f2 = f1θ(f2) = f2,

f2 ◦ f2 = f2θ(f2) = f2 + f1,

f3 ◦ f2 = f3θ(f2) = f4,

f4 ◦ f2 = f4θ(f2) = f3 + f4,

θ(f2) =


0 1 0 0

1 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 1

 ;

f1 ◦ f3 = f1θ(f3) = f3,

f2 ◦ f3 = f2θ(f3) = f4,

f3 ◦ f3 = f3θ(f3) = f2,

f4 ◦ f3 = f4θ(f3) = −f1,

θ(f3) =


0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0

−1 0 0 0

 ;

f1 ◦ f4 = f1θ(f4) = f4,

f2 ◦ f4 = f2θ(f4) = f3 + f4,

f3 ◦ f4 = f3θ(f4) = −f1,

f4 ◦ f4 = f4θ(f4) = −f1 + f2,

θ(f4) =


0 0 0 1

0 0 1 1

−1 0 0 0

−1 1 0 0

 .

Таким образом, регулярное множество R ⊂ GL4(3) ∪ {0} состоит из всех
матриц

θ(y1, y2, y3, y4) = y1


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

+ y2


0 1 0 0

1 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 1

+

+y3


0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0

−1 0 0 0

+ y4


0 0 0 1

0 0 1 1

−1 0 0 0

−1 1 0 0

 .

Непосредственно проверяется, что для любого ненулевого вектора y матрица
θ(y) невырожденная. Таким образом, построено представление коммутативного
полуполя Диксона порядка 81 над Z3.

В предыдущих рассуждениях мы использовали первую строку для опре-
деления матрицы из регулярного множества. Очевидно, любая другая строка
или любой столбец задают другой закон умножения и, следовательно, другое
полуполе, не обязательно изоморфное первому.

Пример 5.2. Например, в списке У. Демпволфа [44] полуполей порядка
81 выберем первое из 12 представленных регулярных множеств. Его базисные
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элементы следующие:

E, B =


0 1 0 0

1 1 0 0

2 0 0 2

2 2 2 2

 , C =


0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 2 2

1 1 2 2

 , D =


0 0 0 1

0 0 2 0

2 2 2 1

0 1 1 2

 .

Зададим отображение θ правилом

θ(y1, y2, y3, y4) = y1E + y2B + y3C + y4D,

т.е. определим матрицу ее первой строкой. Получим полуполе 〈W,+, ∗〉, которое
содержит подполе {(y1, y2, 0, 0) | y1, y2 ∈ Z3} порядка 9.

Далее рассмотрим другой базис для того же регулярного множества R:

B′ =


1 2 0 2

2 0 1 0

2 1 2 0

1 0 0 0

 , C ′ =


2 2 2 1

2 1 2 2

0 1 2 0

0 1 0 0

 , D′ =


2 1 1 0

1 0 0 1

2 1 1 1

0 0 1 0

 , E;

где, очевидно, B′ = 1 · E + 2 · B + 0 · C + 2 · D и т.д. При этом мы сопостав-
ляем матрицу регулярного множества ее четвертой строке и получаем другое
отображение σ : W → R,

σ(y1, y2, y3, y4) = y1B
′ + y2C

′ + y3D
′ + y4E,

и другую операцию:
x ◦ y = x · σ(y), ∀x, y ∈ W.

Тогда полуполе 〈W,+, ◦〉 не содержит собственных подполей, кроме простого
подполя Z3, что проверяется непосредственными вычислениями.

Полуполя, определенные разными базами одного регулярного множества R,
изотопны, что следует из теоремы Альберта 1.2.13. Для полноты изложения
приведем этот результат в своих обозначениях.

Лемма 5.1.4. Пусть W – n-мерное линейное пространство над Zp, R ⊂
GLn(p) ∪ {0} – регулярное множество, замкнутое по сложению, и

R = {θ(x) | x ∈ W} = {σ(x) | x ∈ W},

где θ и σ – две аддитивные биекции из W на R,

x ∗ y = xθ(y), x ◦ y = xσ(y), x, y ∈ W.

Тогда полуполе 〈W,+, ∗〉 изотопно полуполю 〈W,+, ◦〉.
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Доказательство. Для любого y ∈ W матрица θ(y) ∈ R совпадает с некоторой,
однозначно определенной матрицей σ(y′), y′ ∈ W , тогда

x ∗ y = xθ(y) = xσ(y′) = x ◦ y′ = x ◦ σ−1(θ(y)), x, y ∈ W.

Биективное отображение y → σ−1(θ(y)), очевидно, является аддитивным и удо-
влетворяет определению.

Обращаем внимание, что пример выше показывает: изотопизм в общем слу-
чае не сохраняет порядки подполей. Однако соответствующие ядра Nl, Nm, Nr

изотопных полуполей изоморфны.
Пусть полуполе W порядка pn координатизирует полуполевую проективную

плоскость π, и Λ – группа автотопизмов плоскости π. Каждая коллинеация
λ ∈ Λ фиксирует треугольник с вершинами (0, 0), (0), (∞) и сторонами [0, 0],
[0], [∞] (см. [68]) и определяется блочно-диагональной матрицей:

(x, y)λ = (x, y)

(
A 0

0 D

)
. (5.1.2)

При этом блоки A и D должны удовлетворять условию (2.2.3): A−1θ(x)D ∈ R
для всех x ∈ W . Это условие обобщается и на случай основного поля непростого
порядка, а также для произвольных плоскостей трансляций (см., например,
теорему Д. Мадурам [91] и теорему Н.Д. Подуфалова [97]).

Далее рассмотрим автотопизм 〈α, β, γ〉 полуполя W (как изотопизм из W на
W ):

xα ∗ yβ = (x ∗ y)γ, x, y ∈ W.

Поскольку отображения α, β, γ аддитивны, то это линейные преобразования
пространства W , пусть

xα = xA, xβ = xB, xγ = xD, x ∈ W, (5.1.3)

для подходящих матриц A,B,D ∈ GLn(p).

Лемма 5.1.5. Если тройка матриц (A,B,D) из GLn(p) определяет авто-
топизм (5.1.3) полуполя W , то матрица(

A 0

0 D

)
(5.1.4)

задает автотопизм полуполевой плоскости π, координатизируемой полупо-
лем W . И обратно, если матрица (5.1.4) – автотопизм плоскости π, то су-
ществует такая матрица B ∈ GLn(p), что (A,B,D) – автотопизм полупо-
ля W .
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Доказательство. В соответствии с определением автотопизма,

(xA) ∗ (yB) = (x ∗ y)D, xAθ(yB) = xθ(y)D ∀x, y ∈ W.

Тогда θ(yB) = A−1θ(y)D, выполнено условие (2.2.3), поэтому матрица (5.1.4)
определяет автотопизм плоскости π. Обратно, для произвольного автотопизма
λ ∈ Λ (5.1.2) отображение

y → A−1θ(y)D

изW в GLn(p) линейно. Тогда A−1θ(y)D = θ(yB) для некоторой матрицы B.

Пусть ϕ – автоморфизм полуполя W ; тогда xϕ ∗ yϕ = (x ∗ y)ϕ (x, y ∈ W ).
Аналогичные рассуждения с заменой xϕ = xA доказывают следующий резуль-
тат.

Лемма 5.1.6. Если матрица A ∈ GLn(p) определяет автоморфизм полупо-
ля W , то матрица (

A 0

0 A

)
(5.1.5)

задает автотопизм полуполевой плоскости π, координатизируемойW (такой
автотопизм фиксирует прямую y = x, не обязательно поточечно). Обратно,
если матрица (5.1.5) задает автотопизм плоскости π и удовлетворяет усло-
вию

A−1θ(y)A = θ(yA) ∀y ∈ W, (5.1.6)

то матрица A определяет автоморфизм полуполя W .

Определяя на автотопизмах полуполя W операцию покомпонентной супер-
позиции,

〈α1, β1, γ1〉 · 〈α2, β2, γ2〉 = 〈α1α2, β1β2, γ1γ2〉,

заключаем, что все автотопизмы W образуют группу AtW и справедливо след-
ствие лемм 5.1.5 и 5.1.6 (см. также [68, лемма 8.8]):

Теорема 5.1.7. ПустьW – полуполе порядка pn с регулярным множеством
(5.1.1) и π – координатизируемая W полуполевая проективная плоскость. То-
гда группа автотопизмов AtW полуполя W изоморфна группе автотопизмов
Λ плоскости π, группа автоморфизмов AutW изоморфна ее подгруппе{(

A 0

0 A

) ∣∣∣∣∣ A ∈ GLn(p), A−1θ(y)A = θ(yA) ∀y ∈ W

}
.
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Из этой теоремы следует, очевидно, эквивалентность гипотезы разреши-
мости группы коллинеаций конечной недезарговой полуполевой плоскости и
вопроса о разрешимости группы автотопизмов произвольного нетривиального
конечного полуполя. В связи с этим пополним перечень известных результа-
тов о разрешимости из § 2.3 следующими теоремами М. Ганли [51], Д. Хьюза и
М. Каллахера [69].

Теорема 5.1.8. Пусть S – полуполе порядка 2s. Если S имеет размерность
2 над одним из своих ядер, то его группа автотопизмов разрешима.

Теорема 5.1.9. Пусть S – полуполе порядка ps (p – простое). Если S имеет
размерность 2 над двумя из своих ядер, то группа его автотопизмов разре-
шима.

Подчеркнем, что результаты автора в теореме 2.3.2 доказаны независимо
иными методами.

5.2. Инволютивные и внутренние автоморфизмы

Рассмотрим автоморфизмы порядка 2 конечного полуполя W и инволютив-
ные коллинеации полуполевой плоскости π, координатизируемой W . Их взаи-
мосвязь устанавливает следующая теорема.

Теорема 5.2.1. Пусть ϕ – автоморфизм порядка 2 полуполяW = W (n, p, θ),

xϕ = xA, A ∈ GLn(p). Тогда ϕ =

(
A 0

0 A

)
– бэровская инволюция полуполевой

плоскости π порядка pn, координатизируемой W . И обратно, пусть π – конеч-
ная полуполевая плоскость, которая допускает бэровскую инволюцию в транс-
ляционном дополнении. Тогда, по крайней мере, одной из координатизирующих
полуполей допускает автоморфизм порядка 2.

Доказательство. Для доказательства будем использовать теоремы 3.1.2, 3.1.3,
3.1.5 о матричном представлении бэровской инволюции и регулярного множе-
ства.

Пусть ϕ – автоморфизм полуполя W . Тогда, по лемме 5.1.6, ϕ – автотопизм
плоскости π. Так как |ϕ| = 2, то |ϕ| = 2 и ϕ либо центральная, либо бэровская
инволюция.

Если p = 2, то центральные коллинеации порядка 2 – это элации (2.2.4), они
не являются автотопизмами.
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Если p > 2, то центральная коллинеация ϕ порядка 2 – это гомология с
осью [∞] и центром (0, 0) из подгруппы Hl (лемма 2.2.4). Единственный эле-

мент порядка 2 в Hl определяется матрицей

(
−E 0

0 −E

)
, но условие (5.1.6) не

выполняется:
(−E)−1θ(y)(−E) = θ(y) 6= θ(y(−E)).

Таким образом, ϕ – бэровская инволюция плоскости π.
Обратно, пусть τ – бэровская инволюция в трансляционном дополнении.

Тогда, с точностью до изоморфизма плоскостей, можно считать τ автотопизмом

вида (3.1.3)

(
L 0

0 L

)
, где L – матрица (3.1.4):

L =

(
E E

0 E

)
, p = 2, или L =

(
−E 0

0 E

)
, p > 2,

Пусть (v, u) = (v1, . . . , vn, u1, . . . , un) – нижняя строка матрицы θ(V, U) вида
(3.1.5), (3.1.6). Для упрощения обозначений пишем далее θ(v, u). Для проверки
условия (5.1.6) вычислим произведение L−1θ(v, u)L.

Если p = 2, то (v, u)L = (v, v + u),

L−1θ(v, u)L =

(
E E

0 E

)(
U + V +m(V ) + w(V ) f(V ) +m(U)

V U + w(V )

)(
E E

0 E

)
=

=

(
U +m(V ) + w(V ) f(V ) +m(U + V )

V U + V + w(V )

)
= θ(v, v + u) = θ((v, u)L),

условие (5.1.6) выполнено.
Если p > 2, то (v, u)L = (−v, u),

L−1θ(v, u)L =

(
−E 0

0 E

)(
m(U) f(V )

V U

)(
−E 0

0 E

)
=

=

(
m(U) −f(V )

−V U

)
= θ(−v, u) = θ((v, u)L),

условие (5.1.6) также выполнено. Теорема доказана.

Эта теорема устанавливает существование инволютивного автоморфизма
только с точностью до изотопизма полуполей, так как в общем случае бэров-
ская инволюция, возможно, не фиксирует прямую y = x. Необходимая замена
базиса линейного пространства в этом случае приведет к другому, изотопному
полуполю. Рассматривая пять неизоморфных (изотопных) полуполей поряд-
ка 16 с ядром порядка 4 (см. параграф 5.5), координатизирующих одну и ту
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же полуполевую плоскость, заметим, что полуполя T24, T25 и T50 допускают
единственный нетривиальный автоморфизм – порядка 2, полуполе T35 имеет
группу автоморфизмов порядка 3, полуполе T45 – порядка 4. Кроме того, ин-
волютивный автоморфизм полуполя не обязательно единственный. Например,
исключительное полуполе Хентзела–Руа допускает три автоморфизма порядка
2 (см. параграф 5.8). Теорема 5.2.1 приводит к очевидному следствию.

Следствие 5.2.2. Если конечное полуполе W допускает инволютивный ав-
томорфизм, то порядок полуполя является квадратом, |W | = p2n.

Используя описанную взаимосвязь, докажем результаты о некоторых под-
множествах полуполя.

Теорема 5.2.3. Пусть W – полуполе порядка p2n (p – простое), допускаю-
щее автоморфизм ϕ порядка 2. Тогда стабилизатор ϕ

U = {x ∈ W | xϕ = x} (5.2.1)

является подполуполем порядка pn. Если n = 2, то U – подполе W , и любое
максимальное подполе W имеет порядок p2.

Доказательство. Очевидно, U содержит оба нейтральных элемента W и за-
мкнуто по сложению и умножению. Поэтому U есть подполуполе W . Чтобы
найти его порядок, рассмотрим множество точек

{(x, y) | x, y ∈ W}

полуполевой плоскости π, координатизируемой W . Тогда

{(x, y) | x, y ∈ U}

– множество точек бэровской подплоскости π0, которая фиксируется бэровской
инволюцией

ϕ : (x, y)→ (xϕ, yϕ), (x, y) ∈ W.

Поэтому |π| = |W | = p2n, |U | = |π0| =
√
|π|, |U | = pn.

Пусть n = 2, тогда |U | = p2 и U ' GF (p2) по теореме 5.1.2. Предположим,
что H – подполе порядка p3 в W .

1. Если Hϕ = H, то ϕ – инволютивный автоморфизм H. Это невозможно,
|Aut(H)| = 3.

2. Если Hϕ 6= H, то Hϕ – другое подполе порядка p3. Рассмотрим подполя
H и Hϕ как линейные подпространства и используем тождество Грассмана:

dimH + dim Hϕ = dim(H ∩Hϕ) + dim(H +Hϕ),

3 + 3 = dim(H ∩Hϕ) + 4 и dim(H ∩Hϕ) = 2, т.е. пересечение H ∩Hϕ – подполе
порядка p2 в поле порядка p3, что невозможно. Таким образом, любое макси-
мальное подполе в W имеет порядок p2.
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Заметим, что последнее утверждение теоремы будет доказано далее другим
способом.

Теорема 5.2.4. Если полуполе W нечетного порядка p2n (p > 2 – простое)
допускает автоморфизм порядка 2, то его мультипликативная лупа W ∗ со-
держит подлупу порядка 2(pn − 1).

Доказательство. Пусть ϕ – инволютивный автоморфизм полуполяW , U (5.2.1) –
стабилизатор ϕ (подполуполе порядка pn). Рассмотрим подпространство

U ′ = {x ∈ W | xϕ = −x}

и жорданову нормальную форму L (3.1.4) матрицы ϕ. Заключаем, что |U ′| = pn.
Объединение U ∪ U ′ замкнуто относительно умножения. Действительно, если
x, y ∈ U ′, то

(x ∗ y)ϕ = xϕ ∗ yϕ = (−x) ∗ (−y) = x ∗ y, x ∗ y ∈ U ;

если x ∈ U , y ∈ U ′ (или наоборот), то

(x ∗ y)ϕ = xϕ ∗ yϕ = x ∗ (−y) = −(x ∗ y), x ∗ y ∈ U ′.

Более того, подполуполе U содержит единицу e полуполя W . Таким образом,
объединение (U \ {0}) ∪ (U ′ \ {0}) является подлупой W ∗ порядка 2(pn − 1).
Заметим, что это множество не замкнуто по сложению.

Г. Венэ [120] обобщил традиционное понятие внутреннего автоморфизма
группы x → g−1xg для случая конечного полуполя. Он называет внутренним
автоморфизмом полуполя W отображение

λm : x→ (m−1
l ∗ x) ∗m, x ∈ W, (5.2.2)

где m ∈ W ∗ и m−1
l – левый обратный к m (т.е. m−1

l ∗m = e) при условии

(x ∗ y)λm = xλm ∗ yλm , x, y ∈ W

(λm сохраняет операцию сложения ввиду дистрибутивности). Ясно, что поле не
может обладать нетривиальными внутренними автоморфизмами. Отсутствие в
полуполе ассоциативности умножения приводит к существованию нетривиаль-
ных внутренних автоморфизмов даже для некоторых коммутативных полупо-
лей. В частности, Г. Венэ [120] указывает внутренние автоморфизмы полупо-
лей Хьюза–Клейнфелда и комутативных полуполей Диксона. Он рассматривает
только внутренние автоморфизмы, порожденные элементами m из ядра полу-
поля N0 = Nl∩Nm∩Nr. Для таких автоморфизмов результаты Г. Венэ обобщает
следующая теорема.
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Теорема 5.2.5. Пусть W – конечное полуполе, m ∈ W ∗ и отображение λm
определено правилом (5.2.2). Тогда:

1) если m принадлежит ядру N0, то отображение λm является автомор-
физмом полуполя W ;

2) если m принадлежит центру Z, то λm – тождественный автомор-
физм;

3) ненулевые элементы a, b ∈ N0 задают один и тот же внутренний ав-
томорфизм тогда и только тогда, когда a−1b ∈ Z;

4) {λm | m ∈ N∗0} является группой, ее порядок равен (|N0| − 1)/(|Z| − 1).

Внутренние автоморфизмы полуполей, введенные Г. Венэ, предоставляют
весьма востребованную технику для описания автоморфизмов полуполей из
различных классов. Например, К. Браун, С. Пумплюн и Э. Стил [32] в 2017 г.
указали, используя результаты Г. Венэ, автоморфизмы полуполей Джа–Джон-
сона, Сандлера и некоторых полуполей Кнута.

Введем обозначения для множества всех внутренних автоморфизмов

InW = {λm | λm ∈ AutW, m ∈ W ∗}

и множества порождающих их элементов

M = {m ∈ W | λm ∈ InW}.

Подчеркнем, что мы не требуем выполнения условия m ∈ N0. Оказывается, то-
гда непосредственные вычисления приводят к некоторым аномальным резуль-
татам. Для отыскания внутренних автоморфизмов полуполей малых порядков
будем применять их матричное представление, найденное с помощью регуляр-
ного множества.

Лемма 5.2.6. Пусть W = W (n, p, θ) – полуполе порядка pn с единицей e и
регулярным множеством R (5.1.1), элементы e1, e2, . . . , en образуют базис W
над Zp. Если 0 6= m ∈ W и λm : x→ xM – внутренний автоморфизм полуполя
W , где M ∈ GL(n, p), то i-я строка матрицы M равна

e[θ(m)]−1θ(ei)θ(m).

Доказательство. По определению левого обратного элемента,m−1
l ∗m = m−1

l θ(m) =

e, отсюда m−1
l = e[θ(m)]−1. Найдем образ базисного вектора ei:

(m−1
l ∗ ei) ∗m = m−1

l θ(ei)θ(m) = e[θ(m)]−1θ(ei)θ(m).



142

С использованием этого технического результата построено [176] матричное
представление внутренних автоморфизмов всех полуполей порядка 16, исклю-
чительных полуполей Кнута–Руа порядка 32 и Хентзела–Руа порядка 64, неко-
торых полуполей порядка 81. Результаты будут перечислены в соответствую-
щих параграфах далее. Кратко укажем факты, демонстрирующие, что условия
теоремы 5.2.5 не являются достаточными. Найдены:

1) полуполе с внутренним автоморфизмом λm при m 6∈ N0;
2) полуполе с тождественным внутренним автоморфизмом λm при m 6∈ Z;
3) полуполе, в котором множество InW внутренних автоморфизмов не яв-

ляется группой;
4) полуполе, в котором множество M не замкнуто по сложению и умноже-

нию.

Следующая теорема предоставляет примеры элементов, которые не могут
порождать нетривиальный внутренний автоморфизм (определение 5.5.6 право-
циклического элемента приведено в § 5.6).

Теорема 5.2.7. Если λm – нетривиальный внутренний автоморфизм ко-
нечного полуполя W , то элемент m ∈ W ∗ не является лево- и правоприми-
тивным, лево- и правоциклическим, лупа W ∗ не порождается элементом m.

Доказательство. Пусть F – множество элементов полуполя W , фиксируемых
автоморфизмом λm. Тогда, очевидно, m ∈ F и это множество замкнуто отно-
сительно сложения и умножения. Поэтому F содержит все степени элемента m
и значения любого многочлена f(x) ∈ Z[x] при x = m (при любом вычислении
степени). Если m порождает W ∗ (тем более является примитивным или цикли-
ческим элементом), то W ⊂ F , поэтому автоморфизм λm тождественный.

5.3. Минимальные многочлены в конечных полуполях

В этом параграфе мы применяем [135] классическое понятие минимально-
го многочлена к изучению конечных полуполей. Напомним определение ми-
нимального многочлена элемента конечного поля и основные свойства мини-
мальных многочленов, в соответствии с [7] (в этом параграфе мы используем
обозначение Fq для GF (q)).

Определение 5.3.1. Пусть Fqn – поле порядка qn и a ∈ Fqn. Минимальным
многочленом элемента a над Fq называется такой нормированный многочлен
M(x) ∈ Fq[x] минимальной степени, что M(a) = 0.

Теорема 5.3.2. Пусть a ∈ Fqn, a имеет степень d над Fq и M(x) – мини-
мальный многочлен элемента a над Fq.
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1. M(x) неприводим над Fq и степень degM = d делит n.
2. Для любого многочлена f ∈ Fq[x] равенство f(a) = 0 выполняется тогда

и только тогда, когда M делит f .
3. Если a – примитивный элемент, то degM = n.
4. Корни M(x) – это в точности a, aq, . . . , aqd−1, и M(x) является мини-

мальным многочленом для каждого из них.
5. Если f(x) – нормированный неприводимый многочлен из Fq[x] и f(a) = 0,

то f = M .
6. M(x) делит xq

d − x и xqn − x.

Пусть W = W (n, p, θ) – полуполе порядка pn (p – простое), заданное инъек-
тивным отображением θ. Рассмотрим многочлен f(x) ∈ Zp[x],

f(x) = cmx
m + cm−1x

m−1 + · · ·+ c2x
2 + c1x+ c0, ci ∈ Zp, i = 0, 1, . . . ,m.

Для элемента a ∈ W определим право- и левоупорядоченное значение много-
члена f(x):

f(a)) = cma
m) + cm−1a

m−1) + · · ·+ c2a
2 + c1a+ c0e,

f((a) = cma
(m + cm−1a

(m−1 + · · ·+ c2a
2 + c1a+ c0e.

Здесь as) и a(s – право- и левоупорядоченные степени элемента a. Произведение
коэффициента c ∈ Zp на элемент a ∈ W равно сумме c слагаемых, равных a,
для c 6= 0, и равно нулю для c = 0.

Пример 5.3. Пусть f(x) = x3 + x2 + x+ 1 ∈ Z2[x], a ∈ W (n, 2, θ), тогда

f(a)) = a3) + a2 + a+ e = a2 ∗ a+ a2 + a+ e = aθ(a)θ(a) + aθ(a) + a+ e,

f((a) = a(3 + a2 + a+ e = a ∗ a2 + a2 + a+ e = aθ(aθ(a)) + aθ(a) + a+ e.

Очевидно, в случае степени ≤ 2 право- и левоупорядоченное значения f(a))

и f((a) равны. Отметим, что (fg)(a)) в общем случае не равно f(a)) ∗ g(a)) .
Если f(a)) = 0, то для любого многочлена g(x) выполнено (fg)(a)) = 0, однако
обратное не верно: из равенства (fg)(a)) = 0 не следует f(a)) = 0 или g(a)) = 0

(аналогично для левоупорядоченных значений).

Определение 5.3.3. Правоупорядоченным минимальным многочленом эле-
мента a ∈ W называется такой нормированный многочлен µra(x) ∈ Zp[x] ми-
нимальной степени, что µra(a)) = 0. Левоупорядоченный минимальный много-
член µla(x) определяется аналогично.

Мы рассматриваем многочлены над простым подполем Zp, но результаты
могут быть обобщены для центра Z полуполя. Некоторые свойства односторонне-
упорядоченных минимальных многочленов в конечных полуполях подобны ана-
логичным результатам для конечных полей.
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Лемма 5.3.4. Если a 6= 0, то µra(0)) 6= 0, µla((0) 6= 0, т.е. x не делит µra(x)

и µla(x).

Доказательство. Если µra(x) = c0x
m + · · ·+ cm−1x = (c0x

m−1 + · · ·+ cm−1) · x, то

µra(a)) = (c0a
m−1) + · · ·+ cm−1) ∗ a = 0, c0a

m−1) + · · ·+ cm−1 = 0,

что противоречит определению (для µla(x) аналогично).

Теорема 5.3.5. Пусть a ∈ W = W (n, p, θ), a 6= 0, µra(x), µla(x) ∈ Zp[x] –
право- и левоупорядоченный минимальные многочлены элемента a соответ-
ственно.

1. Для любого многочлена f(x) ∈ Zp[x] равенство f(a)) = 0 выполняется
тогда и только тогда, когда µra(x) делит f(x), равенство f((a) = 0 – тогда и
только тогда, когда µla(x) делит f(x).

2. Право-(лево-)упорядоченный минимальный многочлен элемента a делит
многочлен xk − 1, где k есть правый (левый) порядок a, k = |a|r (k = |a|l).

3. Если K ' Fpm – подполе полуполя W , то для a ∈ K правоупорядочен-
ный многочлен элемента a совпадает с левоупорядоченным, µra(x) = µla(x), и
является неприводимым многочленом степени s|m.

Доказательство. Первое утверждение достаточно доказать, например, только
для правоупорядоченного многочлена. Если g(x) = µra(x) · x, то g(a)) = µra(a)) ∗
a = 0 ∗ a = 0, поэтому для

f(x) = µra(x) · (d0x
k + · · ·+ dk) ∈ Zp[x]

верно f(a)) = 0. И обратно, пусть f(a)) = 0. Выполним деление с остатком:

f(x) = µra(x)q(x) + r(x),

где многочлен r(x) нулевой или deg r < deg µra. Тогда

f(a)) = (µra · q)(a)) + r(a)) = 0 + r(a)) = 0,

и минимальность µra(x) влечет r(x) = 0. Второе утверждение очевидно следует
из первого. Третье утверждение следует из теоремы 5.3.2.

В отличие от случая конечного поля, право-(лево-)упорядоченный мини-
мальный многочлен элемента в полуполе не обязательно неприводим. Это верно
для элементов подполей (по третьему утверждению теоремы), но не только, как
будет показано далее. Если право-(лево-)упорядоченный минимальный много-
член неприводим, то элемент не обязательно принадлежит подполю.
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Теорема 5.3.6. 1. Если ϕ – автоморфизм полуполя W (n, p, θ), то любой
элемент a ∈ W и его образ aϕ имеют одинаковые право-(лево-)упорядоченные
минимальные многочлены,

µraϕ(x) = µra(x), µlaϕ(x) = µla(x).

2. Если ϕ – антиизоморфизм из W (n, p, θ) на V (n, p, τ), то для любого эле-
мента a ∈ W

µraϕ(x) = µla(x), µlaϕ(x) = µra(x).

3. Если полуполе W антиизоморфно себе, то для любого элемента a ∈ W
правоупорядоченный минимальный многочлен совпадает с левоупорядоченным.

4. Если a ∈ W ∗ и λa – нетривиальный внутренний автоморфизм полупо-
ля W , то право- и левоупорядоченный минимальные многочлены элемента a
имеют степень меньше n.

Доказательство. Утверждения 1–3 очевидны. Для доказательства четверто-
го утверждения укажем: если, например, правоупорядоченный минимальный
многочлен элемента a имеет степень n, то a – правоциклический элемент и по
теореме 5.2.7 внутренний автоморфизм λa тривиален.

Несмотря на простоту результата, отметим, что группа автоморфизмов ко-
нечного поля Fpn циклическая, порожденная автоморфизмом x→ xp. В случае
полуполя порядка pn такое преобразование в общем случае не является автомор-
физмом (см., например, полуполе Хентзела–Руа) и минимальные многочлены
элементов a и ap (при любой расстановке скобок) могут быть различны.

Сравним односторонне-упорядоченный многочлен элемента a ∈ W с мини-
мальным многочленом (в классическом смысле) соответствующей матрицы из
регулярного множества, A = θ(a).

Лемма 5.3.7. Для любого многочлена f(x) ∈ Zp[x], f(0) 6= 0, любого нену-
левого элемента a ∈ W (n, p, θ) и соответствующей матрицы A = θ(a) равен-
ство f(A) = 0 влечет f(a)) = 0.

Доказательство. Пусть f(A) = 0. Так как f(0) 6= 0, то мы можем, без ограни-
чения общности, полагать c0 = −1, тогда

cmA
m + cm−1A

m−1 + · · ·+ c2A
2 + c1A = E,

A(cmA
m−1 + cm−1A

m−2 + · · ·+ c2A+ c1E) = E.

Умножим левую и правую части равенства на единицу полуполя W :

eA(cmA
m−1 + cm−1A

m−2 + · · ·+ c2A+ c1E) = eE,
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a(cmA
m−1 + cm−1A

m−2 + · · ·+ c2A+ c1E) = eE,

cma
m) + cm−1a

m−1) + · · ·+ c2a
2 + c1a = e

отсюда f(a)) = 0.

Отметим, что обратное в общем случае неверно, т.е. из равенства f(a)) = 0

не следует f(A) = 0. Действительно, перепишем равенство

a(cmA
m−1 + cm−1A

m−2 + · · ·+ c2A+ c1E) = eE

в виде aB = e, тогда a = eB−1. Так как a = eA = eθ(a), то e(B−1 − A) = 0

и отсюда следует только, что первая строка A равна первой строке B−1, но
не следует равенство матриц A = B−1. Кроме того, аналогичный результат
для левоупорядоченных многочленов в общем случае неверен (контрпример см.
далее).

Условие f(0) 6= 0 в тексте леммы не является существенным по причине
отсутствия делителей нуля в полуполе.

Из доказанной леммы непосредственно следует

Теорема 5.3.8. Если a ∈ W (n, p, θ) и A = θ(a), то правоупорядоченный
минимальный многочлен элемента a делит минимальный многочлен матри-
цы A.

Следствие 5.3.9. Если ϕ – антиизоморфизм из W (n, p, θ) на V (n, p, τ), то
для любого a ∈ W ∗ левоупорядоченный минимальный многочлен ml

a(x) делит
минимальный многочлен матрицы τ(aϕ).

Пример 5.4. Проиллюстрируем результаты на примере полуполя порядка
16. Пусть W – 4-мерное линейное пространство над Z2,

W = {x = (x1, x2, x3, x4) | xi ∈ Z2, i = 1, . . . , 4}.

Определим отображение θ : W → GL4(2) ∪ {0} как

θ(x1, x2, x3, x4) = x1E + x2


0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 1

1 0 1 1

+ x3


0 0 1 0

0 0 1 1

1 0 1 0

0 1 0 1

+ x4


0 0 0 1

1 0 1 0

1 1 1 1

1 1 0 1

 .

Тогда R = {θ(x) | x ∈ W} – регулярное множество и (W,+, ∗) полуполе порядка
16 с умножением x ∗ y = x · θ(y). Вектор e = (1, 0, 0, 0) является мультипли-
кативной единицей. Построенное полуполе изоморфно полуполю V8 из списка
Клейнфелда (см. параграф 5.5).
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Кроме прямого перебора вариантов, мы можем использовать следующий
метод отыскания односторонне-упорядоченного минимального многочлена эле-
мента. Пусть e1, e2, . . . , en – базис линейного пространства W = W (n, p, θ) над
Zp. Запишем правоупорядоченные степени e, a, a2, a3), . . . , an) как линейные
комбинации базисных векторов:

ai) =
n∑
j=1

αijej,

где αij ∈ Zp, i = 0, 1, . . . , n, j = 1, . . . , n. Составим матрицу (αij) и приведем
ее к ступенчатому виду. Нулевая строка соответствует линейной комбинации
правоупорядоченных степеней a, равной нулю. Из полученных нулевых строк
выбираем соответствующую многочлену наименьшей степени, он и является
µra(x).

Например, рассмотрим e = (1, 0, 0, 0), b = (0, 0, 1, 1), b2 = (1, 1, 0, 1), b3) =

(0, 0, 1, 0), b4) = (0, 1, 0, 1) в полуполе W = W (4, 2, θ), тогда
1 0 0 0 e

0 0 1 1 b

1 1 0 1 b2

0 0 1 0 b3)

0 1 0 1 b4)

→


1 0 0 0 e

0 1 0 1 b2 + e

0 0 1 1 b

0 0 0 1 b3) + b

0 0 0 0 b4) + b2 + e

 .

Таким образом, правоупорядоченный минимальный многочлен элемента b есть
µrb(x) = x4 +x2 + 1 = (x2 +x+ 1)2. Отметим, что он не является неприводимым.
Все односторонне-упорядоченные минимальные многочлены и все односторон-
ние порядки для a ∈ W \ {0, e} представлены в табл. 10. В последнем столбце
перечислены минимальные многочлены матриц A = θ(a).

Элементы порядка 3, вместе с 0 и e, образуют два подполя порядка 4. Право-
и левоупорядоченные минимальные многочлены этих элементов равны непри-
водимому многочлену x2 + x+ 1. Отметим, что это многочлен степени 2, имею-
щий в W четыре различных корня. Также, многочлен x4 + x+ 1 имеет 6 «пра-
вых» корней в W . Во всех случаях правоупорядоченный минимальный мно-
гочлен элемента делит минимальный многочлен соответствующей матрицы. В
то же время левоупорядоченный минимальный многочлен делит минимальный
многочлен матрицы только для элементов из подполей.

В полуполе W (4, 2, θ) видим 6 правопримитивных элементов (т.е. с правым
порядком 15) и 4 левопримитивных элемента. Минимальный многочлен каждой
из соответствующих матриц есть неприводимый примитивный многочлен степе-
ни 4. Правоупорядоченный минимальный многочлен шести правопримитивных
элементов совпадает с минимальным многочленом матрицы, левоупорядочен-
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ный минимальный многочлен левопримитивных элементов таким свойством не
обладает.

Таблица 10. Минимальные многочлены элементов полуполя W (4, 2, θ)

a |a|l |a|r |a| µla(x) µra(x) µA(x)

(0, 0, 1, 0) 3 3 3 x2 + x+ 1 x2 + x+ 1 (x2 + x+ 1)2

(1, 0, 1, 0) 3 3 3 x2 + x+ 1 x2 + x+ 1 (x2 + x+ 1)2

(0, 1, 0, 1) 3 3 3 x2 + x+ 1 x2 + x+ 1 x2 + x+ 1

(1, 1, 0, 1) 3 3 3 x2 + x+ 1 x2 + x+ 1 x2 + x+ 1

(0, 0, 0, 1) 5 6 4 x4 + x3 + x2 + x+ 1 (x2 + x+ 1)2 (x2 + x+ 1)2

(1, 0, 1, 1) 5 6 4 x4 + x3 + x2 + x+ 1 (x2 + x+ 1)2 (x2 + x+ 1)2

(0, 1, 0, 0) 5 15 5 x4 + x3 + x2 + x+ 1 x4 + x+ 1 x4 + x+ 1

(0, 1, 1, 0) 5 15 5 x4 + x3 + x2 + x+ 1 x4 + x+ 1 x4 + x+ 1

(0, 1, 1, 1) 6 15 6 (x2 + x+ 1)2 x4 + x+ 1 x4 + x+ 1

(1, 1, 1, 1) 6 15 6 (x2 + x+ 1)2 x4 + x+ 1 x4 + x+ 1

(0, 0, 1, 1) 15 6 5 x4 + x3 + 1 (x2 + x+ 1)2 (x2 + x+ 1)2

(1, 0, 0, 1) 15 6 5 x4 + x3 + 1 (x2 + x+ 1)2 (x2 + x+ 1)2

(1, 1, 0, 0) 15 15 5 x4 + x3 + 1 x4 + x+ 1 x4 + x+ 1

(1, 1, 1, 0) 15 15 5 x4 + x3 + 1 x4 + x+ 1 x4 + x+ 1

Полуполе W (4, 2, θ) допускает единственный нетривиальный автоморфизм
ϕ порядка 2,

ϕ : (x1, x2, x3, x4)→ (x1, x2, x3, x4)


1 0 0 0

0 1 1 0

0 0 1 0

1 0 1 1

 .

Можно проверить, что для любого элемента a ∈ W право- и левоупорядоченный
минимальные многочлены его образа aϕ совпадают с µra(x) и µla(x) соответствен-
но. Например, (0, 0, 0, 1)ϕ = (1, 0, 1, 1) (см. табл. 10).

Отображение x → x2 не инъективно на W (сравнить со случаем поля F16).
Действительно, (0, 0, 0, 1)2 = (0, 1, 0, 1)2 = (1, 1, 0, 1) и односторонне-упорядочен-
ные минимальные многочлены элементов (0, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 1) и (1, 1, 0, 1) не сов-
падают.

Рассмотрим противоположное полуполе V = V (4, 2, τ) = W op, оно изоморф-
но V9 (см. табл. 11, § 5.5). Матрицы τ(ei) его регулярного множества получим
из условия eiθ(ej) = ejτ(ei), i, j = 1, . . . , 4. Тогда

τ(x1, x2, x3, x4) = x1E + x2


0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 1

1 0 1 0

+ x3


0 0 1 0

0 0 1 1

1 0 1 0

1 1 1 1

+ x4


0 0 0 1

1 0 1 1

0 1 0 1

1 1 0 1

 .
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Непосредственное вычисление минимальных многочленов для всех элемен-
тов a ∈ V = W op иллюстрирует третье утверждение теоремы 5.3.6: левоупоря-
доченный минимальный многочлен a ∈ W op совпадает с правоупорядоченным
минимальным многочленом a ∈ W , и наоборот. Далее, если A = θ(a) и Aop =

τ(a), то левоупорядоченный минимальный многочлен a ∈ W делит mAop(x).
Например, левоупорядоченный минимальный многочлен элемента τ(1, 1, 1, 0)

равен x4 + x3 + 1 (см. табл. 10, сравнить с последним столбцом).

Используем минимальные многочлены элементов конечного полуполя для
описания некоторых подполей. Прежде всего, докажем вспомогательные ре-
зультаты. В том числе, приведем с доказательством хорошо известный резуль-
тат о регулярном множестве.

Лемма 5.3.10. Пусть W – полуполе порядка pn, R ⊂ GLn(p) ∪ {0} – его
регулярное множество. Тогда для любой нескалярной матрицы A ∈ R харак-
теристический многочлен χA(x) ∈ Zp[x] не имеет линейных делителей.

Доказательство. Действительно, пусть A = θ(a), a ∈ W , и χA(x) делится на
x− λ. Если b ∈ W – соответствующий собственный вектор, то

bθ(a) = λb, bθ(a− λe) = 0, b ∗ (a− λe) = 0.

Отсюда, в силу отсутствия делителей нуля, имеем a = λe и θ(a) = λE, что
противоречит условию.

Лемма 5.3.11. Пусть W – полуполе порядка pn с единицей e, ненулевой
элемент a ∈ W имеет правоупорядоченный минимальный многочлен µra(x) ∈
Zp[x]. Тогда deg(µra) = 1 тогда и только тогда, когда a принадлежит простому
подполю P ' Zp; deg(µra) = 2 тогда и только тогда, когда

K = {α1e+ α2a | α1, α2 ∈ Zp}

– подполе в W порядка p2.

Доказательство. Первое утверждение очевидно. Пусть deg(µra) = 2. Тогда си-
стема векторов e, a линейно независима над Zp, a2 ∈ K, поэтому |K| = p2, K
замкнуто по умножению, в K выполнен ассоциативный закон. Обратно, если
K – подполе порядка p2, то a 6∈ P и a2 ∈ K.

Следствие 5.3.12. Подмножество элементов полуполя W порядка pn, ми-
нимальный многочлен которых имеет степень 1 или 2 (вместе с 0), является
объединением всех подполей порядка p2 в W .
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Следует отметить, что для подполуполя (или подполя) U порядка pm в полу-
поле W порядка pn не обязательно выполнено условие m|n. Этот факт связан
с отсутствем ассоциативности умножения: полуполе W не обязательно явля-
ется линейным пространством над U . Кроме того, конечное полуполе может
содержать несколько подполуполей (подполей) одного и того же порядка. На-
пример, известно полуполе порядка 32, содержащее подполе порядка 4, а также
полуполя порядка 81, содержащие три подполя порядка 9 (подробнее см. [19] и
[134]).

Очевидные примеры подполей в конечных полуполях – это левое, среднее
и правое ядра Nl, Nm, Nr, ядро N0 и центр Z. Другой пример полуполей по-
рядка p4, содержащих подполя порядка p2, предоставляет теорема 5.2.3 – это
стабилизатор инволютивного автоморфизма.

Естественно предположить, что в полуполе порядка pn всякое подполуполе
должно иметь порядок pm, где m ≤ n/2. Покажем, что это верно, по крайней
мере, для полуполей порядков p3 и p4 [141].

Теорема 5.3.13. В полуполе W порядка pn, где n = 3 или n = 4, всякое
подполуполе является подполем порядка pm, m ≤ n/2.

Доказательство. Пусть |W | = p3 и U – подполе порядка p2, элемент a ∈ U

не принадлежит простому подполю P . Тогда минимальный многочлен µa(x) ∈
Zp[x] элемента a имеет степень два и делит минимальный многочлен µA(x) со-
ответствующей матрицы регулярного множества A = θ(a) ∈ GL3(p). Тогда ха-
рактеристический многочлен χA(x) матрицы A имеет линейный делитель, что
невозможно.

Пусть |W | = p4 и U – подполуполе порядка p3. Оно не содержит подполей
порядка p2, поэтому каждый его элемент a ∈ U , не принадлежащий простому
подполю P , имеет правоупорядоченный минимальный многочлен µra(x) ∈ Zp[x]

степени 3. Следовательно, характеристический многочлен χA(x) соответству-
ющей матрицы регулярного множества A = θ(a) ∈ GL4(p) имеет линейный
делитель.

Таким образом, нетривиальные полуполя W порядка p3 и p4 следует считать
минимальными собственными полуполями: каждое их подполуполе U 6= W

является полем.
Полученный выше результат обобщается для правоциклического подполу-

поля (см. определение 5.5.6).

Следствие 5.3.14. Полуполе W порядка pn не содержит правоциклических
над Zp подполуполей порядка pn−1.
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Доказательство. Достаточно рассмотреть правоупорядоченный минимальный
многочлен правоциклического элемента a в подполуполе порядка pn−1, харак-
теристический многочлен соответствующей матрицы регулярного множества
A = θ(a) имеет линейный делитель.

5.4. Структурное описание полуполей порядка 16

В этом параграфе мы изучаем вопросы (A)–(D) для полуполей наимень-
шего возможного порядка 16.

В соответствии с перечислением Э. Клейнфелда [80], число собственных по-
луполей порядка 16, с точностью до изоморфизма, равно 23. Эти полуполя
образуют два класса изотопизма из 18 (Vi, 1 ≤ i ≤ 18) и 5 (T24, T25, T35, T45

и T50) попарно неизоморфных полуполей с ядрами Nl, Nm, Nr порядков 2 и 4
соответственно.

П. К. Штуккерт и В. М. Левчук сокращают [6] этот список, с точностью до
изоморфизмов и антиизоморфизмов, до 16 полуполей.

Теорема 5.4.1. Любое собственное полуполе порядка 16, с точностью до
изоморфизма, есть либо одно из 7 полуполей V1, V3, V4, V8, V11, V15, T25 или одно
из противоположных к ним V6, V7, V5, V9, V14, V6, T50, соответственно, или одно
из 9 полуполей V2, V10, V12, V13, V17, V18, T21, T35, T45.

Э. Клейнфелд получает таблицу Кэли лупы W ∗ для любого полуполя W =

Vi или Tj с помощью специальной порождающей последовательности и выстраи-
вает таблицу как латинский квадрат. Законы умножения для всех 16 полуполей
представлены в [6]. Все вопросы строения для полуполей порядка 16 полностью
решены [6, 126, 134] П. К. Штуккерт, В. М. Левчуком и автором.

Пусть S – множество всех подполей порядка 4 в данном полуполе. Следую-
щая таблица обобщает результаты.



152

Таблица 11. Строение неизоморфных полуполей порядка 16

Полу-
поле |S| Спектр Правый Левый |AutW | |AtW |
W спектр спектр

V1 ' V op
6 0 {1, 4, 5} {1, 5, 6, 15} {1, 6, 15} 1 18

V2 1 {1, 3, 4, 5, 6} {1, 3, 6, 15} {1, 3, 6, 15} 2 18
V3 ' V op

7 0 {1, 4, 5, 6} {1, 5, 6, 15} {1, 5, 6, 15} 1 18
V4 ' V op

5 1 {1, 3, 4, 5, 6} {1, 3, 6, 15} {1, 3, 5, 6, 15} 1 18
V8 ' V op

9 2 {1, 3, 4, 5, 6} {1, 3, 6, 15} {1, 3, 5, 6, 15} 2 18
V10 1 {1, 3, 5, 6} {1, 3, 6, 15} {1, 3, 6, 15} 3 18

V11 ' V op
14 1 {1, 3, 4, 5, 6} {1, 3, 5, 6, 15} {1, 3, 6, 15} 2 18

V12 0 {1, 4, 5, 6} {1, 5, 6, 15} {1, 5, 6, 15} 1 18
V13 4 {1, 3, 5} {1, 3, 15} {1, 3, 15} 6 18

V15 ' V op
16 2 {1, 3, 4, 5} {1, 3, 6, 15} {1, 3, 6, 15} 2 18

V17 1 {1, 3, 4, 5, 6} {1, 3, 5, 6, 15} {1, 3, 5, 6, 15} 1 18
V18 2 {1, 3, 5, 6} {1, 3, 5, 6, 15} {1, 3, 5, 6, 15} 2 18
T24 2 {1, 3, 4, 5, 6} {1, 3, 5, 6, 15} {1, 3, 5, 6, 15} 2 108

T25 ' T op50 2 {1, 3, 4, 5, 6} {1, 3, 5, 6, 15} {1, 3, 6, 15} 2 108
T35 1 {1, 3, 4, 5, 6} {1, 3, 6, 15} {1, 3, 6, 15} 3 108
T45 3 {1, 3, 5} {1, 3, 5, 15} {1, 3, 5, 15} 4 108

Метод Клейнфелда не подходит для полуполей порядка более 16. Общим
методом является использование регулярного множества. Автором независимо
построены все регулярные множества в GL4(2), их количество 19936:

R = {θ(x1, x2, x3, x4) = x1E + x2A2 + x3A3 + x4A4 | xi ∈ Z2, i = 1, 2, 3, 4} ,

A2, A3, A4 ∈ GL4(2). Здесь первая строка матрицы θ(x) совпадает с x. Для раз-
биения этой совокупности на классы изоморфизма рассмотрим линейное пре-
образование ϕ 4-мерного линейного пространства W над полем Z2, заданное
матрицей B ∈ GL4(2). Преобразование ϕ задает изоморфизм полуполя с регу-
лярным множеством R = {θ(x) | x ∈ W} на полуполе с регулярным множеством
S = {τ(x) | x ∈ W} тогда и только тогда, когда выполнено условие

B−1θ(x)B = τ(xB) ∀x ∈ W (5.4.1)

(аналогично получено условие (5.1.6)). Ясно, что это условие достаточно про-
верять для только базисных векторов

e1 = (1, 0, 0, 0), e2 = (0, 1, 0, 0), e3 = (0, 0, 1, 0), e4 = (0, 0, 0, 1). (5.4.2)



153

Более того, из условия для e1 получим равенство первой строки матрицы B

вектору e1. Непосредственный компьютерный перебор всех невырожденных 4×
4-матриц над Z2 показывает, что все построенные полуполя разбиваются на
24 непересекающихся класса изоморфизма (считая 336 полей). Для каждого
класса найдено 1344 матрицы B с условием (5.4.1), причем для каждого класса
некоторые такие матрицы задают отображение полуполя на себя. Количество
таких матриц – 1, 2, 3, 4 или 6, это порядок группы автоморфизмов. Учитывая
это значение, находим мощность каждого класса изоморфизма. В следующей
табл. 12 использованы обозначения Э. Клейнфелда.

Таблица 12. Классы изоморфизма полуполей порядка 16

Полуполе W V1, V3, V4, V2, V8, V9, V11, V10, T35 T45 V13 GF (16)

V5, V6, V7, V14, V15, V16, V18,
V12, V17 T24, T25, T50

|AutW | 1 2 3 4 6 4
Мощность

класса 1344 672 448 336 224 336
изоморфизма

18 классов полуполей Vi с ядрами порядка 2 (16800 регулярных множеств)
координатизируют одну и ту же полуполевую плоскость порядка 16, так как
все эти полуполя попарно изотопны. Для любой пары таких полуполей с ре-
гулярными множествами R и S существует 18 пар матриц (A,D) из GL4(2),
удовлетворяющих условию

A−1θ(x)D ∈ S ∀θ(x) ∈ R. (5.4.3)

Таким образом, группа автотопизмов Λ каждого полуполя Vi имеет порядок 18.
5 классов полуполей Ti с ядрами порядка 4 (2800 регулярных множеств)

образуют второй класс изотопизма и соответствуют второй полуполевой плос-
кости порядка 16. Группа автотопизмов Λ каждого полуполя Ti имеет порядок
108, это число пар матриц (A,D) с условием (5.4.3).

Полученные результаты иллюстрируют теорему, доказанную в [128].

Теорема 5.4.2. Пусть π – полуполевая плоскость порядка pn, p – простое
число, R ⊂ GLn(p)∪{0} – ее регулярное множество, Λ – группа автотопизмов
плоскости π,

Ψ =

{
ψ =

(
θ1D 0

0 D

) ∣∣∣∣∣ θ1 ∈ R \ {0}, D ∈ GLn(p)

}
.
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Тогда количество регулярных множеств в GLn(p) ∪ {0}, соответствующих
полуполевым плоскостям, изоморфным π, равно

|Ψ|
|Λ|

=
(pn − 1)|GLn(p)|

|Λ|
.

Действительно, имеемGL4(2) = 15·14·12·8 = 20160, тогда для первого класса
изотопизма 15·20160

18
= 16800 и для второго класса 15·20160

108
= 2800, совпадает с

компьютерными расчетами и результатами, например, таблицы выше:

16800 = 8 · 1344 + 8 · 672 + 1 · 448 + 1 · 224, 2800 = 3 · 672 + 1 · 448 + 1 · 336.

Напомним также теорему Д. Кнута [82] о числе изотопных, но не изоморф-
ных полуполей.

Теорема 5.4.3. Пусть D – конечное полуполе, D – множество всех неизо-
морфных полуполей, изотопных D. Тогда

(|D| − 1)2 = |AtD|
∑
E∈D

1

|AutE|
.

Здесь AtD – группа автотопизмов полуполя D. В нашем случае для класса
Vi имеем

152 = 18 ·
(

8 · 1 + 8 · 1

2
+

1

3
+

1

6

)
,

для класса Ti:

152 = 108 ·
(

3 · 1

2
+

1

3
+

1

4

)
.

Оба равенства, очевидно, верны.
Дополнительная информация о спектрах полуполей Vi и Ti, полученная ав-

тором, представлена в табл. 13. В ее позициях указано число элементов полу-
поля, имеющих указанный (левый, правый) порядок. Как и следует из опре-
деления противоположного кольца, в данной таблице совокупность данных о
правом спектре каждого полуполя W совпадает с данными о левом спектре
противоположного полуполя W op, а информация о спектре для W и W op оди-
накова. Сравним, допустим, строки V1 и V6: число элементов с левым порядком
3, 5, 6, 15 в V1 равно 0, 0, 8, 6 соответственно. Это количества элементов с таким
правым порядком в V6.
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Таблица 13. Порядки элементов неизоморфных полуполей порядка 16

Полуполе Левый порядок Правый порядок Порядок
3 5 6 15 3 5 6 15 3 4 5 6

V1 ' V op
6 8 6 4 6 4 5 9

V6 4 6 4 8 6 5 9
V2 2 6 6 2 6 6 2 4 4 4

V3 ' V op
7 4 6 4 4 6 4 2 8 4

V7 4 6 4 4 6 4 2 8 4
V4 ' V op

5 2 4 4 4 2 6 6 2 4 6 2
V5 2 6 6 2 4 4 4 2 4 6 2

V8 ' V op
9 4 4 2 4 4 4 6 4 2 6 2

V9 4 4 6 4 4 2 4 4 2 6 2
V10 2 6 6 2 6 6 2 6 6

V11 ' V op
14 2 6 6 2 4 4 4 2 2 10

V14 2 4 4 4 2 6 6 2 2 10
V12 4 6 4 4 6 4 4 9 1
V13 8 6 8 6 8 6

V15 ' V op
16 4 4 6 4 4 6 4 2 8

V16 4 4 6 4 4 6 4 2 8
V17 2 4 4 4 2 4 4 4 2 3 7 2
V18 4 4 2 4 4 4 2 4 4 0 6 4
T24 4 4 2 4 4 4 2 4 4 4 2 4

T25 ' T op50 4 4 6 4 4 2 4 4 4 2 4
T50 4 4 2 4 4 4 6 4 4 2 4
T35 2 6 6 2 6 6 2 3 3 6
T45 6 4 4 6 4 4 6 8

Следует отметить, что левый и правый спектры полуполя не отражают
полностью информацию о его строении: два элемента полуполя a и b с рав-
ными левыми и правыми порядками |a|l = |b|l, |a|r = |b|r и даже равными
лево-(право-)упорядоченными минимальными многочленами могут иметь раз-
ные порядки |a| 6= |b|. Например, в полуполе V17 четыре элемента имеют левый
и правый порядок 6, лево- и правоупорядоченные минимальные многочлены
µla(x) = µra(x) = x4 + x2 + 1, такой же минимальный многочлен имеет и со-
ответствующая матрица регулярного множества. Однако из этих четырех эле-
ментов один имеет порядок 4, один – порядок 5 и два – порядок 6. Кроме того,
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в этом же полуполе два элемента с |a|l = 15, |a|r = 5, µla(x) = x4 + x3 + 1,
µra(x) = µA(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1 имеют разные порядки 4 и 5.

Как мы видим, даже строение полуполей минимального возможного поряд-
ка пока не объясняется полностью известными методами. В связи с этим ука-
жем один из девяти вопросов строения конечных полуполей, перечисленных
М. Лаврау и О. Полверино в [84]: найти новые инварианты классов изотопиз-
ма конечных полуполей.

Отметим, что изотопные, но не изоморфные полуполя Ti имеют левое, сред-
нее и правое ядра порядка 4. Порядки ядер Nl, Nm, Nr являются геометриче-
скими инвариантами, т. е. сохраняются при иной координатизации полуполевой
плоскости, так как мультипликативные группы ядер биективно соответствуют
группам гомологий Hl, Hm, Hr (см. лемму 2.2.2). Известно также, что центр Z
полуполя также является геометрическим инвариантом [70]:

Теорема 5.4.4. Все полуполя, координатизирующие данную конечную по-
луполевую плоскость, имеют изоморфные центры.

Тем не менее, этот результат не переносится на ядро полуполя, т.е. на пере-
сечение N0 = Nl ∩ Nm ∩ Nr. В частности, у полуполя T35 все три ядра совпа-
дают: Nl = Nm = Nr. У полуполя T45 это три различных подполя порядка 4.
У трех оставшихся полуполей Ti число подполей порядка 4 равно двум, либо
Nl = Nm 6= Nr, либо Nl = Nr 6= Nm, либо Nr = Nm 6= Nl. Одно из полуполей Vi
имеет ядра порядка 2, но содержит четыре различных подполя порядка 4. Та-
ким образом, заключаем, что изотопизм полуполей, в отличие от изоморфизма,
не сохраняет многие важные особенности строения.

Уточняя ответ на вопрос (D) о группе автоморфизмов полуполей порядка
16, докажем следующий результат.

Теорема 5.4.5. Ровно пять неизоморфных полуполей W порядка 16 допус-
кают нетривиальные внутренние автоморфизмы, т. е. заданные сопряжени-
ем ϕ : x → (a−1

l x)a (x ∈ W ), где a−1
l a = e. Это полуполя T25 и T50 с одним

инволютивным внутренним автоморфизмом и полуполя T35, V10, V13 с двумя
внутренними автоморфизмами порядка три.

Доказательство. Пусть a ∈ W – произвольный ненулевой элемент полуполя,
a−1
l – его левый обратный, a−1

l a = e. Очевидно, отображение ϕ есть линейное
преобразование пространства W . Его матрицу можем получить, рассматривая
образы базисных элементов ei (5.4.2). Сравнивая полученную матрицу с уже
найденными автоморфизмами всех 23 полуполей Vi и Ti, получим:
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1) для T25

i =


1 0 0 0

1 1 0 1

1 0 1 0

0 0 0 1

 , i2 = ε, Aut T25 = In T25 ' Z2;

2) для T50

i =


1 0 0 0

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 0

 , i2 = ε, Aut T50 = In T50 ' Z2;

3) для T35

j =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 1 1

0 1 1 1

 , j2 =


1 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 1 0

 , j3 = ε, Aut T35 = In T35 ' Z3;

4) для V10

j =


1 0 0 0

0 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0

 , j2 =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0

 , j3 = ε, Aut V10 = In V10 ' Z3;

5) для V13

j =


1 0 0 0

0 0 1 1

0 1 1 1

0 0 0 1

 , j2 =


1 0 0 0

0 1 1 0

0 1 0 1

0 0 0 1

 , j3 = ε, Aut V13 ' S3, In V13 ' Z3.

Для всех остальных полуполей единственный внутренний автоморфизм – это
тождественное преобразование ε.

Следующая теорема представляет аномальные свойства внутренних авто-
морфизмов полуполей порядка 16 (см. теорему 5.2.5 Г. Венэ).

Теорема 5.4.6. 1. Существуют 4 полуполя порядка 16, которые допускают
внутренние автоморфизмы λm, порожденные элементами m 6∈ N0, не принад-
лежащими ядру полуполя.
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2. Существуют 4 полуполя порядка 16, в которых множество элементов

M = {m ∈ W | λm ∈ InW}

не замкнуто относительно сложения и умножения.
3. Существуют 2 полуполя порядка 16, для которых тождественный внут-

ренний автоморфизм λm = ε порождается элементами не из центра m 6∈ Z.

Эта теорема обобщает результаты расчетов, приведенные в табл. 14 (здесь
e = (1, 0, 0, 0) – единица полуполя).

Таблица 14. Особенности внутренних автоморфизмов полуполей порядка 16

Полуполе
|Nr| =
|Nm| =
|Nl|

|AutW | |InW | λm, m 6∈ N0

(не из ядра)
λm = ε, m 6∈ Z
(не из центра)

T25 4 2 2 m ∈ Nr \ (Nm ∪Nl) -
T50 4 2 2 m ∈ Nl \ (Nm ∪Nr) -

V13 2 6 3
{0, e,m,m+ e}
– подполе 6= N0

-

V10 2 3 3
{0, e,m,m+ e}
– подполе 6= N0

-

T35 4 3 3 m,m+ e ∈ N -
V1 2 1 1 m = (0, 0, 1, 0) m 6= e

V6 2 1 1 m = (0, 0, 0, 1) m 6= e

Обсудим далее различные способы задания полуполей. Примеры двух полу-
полей порядка 16 построены Д. Кнутом [82] на основе двумерного векторного
пространства над полем GF (4) = {0, 1, ω, ω + 1} (ω2 = ω + 1) с поэлементным
сложением пар и законом умножения

(u, v) ◦ (x, y) = (ux+ ωv2y, vx+ u2y) или

(u, v) ◦ (x, y) = (ux+ v2y, vx+ u2y + v2y2) (u, v, x, y ∈ GF (4)).

В обозначениях Э. Клейнфелда эти полуполя изоморфны T35 и V13 соответ-
ственно.

Для конечного полуполя порядка pn матричное представление регулярного
множества над простым подполем Zp является универсальным способом опре-
деления операции умножения. Тем не менее, в некоторых случаях оказывает-
ся удобнее задавать элементы полуполя не n-мерными векторами, а элемента-
ми или парами элементов подходящего конечного поля. Рассмотрим возмож-
ность задания всякого полуполя порядка p4 парами элементов поля GF (p2).
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Следующая теорема, доказанная автором, была успешно применена студент-
кой А. В. Поповой для всех 23 неизоморфных полуполей порядка 16 [14]. Были
получены законы умножения для всех Vi и Tj, в том числе два закона Д. Кнута,
указанные выше.

Теорема 5.4.7. Пусть (W,+, ∗) – полуполе порядка p4 (p – простое), W –
двумерное линейное пространство над полем GF (p2). Определим операцию ◦
правилом

(u, v) ◦ (x, y) = (uZ xT , u T xT ) (u, v, x, y ∈ GF (p2)), (5.4.4)

где Z, T – 4 × 4-матрицы над GF (p2), u = (u, v, up, vp), x = (x, y, xp, yp). То-
гда матрицы Z, T можно выбрать так, что полуполе (W,+, ∗) изоморфно
(W,+, ◦) (сложение стандартное).

Доказательство. Зададим полуполе W элементами 4-мерного векторного про-
странства над Zp, пусть w1, . . . , w4 – его базис, R ⊂ GL4(p) ∪ {0} – регулярное
множество с базисом A1, . . . , A4. По лемме 2.1.5, строки матриц Aj образованы
координатами произведений wi ∗ wj векторов базиса.

Далее, пусть ω – примитивный элемент поля GF (p2) и

e1 = (1, 0), e2 = (ω, 0), e3 = (0, 1), e4 = (0, ω)

– базис пространства W над Zp. Зададим изоморфизм линейных пространствW
и W правилом wi → ei (i = 1, . . . , 4). Для доказательства теоремы достаточно
рассмотреть произведения базисных элементов ei ◦ ej и показать, что для про-
извольных матриц Aj система линейных уравнений относительно неизвестных
элементов zij, tij матриц Z, T имеет единственное решение.

Согласно условию теоремы, пусть

e1 = (1, 0, 1, 0), e2 = (ω, 0, ωp, 0), e3 = (0, 1, 0, 1), e4 = (0, ω, 0, ωp).

Вычислим, например, произведения ei Z ejT для i, j = 1, 2:

e1 Z e1
T = z11 + z31 + z13 + z33,

e2 Z e1
T = z11ω + z31ω

p + z13ω + z33ω
p,

e1 Z e2
T = (z11 + z31)ω + (z13 + z33)ωp,

e2 Z e2
T = (z11ω + z31ω

p)ω + (z13ω + z33ω
p)ωp.

Основной определитель системы линейных уравнений для неизвестных z11, z13,
z31, z33 равен

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

ω ωp ω ωp

ω ω ωp ωp

ω2 ωp+1 ωp+1 ω2p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Это кронекеровский квадрат определителя

∣∣∣∣∣1 1

ω ωp

∣∣∣∣∣, он равен (ωp − ω)4 (см.,

например, [17, 122]). Так как ω – примитивный элемент поля GF (p2), то ωp 6= ω

и ∆ 6= 0. Проводя вычисления остальных произведений аналогично, видим, что
все элементы матриц Z и T определяются однозначно выбором регулярного
множества R. Таким образом, изоморфизм W ' W доказан.

Пример 5.5. Далее представлены законы умножения в двух полуполях по-
рядка 16, V6 и T24. Остальные законы перечислены А. В. Поповой в [14].

V6 : (u, v) ◦ (x, y) = (ux+ v2y, vx+ vy + u2y);

Z =


1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0

 , T =


0 0 0 0

1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

 .

T24 : (u, v) ◦ (x, y) = (ω2ux+ uy + ω2vx+

+ ωu2x+ u2y + ω2v2y + ωux2 + ω2vx2 + ωvy2 + ωu2x2 + ωv2y2,

ω2ux+ ω2uy + ωvx+ ω2u2x+ ωu2y + v2x+ ω2v2y + ω2ux2+

+ uy2 + ω2vx2 + vy2 + ω2u2x2 + u2y2 + v2x2 + v2y2);

Z =


ω2 1 ω 0

ω2 0 ω2 ω

ω 1 ω 0

0 ω2 0 ω

 , T =


ω2 ω2 ω2 1

ω 0 ω2 1

ω2 ω ω2 1

1 ω2 1 1

 .

Используя тот же алгоритм, поле порядка 16 тоже можем задать парами
элементов из GF (4) с умножением, например,

(u, v) ◦ (x, y) = (ux+ ω2vy, uy + vx+ ω2vy)

5.5. Гипотеза Венэ примитивности конечного полуполя

В 1991 году Г. Венэ [119] выдвинул гипотезу: всякое конечное полуполе W
право- или левопримитивно, т. е. лупа W ∗ есть множество право- или левоупо-
рядоченных степеней некоторого элемента полуполя W . Венэ показал также,
что все полуполя до порядка 27 включительно право- и левопримитивны. В
2004 г. И. Руа [100] указал контрпример к предположению Венэ, используя би-
нарное полуполе Кнута порядка 32. Это коммутативное полуполе Кнута–Руа
не является ни право-, ни левопримитивным. Второй контрпример представля-
ет полуполе Хентзела–Руа [61] порядка 64, построенное в 2007 г. К настоящему
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времени исследования проблемы примтивности полностью завершены для всех
полуполей до порядка 125 включительно. Кроме двух указанных непримитив-
ных полуполей, не обнаружено новых примеров. Заметим, что контрпримеры
нечетного порядка до сих пор не найдены.

Исследования проблемы примитивности основаны на свойствах регулярно-
го множества. Известно, что для любого конечного полуполя W с центром
Z ' GF (q) и регулярным множеством Σ характеристический многочлен лю-
бой матрицы из Σ \ {λE | λ ∈ GF (q)} не имеет линейных делителей (см. также
лемму 5.3.10). Следующая теорема, доказанная в [61], используется в качестве
основного инструмента для исследования.

Теорема 5.5.1. Если W – конечное полуполе размерности n над своим цен-
тром Z ' GF (q), то w ∈ W является левопримитивным элементомW тогда
и только тогда, когда характеристический многочлен линейного преобразова-
ния Lw : W → W , заданного как Lw(x) = w ∗x, есть неприводимый примитив-
ный многочлен степени n над Z.

Некоторые условия примитивности полуполей, полученные И. Руа [100],
Р. Гау и Д. Шики [56], представляет теорема.

Теорема 5.5.2. Пусть W – полуполе, n-мерное над своим центром GF (q).
Тогда W и лево- и правопримитивно, если n = 3 либо если n простое и q

достаточно велико.

М. Кордеро и В. Джа [38, 39] изучали проблему примитивности для квази-
полей и некоторые геометрические условия примитивности полуполей.

Теорема 5.5.3. Непримитивное квазиполе порядка q2 существует тогда и
только тогда, когда q > 4.

Теорема 5.5.4. Для достаточно большого простого числа p полуполя, коор-
динатизирующие полуполевую плоскость Π порядка p5, все являются прими-
тивными (и право-, и лево-), если Π не содержит собственных подплоскостей
порядка > p.

Примеры непримитивных полуполей позволяют предположить связь при-
митивности с размерностью полуполя как линейного пространства над своим
центром. Все трехмерные над центром полуполя обладают свойствами право-
и левопримитивности, непримитивные примеры имеют размерность 5 и 6. Для
полуполей размерности 4 над центром GF (q) в 2015 г. И. Руа [104] доказал
право- и левопримитивность при достаточно большом q:

Теорема 5.5.5. Если q > 25944 и нечетно, то полуполе размерности 4 над
центром GF (q) является право- и левопримитивным.
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Для 4-мерных полуполей достаточно большого четного порядка 24e право-
и левопримитивность доказана И. Руа в 2017 г. [105].

Заметим, что Г. Венэ и некоторые его последователи называли правопри-
митивный элемент полуполя или квазиполя также «правоциклическим элемен-
том». Исследование гипотезы Венэ и примеры И. Руа показали целесообраз-
ность использования этого термина в другом смысле.

Определение 5.5.6. Пусть W – конечное полуполе, рассматриваемое как
n-мерное линейное пространство над своим центром Z. Элемент a ∈ W на-
зывается правоциклическим (над Z), если элементы

e, a, a2), . . . , an−1)

образуют базисW . ПолуполеW , содержащее правоциклический элемент, так-
же называется правоциклическим (над Z).

Левоциклический элемент и левоциклическое полуполе определяются ана-
логично. Заметим, что иногда более удобно рассматривать полуполе как линей-
ное пространство над простым подполем Zp и, соответственно, право- и лево-
цикличность над Zp. Все известные к настоящему моменту конечные полуполя
являются право- и левоциклическими, в том числе и контрпримеры к гипоте-
зе Венэ. Следующий результат вытекает из теоремы 5.5.1, но докажем его для
полноты изложения.

Теорема 5.5.7. Всякое правопримитивное полуполе также является пра-
воциклическим над своим центром.

Доказательство. Пусть полуполе W n-мерно над своим центром Z и W имеет
правопримитивный элемент a, тогда минимальный многочлен матрицы θ(a) яв-
ляется неприводимым многочленом степени. Поскольку правоупорядоченный
минимальный многочлен (над Z) элемента a делит минимальный многочлен
матрицы, по теореме 5.3.8, то µra(x) также имеет степень n. Тогда элементы e,
a, a2, a3), . . . , an−1) линейно независимы и поэтому образуют базис n-мерного
линейного пространства.

Обратное утверждение неверно: даже известные непримитивные полуполя
порядков 32 и 64 левоциклические и правоциклические. Эти полуполя содер-
жат элементы с односторонне-упорядоченными минимальными многочленами
степеней 5 и 6 соответственно (см. далее). Таким образом, понятие правоцик-
личности (левоцикличности) позволяет ослабить предположение Г. Венэ:

Гипотеза 1. Всякое конечное полуполе является право- или левоцикличе-
ским над своим центром.
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Эта гипотеза легко подтверждается [187] для некоторых полуполей поряд-
ка p4.

Теорема 5.5.8. Если полуполе порядка p4 имеет левое или правое ядро по-
рядка p2, то полуполе является лево- и правоциклическим над Zp.

Доказательство. Пусть (W,+, ·) – полуполе порядка p4 и его левое ядро Nl

имеет порядок p2. Тогда W можно рассматривать как левое векторное про-
странство размерности 2 над Nl:

W = {te+ za | t, z ∈ Nl},

где e – единица полуполя и a 6∈ Nl. Предположим, что полуполе W не является
левоциклическим или не является правоциклическим. Тогда любой его элемент
имеет левоупорядоченный (правоупорядоченный) минимальный многочлен сте-
пени не выше 2 (см. теоремы 5.3.10 и 5.3.13). Значит, W есть объединение под-
полей порядка p2. Из этого следует, что любой ненулевой элемент обратим и,
например, a−1 = ke+ma, где k,m ∈ Zp.

Докажем, что W обладает правым обратным свойством (RIP): для любого
x ∈ W найдется такой элемент x−1 ∈ W , что для всех y ∈ W верно (yx)x−1 = y.
Ясно, что без ограничения общности достаточно полагать x = a и y = te + az.
Из a−1 = ke+ma следует a2 = 1

m
e− k

m
a, имеем:

(yx)x−1 = ((te+ za)a)a−1 = (ta+ (za)a)a−1 = (ta)a−1 + ((za)a)a−1 =

= t(aa−1)+(z(a2))a−1 = te+

(
z

(
1

m
e− k

m
a

))
a−1 = te+

(
1

m
z − k

m
(za)

)
a−1 =

= te+
1

m
za−1 − k

m
(za)a−1 = te+

1

m
z(ke+ma)− k

m
z(aa−1) = te+ za = y.

Тогда, по теореме 1.1.5, полуполе W альтернативно и, по теореме Артина–
Цорна 1.1.6, является полем. Так как поле порядка p4 не может быть объеди-
нением своих подполей порядка p2, получили противоречие с предположением
нецикличности. Таким образом, в случае |Nl| = p2 теорема доказана. Результат
для |Nr| = p2 получается переходом к противоположному полуполю W op.

Следствие 5.5.9. Если полуполе порядка p4 имеет левое или правое ядро
порядка p2, то полуполе не может быть объединением своих подполей порядка
p2.

Обратим внимание на это следствие и сравним его с примером П. К. Штук-
керт [86] квазиполей порядка 16. Три квазиполя Qj из списка У. Демпволфа
[45] являются теоретико-множественными объединениями семи максимальных
подполей порядка 4, все их спектры равны {1, 3}.
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Гипотеза В. М. Левчука об однопорожденности (см. вопросы (A)–(D)) так-
же ослабляет предположение Г. Венэ:

Гипотеза 2. Мультипликативная лупа W ∗ любого конечного полуполя по-
рождается одним элементом.

Эта гипотеза также справедлива для изученных на текущий момент конеч-
ных полуполей, даже исключительные непримитивные полуполя Кнута–Руа и
Хентзела–Руа имеют однопорожденную лупу (см. § 5.7, 5.8).

5.6. Полуполе Кнута–Руа порядка 32

Полуполе Кнута–Руа порядка 32 представляет первый контрпример к гипо-
тезе Венэ примитивности конечных полуполей. Это коммутативное полуполе с
тождеством x(22 = x, заданное, например, регулярным множеством

R = {θ(x1, . . . , x5) = x1A1 + · · ·+ x5A5 | xi ∈ Z2, i = 1, . . . , 5},

где A1 = E,

A2 =


0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

1 1 0 0 0

 , A3 =


0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

1 1 0 0 1

0 1 0 1 0

0 0 1 1 1

 ,

A4 =


0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 1 0 1 0

1 1 0 1 1

1 1 1 0 0

 , A5 =


0 0 0 0 1

1 1 0 0 0

0 0 1 1 1

1 1 1 0 0

1 0 1 1 1

 .

Вопросы (A)–(C) для полуполя R решены П. К. Штуккерт в [19, 6].

Теорема 5.6.1. Лупа R∗ полуполя Кнута–Руа R порядка 32 порождается
любым неединичным элементом. Ее спектр равен {1, 5, 6, 7, 8, 10}, правый и
левый спектры совпадают с {1, 21}. Единственным подполем в R является
простое подполе Z2.

Обозначим K(m) множество элементов, имеющих порядок m, при этом за-
пишем K(7) в виде объединения K(7) = Ka(7) ∪ Kb(7). Здесь Ka(7) есть мно-
жество элементов порядка 7 с минимальным многочленом x5 +x4 + 1, а Kb(7) –
с минимальным многочленом x5 + x+ 1.

Вопрос (D) решен автором в следующей теореме.
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Теорема 5.6.2. 1. Группа автоморфизмов AutR полуполя Кнута–Руа R –
циклическая группа порядка 5, и множество R\{0, e} есть объединение шести
орбит под действием AutR: K(5) ∪K(6) ∪Ka(7) ∪Kb(7) ∪K(8) ∪K(10).

2. Преобразование ϕ : x→ x2 полуполя R является линейным преобразова-
нием порядка 15, но не является автоморфизмом,

K(5)
ϕ→ K(8)

ϕ→ Ka(7)
ϕ→ K(5), K(10)

ϕ→ K(6)
ϕ→ Kb(7)

ϕ→ K(10).

Доказательство. Пусть τ – автоморфизм полуполяR. Тогда τ является линей-
ным преобразованием векторного пространства R и задается некоторой 5 × 5-
матрицей T над Z2. Выберем базис R:

e1 = (1, 0, 0, 0, 0) = e, e2 = (0, 1, 0, 0, 0), . . . , e5 = (0, 0, 0, 0, 1)

и выясним, при каком условии верно

τ(ei ∗ ej) = τ(ei) ∗ τ(ej), i, j = 1, 2, . . . , 5.

Так как ei ∗ ej = eiθ(ej) = eiAj, то τ(ei ∗ ej) = eiAjT ; далее

τ(ei) ∗ τ(ej) = eiTθ(ejT ) = eiTθ(tj1, tj2, . . . , tj5) = eiT
5∑

k=1

tjkAk.

В силу произвольности i = 1, . . . , 5 получим условие

T
6∑

k=1

tjkAk = AjT, j = 1, . . . , 5. (5.6.1)

При j = 1 имеем, в частности, t11 = 1, t12 = t13 = · · · = t15 = 0. Каждая матрица
T ∈ GL5(2), удовлетворяющая условию (5.6.1), задает автоморфизм полуполя
R. Этому условию удовлетворяют ровно 5 матриц:

T1 =


1 0 0 0 0

0 0 0 1 1

0 1 1 0 0

1 0 1 0 0

0 1 1 1 0

 , T2 =


1 0 0 0 0

0 0 1 1 1

1 0 1 0 1

1 1 1 1 1

0 1 0 0 1

 ,

T3 =


1 0 0 0 0

1 0 1 1 0

1 0 0 1 0

0 0 1 0 1

0 1 1 0 1

 , T4 =


1 0 0 0 0

1 1 0 1 0

0 1 1 1 1

1 1 1 0 0

1 1 0 1 1

 , T5 = E.
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Непосредственная проверка показывает, что AutR = {T1, T2, T3, T4, T5} ' Z5 и
R является объединением шести орбит, каждая из которых может включать
только элементы одного порядка.

Так как полуполеR коммутативно, то (x+y)2 = x2+x∗y+y∗x+y2 = x2+y2,
но при этом (x∗y)∗(x∗y) 6= (x∗x)∗(y∗y) (x, y ∈ R). Вычисляя образы базисных
элементов, получаем матрицу линейного преобразования ϕ:

B =


1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

1 1 0 0 1

1 1 0 1 1

1 0 1 1 1


и находим образы всех элементов полуполя R.

Информация о минимальных многочленах элементов полуполя R представ-
лена в табл. 15. Действительно, полуполе Кнута–Руа не является ни лево-, ни
правопримитивным, так как среди минимальных многочленов нет неприводи-
мых многочленов 5-й степени. Анализ результатов приводит к выводам, под-
тверждающим для R гипотезы 1 и 2 (см. § 5.6).

Теорема 5.6.3. Полуполе Кнута–Руа R порядка 32 является лево- и право-
циклическим. Мультипликативная лупа R∗ порождается любым элементом
a 6= 0, e, она совпадает со множеством всех n-х степеней a при n ≥ 11, если
|a| = 6, 8, 10, при n ≥ 12, если |a| = 5, 7. Полуполе R не допускает нетривиаль-
ных внутренних автоморфизмов.

Доказательство. Лево- и правоцикличность полуполя следует из существова-
ния в R элементов с минимальным многочленом степени 5. Так как любой
элемент a, отличный от нуля и единицы, является лево- и правоциклическим и
порождает лупу R∗, то по теореме 5.2.7 отображение λa : x→ (a−1

l x)a не может
быть нетривиальным внутренним автоморфизмом.

Таблица 15. Информация о полуполе Кнута–Руа порядка 32

|a|
Число

элементов
порядка |a|

Минимальные многочлены
µla(x) = µra(x) = µA(x)

Минимальная степень n,
исчерпывающая R∗

6 5 x5 + x+ 1 = (x2 + x+ 1)(x3 + x2 + 1) 11
10 5 x5 + x+ 1 = (x2 + x+ 1)(x3 + x2 + 1) 11
8 5 x5 + x4 + 1 = (x2 + x+ 1)(x3 + x+ 1) 11
5 5 x5 + x4 + 1 = (x2 + x+ 1)(x3 + x+ 1) 12
7 10 x5 + x4 + 1 или x5 + x+ 1 12
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Еще раз обратим внимание на аномальные свойства конечных полуполей,
в сравнении с конечными полями: на их мультипликативную лупу в общем
случае не переносится теорема Лагранжа. Как указано в теореме 5.6.1, порядок
(левый, правый) элемента в R не является делителем порядка лупы 31. Кроме
того, преобразование x→ x2 не является автоморфизмом.

5.7. Полуполе Хентзела–Руа порядка 64

В 2007 г. И. Руа и И. Хентзел указали [61] второй контрпример к гипотезе
Г. Венэ. Полуполе Хентзела–Руа – единственное среди всех 87714 полуполей
порядка 64, которое не является ни лево-, ни правопримитивным. Существует
также 35 полуполей порядка 64, которые правопримитивны, но не являются
левопримитивными (см. также классификацию полуполей порядка 64 в [102]).

Изучим строение полуполя Хентзела–Руа (подробнее см. [134, 133]), исполь-
зуя базис регулярного множества R ⊂ GL6(2) ∪ {0}, найденный в [61]. Пусть
W – 6-мерное линейное пространство над Z2,

W = {x = (x1, . . . , x6) | xi ∈ Z2, i = 1, . . . , 6}.

Определим инъективное отображение θ : W → GL6(2) ∪ {0} правилом

θ(x) = x1A1 + · · ·+ x6A6, (x ∈ W )

где базисные матрицы равны, согласно [61],

A1 = E, A2 =



0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

1 0 0 1 1 0


, A3 =



0 0 1 0 0 0

1 1 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0

1 1 0 0 0 1

0 0 0 1 1 0

1 1 1 0 1 1


,

A4 =



0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0

0 1 1 0 0 1

0 1 1 0 1 1

1 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 1


, A5 =



0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 1

1 0 0 1 1 0

1 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 1

1 1 0 1 1 0


,
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A6 =



0 0 0 0 0 1

0 1 0 1 1 0

0 1 0 0 1 1

1 0 0 1 0 0

0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1


.

Тогда R = {θ(x) | x ∈ W} – регулярное множество и 〈W,+, ∗〉 порядка 64 с
умножением

x ∗ y = x · θ(y) = x

6∑
i=1

yiAi.

Далее обозначаем это полуполеH и называем полуполем Хентзела–Руа. Вектор
e = (1, 0, . . . , 0) является мультипликативной единицей этого полуполя.

Вопросы (A)–(D) для полуполя H решает следующая теорема.

Теорема 5.7.1. ПустьH – исключительное непримитивное полуполе Хент-
зела–Руа порядка 64.
1. Группа автоморфизмов полуполя H изоморфна симметрической группе S3;
полуполе не допускает нетривиальных внутренних автоморфизмов.
2. Полуполе H содержит точно шесть максимальных подполей: 5 подполей
порядка 8, три из которых стабилизируются различными инволютивными
автоморфизмами, и единственное подполе порядка 4, которое стабилизиру-
ется автоморфизмом порядка 3.
3. Спектр мультипликативной лупы H∗ равен {1, 3, 5, 6, 7}, левый и правый
спектры совпадают с {1, 3, 6, 7, 12, 15}.
4. Полуполе H является лево- и правоциклическим, его лупа H∗ порождается
любым своим элементом a, не принадлежащим объединению подполей; она
совпадает со множеством всех n-х степеней a при n ≥ 10.
5. Все ядра полуполя H совпадают с его простым подполем Z2, все элементы
удовлетворяют тождествам x(4 = x4), x(8 = x8).

Доказательство. 1. Пусть τ – автоморфизм полуполяH, заданный 6×6-матрицей
T над Z2. Перепишем для нее условие (5.6.1):

T

6∑
k=1

tjkAk = AjT, j = 1, . . . , 6. (5.7.1)

Каждая матрица T ∈ GL6(2), удовлетворяющая условию (5.7.1), задает авто-
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морфизм полуполя H. Этому условию удовлетворяют ровно 6 матриц:

T1 =



1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1

1 1 1 0 1 0

1 0 1 1 1 0

0 0 1 1 1 1

0 1 0 1 1 0


, T2 =



1 0 0 0 0 0

1 1 0 1 1 1

0 1 0 0 1 0

1 1 1 0 1 1

0 0 1 1 0 1

1 0 0 1 1 0


,

T3 =



1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1

1 1 1 0 1 0

1 1 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1

1 1 0 1 1 0


, T4 =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

1 1 1 1 0 0

1 0 1 0 1 0

1 0 0 0 0 1


,

T5 =



1 0 0 0 0 0

1 1 0 1 1 1

0 1 0 0 1 0

1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 0


, T6 = E.

Так как T2 = T 2
1 , T1 = T 2

2 , T 2
3 = T 2

4 = T 2
5 = E, то AutH = {T1, T2, T3, T4, T5, T6} '

S3. Непосредственные расчеты показывают, что все перечисленные автомор-
физмы не являются внутренними. Первое утверждение теоремы доказано.

2. Рассмотрим множество F = {0, e, a = (0, 1, 0, 0, 0, 1), a + e} и вычислим
произведение

a ∗ a = a · θ(a) = a(A2 + A6) = (1, 1, 0, 0, 0, 1) = a+ e;

поэтому F ' GF (4) – подполе порядка 4. Обозначим h1 = (0, 0, 0, 0, 1, 0) и
вычислим h2

1 и h3
1:

h2
1 = h1θ(h1) = h1A5 = (0, 0, 1, 1, 0, 1), h

(3
1 = h

3)
1 = (1, 0, 0, 0, 1, 0) = e+ h1.

Тогда h1 – корень многочлена x3+x+1, неприводимого над Z2, и в силу h(3
1 = h

3)
1

множество H1 = {0, e, h1, h
2
1, . . . , h

6
1} есть подполе порядка 8 в W . Аналогично,

имеем:

h2 = (0, 0, 0, 1, 0, 1), h2
2 = (0, 1, 0, 1, 1, 1), h

(3
2 = h

3)
2 = (1, 1, 0, 1, 1, 1) = e+ h2

2,

H2 = {0, e, h2, h
2
2, . . . , h

6
2};
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h3 = (0, 0, 0, 1, 1, 1), h2
3 = (1, 1, 1, 0, 1, 0), h

(3
3 = h

3)
3 = (1, 0, 0, 1, 1, 1) = e+ h3,

H3 = {0, e, h3, h
2
3, . . . , h

6
3};

h4 = (0, 0, 1, 0, 0, 0), h2
4 = (0, 1, 1, 0, 0, 0), h

(3
4 = h

3)
4 = (1, 0, 1, 0, 0, 0) = e+ h4,

H4 = {0, e, h4, h
2
4, . . . , h

6
4};

h5 = (0, 0, 1, 0, 1, 0), h2
5 = (1, 1, 0, 1, 0, 1), h

(3
5 = h

3)
5 = (0, 1, 0, 1, 0, 1) = e+ h2

5,

H5 = {0, e, h5, h
2
5, . . . , h

6
5}.

Поскольку элементы h1, h3, h4 – корни многочлена x3+x+1, h2, h5 – многочлена
x3 + x2 + 1 (неприводимых над Z2), множества H1, H2, H3, H4, H5 являются
подполями порядка 8 в полуполе W . Рассмотрим

U = H \ (F ∪H1 ∪H2 ∪H3 ∪H4 ∪H5). (5.7.2)

Для каждого элемента x ∈ U левая и правая третьи степени не совпадают:
x(3 6= x3). Следовательно, полуполе H не содержит подполей, кроме простого
подполя, F и Hi, i = 1, . . . , 5. Обозначим F(τ) множество элементов полуполя
W , фиксируемых преобразованием τ . Несложно вычислить, что

F(T1) = F(T2) = F, F(T3) = H2, F(T4) = H4, F(T5) = H3.

Второе утверждение теоремы доказано.
3. Для описания спектров введем следующие обозначения:

K(m,n, k) = {x ∈ H | |x|l = m, |x|r = n, |x| = k}, m, n, k ∈ N.

Тогда, очевидно,

K(3, 3, 3) = {x ∈ H | |x|l = |x|r = |x| = 3} = {a, e+ a} = F \ {0, e};

K(7, 7, 7) = {x ∈ H | |x|l = |x|r = |x| = 7} = (H1 ∪H2 ∪H3 ∪H4 ∪H5) \ {0, e},

|K(7, 7, 7)| = 30,K(3, 3, 3)∪K(7, 7, 7)∪{0, e} – объединение всех подполей. Далее,

K(6, 6, 6) = {x ∈ H | |x|l = |x|r = |x| = 6} =

= {a1 = (0, 0, 0, 1, 0, 0), a2 = (0, 0, 1, 1, 1, 0), a3 = (0, 1, 0, 0, 1, 1), a4 = (0, 1, 1, 0, 1, 1),

a5 = (0, 1, 1, 1, 0, 0), a6 = (0, 1, 1, 1, 1, 0), e+ a1, e+ a2, e+ a3, e+ a4, e+ a5, e+ a6},

|K(6, 6, 6)| = 12;

K(7, 7, 6) = {x ∈ H | |x|l = |x|r = 7, |x| = 6} = {b1 = (0, 0, 0, 0, 0, 1),

b2 = (0, 0, 0, 1, 1, 0), b3 = (0, 1, 0, 1, 1, 0), e+ b1, e+ b2, e+ b3},

|K(7, 7, 6)| = 6;
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K(12, 12, 7) = {x ∈ H | |x|l = |x|r = 12, |x| = 7} = {c1 = (0, 0, 1, 0, 0, 1),

c2 = (0, 0, 1, 1, 0, 0), c3 = (0, 1, 0, 1, 0, 0), e+ c1, e+ c2, e+ c3},

|K(12, 12, 7)| = 6;

K(15, 15, 5) = {x ∈ H | |x|l = |x|r = 15, |x| = 5} = {d1 = (0, 0, 0, 0, 1, 1),

d2 = (0, 0, 1, 0, 1, 1), d3 = (0, 1, 1, 0, 0, 1), e+ d1, e+ d2, e+ d3},

|K(15, 15, 5)| = 6;

H∗ = {e}∪K(3, 3, 3)∪K(7, 7, 7)∪K(6, 6, 6)∪K(7, 7, 6)∪K(12, 12, 7)∪K(15, 15, 5).

Из этого перечисления следует третье утверждение теоремы. Левый и правый
спектры лупы не содержат числа 63 = |H∗|−1, поэтому полуполе H не является
ни лево-, ни правопримитивным.

Заметим также, что полуполе H не коммутативно (например, x3) 6= x(3 для
x ∈ U), но для любого элемента x ∈ H∗ левый и правый порядки равны, |x|l =

|x|r. Кроме того, для любого элемента x ∈ H∗, x 6= e, (левый, правый) порядок
элемента e+ x равен (левому, правому) порядку элемента x,

|e+ x| = |x|, |e+ x|l = |x|l, |e+ x|r = |x|r.

4. Вычислим последовательно третьи, четвертые, пятые и следующие сте-
пени каждого элемента x ∈ U (5.7.2), получим при этом все элементы H∗. Для
каждого x ∈ U выберем наименьшее число n = n(x) такое, что все n-е степе-
ни элемента x образуют H∗, тогда n(x) = 8 для x ∈ K(7, 7, 6), n(x) = 9 для
x ∈ K(6, 6, 6) ∪ K(15, 15, 5), n(x) = 10 для x ∈ K(12, 12, 7). Таким образом,
каждый элемент x ∈ U порождает лупу H∗, причем для любого n ≥ 10 все n-е
степени элемента x исчерпывают H∗.

Лево- и правоцикличность полуполя H следуют из информации в табл. 16:
все элементы множеств K(7, 7, 6) и K(12, 12, 7) обладают лево- и правоупорядо-
ченными минимальными многочленами степени 6, являясь одновременно лево-
и правоциклическими элементами. Отметим, что среди многочленов степени 6
в табл. 16 действительно нет неприводимых.

Пятое утверждение проверяется непосредственными вычислениями.

Вычисление спектров показывает, что на лупу H∗ не переносится теорема
Лагранжа. Действительно, 63 = |H∗| не делится на 5, 6, 12 и 15. Однако за-
метим, что для произвольного элемента x ∈ H∗, x 6= e, его левый и правый
порядки имеют общий делитель с 63.

Свойства полуполя Хентзела–Руа H описывает также следующая лемма.
Ее результаты использовались для упрощения вычислений, необходимых для
доказательства теоремы 5.7.1.
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Лемма 5.7.2. Преобразование ϕ : x → x2 полуполя H биективно, но не
является линейным преобразованием, причем ϕ6 = ε,

K(3, 3, 3)
ϕ→ K(3, 3, 3), K(7, 7, 7)

ϕ→ K(7, 7, 7), K(6, 6, 6)
ϕ→ K(6, 6, 6),

K(7, 7, 6)
ϕ→ K(12, 12, 7)

ϕ→ K(15, 15, 5)
ϕ→ K(7, 7, 6).

Доказательство. Вычисляя для каждого x ∈ H значение

ϕ(x) = x ∗ x = xθ(x) = x(x1A1 + x2A2 + x3A3 + x4A4 + x5A5 + x6A6),

отмечаем, что {xϕ | x ∈ H} = H. Укажем орбиты элементов H под действием
ϕ. Для упрощения записи обозначим элемент x = (x1, x2, x3, x4, x5, x6) числом

32x1 + 16x2 + 8x3 + 4x4 + 2x5 + x6,

тогда (0, 0, 0, 0, 0, 0)↔ 0, e = (1, 0, 0, 0, 0, 0)↔ 32,

K(3, 3, 3) = {17, 19}, K(6, 6, 6) = {4, 14, 19, 27, 28, 30, 36, 46, 51, 59, 60, 62},

K(7, 6, 6) = {1, 6, 22, 33, 38, 54}, K(12, 12, 7) = {9, 12, 20, 40, 44, 52},

K(15, 15, 5) = {3, 11, 25, 35, 43, 57}.

Остальные элементы принадлежат K(7, 7, 7) и образуют 10 орбит длины 3:

(2, 13, 15), (5, 23, 50), (7, 58, 61), (8, 24, 16), (10, 53, 31),

(18, 37, 55), (21, 63, 42), (26, 29, 39), (34, 45, 47), (40, 56, 48).

Элементы каждой орбиты записаны в порядке (x, xϕ, xϕ
2
, . . . ). МножествоK(6, 6, 6)

является объединением двух орбит длины 6:

(4, 27, 46, 36, 59, 14), (19, 62, 28, 51, 30, 60).

МножествоK(7, 7, 6)∪K(12, 12, 7)∪K(15, 15, 5) есть объединение трех 6-элемент-
ных орбит:

(1, 9, 57, 33, 41, 25), (3, 38, 52, 35, 6, 20), (11, 54, 12, 43, 22, 44),

причем для каждого x ∈ K(7, 7, 6)

xϕ ∈ K(12, 12, 7), xϕ
2 ∈ K(15, 15, 5), xϕ

3 ∈ K(7, 7, 6).

Отметим, что ϕ не является не только автоморфизмом полуполяH, но даже ли-
нейным преобразованием, так как полуполе не коммутативно. Непосредственно
проверяется, что ϕ6 – тождественное преобразование H.
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Таблица 16. Минимальные многочлены элементов полуполя Хентзела–Руа и
ассоциированных матриц

|a|l = |a|r |a| µla(x) = µra(x) µA(x)

7 6 x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 =

= (x3 + x+ 1)(x3 + x2 + 1) = (x3 + x+ 1)(x3 + x2 + 1)

12 7 x6 + x5 + x3 + x+ 1 = x6 + x5 + x3 + x+ 1 =

= (x2 + x+ 1)3 = (x2 + x+ 1)3

15 5 x4 + x+ 1 x6 + x5 + x4 + x3 + 1 =

= (x4 + x+ 1)(x2 + x+ 1)

6 6 x4 + x2 + 1 = x6 + x5 + x3 + x+ 1 =

= (x2 + x+ 1)2 = (x2 + x+ 1)3

7 7 x3 + x+ 1 x6 + x2 + 1 = (x3 + x+ 1)2

или или
x3 + x2 + 1 x6 + x4 + 1 = (x3 + x2 + 1)2

3 3 x2 + x+ 1 x2 + x+ 1

Итак, несмотря на непримитивность полуполя Хентзела–Руа H и другие его
аномальные свойства, для него подтверждаются гипотезы лево-(право-)циклич-
ности и однопорожденности лупы H∗.

5.8. Полуполя порядка p4 с условиями на автотопизмы

В этом параграфе представлено решение вопросов (A)–(D) для некоторых
полуполей нечетных порядков 34, 54, 134. При изучении этих полуполей целью
автора было построение примеров полуполевых плоскостей с определенными
ограничениями на группу автотопизмов. А именно, были построены полуполе-
вые плоскости порядка 34, которые удовлетворяют теоремам 3.1.2 и 3.1.5, то
есть допускают бэровскую инволюцию (3.1.3) и имеют регулярное множество
вида (3.1.6). Построенные полуполевые плоскости порядков 54 и 134 удовлетво-
ряют теореме 3.7.1, то есть допускают подгруппу автотопизмов, изоморфную
группе кватернионов Q8. О построении примеров плоскостей было рассказано
в главе 4.

Пусть π – полуполевая плоскость порядка 34, группа автотопизмов которой
содержит бэровскую инволюцию τ (3.1.3). Тогда хотя бы одно из координати-
зирующих полуполей W = W (4, 3, θ) допускает автоморфизм

ϕ : (x1, x2, x3, x4)→ (−x1,−x2, x3, x4), (5.8.1)

где xi ∈ Z3, i = 1, . . . , 4. Из теорем 5.2.1, 5.2.3, 5.2.4 и изучения построенных в
§ 4.3 примеров следует результат.
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Теорема 5.8.1. Существуют ровно 8 попарно неизотопных нетривиальных
полуполей порядка 34, допускающих автоморфизм ϕ (5.8.1). Каждое из них
содержит подполе порядка 9

U = {(0, 0, x, y) | x, y ∈ Z3}

(стабилизатор ϕ), имеет ранг 2 над хотя бы одним из своих ядер, мульти-
пликативная лупа содержит подлупу порядка 16

L0 = U∗ ∪ {(x, y, 0, 0) | x, y ∈ Z3, (x, y) 6= (0, 0)}.

Группа автотопизмов имеет порядок 2m, где 8 ≤ m ≤ 11.

В этой теореме перечислены только свойства, инвариантные относительно
изотопизмов полуполей. Более подробно изучены свойства восьми представите-
лей классов изотопизма, обозначим их

A1, A2, B1, B2, C1, C2, D1, D2. (5.8.2)

Теорема 5.8.2. Полуполя (5.8.2) лево- и правопримитивны, не коммута-
тивны, но для всякого ненулевого элемента левый порядок равен правому по-
рядку.

Табл. 17 содержит информацию о ядрах, спектре, левом (правом) спектре,
группе автоморфизмов и группе автотопизмов полуполей A1–D2. Здесь |S| обо-
значает число подполей порядка 9. Отметим, что левый спектр содержит число
80, что говорит о левопримитивности полуполя.

Таблица 17. Информация о полуполях порядка 34

Полуполе
W

|S|
|Nl|,
|Nm|,
|Nr|

Левый спектр Спектр AutW |AtW |

A1 1 3, 3, 9 {1,2,4,8,16,40,80} {1,2,4,5,6,7,8} Z2 256
A2 1 3, 3, 9 {1,2,4,8,16,40,80} {1,2,4,6,7,8} Z4 512
B1 1 3, 9, 3 {1,2,4,8,16,40,80} {1,2,4,6,7,8} Z4 256
B2 1 3, 9, 3 {1,2,4,8,16,80} {1,2,4,5,6,7,8} Z4 512
C1 1 9, 3, 3 {1,2,4,8,16,40,80} {1,2,4,5,6,7,8} Z2 256
C2 1 9, 3, 3 {1,2,4,8,16,80} {1,2,4,6,7,8} Z4 512
D1 1 9, 9, 9 {1,2,4,8,16,40,80} {1,2,4,6,8,9,13} Z4 1024
D2 3 9, 9, 9 {1,2,4,8,16,40,80} {1,2,4,6,7,8} Q8 2048
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Для описания внутренних автоморфизмов (5.2.2) полуполей (5.8.2) введем
обозначения для элементов e = (0, 0, 0, 1), a = (0, 0, 1, 1), b = (0, 0, 1, 0), множе-
ства K = {e,−e, a,−a} и преобразования

ψ : (x1, x2, x3, x4)→ (−x1 + x2, x1 + x2, x3, x4), xi ∈ Z3, i = 1, . . . , 4.

Тогда (K, ∗) – циклическая подгруппа, λa = λ−a = ϕ – внутренний автомор-
физм (5.8.1). Табл. 18 представляет информацию о внутренних автоморфизмах
полуполей A1–D2. Множества M и E замкнуты по умножению, причем M не
совпадает с ядром полуполя, для четырех из полуполей верно:

ψ = λb = λ−b, ϕψ = λa+b = λ−a−b,

в полуполе B2 восемь элементов порождают тождественный внутренний авто-
морфизм.

Таблица 18. Внутренние автоморфизмы полуполей порядка 34

Полуполе W InW M = {m | λm ∈ InW} E = {m | λm = ε}
A1 {ε, ϕ} K Z∗

A2 {ε, ϕ} K Z∗

B1 {ε, ϕ, ψ, ϕψ} U∗ Z∗

B2 {ε, ϕ, ψ, ϕψ} L0 L0 \ U∗

C1 {ε, ϕ} K Z∗

C2 {ε, ϕ} K Z∗

D1 {ε, ϕ, ψ, ϕψ} U∗ Z∗

D2 {ε, ϕ, ψ, ϕψ} U∗ Z∗

Пусть π – полуполевая плоскость порядка p4, где p− 1 делится на 4, группа
автотопизмов которой содержит подгруппу H, изоморфную группе кватернио-
нов Q8. Тогда, по теореме 3.7.1, регулярное множество плоскости может быть
записано в виде (3.1.6), автотопизмы порядка 4, порождающие H, в подходящем
базисе имеют матричное представление (3.7.1). Рассмотрим соответствующие
(см. лемму 5.1.5) автотопизмы координатизирующего полуполя W = W (4, p, θ):
σ1 = 〈γ1, γ1, β1〉, σ2 = 〈γ2, γ2, β2〉, где

γ1 : (x1, x2, x3, x4)→ (−ix1,−ix2, ix3, ix4),

γ2 : (x1, x2, x3, x4)→ (−x3,−x4, x1, x2),
xj ∈ Zp, j = 1, . . . , 4,

i ∈ Zp, i2 = −1. Линейные преобразования β1 и β2 однозначно определяются
условием xγk ∗ yβk = (x ∗ y)γk . В частности, β1 = ϕ (5.8.1). Кроме того, как
показано в доказательстве теоремы 3.7.1, ϕ является автоморфизмом полуполя
W . Результатом построений в § 4.1 и теорем 5.2.1, 5.2.3, 5.2.4 является
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Теорема 5.8.3. Существуют ровно три попарно неизотопных нетривиаль-
ных полуполя порядка 54, допускающих подгруппу автотопизмов 〈σ1, σ2〉 ' Q8,
и 33 попарно неизотопных полуполя порядка 134 с тем же условием. Каждое
из таких полуполей W = W (4, p, θ) не коммутативно, лево- и правоприми-
тивно, имеет центр порядка p, левое ядро Nl порядка p2, мультипликатив-
ная лупа содержит подлупу порядка (p2 − 1)2. Число максимальных подполей
порядка p2 равно 1, 2 или p + 2. Группа автоморфизмов AutW есть Z2 или
Zp+1.

Более подробно решение вопросов (A)–(D) представлено в табл. 19 для p =

5 и в табл. 19 для p = 13. Отметим, что каждый изученный класс изотопизма
состоит из трех попарно неизоморфных полуполей, обладающих различными
свойствами.

Для спектров в табл. 18 использованы следующие обозначения: S – множе-
ство всех делителей числа 624,

L1 = S \ {13, 26, 52, 104},
L2 = S \ {48},
L3 = S ∪ {15, 30, 40, 60, 120},
L4 = S \ {48} ∪ {15, 30, 40, 60, 120}.

В номере полуполя первое число означает номер класса изотопизма.

Таблица 19. Информация о неизоморфных полуполях порядка 54

№ |Nm| = |Nr| Aut W
Левый
спектр

Правый
спектр

Число подполей
порядка 25

1.1 25, = Nl Z6 L1 L1 1
1.2 25, 6= Nl Z2 L2 L1 2
1.3 25, 6= Nl Z2 L3 L1 2
2.1 5 Z2 L1 L1 1
2.2 5 Z2 L2 L1 2
2.3 5 Z2 L3 L1 2
3.1 5 Z6 L1 L1 7
3.2 5 Z2 L3 L1 7
3.3 5 Z2 L4 L1 7

В табл. 20 используются обозначения Li для левого спектра и Ri для правого
спектра полуполя.
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Пусть теперь S – множество всех делителей числа 28560 = 134 − 1,

S0 = S \ {5, 10, 15, 17, 21, 30, 34, 40, 51, 60, 68, 80, 85, 102, 120, 136, 170,

204, 240, 255, 280, 340, 408, 510, 680, 840, 1020, 2040},
S1 = S ∪ {91, 104, 182, 273, 312, 364, 546, 728, 1092, 2184}.

Тогда
R1 = S0,

R2 = S0 \ {35, 70, 105, 140, 210, 420},
R3 = S0 \ {119, 238, 272, 357, 476, 714, 816, 1428},
L1 = S0 ∪ {21} \ {20},
L2 = S1 \ {80, 240},
L3 = S \ {5, 10, 15, 20, 30, 40, 60, 80, 120, 240},
L4 = S0 ∪ {21} \ {20, 35, 70, 105, 140, 210, 420},
L5 = S1 \ {5, 10, 15, 20, 30, 40, 60, 120},
L6 = S \ {5, 10, 15, 20, 30, 40, 60, 120, 136, 408},
L7 = S0 ∪ {21} \ {20, 119, 238, 272, 357, 476, 714, 816, 1428},
L8 = S1 \ {5, 10, 15, 17, 20, 30, 34, 40, 51, 60, 68, 102, 120, 204},
L9 = S \ {136, 408},
L10 = S1 \ {5, 10, 15, 20, 30, 40, 60, 80, 120, 240},
L11 = S1 \ {5, 10, 15, 20, 30, 40, 60, 120, 136, 408},
L12 = S1 \ {136, 408}.
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Таблица 20. Информация о неизоморфных полуполях порядка 134

№ Aut W |Nm| = |Nr|
Левый
спектр

Правый
спектр

Число
подполей

порядка 169
1.1 Z14 169, Nl L1 R1 1
1.2 Z2 169, 6= Nl L2 R1 2
1.3 Z2 169, 6= Nl L3 R1 2
2.1 Z14 169, Nl L4 R2 1
2.2 Z2 169, 6= Nl L5 R2 2
2.3 Z2 169, 6= Nl L6 R2 2
3.1 Z14 169, Nl L7 R3 1
3.2 Z2 169, 6= Nl L8 R3 2
3.3 Z2 169, 6= Nl L9 R3 2

4.1, 5.1, 6.1,
7.1, 8.1

Z2 13 L1 R1 1

4.2, 5.2, 6.2,
7.2, 8.2

Z2 13 L2 R1 2

4.3, 5.3, 6.3,
7.3, 8.3

Z2 13 L3 R1 2

9.1, 10.1, 11.1,
12.1, 13.1

Z2 13 L4 R1 1

9.2, 10.2, 11.2,
12.2, 13.2

Z2 13 L5 R1 2

9.3, 10.3, 11.3,
12.3, 13.3

Z2 13 L6 R1 2

14.1, 15.1, 16.1,
17.1, 18.1

Z2 13 L7 R1 1

14.2, 15.2, 16.2,
17.2, 18.2

Z2 13 L8 R1 2

14.3, 15.3, 16.3,
17.3, 18.3

Z2 13 L9 R1 2

19.1 Z14 13 L1 R1 15
19.2 Z2 13 L2 R1 15
19.3 Z2 13 L10 R1 15
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Продолжение табл. 20. Информация о неизоморфных полуполях порядка
134

№ Aut W |Nm| = |Nr| Левый спектр Правый спектр
Число

подполей
порядка 169

20.1 Z14 13 L4 R2 15
20.2 Z2 13 L5 R2 15
20.3 Z2 13 L11 R2 15
21.1 Z14 13 L7 R3 15
21.2 Z2 13 L8 R3 15
21.3 Z2 13 L12 R3 15

22.1, 23.1 Z14 13 L1 R2 15
22.2, 23.2 Z2 13 L2 R2 15
22.3, 23.3 Z2 13 L10 R2 15
24.1, 25.1 Z14 13 L1 R3 15
24.2, 25.2 Z2 13 L2 R3 15
24.3, 25.3 Z2 13 L10 R3 15
26.1, 27.1 Z14 13 L4 R1 15
26.2, 27.2 Z2 13 L5 R1 15
26.3, 27.3 Z2 13 L11 R1 15
28.1, 29.1 Z14 13 L4 R3 15
28.2, 29.2 Z2 13 L5 R3 15
28.3, 29.3 Z2 13 L11 R3 15
30.1, 31.1 Z14 13 L7 R1 15
30.2, 31.2 Z2 13 L8 R1 15
30.3, 31.3 Z2 13 L12 R1 15
32.1, 33.1 Z14 13 L7 R2 15
32.2, 33.2 Z2 13 L8 R2 15
32.3, 33.3 Z2 13 L12 R2 15

Вопрос о количестве максимальных подполей порядка p2 решен построением
минимальных многочленов элементов (см. следствие 5.3.12). Спектр и внутрен-
ние автоморфизмы не рассматривались ввиду обширности массива данных.
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Глава 6. Вопросы строения конечных почти-полей

В этой главе изложено решение вопросов (B)–(D) для конечных почти-
полей (§ 6.2). Параграф 6.1 представляет известное соответствие между ко-
нечными почти-полями и точно дважды транзитивными группами, перечисляя
конечные почти-поля, у которых простое подполе не лежит в центре. Параграф
6.3 выявляет характеристическое свойство регулярного множества почти-поля
размерности два над ядром, в том числе для исключительных почти-полей.
Параграф 6.4 отмечает существенные особенности случая бесконечных точно
дважды транзитивных групп. В параграфе 6.5 методом регулярного множе-
ства доказано, что не существует квазиполей порядка 25, мультипликативная
лупа которых является лупой Муфанг.
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6.1. Почти-поля и точно 2-транзитивные группы

Определение 6.1.1. Алгебраическая система 〈Q,+, ·〉 называется почти-
полем, если

1) (Q,+) — абелева группа с нейтральным элементом 0,
2) (Q∗, ·) — группа (Q∗ = Q \ {0});
3) выполнен левый дистрибутивный закон c · (a+ b) = c ·a+ c · b (a, b, c ∈ Q);
4) 0 · a = 0 для всех a ∈ Q,
5) уравнение ax = bx+ c однозначно разрешимо для всех a, b, c ∈ Q, a 6= b.

Таким образом, это (левое) квазиполе, в котором умножение ассоциатив-
но. Все конечные почти-поля описал в 1936 г. Х. Цассенхауз [121], связывая с
каждым из них определенную точно 2-транзитивную группу (см. также [18, гл.
20]).

Определение 6.1.2. Группа G перестановок множества F (|F | ≥ k) на-
зывается точно k-транзитивной на F , если для любых двух упорядоченных
множеств (α1, ..., αk) и (β1, ..., βk) элементов из F таких, что αi 6= αj и
βi 6= βj для i 6= j, существует точно один элемент группы G, переводящий αi
в βi (i = 1, ..., k).

Каждая конечная точно 2-транзитивная группа представима в качестве груп-
пы аффинных преобразований конечного почти-поля, и группа аффинных пре-
образований каждого конечного почти-поля точно 2-транзитивна. Рассмотрим
кратко эту взаимосвязь.

Пусть G – конечная дважды транзитивная группа подстановок множества
Ω = {c0, c1, . . . , cn−1}, причем только единица ε оставляет неподвижными два
символа. Построим алгебраическую систему Q = (Q,+, ·) на множестве Ω. Один
символ этой системы назовем нулем, считая c0 = 0, а другой – единицей c1 = 1.

Подстановки в G, переставляющие все символы, образуют вместе с единич-
ной подстановкой нормальную абелеву подгруппу A, транзитивную на Ω. Если
b, x ∈ Q, то в подгруппе A существует и единственна подстановка

Ab =

(
0 . . . x . . .

b . . . y . . .

)
∈ A.

Таким образом, в Q однозначно определена сумма y = x + b. Обозначая через
M стабилизатор символа 0, считаем

y = xm (x,m ∈ Q∗ = Q \ {0})
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тогда и только тогда, когда в группе G содержится подстановка

Mm =

(
0 1 . . . x . . .

0 m . . . y . . .

)
∈M.

Согласно [18], полагая дополнительно 0x = x0 = 0, мы получаем наQ корректно
определенные сложение и умножение, причем (Q,+, ·) является почти-полем, а
группа G изоморфна группе преобразований y = xm+ b, m 6= 0. Кроме того,

AaAb = Aa+b, MmMt = Mmt,

M−1
m A1Mm = Am, M−1

t AmMt = Amt (a, b ∈ Q, m, t ∈ Q∗).

Обратно, указанные преобразования любого конечного почти-поля K обра-
зуют точно 2-транзитивную группу.

Известный способ построения конечного почти-поля как специального рас-
ширения его центра GF (q) (поле Галуа), впервые начал применять еще Дик-
сон. Эта конструкция Диксона–Цассенхауза описана М. Холлом в [18, теорема
20.7.2].

Теорема 6.1.3. Пусть q = pl, где p – простое число, и пусть n – такое целое
число, что все его простые делители делят число q − 1 и n 6≡ 0 (mod 4), если
q ≡ 3 (mod 4). Тогда для r = ln мы можем следующим образом построить
почти-поле K, состоящее из pr элементов, исходя из поля Галуа GF (pr).

1) Элементами почти-поля K являются элементы поля GF (pr).
2) Сложение в K производится по тому же правилу, что и в поле GF (pr).
3) Произведение w ◦ u в почти-поле K определяется в терминах произве-

дения x · y поля GF (pr) следующим образом:
пусть z – фиксированный первообразный корень поля GF (pr); если u =

zkn+j, то сравнением

qi ≡ 1 + j(q − 1) (mod n(q − 1))

однозначно определяется натуральное число i по модулю n. Тогда произведение
w ◦ u определяем так:

w ◦ u = u · wqi .

4) Центром почти-поля K является его подполе GF (q). Любое почти-
поле K из pr элементов можно построить описанным выше способом из поля
GF (pr), если почти-поле K обладает тем свойством, что его мультиплика-
тивная группа M содержит такую инвариантную циклическую подгруппу C,
что фактор-группа M/C также циклична.
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Построенные конструкцией Диксона–Цассенхауза почти-поля порядка qn с
центром GF (q) называют почти-полями Диксона, указанная пара чисел (q, n)

называется парой Диксона. Класс всех почти-полей Диксона порядка qn с цен-
тром GF (q), q = pl, обозначают через DF (q, n).

Х. Люнебург [87] показал:

Теорема 6.1.4. Если (q, n) – пара Диксона, q = pl (p – простое), то класс
DF (q, n) всех почти-полей Диксона порядка qn с центром GF (q) не пуст и
содержит ϕ(n)/g типов изоморфных почти-полей, где ϕ – функция Эйлера и
g – порядок p по модулю n.

Следствие 6.1.5. Число |DF (p, r)| (r – простое и делит p−1) почти-полей
Диксона порядка pr равно r − 1.

По теореме Цассенхауза [121], все конечные почти-поля Q исчерпывают-
ся почти-полями Диксона и, кроме того, семью исключительными почти-
полями порядка p2 для простых чисел p = 5, 7, 11 (два почти-поля), 23, 29, 59.

Для решения вопросов (A)–(D) для конечных почти-полей изучим прежде
всего взаимосвязь центра, ядра и простого подполя.

Центр почти-поля Q определяет равенство

Z(Q) = {x ∈ Q | xy = yx ∀y ∈ Q},

очевидно, Z(Q) = Z(Q∗) ∪ {0}. Ядро почти-поля Q определяется так же, как и
для квазиполя (см. определение 1.1.3), с учетом ассоциативности умножения:

K(Q) = {x ∈ Q | (y + z)x = yx+ zx, x(y + z) = xy + xz ∀y, z ∈ Q}.

Простое подполе каждого конечного квазиполя состоит из всех целочислен-
ных кратных единицы, π(Z) ' Zp (см. лемму 1.1.2). Известно, что в случае
полуполя простое подполе всегда лежит в центре. Оказывается, это не всегда
верно в произвольном квазиполе и даже в почти-поле. Следующая теорема [139]
перечисляет исключения.

Теорема 6.1.6. В конечном почти-поле центр и ядро совпадают, являют-
ся подполями и содержат простое подполе. Исключения составляют точно
четыре почти-поля Q, для которых порядки |Q| равны 52, 72, 112 и 292, поряд-
ки центров Z(Q∗) группы Q∗ равны 2, 2, 2 и 14 соответственно, а ядро K(Q)

есть простое подполе.

Доказательство. Известно [68, теорема 7.2], что ядро любого квазиполя есть
тело. Следовательно, в конечном почти-поле Q ядро является подполем и содер-
жит простое подполе. Непосредственно из определений ядра и центра получаем
также включение Z(Q) ⊆ K(Q).
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Для почти-полей Диксона, по построению, центр является подполем и со-
держит простое подполе, а согласно [121] и [49, § 2], ядро и центр совпадают.

Исключительным почти-полям Q порядка p2 (почти-поля Цассенхауза) при-
сваиваем один из типов I–VII соответственно нумерации после теоремы 20.7.2
в [18]. В каждом из них ядро, очевидно, совпадает с простым подполем P =

π(Z) ' Zp. Силовская 2-подгруппа S2 мультипликативной группы Q∗ является
обобщенной кватернионной порядка 16 или 8, имеет единственную инволюцию
и центр Z(S2) порядка 2. При |Q| = 72 группа Q∗ порядка 48 представляется
бинарной октаэдральной группой [1, § 6.5], обозначаемой через 2O.

Отраженное в [18], [117, § 5,6] строение группы Q∗ и ее центра резюмирует
Табл. 21.

Таблица 21. Исключительные почти-поля Q

Тип |Q| Q∗ |Z(Q∗)| |S2|
I 52 SL(2, 3) 2 8
II 112 SL(2, 3)× Z+

5 10 8
III 72 2O 2 16
IV 232 2O × Z+

11 22 16
V 112 SL(2, 5) 2 8
VI 292 SL(2, 5)× Z+

7 14 8
VII 592 SL(2, 5)× Z+

29 58 8

Для почти-полей Q типа II, IV и VII порядок центра Z(Q∗) мультипли-
кативной группы Q∗ совпадает с |P ∗| = p−1. Поэтому P ∗ = Z(Q∗) и P — центр
Z(Q) почти-поля Q. В остальных четырех случаях имеем |Z(Q∗)| < p − 1, и
поэтому центр Z(Q) почти-поля Q лежит в простом подполе P , но не совпадает
с ним. В частности, вопрос о равенстве простого подполя и центра решается
по-разному для двух почти-полей порядка 112 — типа II и V.

6.2. Автоморфизмы и спектры конечных почти-полей

Для решения вопроса (B) достаточно заметить, что если лупаQ∗ почти-поля
Q однопорождена, то она является циклической группой и поэтому почти-поле
Q коммутативно. Отсюда сразу вытекает

Лемма 6.2.1. Почти-поле Q является полем, если его лупа (Q∗, ·) однопо-
рождена.
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Для определения строения группы Q∗ конечного почти-поля Цассенхауз
[121] существенно использовал выявленное свойство (см. [18, лемма 20.7.К3]):
Если числа q и s простые, то подгруппы порядков q2 и qs группы Q∗ цикличе-
ские.

Лемма 6.2.2. [18, Лемма 20.7.К4] Силовская r-подгруппа Sr группы M

является циклической, или при r = 2 и подходящем n ≥ 3 обобщенной кватер-
нионной

〈a, b | a2n−1

= 1, b2 = a2n−2

, ba = ab−1〉.

Строение мультипликативных групп Q∗ семи исключительных почти-полей
Цассенхауза отражено в табл. 21. Для почти-полей Диксона в [121] (см. также
[48, предложения 1,2] и [117, теорема IV.1.5]), наряду с цикличностью центра
Z(Q∗) и фактор-группы Q∗/Z(Q∗) (метацикличность группы Q∗), установлена

Лемма 6.2.3. Мультипликативная группа Q∗ конечного почти-поля Дик-
сона Q ∈ DF (q, n) есть метациклическая двупорожденная группа

Q∗ = 〈a, b | am = 1, bn = at, bab−1 = aq〉, m =
qn − 1

n
, t =

m

q − 1
.

(6.2.1)
Кроме того, Z(Q∗) = 〈at〉 и НОД (n, t) = НОД (q − 1, t) ≤ 2.

Как показано в [48, предложение 3], условие НОД(q − 1, t) = 1 равносильно
цикличности силовской 2-подгруппы в Q∗.

Пример 6.1. Если Q ∈ DF (7, 2), то силовская 2-подгруппа Q∗ есть обоб-
щенная кватернионная группа порядка 16, а для Q ∈ DF (5, 2) — циклическая
группа порядка 8.

Вопрос (C) о спектре порядков элементов группы Q∗, в обозначениях (6.2.1),
решает [139]

Теорема 6.2.4. Пусть Q ∈ DF (q, n) — почти-поле Диксона, Q∗ — его
мультипликативная группа. Тогда спектр Q∗ состоит из всех делителей чис-
ла m и всех делителей z числа qn − 1, минимальных с условием(

k
qzs − 1

qs − 1
+
zst

n

)
... m, k = 0, 1, . . . ,m− 1, s = 1, 2, . . . , n− 1. (6.2.2)

Доказательство. Найдем порядки элементов в мультипликативной группе Q∗

почти-поля Диксона Q ∈ DF (q, n). Используя ее определяющие соотношения
(6.2.1) и факторизацию Q∗ = 〈a〉〈b〉, получаем

bakb−1 = akq, b2ab−2 = aq
2

, . . . , bsab−s = aq
s

, bsakb−s = akq
s

,
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(akbs)(akbs) = ak(bsakb−s)b2s = ak(1+qs)b2s.

Поэтому для произвольных k и s из (6.2.2) имеем

(akbs)z = ak(1+qs+q2s+···+q(z−1)s)bzs.

Если (akbs)z = 1, то ak(1+qs+q2s+···+q(z−1)s)bzs = 1. Деление zs на n с остатком
дает zs = nu+ r, 0 ≤ r < n, так что

ak(1+qs+q2s+···+q(z−1)s)bnu+r = 1⇒ ak(1+qs+q2s+···+q(z−1)s)+tu = b−r.

Учитывая соотношения bn = at и r < n, получаем r = 0 и, следовательно,

u =
zs

n
и ak(1+qs+q2s+···+q(z−1)s)+tu = 1.

Таким образом, порядок элемента akbs 6= 1 – это наименьшее натуральное
число z, удовлетворяющее условию (6.2.2) и делящее qn − 1.

Теорема доказана.

Пример 6.2.Проиллюстрируем теорему на примере почти-поляQ ∈ DF (5, 2),
где

Q∗ = {akbs | k = 0, 1, . . . , 11, s = 0, 1},

m = 12, t = 3, a12 = 1, b2 = a3, bab−1 = a5.

Для произвольного элемента akb ∈ 〈a〉b условие (6.2.2) принимает вид(
k(5z − 1)

4
+

3z

2

)
... 12,

получаем z = |akb| = 8. Поэтому спектр группы Q∗ получается присоеди-
нением числа 8 к спектру циклической группы 〈a〉 порядка 12, то есть ра-
вен {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12}. Отметим для сравнения, что спектр мультипликативной
группы почти-поля Цассенхауза H порядка 25 совпадает со спектром группы
SL(2, 3), то есть равен {1, 2, 3, 4, 6}. Подробнее см. табл. 22.

Таблица 22. Число элементов порядка z группы K∗

почти-полей K порядка 25

Порядок z элемента 1 2 3 4 6 8 12
Случай K = Q 1 1 2 2 2 12 4
Случай K = H 1 1 8 6 8 0 0
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В связи с вопросом (D) отметим, что группу автоморфизмов конечного
почти-поля Q описал Х. Цассенхауз. В случае Q ∈ DF (3, 2) имеем AutQ ' S3;
для других почти-полей Диксона Q ∈ DF (pl, n) группа автоморфизмов AutQ —
циклическая группа порядка ln/g, где g — порядок p по модулю n [121, предло-
жение 18]. Т. Бойкетт и К. Хауэлл [31] описали группу автоморфизмов Aut Q∗.
Группы автоморфизмов для семи почти-полей Цассенхауза отражает табл. 23.

Таблица 23. Автоморфизмы исключительных почти-полей Q

Тип |Q| Q∗ Aut(Q∗) |Aut(Q)|
I 52 SL(2, 3) S4 4
II 112 SL(2, 3)× Z+

5 S4 × Z+
4 2

III 72 2O S4 × Z+
2 3

IV 232 2O × Z+
11 S4 × Z2 × Z+

10 1
V 112 SL(2, 5) S5 5
VI 292 SL(2, 5)× Z+

7 S5 × Z+
6 2

VII 592 SL(2, 5)× Z+
29 S5 × Z+

28 1

Завершая параграф, отметим, что проективные плоскости, координатизиру-
емые конечными почти-полями, изучал И. Андрэ ([26], см. также [65]). За ис-
ключением плоскости порядка 9 (являющейся также плоскостью Холла), груп-
па коллинеаций этих плоскостей, по модулю группы трансляций, есть про-
изведение мультипликативной группы почти-поля на группу автоморфизмов
почти-поля. Группа коллинеаций, следовательно, разрешима, исключая плос-
кость Холла порядка 9 и три плоскости, координатизируемые исключитель-
ными почти-полями Цассенхауза порядков 112, 292 и 592 (мультипликативная
группа содержит SL(2, 5)).

6.3. Регулярное множество двумерного почти-поля

Рассмотрим почти-поле порядка q2 с центром GF (q), где q = pl, p > 2 —
простое. Это либо регулярное почти-поле Диксона, способ построения которо-
го приведен в теореме 6.1.3, либо одно из семи исключительных почти-полей
Цассенхауза. Найдем матричное представление регулярного множества R ко-
нечного двумерного почти-поля Q. Следующее техническое предложение по-
элементно перечисляет матрицы R для Q ∈ DF (q, 2), где новая операция ◦ на
множестве элементов

Q = {0, 1, β, β2, . . . , βq
2−2}

(β – фиксированный первообразный корень поляGF (q2)) введена теоремой 6.1.3.
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Предложение 6.3.1. Регулярное множество R ⊂ GL2(q)∪{0} почти-поля
Диксона Q ∈ DF (q, 2) в базисе e1 = 1, e2 = β состоит из матриц вида:

θ(β2k) =

(
[β2k]

[β2k+1]

)
, θ(β2k+1) =

(
[β2k+1]

[β2k+1+q]

)
,

где [βj] обозначает строку координат элемента βj в выбранном базисе.

Доказательство. Для составления матрицы преобразования ρm : x → xm

умножим поочередно базисные элементы на фиксированный элемент m = βi.
Так как x ◦ β2k = β2k · x, x ◦ β2k+1 = β2k+1 · x, то

e1 ◦ β2k = β2k · 1 = β2k, e2 ◦ β2k = β2k · β = β2k+1;

e1 ◦ β2k+1 = β2k+1 · 1q = β2k+1, e2 ◦ β2k+1 = β2k+1 · βq = β2k+1+q.

Предложение доказано.

Более удобной является общая (функциональная) запись матриц регуляр-
ного множества:

θ(x, y) =

(
x y

f(x, y) g(x, y)

)
. (6.3.1)

Она выявляет закономерности во всех матрицах регулярного множества данно-
го почти-поля и поэтому позволяет выделить это почти-поле в классе, напри-
мер, всех построенных квазиполей данного порядка. Отметим, что при такой
записи матриц базис линейного пространства выбирается так: e1 = 1, e2 6∈ K.
Запишем многочлены f и g с коэффициентами из GF (q) как

f(x, y) =

q−1∑
i=0

q−1∑
j=0

fijx
iyj, g(x, y) =

q−1∑
i=0

q−1∑
j=0

gijx
iyj, (6.3.2)

причем из невырожденности всех ненулевых матриц вытекает f00 6= 0, g00 6= 0.
Напомним, что только четыре исключительных почти-поля Цассенхауза имеют
центр, отличный от ядра. В зависимости от порядка центра почти-поля уточним
вид функций f и g.

Теорема 6.3.2. Пусть Q — почти-поле порядка q2 с ядром K ' GF (q)

(q = pl) и центром Z, матрицы θ(x, y) вида (6.3.1) образуют его регулярное
множество.

1. Если Z = K, то

f(x, y) = ay + xyϕ(x, y), g(x, y) = x+ by + xyψ(x, y),



189

где ϕ и ψ — однородные многочлены степени q − 2 от переменных x, y с коэф-
фициентами из GF (q), bϕ(a, b) = bψ(a, b) = 0.

2. Если Z 6= K, то q = p = 5, 7, 11 или 29,

f(x, y) = ax+ (−a+ d1y
p−1)xm + (b+ d2x

p−1)ym + xyϕ(x, y),

g(x, y) = ay + (1 + h1y
p−1)xm + (c+ h2x

p−1)ym + xyψ(x, y),

где (m, p − 1) = 1, m > 1, ϕ и ψ — однородные многочлены степени m − 2 от
переменных x, y с коэффициентами из GF (q).

Доказательство. Рассмотрим сначала все почти-поля порядка q2 с центром
Z = K ' GF (q). Это регулярные почти-поля Диксона из класса DF (pl, 2) и
три из семи исключительных почти-полей Цассенхауза — порядков 112, 232 и
592. Так как

K = {(x, 0) | x ∈ GF (q)},

то для любых u, v ∈ GF (q) имеем

(x, 0)θ(u, v) = (u, v)θ(x, 0)⇒ (xu, xv) = (xu+ vf(, x, 0), vg(x, 0)),

откуда f(x, 0) = 0, g(x, 0) = x, матрица θ(x, 0) = xE — скалярная.
Рассмотрим условие замкнутости регулярного множества по умножению

(предложение 1). Так как θ(x, 0)θ(0, y) ∈ R для всех x, y ∈ GF (q), то f(0, xy) =

xf(0, y), g(0, xy) = xg(0, y), поэтому f(0, y) и g(0, y) — линейные функции,
f(0, y) = f01y, g(0, y) = g01y. Умножая теперь матрицы θ(x, 0) и θ(u, v), получим
f(xu, xv) = xf(u, v), g(xu, xv) = xg(u, v), поэтому каждый из многочленов есть
сумма линейной функции и однородного многочлена степени q от переменных
x и y:

f(x, y) = f01y +

q−1∑
i=1

fi,q−ix
iyq−i = f01y + xyϕ(x, y),

g(x, y) = x+ g01y +

q−1∑
i=1

gi,q−ix
iyq−i = x+ g01y + xyψ(x, y).

Кроме того, из условия

θ(0, 1)θ(0, 1) =

(
f01 g01

f01g01 f01 + g2
01

)
= θ(f01, g01)

имеем g01ϕ(f01, g01) = g01ψ(f01, g01) = 0. Остальные произведения матриц ре-
гулярного множества мы не рассматриваем, так как они предоставляют более
сложные в использовании условия на коэффициенты однородных многочленов
ϕ и ψ. Переобозначая, для краткости записи, коэффициенты, получаем первое
утверждение теоремы.
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Пусть теперь Q — одно из четырех исключительных почти-полей Цассен-
хауза порядка p2 (p = 5, 7, 11 или 29), имеющих центр Z 6= K. Из условия
замкнутости получим

θ(x, 0)θ(y, 0) =

(
xy 0

f(x, 0)y + g(x, 0)f(y, 0) g(x, 0)g(y, 0)

)
=

(
xy 0

f(xy, 0) g(xy, 0)

)
,

поэтому отображение x→ g(x, 0) является автоморфизмом мультипликативной
группы поля GF (p). Тогда g(x, 0) = xm, где (m, p− 1) = 1. Если m = 1, то из

f(x, 0)y + g(x, 0)f(y, 0) = f(xy, 0) (6.3.3)

имеем f(x, 0) = 0, тогда Z = K. Поэтому m > 1 и условие (6.3.3) дает f(x, 0) =

f10(x− xm). Умножим теперь θ(x, 0) на θ(0, y) и получим пару условий{
f(0, xy) = xmf(0, y),

g(0, xy) = f10(x− xm)y + xmg(0, y).

Из этих условий следует, что f(0, y) = f0my
m, g(0, y) = f10y + g0my

m. Запишем
более подробно функции f и g:

f(x, y) = f10(x− xm) + f0my
m +

p−1∑
i=1

p−1∑
j=1

fijx
iyj,

g(x, y) = xm + f10y + g0my
m +

p−1∑
i=1

p−1∑
j=1

gijx
iyj,

рассмотрим произведение θ(x, 0)θ(u, v) и из условия замкнутости получим:{
f(xu, xv) = f10(x− xm)u+ xmf(u, v),

g(xu, xv) = f10(x− xm)v + xmg(u, v),

что приведет к равенствам
p−1∑
i=1

p−1∑
j=1

fiju
ivjxi+j =

p−1∑
i=1

p−1∑
j=1

fiju
ivjxm,

p−1∑
i=1

p−1∑
j=1

giju
ivjxi+j =

p−1∑
i=1

p−1∑
j=1

giju
ivjxm.

Отсюда следует, что коэффициенты fij и gij (ij 6= 0) могут быть отличны от
нуля только при i + j ≡ m (mod (p − 1)). Группируя слагаемые, окончательно
имеем

f(x, y) = f10x+ (−f10 + fm,p−1y
p−1)xm + (f0m + fp−1,mx

p−1)ym + xyϕ(x, y),

g(x, y) = f10y + (1 + gm,p−1y
p−1)xm + (g0m + gp−1,mx

p−1)ym + xyψ(x, y).

Здесь ϕ и ψ — однородные многочлены степени m− 2. Для упрощения записи
изменим обозначения коэффициентов и получим второе утверждение теоремы.
Теорема полностью доказана.
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Заметим, что, уточняя вид функций f и g, мы использовали условия за-
мкнутости регулярного множества относительно умножения не для всех матриц
θ(x, y)θ(u, v). Эти условия приводят к слишком громоздким соотношениям ко-
эффициентов, их сложно использовать практически. Таким образом, доказан-
ная теорема не является критерием, она представляет необходимый признак, по
которому можно выделить почти-поля в классе квазиполей порядка q2 с ядром
порядка q.

Пример 6.3. Рассмотрим регулярные множества всех правых квазиполей
порядка 9. Для этого выберем q = 3 и найдем все многочлены f, g ∈ Z3[x, y]

вида (6.3.2), fij, gij ∈ Z3, с условием det(θ(x, y) − θ(u, v)) 6= 0 для матриц ви-
да (6.3.1) и всех пар (x, y) 6= (u, v). Непосредственный компьютерный перебор
предоставляет 12 вариантов подходящих многочленов f и g, список приведен в
Табл. 24.

Таблица 24. Ассоциированные функции правых квазиполей порядка 9

№ f(x, y) g(x, y)

1 y x+ y

2 y x+ 2y

3 y + xy + 2x2y x+ y2 + xy2

4 y + 2xy + 2x2y x+ 2y2 + xy2

5 2y x

6 2y + 2x2y x+ xy2

7 x+ 2x2 + y + x2y x+ y + 2xy + 2xy2

8 x+ 2x2 + 2y + xy + x2y x+ y2 + 2xy + 2xy2

9 x+ 2x2 + 2y + 2xy + x2y x+ 2y + 2y2 + 2xy + 2xy2

10 2x+ x2 + y + x2y x+ 2y + xy + 2xy2

11 2x+ x2 + 2y + xy + x2y x+ y2 + xy + 2xy2

12 2x+ x2 + 2y + 2xy + x2y x+ y + 2y2 + xy + 2xy2

Существует точно пять неизоморфных квазиполей порядка 9; одно из них —
поле GF(9) (линейные функции № 1,2 и 5). Другое — почти-поле Диксона № 6,
в соответствии с теоремой 6.3.2. Еще два — квазиполя Холла № 3,4 [146]. Пятое
— «странное» квазиполе с центром {0, 1} [59, приложение II]. Этому квазиполю
соответствуют в Табл. 24 варианты № 7–12, отличающиеся выбором второго
базисного элемента.

Пример 6.4. Применим теорему 6.3.2 для записи матричного представле-
ния почти-полей порядка 25: это единственное почти-поле ДиксонаQ ∈ DF (5, 2)

с центром Z5 и исключительное почти-поле ЦассенхаузаW с центром порядка 3.
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Выберем многочлен ϕ(x) = x2 + 3x+ 3, неприводимый над Z5, и его корень
β. Произведение w ◦ u определяем так: w ◦ β2k = β2k · w, w ◦ β2k+1 = β2k+1 ·
w5. Используя предложение 6.3.1, найдем все матрицы регулярного множества.
Например,

θ(β) =

(
[β]

[β6]

)
=

(
0 1

3 0

)
,

так как β6 = (2β+2)3 = 3. Тогда по первому утверждению теоремы 6.3.2 имеем
a = 3 и b = 0,

f(x, y) = 3y + f14xy
4 + f23x

2y3 + f32x
3y2 + f41x

4y,

g(x, y) = x+ g14xy
4 + g23x

2y3 + g32x
3y2 + g41x

4y.

Используя все найденные матрицы θ(βk), составим и решим две системы из
16 линейных уравнений на 4 неизвестных fij, gij соответственно. В результате
имеем функции, ассоциированные с почти-полем Диксона порядка 25:

f(x, y) = 3y + 3x2y3 + 3x3y2 + 3x4y, g(x, y) = x+ xy4 + 2x2y3 + 4x3y2.

Исключительное почти-поле Цассенхауза W порядка 25 построим, учитывая
предложение 2.1.3: мультипликативная группа почти-поля изоморфна мульти-
пликативной группе его регулярного множества. Известно [18, 20.7], что W ∗ '
SL(2, 3); используем это множество матриц для отыскания коэффициентов функ-
ций f и g.

Прежде всего матрицу θ(x, 0) сравним с матрицами(
1 0

0 1

)
,

(
2 0

0 3

)
,

(
3 0

0 2

)
,

(
4 0

0 4

)
∈ SL(2, 3).

По второму утверждению теоремы 6.3.2, (m, p − 1) = (m, 4) = 1, m 6= 1 и
a(x− xm) = 0, тогда m = 3 и a = 0. Сравнение матрицы θ(0, y) с(

0 1

4 0

)
,

(
0 2

2 0

)
,

(
0 3

3 0

)
,

(
0 4

1 0

)
∈ SL(2, 3)

дает c = 0 и b = 4, откуда

f(x, y) = 4y3 + d1x
3y4 + d2x

4y3 + f12xy
2 + f21x

2y,

g(x, y) = x3 + h1x
3y4 + h2x

4y3 + g12xy
2 + g21x

2y.

Рассматривая остальные матрицы группы SL(2, 3), составим и решим систему
линейных уравнений на коэффициенты функций, в результате получим функ-
ции, ассоциированные с исключительным почти-полем Цассенхауза порядка 25:

f(x, y) = 4y3 + 3x4y3, g(x, y) = x3 + 2x3y4.
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6.4. Замечания о бесконечных точно 2-транзитивных
группах, почти-полях и почти-областях

Точно дважды и трижды транзитивные группы тесно связаны с почти-
полями, почти-областями, проективными плоскостями и KT -полями ([18, 117],
см. также [137]).

Определение 6.4.1. Алгебраическая система (F,+, ·) называется почти-
областью, если:

1) (F,+) – лупа с нейтральным элементом 0;
2) (F ∗, ·) – группа с нейтральным элементом 1 (F ∗ = F \ {0});
3) a+ b = 0⇒ b+ a = 0;
4) 0 · a = 0⇒ a · 0 = 0;
5) a · (b+ c) = a · b+ a · c;
6) существует однозначно определенный элемент da,b ∈ F ∗ такой, что

a+ (b+ x) = (a+ b) + da,b · x

для всех x ∈ F (здесь a, b, c – любые элементы из F ).

Почти-область (F,+, ·) является почти-полем, если (F,+) – абелева группа.
Почти-поле (F,+, ·) называется планарным, если для любых a, b ∈ F и b 6= 1

уравнение a+ bx = x разрешимо в F .
Каждая точно дважды транзитивная группа представима в качестве группы

T2(F ) аффинных преобразований

ta,b : x→ a+ bx (a, b, x ∈ F, b 6= 0)

почти-области (F,+, ·), и группа аффинных преобразований каждой почти-
области точно дважды транзитивна. Г. Цассенхауз [121] дал полную классифи-
кацию конечных точно дважды и трижды транзитивных групп и почти-полей
[18, 117]. Описание локально конечных почти-полей, точно дважды и трижды
транзитивных групп можно найти в [117, гл. IV]. Локально конечные точно
трижды транзитивные группы классифицировал О. Кегель [79]. Точно дважды
и трижды транзитивные группы с дополнительными условиями изучались в
[8, 16] и др. Следующая теорема кратко перечисляет результаты, которые до-
казывали Г. Карцель, Г. Гретцер, Г. Вефельшайд, Ж. Титс, В. Керби, М. Холл,
В.Д. Мазуров и другие авторы [117, 8, 9].

Теорема 6.4.2. 1. Если (F,+, ·) – почти-область, то T2(F ) – точно два-
жды транзитивная группа подстановок множества F .
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2. Если T – точно дважды транзитивная группа подстановок множества
F , то можно ввести на F такие две операции +, ·, согласованные с дей-
ствием группы T , что (F,+, ·) будет почти-областью, а T – ее группой
T2(F ) аффинных преобразований.

3. Почти-область (F,+, ·) тогда и только тогда является почти-полем,
когда da,b = 1 для всех a, b ∈ F .

4. Почти-область (F,+, ·) тогда и только тогда является почти-полем,
когда группа T2(F ) обладает нетривиальной абелевой нормальной под-
группой.

5. Группа T2(F ) почти-поля (F,+, ·) тогда и только тогда является груп-
пой Фробениуса, когда (F,+, ·) – планарное почти-поле.

6. Если (F,+, ·) – почти-область и F ∗ – группа с конечными классами со-
пряженных элементов, то F – либо поле, либо конечное почти-поле.

Пара (F, ε) называется KT -полем [117], если (F,+, ·) – почти область, ε –
автоморфизм группы (F ∗, ·) и для всех x ∈ F ∗ \ {1} выполняется равенство

(1− xε)ε = 1− (1− x)ε.

В последнее время в работах К. Тент и других [99, 108] были построены
примеры точно дважды транзитивных групп без регулярных абелевых нор-
мальных подгрупп, а в работе [109], на основе групп из [99, 108], – примеры
точно трижды транзитивных групп. Значит, существуют почти-области, не яв-
ляющиеся почти-полями, и KT -поля (F, ε), в которых почти-области (F,+, ·) –
не почти-поля. Эти результаты дают еще одно основание для изучения указан-
ных структур при дополнительных ограничениях. Бесконечные KT -поля (F, ε)

при некоторых условиях, наложенных на инволюцию ε, изучаются в [137].

Заметим, что теорема 6.3.2 предоставляет возможность строить примеры
нетривиальных бесконечных почти-полей. Перечитаем первое утверждение тео-
ремы, учитывая равенство yq−i = y · y−i для любого ненулевого элемента y ∈
GF (q). Мы можем переписать тогда функции f и g в виде

f(x, y) = y
m∑
i=0

fi

(
x

y

)i
, g(x, y) = x+ y

n∑
i=0

gi

(
x

y

)i
.

Пусть K — бесконечное поле, Φ(x) и Ψ(x) — два многочлена с коэффициентами
из K,

θ(x, 0) =

(
x 0

0 x

)
, θ(x, y) =

(
x y

yΦ
(
x
y

)
x+ yΨ

(
x
y

)) , y 6= 0.
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Если найдутся такие многочлены Φ(x) и Ψ(x), что для любых пар (x, y) 6= (u, v)

элементов из K матрица θ(x, y)− θ(u, v) является невырожденной, то при неко-
торых дополнительных условиях матрицы θ(x, y) образуют регулярное множе-
ство почти-поля размерности 2 над своим центром K. Требование изучения
дополнительных условий вызвано тем, что теорема 6.3.2 дает лишь необходи-
мое условие для регулярного множества почти-поля. Задача представляется
нетривиальной и заслуживающей исследования.

6.5. Квазиполя с ослабленной ассоциативностью

Будем называть неассоциативное квазиполе Q квазиполем Муфанг, если его
мультипликативная лупа Q∗ является лупой Муфанг, т. е. для всех x, y, z ∈ Q∗

выполняется одно из (эквивалентных) тождеств:

(xy)(zx) = (x(yz))x, ((xy)z)y = x(y(zy)), x(y(xz)) = ((xy)x)z. (6.5.1)

Лупа Муфанг удовлетворяет также тождествам

(xx)y = x(xy), (xy)x = x(yx), (yx)x = y(xx),

в силу которых она диассоциативна, любые два ее элемента порождают груп-
пу. На лупы Муфанг удается переносить теоретико-групповые результаты —
теоремы Лагранжа, Силова и другие важные результаты [57, 58].

В статье [20] перечислены возможные малые порядки квазиполей Муфанг:
квазиполя Муфанг порядка ≤ 100 могут существовать лишь для порядков 25,
49, 64 и 81. Возникает естественный вопрос (А.В. Заварницин, Мальцевские
чтения, 2020):

Существуют ли конечные квазиполя Муфанг?

Целью настоящего исследования является применение метода регулярного
множества к решению данного вопроса. Первый шаг приводит к следующему
результату.

Теорема 6.5.1. Не существует квазиполей Муфанг порядка 25.

Используем описание луп Муфанг порядка 24, полученное О. Чейном [34].

Лемма 6.5.2. Если Q — квазиполе Муфанг порядка 25, то его мультипли-
кативная лупа Q∗ содержит циклическую подгруппу порядка 6, остальные
элементы имеют порядок 4.

Доказательство. О.Чейн перечислил все лупы Муфанг порядков менее 31, сре-
ди них пять луп порядка 24. Нам понадобится часть таблицы 3 статьи [34].
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Таблица 25. Порядки элементов луп Муфанг порядка 24

Лупа Число элементов порядка
2 3 4 6

M24(A4, 2) 15 8 - -
M24(D6, 2) 19 2 - 2
M24(G12, 2) 13 2 6 2

M24(G12, C2 × C4) 7 2 12 2
M24(G12, Q) 1 2 18 2

Мультипликативная лупа квазиполя содержит только один элемент порядка
два — это −e. Действительно, пусть a2 = e, a 6= ±e. Тогда a2 + a = a + e,
(a + e)a = a + e (для правого квазиполя), и уравнение (a + e)x = a + e имеет
более одного корня, что противоречит определению лупы.

Таким образом, еслиQ— квазиполе Муфанг порядка 25, тоQ∗ 'M24(G12, Q).
Информация из Табл. 25 о порядках элементов доказывает лемму 6.5.2.

Лемма 6.5.3. Пусть Q — квазиполе Муфанг порядка 25. Тогда при некото-
ром выборе базиса e1, e2 его регулярное множество состоит из матриц вида

θ(x, y) =

(
x y

f10(x− x3)− y3 + xyϕ(x, y) x3 + f10(y − y3) + xyψ(x, y)

)
, x, y ∈ Z5,

где f10 ∈ {0, 1,−1}, ϕ, ψ ∈ Z5[x, y].

Доказательство. В качестве первого базисного элемента выберем единицу квази-
поля: e1 = e, в качестве второго — элемент порядка 4. По лемме 6.5.2, такой
выбор возможен, так как ядро K = 〈e1〉 содержит только два элемента поряд-
ка 4 из 18. Итак, далее e2

2 = −e. Для θ(x, y) вида (6.3.1) имеем:

(0, 1)θ(0, 1) = (0, 1)

(
0 1

f(0, 1) g(0, 1)

)
= (−1, 0) ⇒ f(0, 1) = −1, g(0, 1) = 0.

Запишем очевидное f(1, 0) = 0, g(1, 0) = 1 и применим альтернативный закон
(yx)x = y(xx):

(u, v)θ(x, 0)θ(x, 0) = (u, v)θ((x, 0)θ(x, 0)) ∀u, v, x ∈ Z5,

θ(x, 0)θ(x, 0) = θ((x, 0)θ(x, 0)) ∀x ∈ Z5,(
x 0

f(x, 0) g(x, 0)

)2

=

(
x2 0

f(x2, 0) g(x2, 0)

)
.
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Получим условия f(x, 0)(x + g(x, 0) = f(x2, 0), g2(x, 0) = g(x2, 0), из которых
при x = −1 имеем f(−1, 0) = 0, g(−1, 0) = −1. В обозначения (6.3.2) для
коэффициентов многочленов f и g верно f00 = g00 = 0,

f(x, 0) = f10x+f20x
2−f10x

3−f20x
4, g(x, 0) = g10x+g20x

2 +(1−g10)x3−g20x
4

и f(x2, 0) = 0. Из тождества g2(x, 0) = g(x2, 0) вытекает, что возможны только
четыре варианта функции g(x, 0):

(1) g(x, 0) = x,

(2) g(x, 0) = x3,

(3) g(x, 0) = 3x+ x2 + 3x3 − x4,

(4) g(x, 0) = 3x− x2 + 3x3 + x4.

Тогда из f(x, 0)(x+ g(x, 0)) = 0 получаем соответствующие варианты функции
f(x, 0);

(1) f(x, 0) = 0,

(2) f(x, 0) = (f10 + f20x)(x− x3),

(3) f(x, 0) = f10(1− 2x)(x− x3),

(4) f(x, 0) = f10(1 + 2x)(x− x3).

Применим второй альтернативный закон (xy)x = x(yx):

(0, y)θ(x, 0)θ(0, y) = (0, y)θ((x, 0)θ(0, y)) ∀x, y ∈ Z5,

получим g(x, 0)f(0, y) = f(0, xy), f(x, 0)y + g(x, 0)g(0, y) = g(0, xy) для y 6= 0.
При x = −1 имеем f(0,−y) = −f(0, y) и g(0,−y) = −g(0, y), поэтому многочле-
ны f(0, y) и g(0, y) содержат только нечетные степени переменной.

В случае (1) находим f(0, y) = −y, g(0, y) = 0, но разность матриц

θ(x, 0)− θ(0, y) =

(
x −y
y x

)
является вырожденной, например, при x = 1, y = 2, что противоречит опреде-
лению регулярного множества. Случай (1) невозможен.

В случае (2) получим f(0, y) = −y3, g(0, y) = f10(y− y3) и уточним f(x, 0) =

f10(x−x3). Отметим, что все расчеты единообразные и несложные, поэтому мы
их не приводим. Имеем

θ(x, 0) =

(
x 0

f10(x− x3) x3

)
, θ(0, y) =

(
0 y

−y3 f10(y − y3)

)
,

разность таких матриц нулевая либо невырожденная тогда и только тогда, ко-
гда уравнение f10(t3− t) = 2 не имеет корней в Z5. Следовательно, f10 = ±1 или
f10 = 0.



198

В случаях (3) и (4) снова противоречие, так как при x = ±2 получаем
f(0,±2y) = 2f(0, y) или f(0,±2y) = −2f(0, y), откуда f(0, y) = 0, матрица
θ(0, y) 6= 0 вырожденная.

Таким образом, возможен только случай (2), лемма 6.5.3 доказана.

Доказательство теоремы 6.5.1. По лемме 6.5.3,

θ(0, 4) =

(
0 −1

1 0

)
.

Кроме того, можем считать, что не только |e2| = 4, но и |e2+e| = 4. Действитель-
но, множество Q \K содержит 16 элементов порядка 4, два элемента порядка 3
и два элемента порядка 6. Таким образом, (1, 1)2 = (−1, 0). Обозначим a = (1, 1)

и вычислим два произведения:

(1, 2)(0, 4) = (1, 2)

(
0 −1

1 0

)
= (2, 4),

(1, 2)(1, 1) = (4e+ 2a)a = 4a+ 2a2 = 4a− 2e = (2, 4).

Таким образом, уравнение (1, 2)x = (2, 4) имеет в лупе Q∗ два решения, что
невозможно. Полученное противоречие доказывает теорему 6.5.1.

Применяемый метод позволил избежать компьютерного перебора всех ква-
зиполей порядка 25 с проверкой выполнения условий (6.5.1). Для доказатель-
ства существенно использованы структурные результаты О.Чейна для луп Му-
фанг порядка 24, поэтому метод не переносится на другие порядки непосред-
ственно. Тем не менее, метод регулярного множества представляется перспек-
тивным для решения вопроса существования квазиполей Муфанг — положитель-
ного либо отрицательного.
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Глава 7. Максимальные подполя и под-почти-поля
в конечных почти-полях

Основные теоремы этой главы представляют, в основном, решение вопроса
(A) для конечных почти-полей. Решение существенно использует результаты
Х. Цассенхауза [121] и С. Данкс [40].

В § 7.2 обсуждаются минимальные собственные почти-поля, т.е. нетривиаль-
ные почти-поля, в которых каждое собственное под-почти-поле является под-
полем. Теорема 7.2.3 демонстрирует существование минимальных собственных
почти-полей в классе почти-полей Диксона DF (q, n) для любого простого n > 2.
Теорема 7.2.4 представляет способ построения минимального собственного ко-
нечного почти-поля, в котором количество максимальных подполей превосхо-
дит произвольное выбранное число.
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7.1. Подполя в конечных почти-полях

Исследуем вопрос (A) для конечных почти-полей.
Простое подполе является единственным максимальным подполем в почти-

поле характеристики p и порядка pr для любого простого числа r, в силу [20,
теорема 3] (при r = 2 – по теореме 6.1.6). Поэтому вопрос (A) редуцируется к
почти-полям Диксона.

Отметим, что на под-почти-поля почти-поля Диксона Q ∈ DF (q, n) пере-
носится известное соответствие между подполями конечного поля и делителя-
ми степени его расширения над простым подполем. В силу основной теоремы
С. Данкс в [40] и леммы 1.2 в [42], обобщенное соответствие можно представить
следующей леммой.

Лемма 7.1.1. Для любого под-почти-поля H почти-поля Q ∈ DF (pl, n)

существуют числа h | (ln) и 0 < j ≤ n такие, что |H| = ph, H ∈ DF (pz, h/z),
z = НОД(jl, h), причем

j ≡ pln − 1

ph − 1
( mod n). (7.1.1)

Обратно: если h делит ln, то Q имеет единственное под-почти-поле H по-
рядка ph.

Выделим случай коммутативных под-почти-полей или, равносильно, подпо-
лей.

Следствие 7.1.2. Под-почти-поле H порядка ph почти-поля Q ∈ DF (pl, n)

есть подполе тогда и только тогда, когда h делит произведение l · НОД(j, n).

Известно (У. Фелгнер, [49, теорема 2.1]), что в Q максимальное подполе
M(Q) ⊇ Z(Q) единственно. В следующей теореме мы выявляем изменения пары
Диксона (q, n) при переходе к максимальному под-почти-полю и, вместе с тем,
находим явно порядок максимального подполя M(Q). Запишем каноническое
разложение числа n и выделим число λ:

n = pn1
1 p

n2
2 . . . pnr

r , λ = p
[n1/2]
1 p

[n2/2]
2 . . . p[nr/2]

r . (7.1.2)

Теорема 7.1.3. Пусть H — под-почти-поле порядка ph почти-поля Q ∈
DF (q, n), q = pl и h = ln/pi для некоторого pi из (7.1.2). Тогда H ∈ DF (q, n/pi)

при ni = 1 и H ∈ DF (qpi , n/p2
i ) при ni > 1. Кроме того, под-почти-поле порядка

qλ в Q является единственным максимальным подполем, содержащим центр
Z(Q).
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Доказательство. В силу [41, лемма 2.3], для любой пары Диксона (q, n) имеем

qn − 1

qm − 1
≡ n

m
( mod n) ∀m | n.

Когда ni = 1, для числа n′ = n/pi получаем h = ln′ и НОД(pi, n
′) = 1.

Учитывая соответствие из леммы 7.1.1, находим

pln − 1

pln′ − 1
≡ n

n′
( mod n) = pi,

z = НОД(lpi, ln
′) = l · НОД(pi, n

′) = l,
h

z
= n′, H ∈ DF (pl, n/pi).

При ni > 1 полагаем n′ = n/p2
i . Тогда h = lpin

′ и с помощью леммы 7.1.1
находим

pln − 1

plpin′ − 1
( mod n) =

n

pin′
= pi,

z = НОД(lpi, lpin
′) = lpi,

h

z
= n′, H ∈ DF (plpi , n/p2

i ).

Построим сейчас убывающую последовательность под-почти-полей

H0 ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ . . . , |Hi| = phi , h0 = ln,
hi
hi+1

— простые числа, (7.1.3)

начинающуюся с H0 = Q. Вначале выполним k1 = [(n1 + 1)/2] шагов ([m] —
целая часть числа m), переходя от Hi к Hi+1 с простым числом hi/hi+1 = p1

из (7.1.2). Применяя альтернативу доказанного первого утверждения теоремы,
получаем под-почти-поле

Hk1 ∈ DF (qp
[n1/2]
1 , n/(pn1

1 )).

Затем выполним k2 = [(n2 + 1)/2] переходов от Hi к Hi+1 с простым числом
hi/hi+1 = p2. Аналогично получим

Hk1+k2 ∈ DF (qp
[n1/2]
1 p

[n2/2]
2 , n/(pn1

1 p
n2
2 )).

Итак, степень под-почти-поля Hk1+k2 над его центром получаем из степени n

в разложении (7.1.2), отбрасывая все простые сомножители p1 и p2. Ясно, что
Z(Q) ⊆ Z(Hk1) ⊆ Z(Hk1+k2).

Продолжая процесс, через k = k1 + k2 + · · · + kr шагов приходим к под-
почти-полю Hk, соответствующему паре Диксона (qλ, 1). Поэтому Hk совпадает
со своим центром Z(Hk) и, в частности, является подполем. Утверждение един-
ственности в лемме 7.1.1 показывает, что подполе Hk не зависит от последова-
тельности переходов в нашем построении. С другой стороны, Z(Hi) 6= Hi при
i < k для любой последовательности (7.1.3) от H0 = Q до Hk. Следовательно,
Hk — единственное максимальное подполе в Q, содержащее центр Z(Q).

Теорема доказана.
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Через π(m) обозначим множество простых делителей числа m. В связи с
вопросом (A), нас интересует каждое под-почти-поле Hi в (7.1.3), являющееся
подполем, с наименьшим номером i для данной последовательности. В силу
теоремы 7.1.3, изучения требует случай, когда hi/hi+1 6∈ π(n).

Теорема 7.1.4. Пусть H — под-почти-поле порядка pl′n почти-поля Q ∈
DF (pl, n). Тогда

1) если НОД(l/l′, n) = 1 и n|(pl′n − 1), то H ∈ DF (pl
′
, n);

2) если n простое и не делит pl
′n − 1, то H есть подполе.

Кроме того, если пересечение π(n) ∩ π(p − 1) пусто, l — простое число и не
делит n, то Q имеет точно два максимальных подполя — M(Q) и подполе
порядка pn.

Доказательство. Полагая k = l/l′, находим

pln − 1

pl′n − 1
= pl

′n(k−1) + pl
′n(k−2) + · · ·+ 1.

Если pl
′n ≡ 1( mod n), то сравнение (7.1.1) дает j ≡ k( mod n) и, в силу лем-

мы 7.1.1,

z = НОД(jl, l′n) = НОД(k2l′, l′n) = l′, H ∈ DF (pl
′
, n).

Таким образом, первое утверждение доказано. Если n не делит pl′n − 1, то для
простого n получим j = n и z = l′n. Отсюда H ∈ DF (pl

′n, 1), т. е. H — подполе,
что доказывает второе утверждение.

Докажем последнее утверждение теоремы. Пусть l — простое число, не деля-
щее n. Если под-почти-поле H порядка pn не коммутативно, то H ∈ DF (pn/k, k)

для некоторого делителя k числа n. Тогда каждый простой делитель pi числа k
делит числа pn/k−1 и pl−1, в силу определения пары Диксона. Следовательно,
pi делит и число pd − 1, где d = НОД(l, n/k) = 1; это противоречит условию
pi 6∈ π(p − 1). Поэтому под-почти-поле H коммутативно и является подполем.
Его максимальность следует из простоты l.

Пусть теперь P — любое другое максимальное подполе в Q. Его порядок
равен plk для некоторого делителя k числа n. Тогда, по следствию на с. 254 в
[41], P содержит центр почти-поля Q и, по теореме 7.1.3, совпадает с M(Q).

Теорема доказана.

Пример 7.1. Условие π(n)∩π(p−1) = ∅ в теореме существенно. Например,
в почти-поле Q ∈ DF (53, 2) центр Z(Q) является единственным максимальным
подполем. Действительно, Q имеет под-почти-поле H порядка 52 по лемме 7.1.1.
Однако H не является подполем, поскольку

56 − 1

52 − 1
= 54 + 52 + 1 ≡ 1(mod 2), j = 1, z = НОД(3, 2) = 1, H ∈ DF (51, 2).
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Рис. 4: Решетка под-почти-полей в почти-поле Диксона порядка 260

Отметим, что для другого почти-поля P ∈ DF (52, 3) того же порядка 56 усло-
вие теоремы 7.1.4 выполнено, и поэтому P содержит точно два максимальных
подполя — порядков 53 и 52.

Пример 7.2. Решетку под-почти-полей произвольного почти-поля порядка
260 из класса DF (24, 15) находим, используя теоремы 7.1.3 и 7.1.4, см. рис. 4; это
почти-поле имеет три максимальных подполя — порядков 215, 210 и 24. С другой
стороны, почти-поле Q ∈ DF (24, 45) порядка 2180 имеет три максимальные под-
почти-поля

H ∈ DF (210, 9), P ∈ DF (24, 9), S ∈ DF (212, 5).

Их попарные пересечения дают три предмаксимальных под-почти-поля, из ко-
торых два — H ∩ S = M(H) и P ∩ S = M(P ) = M(S) — являются максималь-
ными в Q подполями порядков 230 и 212 соответственно. Из двух оставшихся
предмаксимальных под-почти-полей одно (максимальное в H) порядка 245 дает
последнее максимальное в Q подполе.

Пример 7.3. Более симметричной решеткой под-почти-полей обладает почти-
поле Q порядка 2180 из класса DF (24, 45) (рис. 5). Это почти-поле имеет три
максимальных подполя — порядков 245, 230 и 212 = |M(Q)|. Максимальные под-
почти-поля порядков 290, 236, 260 не являются подполями.
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Рис. 5: Решетка под-почти-полей в почти-поле Диксона порядка 2180

7.2. О неограниченности в совокупности числа
максимальных подполей в конечных почти-полях

Квазиполе Q, не являющееся телом, часто называют собственным квазипо-
лем. Будем называть Q минимальным собственным квазиполем, если всякое
его подквазиполе H 6= Q есть подполе. Теоремы 5.3.13, 5.6.1, 5.7.1 указывают
примеры минимальных собственных полуполей.

В этом параграфе предложен [141] метод (теорема 7.2.3) построения некото-
рых минимальных собственных почти-полей Диксона. Кроме того, изучение
решетки под-почти-полей в конечном почти-поле вызывает естественный вопрос
(В.М. Левчук):

Существует ли такое натуральное число N , что количество максималь-
ных подполей в произвольном конечном почти-поле меньше, чем N?

У. Фелгнером [49] показано, что максимальное подполе M(Q), содержащее
центр почти-поля ДиксонаQ, единственно (см. также квазиполя Холла). Почти-
поле Q ∈ DF (52, 3) имеет два максимальных подполя (пример 7.1), примеры
7.2 и 7.3 представляют почти-поля с тремя максимальными подполями. Далее
показано, что вопрос выше решается отрицательно, и указан алгоритм (теоре-
ма 7.2.4) построения минимального собственного почти-поля, в котором коли-
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чество максимальных подполей больше любого заданного натурального числа.
Для доказательства основных теорем нам потребуется следующий техниче-

ский результат.

Лемма 7.2.1. Пусть H — под-почти-поле порядка ph почти-поля Q ∈
DF (pl, n) и H ∈ DF (pz, h/z). Тогда (h/z)|n.

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай, когда k = (ln)/h — простое
число. Пусть k делит n. Тогда n = kn′, h = ln′,

z = НОД (jl, h) = НОД (jl, ln′) = l ·НОД (j, n′) = ln′′,

где n′′ – делитель n. Получим
h

z
=
ln′

ln′′
=
n′

n′′
|n.

Пусть k делит l. Тогда l = kl′. h = l′n,

z = НОД (jl, h) = НОД (jkl′, l′n) = l′ ·НОД (jk, n) = l′n′,

где n′ – делитель n. Получим
h

z
=
l′n

l′n′
=
n

n′
,

это число делит n.

Выделим прежде всего случай минимальной степени расширения n = 2.

Теорема 7.2.2. Всякое конечное почти-поле Диксона Q ∈ DF (pl, 2) имеет
точно одно максимальное подполе – центр Z(Q) ' GF (pl).

Доказательство. Очевидно, p > 2 и Z(Q) является максимальным подполем в
почти-поле Q. Пусть H – другое максимальное подполе в Q. Тогда H 6⊂ Z(Q)

и |H| = p2l′ , где l′ делит l. Рассмотрим убывающую цепочку под-почти-полей

Q = H0 ⊃ H1 ⊃ · · · ⊃ Hk−1 ⊃ Hk = H,

где |Hi| = phi и hi−1/hi – простые числа. Тогда, в силу максимальности подполя
H, имеем Hk ∈ DF (p2l′ , 1) и Hk−1 ∈ DF (pl

′′
, 2), где l′|l′′, l′′|l и l′′/l′ = m – простое

число. Вычисляя параметр j (7.1.1) для под-почти-поля Hk в Hk−1, получим

j =
p2l′′ − 1

p2l′ − 1
=
p2ml′ − 1

p2l′ − 1
= p2l′(m−1) + p2l′(m−2) + · · ·+ p2l′ + 1 ≡ m( mod 2),

то есть j = 1 при m > 2 и j = 2 при m = 2.
Если m > 2, то z = НОД(jl′′, h) = НОД(l′m, 2l′) = l′, поэтому Hk ∈ DF (pl

′
, 2)

и Hk не является подполем, противоречие.
Если m = 2, то z = НОД(jl′′, h) = НОД(2l′′, 2l′) = 2l′. Получим Hk ∈

DF (p2l′ , 1), Hk−1 ∈ DF (p2l′ , 2), где 2l′ делит l, поэтому Hk содержится в цен-
тре Z(Q) и не является максимальным подполем, противоречие.
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Если простая степень расширения n больше двух, то число p может быть
выбрано так, что почти-поле Диксона Q ∈ DF (q, n) является минимальным
собственным почти-полем.

Теорема 7.2.3. Для любого простого числа n > 2 существует бесконечно
много конечных почти-полей степени расширения n над своим центром, в
каждом из которых все под-почти-поля являются подполями.

Доказательство. Пусть n > 2 – простое число. Выберем в поле Zn примитив-
ный элемент p0, pn−1

0 ≡ 1( modn) и pm0 6≡ 1( modn) для любого 0 < m < n − 1.
Арифметическая прогрессия {p0 + nt}∞t=0 содержит бесконечно много простых
чисел. Пусть p = p0 + nt – любое из них. Тогда (pn−1, n) – пара Диксона. Дей-
ствительно,

pn−1 = (p0 + nt)n−1 ≡ pn−1
0 ≡ 1( modn),

то есть n делит q − 1 = pn−1 − 1. Пусть теперь Q – произвольное почти-поле из
класса DF (pn−1, n). Рассмотрим все его максимальные под-почти-поля. Ясно,
в силу простоты n, что центр Z(Q) ' GF (pn−1) является максимальным под-
почти-полем вQ. ПустьH 6= Z(Q) – любое другое максимальное под-почти-поле
в Q. Тогда |H| = ph, где h = nl′ и k = (n− 1)/l′ – простое число. Вычислим для
под-почти-поля H параметры j и z (7.1.1). Получим

j ≡ p(n−1)n − 1

pl′n − 1
( modn),

p(n−1)n − 1 ≡ 0( modn), pn ≡ p( modn),

pl
′n − 1 = (pn)l

′ − 1 ≡ pl
′ − 1( modn) 6≡ 0( modn),

отсюда j = n. Далее, z = НОД(jl, h) = НОД(n(n − 1), nl′) = nl′ = h, поэтому
H ∈ DF (ph, 1), то есть H есть подполе в Q. Таким образом, все максимальные
под-почти-поля в Q являются подполями, их количество равно |π(n−1)|+1.

Следующая теорема предлагает способ построения минимального собствен-
ного почти-поля, в котором число максимальных подполей больше, чем любое
заданное натуральное число.

Теорема 7.2.4. Для любого натурального числа s существует минималь-
ное собственное почти-поле Диксона, имеющее более чем s максимальных под-
полей.

Доказательство. Пусть s – произвольное натуральное число. Рассмотрим про-
изведение s различных простых чисел N = r1 · r2 · · · · · rs. Тогда арифме-
тическая прогрессия {1 + Nt}∞t=1 содержит бесконечно много простых чисел.
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Пусть n = 1 + Nt0 – одно из них. По теореме 7.2.3, при некотором простом
p класс почти-полей Диксона DF (pn−1, n) содержит почти-поле, в котором все
под-почти-поля являются подполями. Число максимальных подполей в таком
почти-поле равно 1 + |π(n− 1)| ≥ 1 + s.

Пример 7.4. Используя доказанные результаты, укажем пример почти-
поля, в котором пять максимальных подполей, причем каждое под-почти-поле
является подполем. Вычислим n = 2 · 3 · 5 · 7 + 1 = 211, это простое число.
Среди примитивных элементов поля Z211 выберем, например, простое число 3:
3210 ≡ 1(mod 211) и 3m 6≡ 1(mod 211) для всех 0 < m < 210. Тогда почти-поле
Q ∈ DF (3210, 211) имеет пять подполей Hi порядков 3hi , i = 1, . . . , 5, где

h1 =
210 · 211

2
, h2 =

210 · 211

3
, h3 =

210 · 211

5
, h4 =

210 · 211

7
, h5 =

210 · 211

211
.

Действительно, непосредственные вычисления значений j и z (7.1.1) показыва-
ют, что j = n и z = hi, поэтому hi/z = 1 и Hi ' GF (3hi). В силу простоты чисел
n/hi каждое такое подполе является также максимальным под-почти-полем в
почти-поле Q.

Рассмотрим дополнительно минимальные собственные почти-поля Диксона,
в которых максимальное подполе единственно.

Предложение 7.2.5. Почти-поле Диксона Q является минимальным соб-
ственным почти-полем с единственным максимальным подполем тогда и толь-
ко тогда, когда Q принадлежит одному из классов DF (p, r), DF (p, r2), DF (pr, r),
где p и r – допустимые простые числа.

Доказательство. По результату [20], в почти-поле Q ∈ DF (p, r) центр Zp явля-
ется единственным максимальным подполем, и других под-почти-полей в нем
нет по лемме Данкс 7.1.1. Для почти-поля Q ∈ DF (p, r2) или Q ∈ DF (pr, r) по-
рядка pr2 единственное максимальное под-почти-поле является подполем M(Q),
так как λ = r. Обратно, пусть Q ∈ DF (pl, n) удовлетворяет условию леммы.
В силу единственности максимального под-почти-поля в нем ясно, что произ-
ведение ln есть степень одного простого числа, ln = rt. Максимальное под-
поле M(Q), содержащее центр GF (pl), имеет порядок pλ, где λ = r[t/2]. Если
H 6= Q – максимальное под-почти-поле в Q порядка prt−1 , то H = M(Q), По-
этому t = 1 или t = 2. Случай DF (pr, 1), очевидно, исключается ввиду комму-
тативности.

Обращает на себя внимание возможность взаимосвязи минимальных соб-
ственных почти-полей Диксона и групп Миллера–Морено – конечных неабеле-
вых групп, в которых всякая собственная подгруппа абелева [92]. Каждая такая
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группа G разрешима, ее порядок может делиться не более чем на два различ-
ных простых числа. Если порядок G равен pαqβ (p 6= q – простые, α, β > 0), то
G содержит точно qβ циклических подгрупп порядка pα и одну (нормальную)
подгруппу порядка qβ типа (1, 1, 1, . . . ). Заметим, что если G – мультиплика-
тивная группа почти-поля Диксона, то такая подгруппа также должна быть
циклической и поэтому β = 1. Если порядок группы Миллера–Морено равен
pα, то в ней точно p+ 1 подгруппа порядка pα−1.

Легко привести примеры минимальных почти-полей Диксона Q, в которых
мультипликативная группа Q∗ является группой Миллера–Морено. Например,
указанное на рис. 5 почти-поле из класса DF (22, 3) – минимальное собственное,
в нем точно два максимальных подполя порядков 22 и 23. Его мультиплика-
тивная группа имеет порядок 63 и является группой Миллера–Морено. С дру-
гой стороны, рассмотренное выше минимальное почти-поле Диксона из класса
DF (3210, 211) имеет мультипликативную группу порядка 3210·211 − 1, это чис-
ло делится, по крайней мере, на три простых числа 2, 11, 13, поэтому группа
не является группой Миллера–Морено. Более простые примеры представляют
минимальные почти-поля Диксона порядков 52 и 112.
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