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Ââåäåíèå

0.1 Ïðîáëåìàòèêà èññëåäîâàíèÿ

Â òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è ãðàììàòèê èñõîäíûì îáúåêòîì ÿâëÿ-

åòñÿ àëôàâèò, ò. å. ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ z1, . . . , zn, x1, . . . , xm. Íàä ýòèìè

ñèìâîëàìè îïðåäåëåíà íåêîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ (êîíêàòå-

íàöèè) è êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ ôîðìàëüíîé ñóììû; àëôàâèò âìåñòå

ñ ýòèìè îïåðàöèÿìè îáðàçóåò ïîëóêîëüöî [28, 96, 99, 100, 110].

Ñèìâîëû x1, . . . , xm íàçûâàþòñÿ òåðìèíàëüíûìè ñèìâîëàìè è èíòåð-

ïðåòèðóþòñÿ êàê ñëîâàðü ôîðìàëüíîãî ÿçûêà, à ñèìâîëû z1, . . . , zn íà-

çûâàþòñÿ íåòåðìèíàëüíûìè è íóæíû äëÿ çàäàíèÿ ñîâîêóïíîñòè ãðàì-

ìàòè÷åñêèõ ïðàâèë (ãðàììàòèêè), êîòîðûå ïîðîæäàþò ÿçûê. Ïî ýòèì

ïðàâèëàì îïðåäåëÿþòñÿ ¾ïðàâèëüíûå¿ ìîíîìû îò òåðìèíàëüíûõ ñèì-

âîëîâ x1, . . . , xm, êîòîðûå èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ïðàâèëüíûå ïðåäëîæå-

íèÿ ÿçûêà [24, 25, 28, 110].

Îïðåäåëèì òàêæå êîììóòàòèâíóþ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ñèìâîëîâ íà

êîìïëåêñíûå ÷èñëà, òîãäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñèìâîëüíûå ìíîãî÷ëå-

íû è ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû (ÔÑÐ) ñ ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ôîðìàëüíûì ÿçûêîì ÿâëÿåòñÿ òàêîé ÔÑÐ, ÷ëåíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ

âñå ïðàâèëüíûå ìîíîìû, îïðåäåëåííûå äàííîé ãðàììàòèêîé [28, 110].
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Îòìåòèì âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî: ïîðîæäàþùóþ ãðàììàòèêó äëÿ îñ-

íîâíûõ êëàññîâ ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå íåêîòîðîé

ñèñòåìû ñèìâîëüíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Òàê íàïðèìåð, äëÿ íàèáîëåå çíà÷èìîãî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé

êëàññà êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ (êñ-ÿçûêîâ) îïðåäåëÿþùóþ ñèñòå-

ìó ñèìâîëüíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñè-

ñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà, íàçûâàåìîé (ñîá-

ñòâåííîé) ñèñòåìîé óðàâíåíèé Õîìñêîãî � Ùóòöåíáåðæå

zj = Qj(z, x), j = 1, . . . , n, (1)

ãäå ïðàâûå ÷àñòè óäîâëåòâîðÿþò åñòåñòâåííûì óñëîâèÿì: Qj(0, 0) = 0 è

ìíîãî÷ëåíû Qj(z, 0) íå ñîäåðæàò ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ [17, 24, 25, 28, 110].

Ýòà ñèñòåìà ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñèìâîëîâ (z1, . . . , zn) = z â âèäå

ÔÑÐ, çàâèñÿùèõ îò ñèìâîëîâ (x1, . . . , xm) = x :

z = z(x) = (z1(x), . . . , zn(x)).

Ïðè ýòîì ÔÑÐ z1(x) è ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ÿçûêîì, êîòîðûé çàäà¼òñÿ

ýòîé ãðàììàòèêîé [24, 25, 28, 110].

Îñîáàÿ ðîëü ñèìâîëà z1 ïðåäîïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî îí ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ êàê íà÷àëüíûé ñèìâîë, èç êîòîðîãî ïðè ïîìîùè ïðàâèë ïîäñòàíîâêè

âûâîäÿòñÿ âñå ïðàâèëüíûå ìîíîìû äàííîãî êñ-ÿçûêà (â åñòåñòâåííûõ

ÿçûêàõ òàêèå ìîíîìû èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ïðåäëîæåíèÿ).

Ïðèêëàäíàÿ çíà÷èìîñòü êñ-ÿçûêîâ ñîñòîèò òàêæå òîì, ÷òî ýòîìó êëàñ-

ñó ïðèíàäëåæèò áîëüøèíñòâî ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ

èõ ôóíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
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ïðîãðàììû, íàïèñàííûå íà ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êàê ìîíîìû êñ-

ÿçûêîâ [1, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 16, 59].

Êñ-ÿçûêè áûëè ââåäåíû â 50-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà âûäàþùèìñÿ àìå-

ðèêàíñêèì ëèíãâèñòîì Íîàìîì Õîìñêèì, çàëîæèâøèì îñíîâû òåîðèè

ýòèõ ÿçûêîâ, êîòîðàÿ àäåêâàòíî îïèñûâàåò êàê åñòåñòâåííûå ÿçûêè, òàê

è ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ [85�91].

Òåîðèÿ êñ-ÿçûêîâ íà÷àëà èíòåíñèâíî ðàçâèâàòüñÿ, î ÷¼ì ñâèäåòåëü-

ñòâóþò, íàïðèìåð, ðàáîòû [4, 8, 12, 13, 14, 17, 30, 57, 58, 83, 84, 95, 101,

102]; òàê, çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ýòó òåîðèþ âíåñëè ðàáîòû [20�26]. Îò-

ìåòèì å¼ ñâÿçü ñ òåîðèåé àâòîìàòîâ [14, 51, 99].

Àêòèâíûå èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ ïðî-

äîëæàëèñü â ïîñëåäóþùèå ãîäû, ïðîâîäÿòñÿ îíè è â íàñòîÿùåå âðåìÿ

[12, 53, 54, 65�72, 74, 75, 103�106, 111, 112].

Èòàê, ïðèâåä¼ííàÿ âûøå ñèñòåìà ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé Õîì-

ñêîãî � Ùóòöåíáåðæå ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû ãðàììàòè÷åñêèõ ïðàâèë

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî îïðåäåëåíèþ, êñ-ÿçûê çàäà¼òñÿ ñîâîêóïíîñòüþ

ïðàâèë ïîäñòàíîâêè (ñîâîêóïíîñòüþ ïðîäóêöèé), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ

(ïîðîæäàþùåé) ãðàììàòèêîé êñ-ÿçûêà.

Ïóñòü, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, X = {x1, . . . , xm} � êîíå÷íîå ìíîæå-

ñòâî òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ ÿçûêà, íàïðèìåð, ñëîâ, îïåðàòîðîâ ÿçûêà

ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ò. ä., à Z = {z1, . . . , zn} � ìíîæåñòâî íåòåðìèíàëü-

íûõ ñèìâîëîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ çàäàíèÿ ãðàììàòèêè ÿçûêà, ïðè ýòîì z1

� íà÷àëüíûé ñèìâîë (àêñèîìà), îçíà÷àþùèé íà÷àëî âûâîäà ïðîãðàììû

(ïðåäëîæåíèÿ). Íàä àëôàâèòîì X ∪ Z, êàê óæå îòìå÷àëîñü, îïðåäåëå-

íû îïåðàöèè êîíêàòåíàöèè è ôîðìàëüíîé ñóììû, à òàêæå óìíîæåíèÿ íà
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êîìïëåêñíûå ÷èñëà, óäîáíûå òåì, ÷òî îáðàçóþò àëãåáðàè÷åñêè çàìêíó-

òîå ïîëå.

Ðàññìîòðèì êñ-ÿçûê, ïîðîæäåííûé ãðàììàòèêîé, çàäàííîé â âèäå ñî-

âîêóïíîñòè ïðîäóêöèé (ïðàâèë âûâîäà):

zj → qj1(z, x), . . . , zj → qjqj(z, x), j = 1, . . . , n, (2)

ãäå qjk(z, x) � ìîíîìû îò íåêîììóòàòèâíûõ ñèìâîëîâ íàä àëôàâèòîì

X ∪ Y , èíòåðïðåòèðóåìûå êàê ïðåäëîæåíèÿ [28].

Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü êàæäîãî ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè ñîäåðæèò

åäèíñòâåííûé ñèìâîë zj è ïðèìåíÿåòñÿ íåçàâèñèìî îò êîíòåêñòà, îêðó-

æåíèÿ ýòîãî ñèìâîëà, à ïîòîìó ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ êîíòåêñòíî-

ñâîáîäíîé ãðàììàòèêîé [28].

Èñïîëüçóÿ ñîâîêóïíîñòü ïðàâèë ïîäñòàíîâêè, çàìåíÿþùèõ îäèí ñèì-

âîë íà öåëûé ìîíîì, Í. Õîìñêèé ñìîäåëèðîâàë âîçìîæíîñòü âêëþ÷å-

íèÿ â òåêñòû íà åñòåñòâåííûõ ÿçûêàõ èëè ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ

íîâûõ òåêñòîâûõ ôðàãìåíòîâ, ÷òî îòðàæàåò âîçìîæíîñòü èòåðèðîâàíèÿ

â ÿçûêàõ ñëîæíîïîä÷èí¼ííûõ è ñëîæíîñî÷èíåííûõ ïðåäëîæåíèé èëè

ïðîãðàìì, ñîäåðæàùèõ âëîæåííûå ïîäïðîãðàììû.

Äàëåå, êñ-ãðàììàòèêå â âèäå ñîâîêóïíîñòè ïðîäóêöèé ñîïîñòàâëÿåòñÿ

ñèñòåìà ïîëèíîìèàëüíûõ ñèìâîëüíûõ óðàâíåíèé Õîìñêîãî � Ùóòöåí-

áåðæå (1), ãäå

Qj(z, x) = qj1(z, x) + . . .+ qjqj(z, x),

íàçûâàåìàÿ òàêæå ãðàììàòèêîé â ôîðìå Õîìñêîãî � Ùóòöåíáåðæå

[110].

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) íàçûâàþò ñîáñòâåííîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ
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åé ãðàììàòèêà íå ñîäåðæèò ïðàâèë ïîäñòàíîâêè âèäà

zj → zk,

zj → e,

ãäå e � ïóñòàÿ öåïî÷êà, èãðàþùàÿ ðîëü åäèíèöû îòíîñèòåëüíî êîíêàòå-

íàöèè ìîíîìîâ [110]. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîðîæäàþùàÿ ñïîñîáíîñòü ãðàììàòè-

êè èç-çà îòñóòñòâèÿ ýòèõ ïðàâèë ïîäñòàíîâêè íå óìåíüøèòñÿ, ïîñêîëüêó

ëþáîé êñ-ÿçûê ìîæíî çàäàòü áåç èõ èñïîëüçîâàíèÿ.

Îáîçíà÷èì ⟨r, w⟩ ÷èñëîâîé êîýôôèöèåíò, ñ êîòîðûì ìîíîì w îò

íåêîììóòàòèâíûõ ïåðåìåííûõ âõîäèò â ÔÑÐ èëè ìíîãî÷ëåí s. Òîãäà

äëÿ ñîáñòâåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Õîìñêîãî � Ùóòöåíáåðæå âûïîë-

íåíû óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû:

⟨Qj, e⟩ = 0,

⟨Qj, zk⟩ = 0,

j, k = 1, . . . , n.

Áëàãîäàðÿ òàêîé ñòðóêòóðå ìíîãî÷ëåíîâ Qj(z, x), ñèñòåìó óðàâíåíèé

(1) ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, êîòîðûé ñî-

ñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ïîëó÷àÿ èòåðàöèè ñèìâîëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû

z
(k+1)
j = Qj(z

(k), x),

z(k) = (z
(k)
1 , . . . , z(k)n ),

k = 0, 1, . . . ,

z(0) = (0, . . . , 0),
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ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå â âèäå ÔÑÐ, â ÷àñòíîñòè, ïåðâóþ êîìïîíåíòó

z1 êàê êñ-ÿçûê:

z1 =
∑
i

⟨z1, wi⟩ · wi.

Ìîíîìû wi îò x1, . . . , xm ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âñåâîçìîæíûå ïðàâèëü-

íûå ïðåäëîæåíèÿ ýòîãî êñ-ÿçûêà.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ⟨z1, wi⟩ ðàâåí ÷èñëó âûâîäîâ ìî-

íîìà wi ïðè íåîãðàíè÷åííîì ïðèìåíåíèè ãðàììàòè÷åñêèõ ïðàâèë ïîä-

ñòàíîâêè (ëþáîå ÷èñëî ðàç â ëþáîì ïîðÿäêå) [110].

Ñëåäóþùèé êëàññ ÿçûêîâ, äëÿ êîòîðûõ ãðàììàòèêó ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé � ëèíåéíûå, èëè ðåãóëÿðíûå,

ÿçûêè, êîòîðûå îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà êñ-ÿçûêîâ.

Äëÿ òàêèõ ÿçûêîâ âñå ìíîãî÷åíû ñèñòåìû (1) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè

îòíîñèòåëüíî ñèìâîëîâ zj, j = 1, . . . , n; â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàþòñÿ

ëåâîëèíåéíûå è ïðàâîëèíåéíûå ÿçûêè.

Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà ñîáñòâåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (ñèñòå-

ìû Õîìñêîãî � Ùóòöåíáåðæå) ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

z1 = x1z1 + x1z2,

z2 = x2z2x3 + x2x3.

Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äà¼ò ñëåäóþùèå èòåðàöèè ðå-

øåíèÿ ñèñòåìû:

z(0) = (0, 0),

z(1) = (0; x2x3),

z(2) = (x1x2x3; x22x
2
3 + x2x3),
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z(3) = (x21x2x3 + x1x
2
2x

2
2 + x1x2x3; x22x

2
3 + x32x

3
3),

. . .

Îòñþäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì

z1 = s =
∑
i,j≥1

xi1x
j
2x

j
3,

ðàññìàòðèâàåìûé êñ-ÿçûê íàä ñëîâàðåì {x1, x2, x3} ñîñòîèò èç ïðåäëî-

æåíèé, èìåþùèõ âèä

xi1x
j
2x

j
3, i, j ≥ 1.

Åù¼ îäèí êëàññ ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ ñ ïîëèíîìèàëüíîé ãðàììàòèêîé

îáðàçóþò âàæíûå ÿçûêè íåïîñðåäñòâåííî ñîñòàâëÿþùèõ [18, 20, ?, 61,

63, 80, 81].

Äëÿ ýòèõ ÿçûêîâ îïðåäåëÿþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå:

mj(z, x) = Mj(z, x),

j = 1, . . . , k,

ãäå mj(z, x) � ìîíîì, à Mj(z, x) � ìíîãî÷ëåí [28]. Î÷åâèäíî, ÷òî êëàññ

ÿçûêîâ íåïîñðåäñòâåííî ñîñòàâëÿþùèõ ñîäåðæèò êëàññ êñ-ÿçûêîâ.

Íàêîíåö, îòìåòèì ÿçûêè â íîðìàëüíîé ôîðìå Ãðåéáàõ, êîòîðûå òàê-

æå ìîæíî çàäàòü ïîëèíîìèàëüíîé ãðàììàòèêîé â âèäå ñèñòåìû ñèìâîëü-

íûõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîé ñòåïåíè, ââîäÿ ïðè íåîáõîäèìî-

ñòè íîâûå òåðìèíàëüíûå è íåòåðìèíàëüíûå ñèìâîëû [18, 28].

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ãðàììàòèêè, ïîðîæ-

äàþùèå îñíîâíûå êëàññû ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ, ìîãóò áûòü çàïèñàíû â
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âèäå ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåêîììóòàòèâíûìè ïåðåìåí-

íûìè

Pj(z, x) = 0, Pj(0, 0) = 0, j = 1, . . . , k, (3)

êîòîðûå ðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ñèìâîëîâ (z1, . . . , zn) = z â âèäå ÔÑÐ,

çàâèñÿùèõ îò ñèìâîëîâ (x1, . . . , xm) = x.

Ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, ÷òî ìîæíî èçó÷àòü ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ ôîð-

ìàëüíûõ ÿçûêîâ èç ðàçëè÷íûõ êëàññîâ, èññëåäóÿ ñèñòåìó ïîëèíîìèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ñ íåêîììóòàòèâíûìè ñèìâîëàìè äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ

ìíîãî÷ëåíîâ Pj(z, x), âõîäÿùèõ â ñèñòåìó (3), à òàêæå èçó÷àÿ îáùèå

ñâîéñòâà ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåì.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå öåëåñîîáðàçíî èññëåäîâàòü ôîðìàëüíûå ÿçûêè, çà-

äàííûå ñèñòåìîé ïðîèçâîëüíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé (3), íàçâàâ

òàêèå ÿçûêè ïîëèíîìèàëüíûìè ÿçûêàìè, à ñèñòåìó óðàâíåíèé (3) ïî-

ëèíîìèàëüíîé ãðàììàòèêîé; ïîëèíîìèàëüíûå ÿçûêè îáîáùàþò âàæíûå

êëàññû ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ.

Ðàçðàáîòàâ ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ãðàììàòèê è ÿçû-

êîâ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ èçó÷åíèÿ èçâåñòíûõ êëàññîâ ôîðìàëü-

íûõ ÿçûêîâ, êîíêðåòèçèðóÿ âèä ìíîãî÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó ïîëè-

íîìèàëüíûõ óðàâíåíèé (3).

Îäíàêî, âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñâîéñòâà íåêîììóòàòèâíîé ñèñòåìû

óðàâíåíèé (3) èçó÷åíû ìàëî, íåñìîòðÿ íà å¼ âàæíîñòü â òåîðèè ôîð-

ìàëüíûõ ÿçûêîâ è ãðàììàòèê. Òàê, â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñèñòåìû óðàâíåíèé

Õîìñêîãî � Ùóòöåíáåðæå (1) èçâåñòíî, ÷òî îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðå-

øåíèå z = (z1(x), . . . , zn(x)) â âèäå ÔÑÐ, íî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ñèñòåìû

óðàâíåíèé (3) óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè íåèçâåñòíû.
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Òðóäíîñòè èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñâÿçàíû ñ îòñóòñòâèåì

ïîäõîäÿùèõ ìåòîäîâ, ïîñêîëüêó èñêëþ÷åíèþ íåèçâåñòíûõ ïðåïÿòñòâóåò

êàê íåêîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ, òàê è îòñóòñòâèå îïåðàöèè äåëåíèÿ.

Èçâåñòíî, ÷òî â òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è ãðàììàòèê âàæíóþ

ðîëü òðàäèöèîííî èãðàþò ìåòîäû àëãåáðû è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè,

â ÷àñòíîñòè òåîðèè ãðàôîâ, êîòîðûå ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü ðÿä âàæíûõ

ðåçóëüòàòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ îñíîâó ýòîé òåîðèè. Íàïðèìåð, àíàëèç äå-

ðåâüåâ âûâîäà ìîíîìîâ ïîìîãàåò èññëåäîâàòü ñòðóêòóðó ôîðìàëüíûõ

ÿçûêîâ.

Îäíàêî, ýòè ìåòîäû íå âïîëíå ïðèñïîñîáëåíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñè-

ñòåì ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ôîðìàëüíûå ÿçûêè.

Ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé îáû÷íî èçó÷àþòñÿ â ðàìêàõ àë-

ãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìåòîäàìè êîììóòàòèâíîé àëãåáðû [29]. Åñëè ïðè

ýòîì ðàññìàòðèâàòü íåèçâåñòíûå íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë [15, 55], òî ýôôåêòèâíûìè ñòàíîâÿòñÿ òàêæå ìåòîäû

ìíîãîìåðíîãî êîìïëåêñíîãî àíàëèçà [3, 29].

Îäíàêî, äëÿ èçó÷åíèÿ ñèñòåì ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé (3) ñ íåêîì-

ìóòàòèâíûìè ïî óìíîæåíèþ íåèçâåñòíûìè ìåòîäû êîììóòàòèâíîé àë-

ãåáðû è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, êîíå÷íî æå, íå âûãëÿäÿò óäîáíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è

ãðàììàòèê (êàæäàÿ ãðàììàòèêà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê ñèñòåìà

ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé) çàòðóäíÿåòñÿ îòñóòñòâèåì ïîäõîäÿùèõ ìå-

òîäîâ êàê â äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå, òàê è êîììóòàòèâíîé àëãåáðå è êîì-

ïëåêñíîì àíàëèçå.

È âñ¼ æå ïðèâëå÷ü â òåîðèþ ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è ãðàììàòèê ìå-
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òîäû ìíîãîìåðíîãî êîìïëåêñíîãî àíàëèçà ìîæíî íà îñíîâå ñëåäóþùåãî

ïîäõîäà.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êîììóòàòèâíûé îáðàç ñèñòåìû óðàâíåíèé (3),

ñ÷èòàÿ, ÷òî òåðìèíàëüíûå è íåòåðìèíàëüíûå ñèìâîëû ÿâëÿþòñÿ êîììó-

òàòèâíûìè ïåðåìåííûìè, ïðèíèìàþùèìè çíà÷åíèÿ èç ïîëÿ êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë. Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå, ïîëó÷èì êîììóòàòèâíûé îáðàç ýòîé ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíå-

íèé â ïðîñòðàíñòâå Cn+m
z,x . Ïðè ýòîì êîììóòàòèâíûì îáðàçîì ôîðìàëü-

íîãî ÿçûêà ñòàíîâèòñÿ êðàòíûé ñòåïåííîé ðÿä, ïðåäñòàâëÿþùèé àëãåá-

ðàè÷åñêóþ ôóíêöèþ â Cm
x , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû.

Äàëåå ìîæíî èññëåäîâàòü êîììóòàòèâíûé îáðàç ñèñòåìû óðàâíåíèé

(3), ïðèìåíÿÿ ìåòîäû ìíîãîìåðíîãî êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

Ïðè ýòîì êîììóòàòèâíûì îáðàçîì ôîðìàëüíîãî ÿçûêà ñòàíîâèòñÿ

êðàòíûé ñòåïåííîé ðÿä, ïðåäñòàâëÿþùèé àëãåáðàè÷åñêóþ ôóíêöèþ â

Cm
x , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû.

Íàêîíåö, ñëåäóåò óñòàíîâèòü, êàêèå ñâîéñòâà íåêîììóòàòèâíîé ñèñòå-

ìû óðàâíåíèé (3) âûòåêàþò èç ñâîéñòâ å¼ êîììóòàòèâíîãî îáðàçà.

Îòìåòèì, ÷òî âïåðâûå òàêîé ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí è ñòàë ðåàëèçî-

âûâàòüñÿ â ðàáîòå [76], õîòÿ ïðîäóêòèâíàÿ èäåÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîäû

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà â òåîðèè êñ�ÿçûêîâ áûëà âûñêàçàíà À. Ë. Ñå-

ì¼íîâûì åù¼ â 1973 ãîäó â ðàáîòå [79], êîòîðàÿ ïðèäàëà èìïóëüñ äàëü-

íåéøåìó ðàçâèòèþ ýòîé òåîðèè.

Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî ïðîáëåìàòèêå, ñâÿçàííîé ñ ðåà-

ëèçàöèåé óêàçàííîãî ïîäõîäà.

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà äàäèì îáùóþ õàðàêòåðèñòèêó äèññåðòàöèîííîé
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ðàáîòû.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ. Ôîðìàëüíûå ÿçûêè è ãðàììàòèêè.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ. Ïîëèíîìèàëüíûå ÿçûêè è ãðàììàòèêè.

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå óñëîâèé ðàç-

ðåøèìîñòè ïîëèíîìèàëüíûõ ãðàììàòèê, à òàêæå ðàçðàáîòêà íîâîãî ìå-

òîäà ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà ìîíîìîâ êîíòåêñòíî�ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ,

êàê ïîäêëàññà ïîëèíîìèàëüíûõ ÿçûêîâ, íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ êîììó-

òàòèâíûõ îáðàçîâ ïîëèíîìèàëüíûõ ÿçûêîâ è ãðàìàòèê.

Ïîñòàâëåííàÿ öåëü äîñòèãàåòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷ äèñ-

ñåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ:

à) óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ïîëèíîìèàëüíîé

ãðàììàòèêè è ìíîæåñòâîì ðåøåíèé å¼ êîììóòàòèâíîãî îáðàçà;

á) íàéòè óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïîëèíîìèàëüíîãî

ÿçûêà, ïîðîæä¼ííîãî ïîëèíîìèàëüíîé ãðàììàòèêîé;

â) èññëåäîâàòü ïîëèíîìèàëüíûå ãðàììàòèêè, ïîðîæäàþùèå áåñêîíå÷-

íîå ÷èñëî ÿçûêîâ, à òàêæå íåñîâìåñòíûå ïîëèíîìèàëüíûå ãðàììàòèêè;

ã) ðàçðàáîòàòü íîâûé ìåòîä ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà ìîíîìîâ

êîíòåêñòíî�ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ, îáðàçóþùèõ ïîäêëàññ ïîëèíîìèàëüíûõ

ÿçûêîâ.

Ñîîòâåòñòâèå äèññåðòàöèè ïàñïîðòó ñïåöèàëüíîñòè. Äèññåð-

òàöèîííàÿ ðàáîòà ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè èññëåäîâàíèé ñïåöèàëüíîñòè

05.13.17 � Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè ïî ï. 10 ¾Ðàçðàáîòêà

îñíîâ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ÿçûêîâ è ãðàììàòèê, òåîðèè êîíå÷íûõ

àâòîìàòîâ è òåîðèè ãðàôîâ¿.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Îñíîâíûå ðå-
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çóëüòàòû ïîëó÷åíû íà îñíîâå ìåòîäîâ àëãåáðû, â òîì ÷èñëå àëãåáðû ìíî-

ãî÷ëåíîâ, äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è ãðàì-

ìàòèê, à òàêæå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, âêëþ÷àÿ ìåòîäû òåîðèè èíòå-

ãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé è òåîðèè âû÷åòîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà:

à) âïåðâûå óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ìíîæåñòâàìè ðåøåíèé ïîëèíî-

ìèàëüíîé ãðàììàòèêè è å¼ êîììóòàòèâíîãî îáðàçà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò

èññëåäîâàòü ïîëèíîìèàëüíûå ÿçûêè è ãðàììàòèêè ìåòîäàìè êîìïëåêñ-

íîãî àíàëèçà è àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè;

á) íàéäåíî íîâîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïîëèíîìè-

àëüíîãî ÿçûêà, ïîðîæä¼ííîãî ïîëèíîìèàëüíîé ãðàììàòèêîé â òåðìèíàõ

å¼ êîììóòàòèâíîãî îáðàçà. Óñëîâèå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè

ïîëèíîìèàëüíûõ ãðàììàòèê;

â) ââåäåíî è èññëåäîâàíî ïîíÿòèå ïîëèíîìèàëüíîé ãðàììàòèêè, ïî-

ðîæäàþùåé áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÿçûêîâ, ïîëó÷åíû íîâûå ñâîéñòâà íåñîâ-

ìåñòíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ãðàììàòèê, íå èìåþùèå àíàëîãîâ äëÿ êîììó-

òàòèâíûõ ïåðåìåííûõ. Òåì ñàìûì ðàñøèðåíà ñîâîêóïíîñòü èññëåäóåìûõ

ÿçûêîâ è ãðàììàòèê;

ã) ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä ñèíòàêñè÷åñêîãî ïîëèíîìà (êîòîðûé ïîëó-

÷åí â âèäå èíòåãðàëà ïî öèêëó îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè) äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà ìîíîìîâ êîíòåêñòíî�ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ

ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìåòîä îòëè÷àåòñÿ îò ñóùåñòâóþùèõ è ìîæåò áûòü

èñïîëüçîâàí íà ïðàêòèêå.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ðàáîòà íî-

ñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òåî-
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ðåòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè, ïðè ðàçðàáîòêå òðàíñëÿòîðîâ. Ïðåäëî-

æåííûé ìåòîä ñèíòàêñè÷åñêîãî ïîëèíîìà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè

ðàçðàáîòêå ÿçûêîâ ïðîðàììèðîâàíèÿ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

à) îïèñàíèå ñâÿçè ìåæäó ìíîæåñòâàìè ïîëèíîìèàëüíûõ ÿçûêîâ, ïî-

ðîæä¼ííûõ ïîëèíîìèàëüíîé ãðàììàòèêîé, è ðåøåíèé å¼ êîììóòàòèâíîãî

îáðàçà;

á) óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïîëèíîìèàëüíîãî ÿçûêà,

ïîðîæä¼ííîãî ïîëèíîìèàëüíîé ãðàììàòèêîé â òåðìèíàõ å¼ êîììóòàòèâ-

íîãî îáðàçà;

â) ñîâîêóïíîñòü ñâîéñòâ ïîëèíîìèàëüíûõ ãðàììàòèê, ïîðîæäàþùèõ

áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÿçûêîâ, à òàêæå íåñîâìåñòíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ãðàì-

ìàòèê;

ã) ìåòîä ñèíòàêñè÷åñêîãî ïîëèíîìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòàêñè÷å-

ñêîãî àíàëèçà ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ïîäòâåðæäàåòñÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè îñíîâíûõ ïîëîæåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðà-

áîòû áûëè äîëîæåíû àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíà-

ðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:

� Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ñèáèðñêàÿ íàó÷íàÿ øêîëà�ñåìèíàð

ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì "Êîìïüþòåðíàÿ áåçîïàñíîñòü è êðèïòîãðà-

ôèÿ"¿ � Sibecrypt (Òîìñê, 2006 ã.; Íîâîñèáèðñê, 2016, 2017 ãã.; Àáàêàí

2018 ã.);
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� Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî�ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ðåøåòí¼â-

ñêèå ÷òåíèÿ¿ (Êðàñíîÿðñê, 2009, 2015 � 2018 ãã.).

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îáñóæäàëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìè-

íàðàõ:

� â Ñèáèðñêîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå;

� Ñèáèðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå íàóêè è òåõíîëîãèé èìå-

íè àêàäåìèêà Ì. Ô. Ðåøåòí¼âà;

� Íàöèîíàëüíîì�èññëåäîâàòåëüñêîì Òîìñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíè-

âåðñèòå.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Ïî ðåçóëüòàòàì

äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ îïóáëèêîâàíî 16 ðàáîò, èç êîòîðûõ:

� 5 èçäàíû â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ (èç íèõ 2 æóðíàëà

âõîäÿò òàêæå â áàçû öèòèðîâàíèÿ Web of Science è Scopus);

� 11 ðàáîò èçäàíî â òðóäàõ è ìàòåðèàëàõ êîíôåðåíöèé.

Èç ñòàòåé, íàïèñàííûõ â ñîàâòîðñòâå, â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû ðå-

çóëüòàòû, ïðèíàäëåæàùèå ëè÷íî àâòîðó.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà èçëîæåíà

íà 105 ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà

ëèòåðàòóðû.
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0.2 Î ñîäåðæàíèè äèññåðòàöèè

Äëÿ òîãî, ÷òîáû â äàííîì ðàçäåëå íà÷àòü èçëîæåíèå îñíîâíûõ ðåçóëü-

òàòîâ äèññåðòàöèè, ïîëó÷åííûõ â ãëàâå 1, ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíûé

îáðàç ÔÑÐ è ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñ÷èòàÿ, ÷òî òåðìè-

íàëüíûå è íåòåðìèíàëüíûå ñèìâîëû ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè, ïðèíèìà-

þùèìè çíà÷åíèÿ èç ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Â ýòîì ñëó÷àå êîììóòàòèâíûé îáðàç ñèñòåìû óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñè-

ñòåìîé ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå Cn+m
z,x , à êîììóòàòèâ-

íûé îáðàç ÔÑÐ (ôîðìàëüíîãî ÿçûêà) ñòàíîâèòñÿ êðàòíûì ñòåïåííûì

ðÿäîì, ïðåäñòàâëÿþùèì àëãåáðàè÷åñêóþ ôóíêöèþ â Cm
x , êîòîðàÿ ÿâëÿ-

åòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.1. Åñëè

z = z(x) = (z1(x), . . . , zn(x))

� ðåøåíèå íåêîììóòàòèâíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (3) â âèäå ñèìâîëü-

íûõ ÔÑÐ, òî êîììóòàòèâíûå êðàòíûå ñòåïåííûå ðÿäû

z = ci(z(x)) = (ci(z1(x)), . . . , ci(zn(x)))

íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñõîäÿòñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ, îïðåäåëÿÿ

ðîñòêè ãîëîìîðôíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé, è ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì

êîììóòàòèâíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

ci(Pj(z, x)) = 0, ci(Pj(0, 0)) = 0, j = 1, . . . , k. (4)

Ïî äàííîé òåîðåìå, åñëè íåêîììóòàòèâíàÿ ñèñòåìà (3) ñîâìåñòíà, òî
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êîììóòàòèâíàÿ ñèñòåìà (4) èìååò ãîëîìîðôíîå â íà÷àëå êîîðäèíàò ðå-

øåíèå. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Â ñàìîì äåëå, ñèñòåìà óðàâíåíèé

z1 − z2 = x1x2,

z1 − z2 = x2x1

ÿâëÿåòñÿ íåñîâìåñòíîé, òåì íå ìåíåå å¼ êîììóòàòèâíûé îáðàç èìååò ðå-

øåíèå:

z1 = s+ x1x2, z2 = s,

ãäå s � ïðîèçâîëüíûé êîììóòàòèâíûé ÔÑÐ.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ.

Âî�ïåðâûõ, ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (4), âîîáùå ãî-

âîðÿ, øèðå, ÷åì ìíîæåñòâî êîììóòàòèâíûõ îáðàçîâ ðåøåíèé ñèñòåìû

óðàâíåíèé (3), è èç ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) íå ñëåäóåò ñîâ-

ìåñòíîñòü èñõîäíîé íåêîììóòàòèâíîé ñèñòåìû (3).

Âî�âòîðûõ, åñòåñòâåííàÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ñèñòåìà (3) ñîâìåñòíà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà (4) èìååò ãîëîìîðôíîå â íà÷àëå

êîîðäèíàò ðåøåíèå z = z(x) íåâåðíà.

Îáîçíà÷èì äâà ìíîæåñòâà ðîñòêîâ àíàëèòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ â íà÷à-

ëå êîîðäèíàò (ìíîæåñòâ íóëåé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñêîëü óãîäíî

ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ íóëÿ):

ci(SP ) = {z = ci(z(x)) : Pj(z(x), x) = 0, j = 1, . . . , k},

Sci(P ) = {z = z(x) : ci(Pj(z(x), x)) = 0, j = 1, . . . , k}.

Îñíîâûâàÿñü íà ïîñëåäíåì ïðèìåðå è ñäåëàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ñôîð-

ìóëèðóåì òåîðåìó ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Òåîðåìà 1.2. Èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

ci(SP ) ⊆ Sci(P ).

Äàëåå, íàì ïîíàäîáèòñÿ ðàññìîòðåòü ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ïîëèíîìè-

àëüíîé çàâèñèìîñòè, êàêîé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû íàçûâàåì ðàíãîì ìàòðèöû A íàèáîëüøåå ÷èñëî å¼

ñòðîê, ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë; îáîçíà÷èì

åãî rank(A).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü

A = (aij(x))
k, n
i=1,j=1

� ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò ñèìâîëü-

íûõ íåêîììóòàòèâíûõ ïåðåìåííûõ x = (x1, . . . , xm), è ìàòðèöà

ci(A) = (ci(aij(x)))
k, n
i=1,j=1

ÿâëÿåòñÿ å¼ êîììóòàòèâíûì îáðàçîì. Òîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

rank(ci(A)) ≤ rank(A).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî òåîðåìå 1.1 ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4. Åñëè êîììóòàòèâíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (4) íå èìå-

åò ðåøåíèÿ, ãîëîìîðôíîãî â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî íåêîììóòàòèâíàÿ

ñèñòåìà (3) íåñîâìåñòíà.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (3) òàêæå

ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ â òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è ãðàììàòèê.
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Êîíå÷íî, íàèáîëüøèé èíòåðåñ äëÿ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿþò óñëî-

âèÿ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû íåêîììóòàòèâíûõ ñèì-

âîëüíûõ óðàâíåíèé (3), à òàêæå åäèíñòâåííîñòü å¼ ðåøåíèÿ.

Ñîãëàñíî ñôîðìóëèðîâàííûì âûùå çàìå÷àíèÿì, òàêèì óñëîâèåì íå

ìîæåò áûòü ñóùåñòâîâàíèå ãîëîìîðôíîãî â íà÷àëå êîîðäèíàò ðåøåíèÿ

ñèñòåìû êîììóòàòèâíûõ óðàâíåíèé (4).

Ýòî óñëîâèå äà¼ò òàêîé èíñòðóìåíò, êàê ÿêîáèàí ñèñòåìû ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3) â ñëó÷àå, êîãäà k = n.

Ïóñòü

J(z, x) =

= det

(
∂ci(Pi(z, x))

∂zj

)
=

= det((ci(Pi(z, x)))
′
zj
)

� ÿêîáèàí ñèñòåìû óðàâíåíèé (3) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ z1, . . . , zn.

Ñèìâîëüíûì, èëè äèñêðåòíûì àíàëîãîì èçâåñòíîé òåîðåìû î íåÿâíîì

îòîáðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.5. Åñëè äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé ãðàììàòèêè (íåêîììóòà-

òèâíîé ñèìâîëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé) (3) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

J(0, 0) ̸= 0,

òî îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â âèäå ÔÑÐ.

Íåðàâåíñòâî íóëþ ÿêîáèàíà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì òåîðåìû î íåÿâíîì

îòîáðàæåíèè äëÿ êîììóòàòèâíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) ñ ïåðåìåííû-

ìè â ïðîñòðàíñòâå Cn+m
z,x è âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü å¼

ãîëîìîðôíîãî ðåøåíèÿ. Òåì íå ìåíåå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî
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âëå÷¼ò òàêæå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ èñõîäíîé íåêîì-

ìóòàòèâíîé ñèìâîëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (3).

Íåðàâåíñòâî J(0, 0) ̸= 0 îáóñëîâëåíî ñâîéñòâàìè ëèíåéíûõ ÷àñòåé

íåêîììóòàòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé, à îíè ñîâïàäà-

þò ñî ñâîèìè êîììóòàòèâíûìè îáðàçàìè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íåðàâåíñòâî

âëå÷¼ò ñîâìåñòíîñòü íå òîëüêî êîììóòàòèâíîé, íî è íåêîììóòàòèâíîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Äàëåå ðàññìîòðåí âîïðîñ î ïîëèíîìèàëüíûõ ãðàììàòèêàõ, êîòîðûå

ìîãóò ïîðîæäàòü áîëåå îäíîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ÿçûêà.

Óðàâíåíèÿ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû ÷àñòî îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî

äëÿ íèõ èìååò ìåñòî àëüòåðíàòèâà: èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ëè-

áî áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà

ïîëèíîìèàëüíàÿ ãðàììàòèêà, ò. å. ñèñòåìà íåêîììóòàòèâíûõ óðàâíåíèé

(3), èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé (ïîðîæäàåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïî-

ëèíîìèàëüíûõ ÿçûêîâ).

Äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷èñëîâûìè íåèçâåñòíûìè íàëè÷èå áåñêîíå÷íîãî ÷èñ-

ëà ðåøåíèé îáû÷íî îçíà÷àåò, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàâèñèò

îò îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ

ãðàììàòèê ñèòóàöèÿ â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå àíàëîãè÷íàÿ, îäíàêî ñìûñë

ïàðàìåòðîâ èíîé.

Äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîëèíîìèàëüíàÿ ãðàììàòè-

êà (3) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé (ïîðîæäàåò áåñêîíå÷íî ìíîãî

ÿçûêîâ), åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (3) çàâèñèò õîòÿ áû îò

îäíîãî ïðîèçâîëüíîãî ÔÑÐ îò ñèìâîëîâ x1, . . . , xm.
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Òàê, ñèñòåìà èç äâóõ îäèíàêîâûõ óðàâíåíèé

x1z1 − z2x2 = 0

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, ïîñêîëüêó å¼ ðåøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå

z1 = sx2, z2 = x1s

, ãäå s � ïðîèçâîëüíûé ÔÑÐ îò x1, x2.

Ïóñòü, êàê âûøå,

J(z, x) = det

(
∂(ci(Pi(z, x)))

∂zj

)
.

� ÿêîáèàí ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ z1, ..., zn.

Äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé óðàâíåíèé êîìïëåêñíûìè ïåðåìåííûìè èçâåñò-

íà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [3].

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

J(z, x) ≡ 0,

òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (4) ëèáî íå èìååò ðåøåíèÿ äëÿ êàæäîãî x â

ïðîñòðàíñòâå Cn
z , ëèáî âñå å¼ ðåøåíèÿ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå � íåèçî-

ëèðîâàííûå.

Ïðåæäå âñåãî, ðàññìîòðèì âîïðîñ îá àíàëîãå ýòîé òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ

ïîëèíîìèàëüíûõ ãðàììàòèê è ÿçûêîâ, ïðåäñòàâëåííûå ÔÑÐ.

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåêîììóòàòèâíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (3) òàêàÿ àëü-

òåðíàòèâà (íåò ðåøåíèé � áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé) íå èìååò ìåñòà.

Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ îäèíàêîâûõ

óðàâíåíèé:

x1z1 + x2z2 − x1x2 − x2x1 = 0.
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Êîììóòàòèâíûé îáðàç ýòîé ñèñòåìû èìååò ÿêîáèàí, òîæäåñòâåííî

ðàâíûé íóëþ, òåì íå ìåíåå èñõîäíàÿ íåêîììóòàòèâíàÿ ñèñòåìà èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Â ñàìîì äåëå, çàïèñûâàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé â âèäå

x1(z1 − x2) + x2(z2 − x1) = 0,

ïîëó÷èì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ýòîé ñóììå ïðèíàäëåæèò ëåâîìó èäå-

àëó, ïîðîæä¼ííîìó x1, è âòîðîå ñëàãàåìîå ïðèíàäëåæèò ëåâîìó èäåàëó,

ïîðîæä¼ííîìó x2. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà ýòèõ ñëàãàåìûõ ìîæåò áûòü ðàâ-

íîé íóëþ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà îáà ñëàãàåìûõ ðàâíû íóëþ:

z1 − x2 = 0, z2 − x1 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò åäèíñòâåííîå ðå-

øåíèå

z1 = x2, z2 = x1.

Êðîìå òîãî, ïðèìåð ñèñòåìû èç äâóõ îäèíàêîâûõ óðàâíåíèé

x1(z1 − x1)(z1 − x2) + x2(z2 − x1)(z2 − x2) = 0,

èìåþùåé ÷åòûðå ðåøåíèÿ

z1 = x1, z2 = x1,

z1 = x1, z2 = x2,

z1 = x2, z2 = x1,

z1 = x2, z2 = x2,
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ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî ðåùåíèé íåêîììóòàòèâíîé ñèñòåìû (êîììóòàòèâ-

íûé îáðàç êîòîðîé èìååò ÿêîáèàí, òîæäåñòâåííî ðàâíûé íóëþ) ìîæåò

áûòü ëþáûì.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàåìûé ÿêîáèàí òîäåñòâåí-

íî ðàâåí íóëþ, èñõîäíàÿ ñèñòåìà íåêîìóòàòèâíûõ óðàâíåíèé ìîæåò: íå

èìåòü ðåøåíèé, èìåòü ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé, èìåòü áåñêîíå÷íî

ìíîãî ðåøåíèé.

Êðîìå òîãî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñèñòåìà èç n îäèíàêîâûõ óðàâíåíèé ñ n

íåêîììóòàòèâíûìè íåèçâåñòíûìè z1, . . . , zn

f = 0,

. . .

f = 0,

èìåþùàÿ òîæäåñòâåííî ðàâíûé íóëþ ÿêîáèàí, ýêâèâàëåíòíà îäíîìó

óðàâíåíèþ f = 0, ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå.

Îäíî óðàâíåíèå ñ íåêîììóòàòèâíûìè íåèçâåñòíûìè

P1(z.x) = 0

ìîæåò: íå èìåòü ðåøåíèé, à òàêæå èìåòü êîíå÷íîå è áåñêîíå÷íîå ÷èñëî

ðåøåíèé; â ýòîì ñîñòîèò ôóíäàìåíòàëüíîå îòëè÷èå îò îäíîãî óðàâíåíèÿ

íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, êîòîðîå âñåãäà èìååò ðåøåíèÿ.

Ïîäòâåðæäåíèåì òîãî, ÷òî îäíî óðàâíåíèå ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèé,

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Òàê, óðàâíåíèå

x1(z1 − x1) + x2(z1 − x2) = 0,
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â êîòîðîì ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðèíàäëåæèò ëåâîìó èäåàëó, ïîðîæä¼ííîìó

x1, à âòîðîå � ëåâîìó èäåàëó, ïîðîæä¼ííîìó x2.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà ýòèõ ñëàãàåìûõ ìîæåò áûòü ðàâíîé íóëþ òîëüêî

â ñëó÷àå, êîãäà îáà ñëàãàåìûõ ðàâíû íóëþ:

z1 − x1 = 0,

z2 − x2 = 0.

Çíà÷èò, óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå

z1 = x1, z1 = x2,

÷òî íåâîçìîæíî, ò. å. óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé.

Ïðè÷èíà ýòîãî ýôôåêòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåêîììóòàòèâíîå ïîëèíî-

ìèàëüíîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ïîëèíîìèàëüíûõ

óðàâíåíèé, à ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü íåñîâìåñòíîé.

Òàê, ðàññìîòðåííîå óðàâíåíèå âèäà

x1A1 + x2A2 = 0

ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé

A1 = 0,

A2 = 0.

Â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, òàêîãî

ýôôåêòà íåò.

Â ãëàâå 2 ðàññìîòðåíà îäíà èç âàæíûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ðàçðà-

áîòêîé ñèñòåì è ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ � ïðîáëåìà ñèíòàêñè÷åñêîãî

àíàëèçà ïðîãðàìì [28].
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Êàê îòìå÷åíî âûøå, áîëüøèíñòâî ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåò-

ñÿ êñ-ÿçûêàìè, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ÔÑÐ, ïîýòîìó êàæäàÿ

ïðîãðàììà, íàïèñàííàÿ íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìîæåò ðàññìàòðè-

âàòüñÿ êàê ìîíîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ÔÑÐ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ïðîáëåìó ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëè-

çà ìîíîìîâ êñ-ÿçûêà, ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñèñòåìó ïîëèíîìèàëüíûõ

óðàâíåíèé Õîìñêîãî � Ùóòöåíáåðæå (1), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò êñ-ÿçûê.

Êàê èçâåñòíî, ãðàììàòèêà êñ-ÿçûêà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïðàâèë ïîä-

ñòàíîâêè (2), êîòîðûå ìîæíî ïðèìåíÿòü ê íà÷àëüíîìó ñèìâîëó z1, à çà-

òåì ê äðóãèì ìîíîìàì â ëþáîì ïîðÿäêå íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç, ÷òî

ïîçâîëÿþò âûâîäèòü íîâûå ìîíîìû, îáðàçóþùèå êñ-ÿçûê; ìíîãî÷ëåíû,

ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé Õîìñêîãî � Ùóòöåíáåðæå

(1), îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè:

Qj(z, x) = qj1(z, x) + · · · + qjpj(z, x),

j = 1, . . . , n.

Èòàê, ïðîáëåìà ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà ìîíîìîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî-

áû îïðåäåëèòü, ïðèíàäëåæèò ëè ìîíîì äàííîìó êñ-ÿçûêó, ò. å. ìîæåò ëè

áûòü ïîëó÷åí èç íà÷àëüíîãî ñèìâîëà z1 ïðè ïîìîùè ïðàâèë ïîäñòàíîâêè

(2), à òàêæå óñòàíîâèòü, êàêèå ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè è ñêîëüêî ðàç èñ-

ïîëüçîâàëèñü ïðè âûâîäå ýòîãî ìîíîìà; ïðè ýòîì ïîðÿäîê èñïîëüçîâàíèÿ

ïðàâèë ïîäñòàíîâêè íå èìååò çíà÷åíèÿ [28].

Â ðàáîòå [76] ïðåäëîæåí ìåòîä ìîíîìèàëüíûõ ìåòîê, êîòîðûé ïîçâî-

ëÿåò ïðîâåñòè áåñòóïèêîâûé ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç ìîíîìà v îò òåðìè-

íàëüíûõ ñèìâîëîâ x1, . . . , xm.
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Ìåòîä ìîíîìèàëüíûõ ìåòîê ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñíà÷àëà êàæäîå

ïðàâèëî ïîäñòàíîâêè

zj → qjk(z, x)

çàìåíÿåòñÿ ïðàâèëîì

zj → tjkqjk(z, x),

èìåþùèì ìîíîìèàëüíóþ ìåòêó tjk, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëîì èç ðàñ-

øèðåííîãî àëôàâèòà, è äëÿ íîâûõ ïðàâèë âûâîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Õîìñêîãî � Ùóòöåíáåðæå:

zj = Q∗
j(z, x, t)

def
= tj1qj1(z, x) + · · · + tjpjqjpj(z, x), j = 1, . . . , n. (5)

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïðèáëèæåíèé, î êîòîðîì ãîâîðèëîñü âûøå:

z(k+1)(x, t) = Q∗(z(k)(x, t), x, t);

k = 0, 1, . . . ;

z(0) = 0.

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ â âèäå ÔÑÐ

zj = z∗j (x, t) =
∞∑
i=0

⟨z∗j , wi⟩ wi; j = 1, . . . , n, (6)

ãäå wi � ìîíîìû îò ñèìâîëîâ x1, . . . , xm, t11, t12, . . . , tnpn.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè êàæäûé ñèìâîë tjk â ÔÑÐ (6) çàìåíèòü ïóñòîé

öåïî÷êîé e, òî ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (5) è (1) ñîâïàäàþò:

z∗j (x, e) = zj(x);

j = 1, . . . , n.
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Èòåðàöèè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé (5) äàþò ìíîãî÷ëåíû âîçðàñòàþùåé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî âñåõ

ñèìâîëîâ x1, . . . , xm, t11, t12, . . . , tnpn, ïðè ýòîì ìîíîìû ñòåïåíè íå âûøå

degx(v) îòíîñèòåëüíî ñèìâîëîâ x1, . . . , xm ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà èòåðà-

öèé ñòàáèëèçèðóþòñÿ, íå ìåíÿÿñü ïðè ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîëó÷èòü íà÷àëüíûå ÷ëåíû ðåøåíèÿ ñèñòåìû

(5) â âèäå ÔÑÐ (6) äî ëþáîé, ñêîëü óãîäíî âûñîêîé ñòåïåíè, â òîì ÷èñëå

÷ëåíû ÔÑÐ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ïåðâóþ êîìïîíåíòó ýòîãî ðåøåíèÿ:

z1 = z∗1(x, t) =
∞∑
i=0

⟨z∗j , wi⟩ wi (7)

Íàêîíåö, ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç ìîíîìà v êñ-ÿçûêà z1(x) ìîæíî ïðî-

âåñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñ÷èòûâàÿ ìîíîìû ñòåïåíè degx(v) îòíîñè-

òåëüíî ñèìâîëîâ x1, . . . , xm è ïðîïóñêàÿ ñèìâîëû tjk, ìîæíî óñòàíîâèòü,

åñòü ëè ñðåäè íèõ ìîíîì v, à çíà÷èò, ìîæíî ëè âûâåñòè åãî ñ ïîìîùüþ

ñèñòåìû ïðîäóêöèé (6). Êàæäàÿ ìîíîìèàëüíàÿ ìåòêà tjk, ñîäåðæàùàÿñÿ

â òàêîì ìîíîìå, ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè åãî âûâîäå èñïîëüçîâàëîñü ïðàâèëî

zj → tjk qjk(z, x).

Â ñàìîì äåëå, èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (5) è ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïðèáëèæåíèé íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî, ïðèìåíÿÿ ýòî ïðàâèëî âûâîäà ê ìî-

íîìó, ìû óìíîæàåì åãî ñëåâà íà ñèìâîë tjk.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîíîìèàëüíûå ìåòêè ìîíîìà ðåøàþò ïðîáëåìó åãî

ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà, ïîêàçûâàÿ, êàêèå ïðàâèëà âûâîäà êñ-ÿçûêà è

ñêîëüêî ðàç èñïîëüçîâàëèñü ïðè âûâîäå ýòîãî ìîíîìà, ñ òî÷íîñòüþ äî

ïîðÿäêà èõ ïðèìåíåíèÿ. À èìåííî, äîêàçàíî [76], ÷òî ìåòîä ìîíîìèàëü-

íûõ ìåòîê ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ áåñòóïèêîâûé
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ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç ëþáîãî ìîíîìà (ïðîãðàììû) êñ-ÿçûêà, çàäàííî-

ãî ãðàììàòèêîé (2).

Î÷åâèäíî, ÷òî íåäîñòàòêîì ìåòîäà ìîíîìèàëüíûõ ìåòîê ÿâëÿåòñÿ

áîëüøîå ÷èñëî ãðîìîçäêèõ èòåðàöèé ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-

æåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíûõ ÷ëåíîâ ÔÑÐ (7), ïðè÷¼ì

ýòî ÷èñëî âîçðàñòàåò âìåñòå ñ ðîñòîì ñòåïåíè ìîíîìà v. Â ñâÿçè ñ ýòèì â

äèññåðòàöèè ïðåäëîæåí äðóãîé ïóòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìîíîìèàëüíûõ ìå-

òîê íåêîììóòàòèâíîãî ìîíîìà.

Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíûé îáðàç ÔÑÐ (7)

ci(z∗1(x, t)) =
∑
α

sα(t) x
α , (8)

ñãðóïïèðîâàííûé ïî ñòåïåíÿì xα â êðàòíûé ðÿä Ãàðòîãñà.

Äîêàçàíî, ÷òî ïðè âñåõ ìóëüòèèíäåêàõ α ãîëîìîðôíûå â íóëå êîýô-

ôèöèåíòû ðÿäà Ãàðòîãñà sα(t) ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè è äàíî ñëåäóþùåå

îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ñèíòàêñè÷åñêèì ïîëèíîìîì ìîíîìà v îòíîñè-

òåëüíî êñ-ÿçûêà z1(x) = z∗1(x, e) íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíò sα(t) ðÿäà

Ãàðòîãñà (8), òàêîé, ÷òî xα = ci(v).

Ìîíîìèàëüíûå ìåòêè, ñîäåðæàùèåñÿ â íåêîììóòàòèâíûõ ìîíîìàõ êñ-

ÿçûêà, íå èñ÷åçàþò ïðè ïåðåõîäå îò ÔÑÐ (7) ê åãî êîììóòàòèâíîìó îá-

ðàçó (8) è ñîõðàíÿþòñÿ â âèäå ìîíîìîâ ñèíòàêñè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, ïî-

ñêîëüêó âñå êîýôôèöèåíòû ÔÑÐ (7) ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè

÷èñëàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñèíòàêñè÷åñêèé ïîëèíîì ìîíîìà îòíîñè-

òåëüíî êñ-ÿçûêà ðàâåí íóëþ, òî ìîíîì íå ïðèíàäëåæèò ýòîìó ÿçûêó.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà ìîíîìà v, òàêîãî, ÷òî
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ci(v) = xα, ñëåäóåò íàéòè ñèíòàêñè÷åñêèé ïîëèíîì sα(t). Êàæäûé ìî-

íîì ïîëèíîìà sα(t) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìîíîìèàëüíûõ ìåòîê ïðà-

âèë ïîäñòàíîâêè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü íåêîòîðûå ìîíîìû, èìå-

þùèå òîò æå êîììóòàòèâíûé îáðàç xα, ïîýòîìó äëÿ çàâåðøåíèÿ ñèíòàê-

ñè÷åñêîãî àíàëèçà ìîíîìà v îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ìîæíî ëè ïîëó÷èòü

åãî ñ ïîìîùüþ ïðàâèë ïîäñòàíîâêè, ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì ìîíîìàì ñèí-

òàêñè÷åñêîãî ïîëèíîìà sα(t) .

Äîêàçàíî, ÷òî ñèíòàêñè÷åñêèå ïîëèíîì sα(t) ìîíîìà, à çíà÷èò, è ñî-

äåðæàùèåñÿ â í¼ì ìîíîìèàëüíûå ìåòêè ýòîãî ìîíîìà ìîæíî ïîëó÷èòü

â âèäå èíòåãðàëà ôèêñèðîâàííîé êðàòíîñòè (n+m) ïî öèêëó, ãäå ÷èñëà

n è m íå çàâèñÿò îò ñòåïåíè ìîíîìà è ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëó

íåòåðìèíàëüíûõ è òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ ãðàììàòèêè êñ-ÿçûêà.

À èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2. Ïðè âñåõ t, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íóëþ, è âñåõ ìóëü-

òèèíäåêñàõ α ñèíòàêñè÷åñêèé ïîëèíîì sα(t) çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì

sα(t) =
1

(2πi)n+m

∫
γz×Γx

z1 det
(
δij − (ci(Q∗

i (z, x, t)))
′
zj

)
dz ∧ dx

(z − ci(Q∗(z, x, t))) xα+I
, (9)

ãäå γz = {|z1| = · · · = |zn| = ϵ} è Γx = {|x1| = · · · = |xm| = δ} � öèêëû

èíòåãðèðîâàíèÿ, 0 < δ ≪ ϵ ≪ 1,

dz = dz1 ∧ · · · ∧ dzn,

dx = dx1 ∧ · · · ∧ dxm,

xα+I = xα1+1
1 · · · · · xαm+1

m ,

(z − ci(Q∗(z, x, t))) =

= (z1 − ci(Q∗
1(z, x, t))) · · · · · (zn − ci(Q∗

n(z, x, t))),
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è δij � äåëüòà Êðîíåêåðà.

Åù¼ îäíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèíòàêñè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

äà¼ò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.3. Ïðè âñåõ t, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íóëþ, è âñåõ ìóëü-

òèèíäåêñàõ α ñèíòàêñè÷åñêèé ïîëèíîì sα(t) çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì

sα(t) =
1

(2πi)nα!

∫
γz

∂∥α∥

∂xα

(z1 det(δij − (ci(Q∗
i (z, x, t))

)′
zj
)

(z − ci(Q∗(z, x, t)))

)∣∣∣
x=0

dz, (10)

ãäå γz = {|z1| = · · · = |zn| = ϵ} � öèêë èíòåãðèðîâàíèÿ, 0 < ϵ ≪ 1,

dz = dz1 ∧ · · · ∧ dzn,

α! = α1! · · · · · αm!,

(z − ci(Q∗(z, x, t))) =

= (z1 − ci(Q∗
1(z, x, t))) · · · · · (zn − ci(Q∗

n(z, x, t))),

∂∥α∥

∂xα
=

∂α1+···+αm

∂xα1
1 · · · · · ∂xαm

m
,

è δij � äåëüòà Êðîíåêåðà.

Ôîðìóëû (9) è (10) èç òåîðåì 2.2. è 2.3 äàþò ïðàêòè÷åñêóþ âîçìîæ-

íîñòü ïðîâîäèòü ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç ìîíîìà (ïðîãðàììû), ÷òî ïîä-

òâåðæäàåò ïðèìåð, ðàññìîòðåííûé â ðàçäåëå 2.4.
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Ãëàâà 1

Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè

ïîëèíîìèàëüíûõ ãðàììàòèê

1.1 Ïîëèíîìèàëüíûå ãðàììàòèêè è ïîðîæäàåìûå

èìè ÿçûêè

Êàê îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, ðàññìàòðèâàåòñÿ àëôàâèò, ñîñòîÿùèé èç

ñèìâîëîâ z1, . . . , zn, x1, . . . , xm, íàä êîòîðûìè îïðåäåëèì íåêîììóòàòèâ-

íóþ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ (êîíêàòåíàöèè) è êîììóòàòèâíóþ îïåðàöèþ

ôîðìàëüíîé ñóììû. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, êî-

òîðîé ÿâëÿåòñÿ àëôàâèò âìåñòå ñ äàííûìè îïåðàöèÿìè, � ïîëóêîëüöî.

Êàê îòìå÷åíî âûøå, ìíîæåñòâî òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ X =

{x1, . . . , xm} ïîíèìàåòñÿ êàê ñëîâàðü ôîðìàëüíîãî ÿçûêà, à ìíîæåñòâî

íåòåðìèíàëüíûõ ññèìâîëîâ Z = {z1, . . . , zn} èãðàåò âñïîìîãàòåëüíóþ

ðîëü: åãî ñèìâîëû íóæíû äëÿ çàäàíèÿ ãðàììàòèêè, ò. å. ñîâîêóïíîñòè

ãðàììàòè÷åñêèõ ïðàâèë, ïîðîæäàþùèõ ÿçûê. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïî ãðàì-

ìàòè÷åñêèì ïðàâèëàì îïðåäåëÿþòñÿ ¾ïðàâèëüíûå¿ ìîíîìû îò òåðìè-

íàëüíûõ ñèìâîëîâ x1, . . . , xm, êîòîðûå ÷àùå âñåãî èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê
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ïðåäëîæåíèÿ ýòîãî ÿçûêà.

Ïîëåçíî îïðåäåëèòü òàêæå êîììóòàòèâíóþ îïåðàöèþ óìíîæå-

íèÿ ýëåìåíòîâ óêàçàííîãî ïîëóêîëüöà, ò. å. ìîíîìîâ îò ñèìâîëîâ

z1, . . . , zn, x1, . . . , xm, íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà, îáðàçóþùèå àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòîå ïîëå, òîãäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèìâîëüíûå ìíîãî÷ëå-

íû, òàê è ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû (ÔÑÐ) ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôè-

öèåíòàìè.

Ôîðìàëüíûì ÿçûêîì ÿâëÿåòñÿ òàêîé ÔÑÐ, ÷ëåíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþò-

ñÿ âñå ïðàâèëüíûå ìîíîìû, îïðåäåëåííûå äàííîé ãðàììàòèêîé [28, 110].

Âíîâü îòìåòèì, ÷òî äëÿ âàæíûõ êëàññîâ ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ ïîðîæ-

äàþùóþ ãðàììàòèêó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû ñèìâîëüíûõ ïîëè-

íîìèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Òàê íàïðèìåð, äëÿ íàèáîëåå çíà÷èìîãî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé

êëàññà êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ (êñ-ÿçûêîâ) îïðåäåëÿþùóþ ñèñòå-

ìó ñèìâîëüíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé Õîìñêîãî � Ùóòöåíáåðæå

zj = Qj(z, x), j = 1, . . . , n, (1.1)

ãäå ïðàâûå ÷àñòè óäîâëåòâîðÿþò åñòåñòâåííûì óñëîâèÿì: Qj(0, 0) = 0 è

ìíîãî÷ëåíûQj(z, 0), åñòåñòâåííî, íå ñîäåðæàò ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ [28, 110].

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü êñ-ÿçûê, ïîðîæäàåòñÿ ãðàììàòèêîé â âèäå ñè-

ñòåìû ïðîäóêöèé (ïðàâèë ïîäñòàíîâêè, ïðàâèë âûâîäà):

zj → qj1(z, x), . . . , zj → qjqj(z, x), j = 1, . . . , n, (1.2)

ãäå pjk(z, x) � ìîíîìû îò íåêîììóòàòèâíûõ ñèìâîëîâ èç àëôàâèòà

Z ∪X = {z1, . . . , zn, x1, . . . , xm}
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Îñîáóþ ðîëü èãðàåò íà÷àëüíûé ñèìâîë z1, ê íåìó ïðèìåíÿþòñÿ ïðà-

âèëà âûâîäà, ñîäåðæàùèå ýòîò ñèìâîë â ëåâîé ÷àñòè, â ðåçóëüòàòå ïî-

ëó÷àþòñÿ íîâûå ìîíîìû èç ïðàâûõ ÷àñòåé ïðàâèë âûâîäà. Äàëåå ïðå-

îáðàçóåì ýòè ìîíîìû, ïðèìåíÿÿ ê ëþáîìó íåòåðìèíàëüíîìó ñèìâîëó â

ìîíîìàõ ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè, çàìåíÿþùèå îäèí ñèìâîë íà öåëûé ìî-

íîì, â ëþáîì ïîðÿäêå íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç. Êîãäà â ìîíîìå âñå

íåòåðìèíàëüíûå ñèìâîëû çàìåíåíû íà òåðìèíàëüíûå, åãî ïðåîáðàçîâà-

íèå çàâåðøåíî. Òàêèì îáðàçîì, èç íà÷àëüíîãî ñèìâîëà âûâîäÿòñÿ âñå

ïðàâèëüíûå ìîíîìû äàííîãî êñ-ÿçûêà (â åñòåñòâåííûõ ÿçûêàõ ýòè ìî-

íîìû ïîíèìàþòñÿ êàê ïðåäëîæåíèÿ, â ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ � êàê

ïðîãðàììû èëè ïîäïðîãðàììû).

Êàê âèäíî, ëåâàÿ ÷àñòü êàæäîãî ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè ñîäåðæèò åäèí-

ñòâåííûé íåòåðìèíàëüíûé ñèìâîë zj, ò. å. ïðàâèëî ïîäñòàíîâêè ïðèìå-

íÿåòñÿ íåçàâèñèìî îò îêðóæåíèÿ ýòîãî ñèìâîëà (êîíòåêñòà), à ïîòîìó

ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ êñ-ãðàììàòèêîé.

Èçâåñòíî, ÷òî êñ-ãðàììàòèêå ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìà ïîëèíîìèàëü-

íûõ ñèìâîëüíûõ óðàâíåíèé Õîìñêîãî � Ùóòöåíáåðæå (1.1), ãäå

Qj(z, x) = qj1(z, x) + . . .+ qjqj(z, x),

íàçûâàåìàÿ òàêæå ãðàììàòèêîé â ôîðìå Õîìñêîãî � Ùóòöåíáåðæå [28,

110].

Îáîçíà÷èì ⟨r, w⟩ ÷èñëîâîé êîýôôèöèåíò, ñ êîòîðûì ìîíîì w îò

íåêîììóòàòèâíûõ ïåðåìåííûõ âõîäèò â ÔÑÐ èëè ìíîãî÷ëåí s. Ñèñòåìà

óðàâíåíèé (1.1) íàçûâàþò ñîáñòâåííîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ãðàì-
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ìàòèêà íå ñîäåðæèò ïðàâèë ïîäñòàíîâêè âèäà

zj → zk, zj → e,

ãäå e � ïóñòàÿ öåïî÷êà, èãðàþùàÿ ðîëü åäèíèöû îòíîñèòåëüíî êîíêàòå-

íàöèè ìîíîìîâ.

Ïîíÿòíî, ÷òî ïîðîæäàþùàÿ ñïîñîáíîñòü ãðàììàòèêè èç-çà îòñóòñòâèÿ

ýòèõ ïðàâèë ïîäñòàíîâêè íå óìåíüøèòñÿ, ïîñêîëüêó ëþáîé êñ-ÿçûê ìîæ-

íî çàäàòü áåç èõ èñïîëüçîâàíèÿ, ïîýòîìó âñåãäà ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

âûïîëíåíû óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû:

⟨Qj, e⟩ = 0, ⟨Qj, zk⟩ = 0,

j, k = 1, . . . , n.

Èìåííî áëàãîäàðÿ ýòîé îñîáåííîñòè ìíîãî÷ëåíîâ Qj(z, x), ñèñòåìó

óðàâíåíèé (1.1) ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé,

êîòîðûé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ïîëó÷àÿ èòåðàöèè ñèìâîëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû

z
(k+1)
j = Qj(z

(k), x),

z(k) = (z
(k)
1 , . . . , z(k)n ),

k = 0, 1, . . . ,

z(0) = (0, . . . , 0),

ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå â âèäå ÔÑÐ, â ÷àñòíîñòè, êîìïîíåíòó z1 êàê

êñ-ÿçûê:

z1 =
∑
i

⟨z1, wi⟩ · wi.
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Ìîíîìû wi îò x1, . . . , xm ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âñåâîçìîæíûå ïðàâèëü-

íûå ïðåäëîæåíèÿ ýòîãî êñ-ÿçûêà; î÷åâèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíò ⟨z1, wi⟩ ðà-

âåí ÷èñëó âûâîäîâ ìîíîìà wi ïðè íåîãðàíè÷åííîì ïðèìåíåíèè ãðàììà-

òè÷åñêèõ ïðàâèë ïîäñòàíîâêè (ëþáîå ÷èñëî ðàç â ëþáîì ïîðÿäêå) [110].

Ýòà ñèñòåìà ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñèìâîëîâ (z1, . . . , zn) = z â âèäå

ÔÑÐ

z = z(x) = (z1(x), . . . , zn(x)),

çàâèñÿùèõ îò ñèìâîëîâ (x1, . . . , xm) = x. Ïðè ýòîì ïåðâàÿ êîìïîíåíòà

ðåøåíèÿ, ÔÑÐ z1(x), è ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ÿçûêîì, êîòîðûé çàäà¼òñÿ

ýòîé ãðàììàòèêîé.

Âûøå îòìå÷àëàñü ïðèêëàäíàÿ çíà÷èìîñòü êñ-ÿçûêîâ, ñîñòîÿùàÿ â

òîì, ÷òî ýòîìó êëàññó ïðèíàäëåæèò áîëüøèíñòâî ÿçûêîâ ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ èõ ôóíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì. Ïî ýòîé ïðè÷èíå

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîãðàììû, íàïèñàííûå íà ÿçûêàõ ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ, êàê ìîíîìû êñ-ÿçûêîâ [49, 50, 52, 56, 59, 60, 62, 64, 107, 108].

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäàíèå êñ-ãðàììàòèêîé èäåíòèôè-

êàòîðà â íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îòìå÷åííûé

Ê. Â. Ñàôîíîâûì.

Äëÿ áîëüøèíñòâà ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñòðóêòóðà èäåíòèôèêà-

òîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî åãî ñàìûé ëåâûé ñèìâîë îáÿçàòåëüíî ÿâ-

ëÿåòñÿ áóêâîé. Ïîíÿòíî, ÷òî ñòðóêòóðà èäåíòèôèêàòîðà ìîæåò óñëîæ-

íÿòüñÿ çà ñ÷¼ò ïðèïèñûâàíèÿ ê íåìó ñïðàâà êàê öèôð, òàê è áóêâ.

Òàêèì îáðàçîì, èäåíòèôèêàòîð îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðàâèëà-

ìè:

<èäåíòèôèêàòîð>::=<áóêâà>
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èëè

<èäåíòèôèêàòîð><áóêâà>

èëè

<èäåíòèôèêàòîð><öèôðà>.

Ìèíóÿ çàïèñü ïðàâèë âûâîäà (ïðîäóêöèè), ýòè ïðàâèëà ìîæíî ñðàçó

ïåðåôîðìóëèðîâàòü â âèäå íåñîáñòâåííîé ñèñòåìû òð¼õ óðàâíåíèé Õîì-

ñêîãî � Ùóòöåíáåðæå:

z1 = z2 + z1z2 + z1z3,

z2 = A+B + C +D + E + F +G+H + I + J +K + L+

+M +N +O + P +Q+R + S + T + U + V +W +X + Y + Z+

+a+ b+ c+ d+ e+ f + g + h+ i+ j + k + l+

+m+ n+ o+ p+ q + r + s+ t+ u+ v + w + x+ y + z,

z3 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 0.

Çàìåòèì, ÷òî èäåíòèôèêàòîð ìîæíî çàäàòü è ñîáñòâåííîé ñèñòåìîé

Õîìñêîãî-Ùþòöåíáåðæå, ñîñòîÿùåé èç îäíîãî ñîáñòâåííîãî óðàâíåíèÿ,

à èìåííî:

z1 = A+B + · · ·+ y + z+

+z1(A+B + · · ·+ y + z)+

+ z1(0 + 1 + · · ·+ 9).

Êñ-ÿçûêè áûëè ââåäåíû â 50-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà âûäàþùèìñÿ àìå-

ðèêàíñêèì ëèíãâèñòîì Íîàìîì Õîìñêèì, çàëîæèâøèì îñíîâû òåîðèè,
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êîòîðàÿ àäåêâàòíî îïèñûâàåò êàê åñòåñòâåííûå ÿçûêè, òàê è ÿçûêè ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ [85�91]; ýòà òåîðèÿ ïîëó÷èëà äàëüíåéøåå ðàçâèòèå [113�

123].

Êðîìå òîãî, Í. Õîìñêèì áûë ââåä¼í âàæíûé ïîäêëàññ êñ-ÿçûêîâ, êî-

òîðûé îáðàçóþò ëèíåéíûå (ðåãóëÿðíûå) ÿçûêè.

Äëÿ òàêèõ ÿçûêîâ âñå ìíîãî÷åíû ñèñòåìû (1.1) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíû-

ìè ïî zj, j = 1, . . . , n; â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàþòñÿ ëåâîëèíåéíûå è

ïðàâîëèíåéíûå ÿçûêè.

Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà ñîáñòâåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (ñèñòå-

ìû Õîìñêîãî � Ùóòöåíáåðæå) ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

z1 = x1z1 + x1z2,

z2 = x2z2x3 + x2x3.

Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äà¼ò ñëåäóþùèå èòåðàöèè ðå-

øåíèÿ ñèñòåìû:

z(0) = (0, 0),

z(1) = (0; x2x3),

z(2) = (x1x2x3; x22x
2
3 + x2x3),

z(3) = (x21x2x3 + x1x
2
2x

2
2 + x1x2x3; x22x

2
3 + x32x

3
3),

. . .

Îòñþäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì

z1 = s =
∑
i,j≥1

xi1x
j
2x

j
3,
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êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êñ-ÿçûêîì íàä ñëîâàðåì {x1, x2, x3} è ñîñòîèò èç ïðåä-

ëîæåíèé, èìåþùèõ âèä

xi1x
j
2x

j
3, i, j ≥ 1.

Äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ÿçûêîâ íåïîñðåäñòâåííî ñîñòàâëÿþùèõ

îïðåäåëÿþùóþ ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

mj(z, x) = Mj(z, x),

j = 1, . . . , k,

ãäå mj(z, x) � ìîíîì, à Mj(z, x) � ìíîãî÷ëåí [28].

Òàêèì îáðàçîì, ÿçûê íåïîñðåäñòâåííî ñîñòàâëÿþùèõ ïîðîæäàåòñÿ

ïðàâèëàìè ïîäñòàíîâêè, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðûõ ñòîèò íå åäèíñòâåííûé

íåòåðìèíàëüíûé ñèìâîë, êàê â êñ-ÿçûêàõ, à ãðóïïà íåòåðìèíàëüíûõ è

òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ, îáðàçóþùàÿ ìîíîì. Â ðåçóëüòàòå ýòà ãðóïïà

ñèìâîëîâ çàìåíÿåòñÿ íà äðóãîé ìîíîì, êàê ïðàâèëî, áîëüøåé äëèíû.

Íàêîíåö, îòìåòèì ÿçûêè â íîðìàëüíîé ôîðìå Ãðåéáàõ, êîòîðûå òàê-

æå ìîæíî çàäàòü ñèñòåìîé ñèìâîëüíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé âòî-

ðîé ñòåïåíè, ââîäÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè íîâûå òåðìèíàëüíûå è íåòåðìè-

íàëüíûå ñèìâîëû [28].

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ãðàììàòèêè, ïîðîæ-

äàþùèå âàæíûå êëàññû ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ, ìîæíî çàäàòü â âèäå ñè-

ñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåêîììóòàòèâíûìè ïåðåìåíííûìè

Pj(z, x) = 0, Pj(0, 0) = 0, j = 1, . . . , k, (1.3)

êîòîðûå ðåøàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ñèìâîëîâ (z1, . . . , zn) = z â âèäå ÔÑÐ,

çàâèñÿùèõ îò ñèìâîëîâ (x1, . . . , xm) = x.
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Ïîíÿòíî, ÷òî ìîæíî èññëåäîâàòü ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ôîð-

ìàëüíûõ ÿçûêîâ, èññëåäóÿ ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.3)

ñ íåêîììóòàòèâíûìè ñèìâîëàìè äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ ìíîãî÷ëåíîâ

Pj(z, x).

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ÔÑÐ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå

ñèìâîëüíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.3).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü íåêîòîðûé ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ ÔÑÐ

s, óïîðÿäî÷èì åãî ÷ëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü âñå ìîíîìû îò

x1, . . . , xm ñãðóïïèðîâàíû â îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû, ðàñïîëîæåííûå ïî

âîçðàñòàíèþ ñòåïåíåé, çàòåì ïåðåíóìåðóåì ìîíîìû êàæäîãî èç ìíîãî-

÷ëåíîâ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå, ïåðåõîäÿ îò ìåíüøåé ñòåïåíè ê

áîëüøåé. Ïðè ýòîì íîìåð, ðàâíûé íóëþ, ïðèñâàåâàåòñÿ ìîíîìó íóëå-

âîé ñòåïåíè (åäèíèöå êîëüöà), íîìåðà 1, . . . ,m ïðèñâàèâàþòñÿ ñîòòâåò-

ñòâåííî ìîíîìàì x1, . . . , xm, ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êîòîðûõ îáðàçóåò îä-

íîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè, çàòåì ïðîäîëæàåì íóìåðîâàòü â

ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå âñåâîæìîæíûå ìîíîìû îäíîðîäíîðîäíîãî

ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè è ò. ä.

Ïðè òàêîì óïîðÿäî÷åíèè âñå âîçìîæíûå ìîíîìû îò ñèìâîëîâ

x1, . . . , xm áóäóò åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàïèñàíû â âèäå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ìîíîìîâ {ui}∞i=0, êîòîðàÿ èãðàåò ðîëü óíèâåðñàëüíîãî áàçèñà ÔÑÐ

îò ñèìâîëîâ x1, . . . , xm.

Òåïåðü êàæäûé ðÿä s ìîæíî îäíîçíà÷íî çàïèñàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ

ïî ýòîìó áàçèñó:

s =
∞∑
i=0

⟨s, ui⟩ ui, (1.4)

ãäå ⟨s, ui⟩ � ÷èñëîâîé êîýôôèöèåíò ïðè ìîíîìå ui.
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Èòàê, ðàññìîòðèì ñèñòåìó ïðîèçâîëüíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé

(1.3), òàêæå å¼ ðåøåíèÿ â âèäå ÔÑÐ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ñèñòåìó ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.3) ñ

íåêîììóòàòèâíûìè ñèìâîëàìè, ðåøàåìóþ îòíîñèòåëüíî íåòåðìè-

íàëüíûõ ñèìâîëîâ â âèäå ÔÑÐ z = z(x) = (z1(x), . . . , zn(x)) îò òåð-

ìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ, íàçîâ¼ì ïîëèíîìèàëüíîé ãðàììàòèêîé, à ïåðâóþ

êîìïîíåíòó ðåøåíèÿ, ò. å. ÔÑÐ z1(x) íàçîâ¼ì ïîëèíîìèàëüíûì ÿçû-

êîì.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ïîëèíîìèàëüíûå ÿçûêè ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì

îáîáùåíèåì âàæíûõ êëàññîâ ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ, ïîýòîìó ìåòîäû èñ-

ñëåäîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ãðàììàòèê è ÿçûêîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü

äëÿ èçó÷åíèÿ èçâåñòíûõ êëàññîâ ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ, êîíêðåòèçèðóÿ

âèä ìíîãî÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.3).

Êðîìå òîãî, ìîæíî ñ îáùèõ ïîçèöèé ðàññìîòðåòü âîïðîñû ðàçðåøè-

ìîñòè ïîëèíîìèàëüíûõ ãðàììàòèê, ò. å. âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëèíî-

ìèàëüíûõ ÿçûêîâ, åäèíñòâåííîñòè, èëè, íàîáîðîò, áåñêîíå÷íîñòè ÷èñëà

ïîëèíîìèàëüíûõ ÿçûêîâ, ïîðîæä¼ííûõ ïîëèíîìèàëüíîé ãðàììàòèêîé.

Îäíàêî, ñâîéñòâà íåêîììóòàòèâíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.3) èçó÷åíû

ìàëî, íåñìîòðÿ íà å¼ âàæíîñòü â òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è ãðàììà-

òèê. Òàê, â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñèñòåìû óðàâíåíèé Õîìñêîãî �Ùóòöåíáåðæå

(1.1) èçâåñòíî, ÷òî îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z = (z1(x), . . . , zn(x))

â âèäå ÔÑÐ, íî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.3) óñëîâèÿ ðàç-

ðåøèìîñòè íåèçâåñòíû.

Òðóäíîñòè èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñâÿçàíû ñ îòñóòñòâèåì

ïîäõîäÿùèõ ìåòîäîâ, ïîñêîëüêó èñêëþ÷åíèþ íåèçâåñòíûõ ïðåïÿòñòâóåò
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êàê íåêîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ, òàê è îòñóòñòâèå îïåðàöèè äåëåíèÿ.

Èçâåñòíî, ÷òî â òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è ãðàììàòèê âàæíóþ

ðîëü òðàäèöèîííî èãðàþò ìåòîäû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, â ÷àñòíîñòè

òåîðèè ãðàôîâ, êîòîðûå ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ,

ñîñòàâëÿþùèõ îñíîâó ýòîé òåîðèè. Íàïðèìåð, àíàëèç äåðåâüåâ âûâîäà

ìîíîìîâ ïîìîãàåò èññëåäîâàòü ñòðóêòóðó ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ.

Îäíàêî, ýòè ìåòîäû íå âïîëíå ïðèñïîñîáëåíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñè-

ñòåì ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ôîðìàëüíûå ÿçûêè.

Ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé èçó÷àþòñÿ â ðàìêàõ àëãåáðàè÷å-

ñêîé ãåîìåòðèè ìåòîäàìè êîììóòàòèâíîé àëãåáðû. Åñëè ïðè ýòîì ðàñ-

ñìàòðèâàòü íåèçâåñòíûå íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë, òî ýôôåêòèâíû òàêæå ìåòîäû ìíîãîìåðíîãî êîìïëåêñíîãî

àíàëèçà [29]. Òåì íå ìåíåå, ìåòîäû êîììóòàòèâíîé àëãåáðû è êîìïëåêñ-

íîãî àíàëèçà íå âûãëÿäÿò óäîáíûìè äëÿ èçó÷åíèÿ ñèñòåì ïîëèíîìèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ñ íåêîììóòàòèâíûìè ïî óìíîæåíèþ íåèçâåñòíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è

ãðàììàòèê (êàæäàÿ ãðàììàòèêà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê ñèñòåìà

ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé) çàòðóäíÿåòñÿ îòñóòñòâèåì ïîäõîäÿùèõ ìå-

òîäîâ, âîçíèêàþùèõ êàê â äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå, òàê è êîììóòàòèâíîé

àëãåáðå è êîìïëåêñíîì àíàëèçå. Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ïðåäëàãàåòñÿ

ïðèâëå÷ü â òåîðèþ ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è ãðàììàòèê ìåòîäû ìíîãîìåð-

íîãî êîìïëåêñíîãî àíàëèçà íà îñíîâå ñëåäóþùåãî ïîäõîäà.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êîììóòàòèâíûé îáðàç ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.3),

ñ÷èòàÿ, ÷òî òåðìèíàëüíûå è íåòåðìèíàëüíûå ñèìâîëû ÿâëÿþòñÿ ïåðå-

ìåííûìè, ïðèíèìàþùèìè çíà÷åíèÿ èç ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë; ïðè
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ýòîì êîììóòàòèâíûé îáðàç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé

ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå Cn+m
z,x , à êîììóòàòèâíûé îá-

ðàç ôîðìàëüíîãî ÿçûêà ñòàíîâèòñÿ êðàòíûì ñòåïåííûì ðÿäîì, ïðåä-

ñòàâëÿþùèì àëãåáðàè÷åñêóþ ôóíêöèþ â Cm
x , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì ýòîé ñèñòåìû. Äàëåå ïðåäëàãàåòñÿ èññëåäîâàòü êîììóòàòèâíûé îáðàç

ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.3), ïðèìåíÿÿ ìåòîäû ìíîãîìåðíîãî êîìïëåêñíîãî

àíàëèçà. Íàêîíåö, íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü, êàêèå ñâîéñòâà íåêîììóòà-

òèâíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.3) âûòåêàþò èç ñâîéñòâ å¼ êîììóòàòèâíîãî

îáðàçà.

Îòìåòèì, ÷òî âïåðâûå òàêîé ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí è ñòàë ðåàëèçî-

âûâàòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ íåñêîëüêî èíûõ âîïðîñîâ â ðàáîòå [76], õîòÿ ïðî-

äóêòèâíàÿ èäåÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà â òåîðèè

êñ-ÿçûêîâ âîñõîäèò ê çíà÷èòåëüíî áîëåå ðàííåé ðàáîòå À. Ë. Ñåì¼íîâà

[79].

Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî ïðîáëåìàòèêå, ñâÿçàííîé ñ ðåà-

ëèçàöèåé óêàçàííîãî ïîäõîäà.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíûå îá-

ðàçû ÔÑÐ è ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåì.
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1.2 Êîììóòàòèâíûå îáðàçû ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è

ïîëèíîìèàëüíûõ ãðàììàòèê

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÔÑÐ s åãî êîììóòàòèâíûé îáðàç ci(s) � êðàò-

íûé ñòåïåííîé ðÿä, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç s â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñèì-

âîëû x1, . . . , xm (ðàâíî êàê è z1, . . . , zn) îáîçíà÷àþò êîììóòàòèâíûå ïå-

ðåìåííûå, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ èç ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè ëþáîé ìîíîì ui îò ñèìâîëîâ x1, . . . , xm ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå

xα1

1 · · · · · xαm
m ,

ãäå αj = degxj
(ui) � ÷èñëî âõîæäåíèé (ñòåïåíü) ñèìâîëà xj â ýòîò ìî-

íîì. Åñëè îáîçíà÷èòü ìóëüòèèíäåêñ α = (α1, . . . , αm), òî ìîæíî çàïèñàòü

ðàâåíñòâî α = degx(ui), ñ ó÷¼òîì êîòîðîãî ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ðà-

âåíñòâà:

ci(s) =
∞∑
i=0

⟨s, ui⟩ · ci(ui) =

=
∑
α

( ∑
α=degx(ui)

⟨s, ui⟩
)
xα

def
=

def
=

∑
α

cαx
α.

Âïåðâûå êîììóòàòèâíûé îáðàç ÔÑÐ ðàññìîòðåë À. Ë. Ñåì¼íîâ [79],

èñïîëüçóÿ ìåòîäû âåùåñòâåííîãî àíàëèçà äëÿ ðåøåíèÿ àëãîðèòìè÷åñêèõ

ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ êñ-ÿçûêàìè. Óêàçàííàÿ ñòàòüÿ À. Ë. Ñåì¼íîâà îò-

êðûëà äîðîãó äëÿ ïðèëîæåíèé êàê âåùåñòâåííîãî, òàê è ìíîãîìåðíîãî

êîìïëåêñíîãî àíàëèçà â òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è ãðàììàòèê.

Âîçíèêàåò âîïðîñ î ìíæåñòâå òî÷åê ñõîäèìîñòè êðàòíîãî ñòåïåííîãî

ðÿäà. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòîò âîïðîñ íåòðèâèàëåí [47], îäíàêî, èçâåñòíî, ÷òî
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ñòåïåííûå ðÿäû, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé,

èìåþò íåïóñòóþ îáëàñòü ñõîäèìîñòè [79].

Òàê, ìåòîäû ìíîãîìåðíîãî êîìïëåêñíîãî àíàëèçà ïîçâîëèëè ñóùå-

ñòâåííî ïðîäâèíóòüñÿ â ðåøåíèè ñëåäóþùåãî ôóíäàìåíòàëüíîãî âîïðî-

ñà (ïðîáëåìû): êàê ïî çàäàííîìó ÔÑÐ îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îí êñ-

ÿçûêîì, ò. å. ïîðîæäåí ëè îí êñ-ãðàììàòèêîé � íåêîòîðîé ïîëèíîìèàëü-

íîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé âèäà, êàê îòëè÷èòü åãî îò ôîðìàëüíîé ñóììû

ìîíîìîâ, íå îáðàóþùèõ êñ-ÿçûê?

Ôàêòè÷åñêè, ýòî � ïðîáëåìà, ïîñòàâëåííàÿ â 1973 ãîäó àêàäåìèêîì

Â. Ì. Ãëóøêîâûì è åãî ñîàâòîðàìè Ã. Å. Öåéòëèíûì è Å. Ë. Þùåíêî,

êîòîðûå îòìå÷àëè, ÷òî â òåîðèè êñ-ÿçûêîâ ¾âàæíóþ ðîëü èãðàåò óñòà-

íîâëåíèå êðèòåðèåâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè

äàííûé ÿçûê êñ-ÿçûêîì¿ [28, ñ. 196].

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà íàáîð ìîíîìîâ èç òåðìèíàëüíûõ ñèìâî-

ëîâ êîíå÷åí,

w1, . . . , wt,

îòâåò íà âîïðîñ î òîì, îáðàçóþò ëè ýòè ìîíîìû êñ-ÿçûê, òðèâèàëåí.

À èìåííî, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé êñ-ÿçûê, çàäàííûé ñèñòåìîé ïðàâèë

ïîäñòàíîâêè

z1 → w1,

. . .

z1 → wt,

à òàêæå ñîîòâåòñâóþùåé ñèñòåìîé Õîìñêîãî � Ùóòöåíáåðæå

z1 = w1 + · · ·+ wt,
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ðàâíûé ñóììå ýòèõ ìîíîìîâ, à ïîòîìó èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü âî-

ïðîñ ëèøü î áåñêîíå÷íîì êñ-ÿçûêå.

Â ðàáîòàõ Ê. Â. Ñàôîíîâà áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, êîòîðûå ïîëíî-

ñòüþ õàðàêòåðèçóþò êîììóòàòèâíûé îáðàç ôîðìàëüíîãî ñòåïåííîãî ðÿ-

äà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êñ-ÿçûêîì [73, 74, 78, 109].

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ z ∈ Cn, x ∈

Cm ñîáñòâåííàÿ ñèñòåìà (1.1) èìååò â îêðåñòíîñòè íóëÿ (0, 0) ∈ Cn+m

åäèíñòâåííîå ãîëîìîðôíîå ðåøåíèå (z1(x), . . . , zn(x)), êîìïîíåíòû zj(x)

êîòîðîãî � àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè.

Äåéñòâèòåëüíî, çàïèñûâàÿ ñèñòåìó (1.1) â âèäå

Pj(z, x) = zj −Qj(z, x) = 0,

j = 1, . . . , n,

âèäèì, ÷òî óñëîâèÿ òîãî, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé,

ðàâíîñèëüíû òîìó, ÷òî

Pj(0, 0) = 0,

∂Pi(0, 0)

∂zj
= δij,

i, j = 1, . . . , n,

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Cëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííàÿ ñèñòåìà, óäîâëåòâîðÿÿ óñëîâèþ òåîðåìû

î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè, èìååò åäèíñòâåííîå è ãîëîìîðôíîå ðåøåíèå,

à ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äà¼ò â ýòîì ñëó÷àå òåéëîðîâ-

ñêèå ðàçëîæåíèÿ ãîëîìîðôíûõ â îêðåñòíîñòè íóëÿ ôóíêöèé zj(x), j =

1, . . . , n.
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Îòìåòèì, ÷òî ìåòîäû àëãåáðû è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè áûëè èñïîëü-

çîâàíû â òåîðèè êñ-ÿçûêîâ ïðè ðåøåíèè, íàïðèìåð, ñëåäóþùèõ ïðîáëåì:

1) ïî çàäàííîé êñ-ãðàììàòèêå â ôîðìå ñèñòåìû óðàâíåíèé Õîìñêîãî �

Ùóòöåíáåðæå (1.1), ò. å. ïî êîýôôèöèåíòàì ïîëèíîìîâ èç ýòîé ñèñòåìû,

îïðåäåëèòü, ñîäåðæèò ëè ïîðîæäàåìûé åþ êñ-ÿçûê çàäàííûé ìîíîì ñ

íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì (àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìàÿ ïðîáëåìà);

2) ïîðîæäàþò ëè äâå çàäàííûå ãðàììàòèêè, à ôàêòè÷åñêè � äâå ðàç-

ëè÷íûå ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà (1.1), îäèí è òîò æå êñ-ÿçûê (àëãîðèò-

ìè÷åñêè íå ðàçðåøèìàÿ ïðîáëåìà) è äð.

Ïðè ýòîì Â. Ì. Ãëóøêîâ è åãî ñîàâòîðû îòìå÷àëè, ÷òî âàæíî ïî-

ëó÷èòü íåîáõîäèìûå è, îòäåëüíî, äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïîçâîëÿþùèå

â îïðåäåëåííûõ ñëó÷àÿõ óñòàíîâèòü ïðèíàäëåæíîñòü ÿçûêà êëàññó êñ-

ÿçûêîâ [28].

Åñòåñòâåííî, ÷òî àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä (ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ìíîãî-

ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, ñðàâíèòåëüíî íîâûõ äëÿ òåîðèè ôîð-

ìàëüíûõ ÿçûêîâ) ìîã áû ñïîñîáñòîâàòü å¼ äàëüíåéøåìó ðàçâèòèþ.

Îäíàêî, â ðàìêàõ àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà áûëî îòìå÷åíî, ÷òî èç ñîâ-

ìåñòíîñòè íåêîììóòàòèâíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñëåäóåò ñîâìåñòíîñòü

å¼ êîììóòàòèâíîãî îáðàçà, íî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî, ò. å. èç

ñâìåñòíîñòè êîììóòàòèâíîãî îáðàçà íå ñëåäóåò ñîâìåñòíîñòü èõîäíîé

íåêîììóòàòèâíîé ñèñòåìû.

Èç-çà ýòîãî âîïðîñ îá èññëåäîâàíèè íåêîììóòàòèâíîé ñèñòåìû ïî

ñâîéñòâàì å¼ êîììóòàòèâíîãî îáðàçà îñòàâàëñÿ îòêðûòûì, ïîñêîëüêó

íåÿñíî, êàêèå ñâîéñòâà êîììóòàòèâíîãî îáðàçà òðàíñôîðìèðóþòñÿ â

ñâîéñòâà íåêîììóòàòèâíîé ñèñòåìû è ïîðîæäàåìîãî åþ ÿçûêà.
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Îòìåòèì, ÷òî âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ êîììóòàòèâíîãî îáðàçà ÔÑÐ

ïðè ðåøåíèè ðàññìîòðåííîé âûøå ïðîáëåìû àêàäåìèêà Â. Ì. Ãëóøêîâà

îá óñòàíîâëåíèè êðèòåðèåâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî âûÿñíèòü, ÿâëÿ-

åòñÿ äàííûé ÔÑÐ êñ-ÿçûêîì èëè íåò, îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî êîììóòàòèâ-

íûé îáðàç êñ-ÿçûêà ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì ñòåïåííûì ðÿäîì, ïðåäñòàâëÿþ-

ùèì àëãåáðàè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîãèõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ.

Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíî ïîëó÷èòü ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëå-

ìû, èñïîëüçóÿ íåêîòîðûå êðèòåðèè àëãåáðàè÷íîñòè äëÿ ñóììû ñòåïåí-

íîãî ðÿäà [74, 78].

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî àëãåáðàè÷íîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðå-

ìåííûõ, â ñèëó èçâåñòíîé òåîðåìû Ãàðòîãñà, ýêâèâàëåíòíà àëãåáðàè÷íî-

ñòè ïî êàæäîé ïåðåìåííîé â îòäåëüíîñòè ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ

îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî îïèðàòüñÿ íà êðèòåðèè äëÿ

ñòåïåííîãî ðÿäà ñ îäíîé ïåðåìåííîé

a(x) =
∞∑
k=o

akx
k. (1.5)

Äëÿ ïðîñòåéøèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé, êàêèìè ÿâëÿþòñÿ ðàöèî-

íàëüíûå ôóíêöèè, âîïðîñ î õîðîøî èçâåñòåí êðèòåðèé Êðîíåêåðà, ñî-

ãëàñíî êîòîðîìó ðàöèîíàëüíîñòü ñóììû ñòåíåííîãî ðÿäà (1.5) ðàâíî-

ñèëüíà òîìó, ÷òî ïðè j ≥ j0, l ≥ l0, ðàâíû íóëþ îïðåäåëèòåëè Ãàíêåëÿ

H
(l)
j =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

aj aj+1 . . . aj+l

aj+1 aj+2 . . . aj+l+1

...
... . . .

...

aj+l aj+l+1 . . . aj+2l

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Âîïðîñ îá îáîáùåíèè êðèòåðèÿ Êðîíåêåðà íà ñòåïåííûå ðÿäû àãåá-
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ðàè÷åñêèõ ôóíêöèé, áûë ðåøåí â ðàáîòå [78], è ðåøåíèå ýòîãî âîïðîñà

ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Îáîçíà÷èì

a
(1)
k =

k∑
i=0

aiak−i,

a
(j)
k =

k∑
i=0

aia
(j−1)
k−i ,

k = 0, 1, . . . ,

j = 2, 3, . . . ,

òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà: äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ (1.5)

áûëà àëãåáðàè÷åñêîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå ÷èñåë

d, j0, l0, òàêèõ, ÷òî ïðè âñåõ j ≥ j0, l ≥ l0 âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

H
(l)
j = 0,

ãäå

H
(l)
j (d) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

aj . . . aj+l a
(1)
j . . . a

(1)
j+l . . . a

(d−1)
j . . . a

(d−1)
j+l

aj+1 . . . aj+l+l a
(1)
j+1 . . . a

(1)
j+l+1 . . . a

(d−1)
j+1 . . . a

(d−1)
j+l+1

... . . .
...

... . . .
... . . .

... . . .
...

aj+q . . . aj+q+l a
(1)
j+q . . . a

(1)
j+q+l . . . a

(d−1)
j+q . . . a

(d−1)
j+q+l

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
� îáîáùåííûé îïðåäåëèòåëü Ãàíêåëÿ ñòåïåíè d, à ÷èñëî q = (l+ 1)d− 1.

Äàííàÿ òåîðåìà äåéñòâèòåëüíî îáîáùàåò êðèòåðèé Êðîíåêåðà î ðàöè-

îíàëüíîñòè: åñëè ôóíêöèÿ � ðàöèîíàëüíàÿ, òî ñòåïåíü îïðåäåëÿþùåãî

åå ìíîãî÷ëåíà d = 1, è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

H
(l)
j (d) = H

(l)
j ,
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ò.å. â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëèòå-

ëÿ Ãàíêåëÿ.

Èçâåñòåí åù¼ îäèí êðèòåðèé àëãåáðàè÷íîñòè ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà

ôóíêöèè íåñêîëüåèõ ïåðåìåííûõ [74].

À èìåííî, ðàññìîòðèì m�êðàòíûé ñòåïåííîé ðÿä

a(x) =
∑
α∈I1

aαx
α, (1.6)

ãäå α = (α1, . . . , αm) � öåëî÷èñëåííûé ìóëüòèèíäåêñ, αj ≥ 0, j =

1, . . . ,m, x = (x1, . . . , xm) ∈ Cm, I1 = {α = (α1, . . . , αm) : α1 ≥ 1},

êîòîðûé ñõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä

R(x0, x) =
∑

α≥0,α∈I1

Rα0,αx
α0

0 xα (1.7)

òàêæå ñõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò; çäåñü α0 � öåëî÷èñëåí-

íûé ñêàëÿðíûé èíäåêñ, x0 ∈ C1 è

Rα0,αx
α0

0 xα = Rα0,α1...αm
xα0

0 xα1

1 · · · · · xαm
m .

Êîýôôèöèåíòû ñòåïåííûõ ðÿäîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé îò m ïåðå-

ìåííûõ òåñíî ñâÿçàíû ñ êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåííûõ ðÿäîâ ðàöèîíàëü-

íûõ îò m+ 1 ïåðåìåííûõ.

À èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [74]: äëÿ òîãî ÷òîáû ãî-

ëîìîðôíàÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ ôóíêöèÿ (1.6) ÿâëÿëàñü àëãåáðàè÷åñêîé

äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå ãîëîìîðôíîé â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäè-

íàò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè (1.7), òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ α = (α1, . . . , αn)

èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî

aα = Rα1,α,
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è íåîáõîäèìî ñóùåñòâîâàíèå ãîëîìîðôíîé â íóëå ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè

(1.7), òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ α

aα = Rβ1,β

∣∣∣∣
β=αA

, (1.8)

çäåñü β = (β1, . . . , βn), A � óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n ñ íåîòðè-

öàòåëüíûìè öåëûìè ýëåìåíòàìè.

Ðÿä (1.6) íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüþ ðÿäà (1.7), åñëè ïðè íåêîòîðîé óíè-

ìîäóëÿðíîé ìàòðèöå A äëÿ ýòèõ ðÿäîâ âûïîëíåíî óñëîâèå (1.8).

Åñëè A = E, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, òî óñëîâèå (1.8) èìååò âèä

aα = Rα1,α; α = (α1, . . . , αn).

Â ñëó÷àå m = 1 òåîðåìó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëÿ òîãî, ÷òîáû ãîëîìîðôíàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 ∈ C1 ôóíêöèÿ

a(z) =
∑
k≥0

akz
k

áûëà àëãåáðàè÷åñêîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå ñèììåò-

ðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ z1, z2 ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè

R(z1, z2) =
∑

k1,k2≥0

Rk1,k2z
k1
1 zk22 ,

ãîëîìîðôíîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0) ∈ C2, òàêîé, ÷òî∑
k≥0

akz
k =

∑
k≥0

Rkkz
k.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî êîììóòàòèâíûé îáðàç ôîð-

ìàëüíîãî ÿçûêà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ôóíêöèåé, ÷òî ÷àñòè÷íî ðåøà-

åò ïðîáëåìó àêàäåìèêà Â. Ì. Ãëóøêîâà.
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1.3 Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ÿçûêà, ïîðîæ-

äàåìîãî ïîëèíîìèàëüíîé ãðàììàòèêîé

Âûøå îòìå÷àëàñü öåëåñîîáðàçíîñòü ðàññìîòðåíèÿ ñ îáùèõ ïîçèöèé âî-

ïðîñîâ ðàçðåøèìîñòè ïîëèíîìèàëüíûõ ãðàììàòèê, ò. å. âîïðîñîâ, ñâÿ-

çàííûõ ñ óñëîâèÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ÿçûêîâ, ïîðîæä¼í-

íûõ äàííîé ïîëèíîìèàëüíîé ãðàììàòèêîé, åäèíñòâåííîñòè òàêèõ ÿçû-

êîâ, à òàêæå áåñêîíå÷íîñòè èõ ÷èñëà.

Ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ âîïðîñà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè

ïîëèíîìèàëüíîãî ÿçûêà.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíûé îáðàç ñèñòåìû ñèìâîëüíûõ ïî-

ëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñèñòåìó ïîëèíîìèàëü-

íûõ óðàâíåíèé â Cn+m
z,x .

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.1. Åñëè

z = z(x) = (z1(x), . . . , zn(x))

� ðåøåíèå íåêîììóòàòèâíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.3) â âèäå ñèìâîëü-

íûõ ÔÑÐ, òî êîììóòàòèâíûå êðàòíûå ñòåïåííûå ðÿäû

z = ci(z(x)) = (ci(z1(x)), . . . , ci(zn(x)))

íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñõîäÿòñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ, îïðåäåëÿÿ

ðîñòêè ãîëîìîðôíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé, è ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì

êîììóòàòèâíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

ci(Pj(z, x)) = 0, ci(Pj(0, 0)) = 0, j = 1, . . . , k. (1.9)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðåøåíèå

z(x) = (z1(x), . . . , zn(x))

ñèñòåìû (1.3), ïðåäñòàâëåííîå ÔÑÐ :

z1(x) =
∑
i

⟨z1, ui⟩ ui ,

. . .

zn(x) =
∑
i

⟨zn, ui⟩ ui .

Îòìåòèì, ÷òî, ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå ñèñòåìû (1.3) â ìíîãî÷ëåí

Pj(z, x), ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì ÔÑÐ â âèäå ðàçëî-

æåíèÿ ïî óíèâåðñàëüíîìó áàçèñó ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè:

lj =
∑
i

⟨lj, ui⟩ ui =

=
∑
i

0 · ui;

j = 1, . . . , k.

Òîãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

ci(Pj(z, x))|z=ci(z(x)) =

= ci(Pj(z(x), x)) =

= ci(lj) =
∑
i

0 · ci(ui),

j = 1, . . . , k,

ò. å. ñîâîêóïíîñòü êîììóòàòèâíûõ ÔÑÐ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíå-

íèé (1.5).
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Äàëåå, ïîêàæåì, ÷òî âñå ÔÑÐ ci(z(x)) ñõîäÿòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè íóëÿ. Â ñàìîì äåëå, åñëè ÔÑÐ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë óäî-

âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ñ ãîëîìîðôíûìè êîýôôèöèåíòàìè (ôóíêöèÿìè,

ïðåäñòàâëåííûìè àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ ñòåïåí-

íûìè ðÿäàìè), òî îí òàêæå àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíî-

ñòè íóëÿ, ïðåäñòàâëÿÿ ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ [92, 93]. Ñëåäîâàòåëüíî,

êîììóòàòèâíûå ÔÑÐ ci(z(x)) ñõîäÿòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ,

ïîðîæäàÿ ðîñòêè àëãåáðàè÷åñêîé âåêòîð-ôóíêöèè, à ðåøåíèÿ (z, x) ñè-

ñòåìû (1.5), ðàññìàòðèâàåìûå êàê òî÷êè â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå

Cn+m
z,x , ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ ýòîé âåêòîð-ôóíêöèÿ â âèäå (z(x), x).

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ñîâìåñòíîñòü ïîíèìàåòñÿ äëÿ íåêîììóòàòèâíîé ñè-

ñòåìû (1.3) è êîììóòàòèâíîé ñèñòåìû (1.5) ïî-ðàçíîìó: â ïåðâîì ñëó-

÷àå ðåøåíèåì ÿâëÿþòñÿ ñèìâîëüíûå ÔÑÐ îò x1, . . . , xm, à âî âòîðîì �

òî÷êè â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå, ïàðàìåòðèçîâàííûå àëãåáðàè÷åñêèì

îòîáðàæåíèåì z = z(x); åãî ãîëîìîðôíûå â íóëå âåòâè ÿâëÿþòñÿ êîì-

ìóòàòèâíûìè îáðàçàìè ñèìâîëüíûõ ÔÑÐ, ïðåäñòàâëÿþùèõ êîìïîíåíòû

ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.3).

Ïî òåîðåìå 1.1, åñëè íåêîììóòàòèâíàÿ ñèñòåìà (1.3) ñîâìåñòíà, òî êîì-

ìóòàòèâíàÿ ñèñòåìà (1.5) èìååò ãîëîìîðôíîå â íà÷àëå êîîðäèíàò ðåøå-

íèå. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî, ÷òî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðè-

ìåð.

Ïðèìåð 1.1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé

z1 − z2 = x1x2,

z1 − z2 = x2x1
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ÿâëÿåòñÿ íåñîâìåñòíîé, òåì íå ìåíåå å¼ êîììóòàòèâíûé îáðàç èìååò ðå-

øåíèå:

z1 = s+ x1x2, z2 = s,

ãäå s � ïðîèçâîëüíûé êîììóòàòèâíûé ÔÑÐ.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ.

Çàìå÷àíèå 1.1. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.5), âîîá-

ùå ãîâîðÿ, øèðå, ÷åì ìíîæåñòâî êîììóòàòèâíûõ îáðàçîâ ðåøåíèé ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé (1.3), è èç ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.5) íå

ñëåäóåò ñîâìåñòíîñòü èñõîäíîé íåêîììóòàòèâíîé ñèñòåìû (1.3).

Çàìå÷àíèå 1.2. Åñòåñòâåííàÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ñèñòåìà (1.3) ñîâ-

ìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà (1.5) èìååò ãîëîìîðôíîå â

íà÷àëå êîîðäèíàò ðåøåíèå z = z(x) íåâåðíà.

Îáîçíà÷èì äâà ìíîæåñòâà ðîñòêîâ àíàëèòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ â íà÷à-

ëå êîîðäèíàò (ìíîæåñòâ íóëåé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñêîëü óãîäíî

ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ íóëÿ):

ci(SP ) = {z = ci(z(x)) : Pj(z(x), x) = 0, j = 1, . . . , k},

Sci(P ) = {z = z(x) : ci(Pj(z(x), x)) = 0, j = 1, . . . , k}.

Îñíîâûâàÿñü íà ïîñëåäíåì ïðèìåðå è ñäåëàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ñôîð-

ìóëèðóåì òåîðåìó 1.1 ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 1.2. Èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

ci(SP ) ⊆ Sci(P ).

Äàëåå, íàì ïîíàäîáèòñÿ ðàññìîòðåòü ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ïîëèíîìè-

àëüíîé çàâèñèìîñòè, êàêîé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü.
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Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû íàçûâàåì ðàíãîì ìàòðèöû A íàèáîëüøåå ÷èñëî å¼

ñòðîê, ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë; îáîçíà÷èì

åãî rank(A).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü

A = (aij(x))
k, n
i=1,j=1

� ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò ñèìâîëü-

íûõ íåêîììóòàòèâíûõ ïåðåìåííûõ x = (x1, . . . , xm), è ìàòðèöà

ci(A) = (ci(aij(x)))
k, n
i=1,j=1

ÿâëÿåòñÿ å¼ êîììóòàòèâíûì îáðàçîì. Òîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

rank(ci(A)) ≤ rank(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìûìè ÿâëÿþòñÿ ñòðîêè ñ íîìåðàìè 1, . . . , r, ñëåäîâàòåëüíî, rank(A) = r.

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ýòèõ ñòðîê ñ êîýôôèöèåí-

òàìè z1, . . . , zr, ïîëó÷èì ñèñòåìó ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé

z1a1j(x) + · · ·+ zrarj(x) = 0,

j = 1, . . . , n,

êîòîðàÿ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â âèäå ÔÑÐ: z1 = · · · = zr = 0.

Êîììóòàòèâíûé îáðàç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

z1ci(a1j(x)) + · · ·+ zrci(arj(x)) = 0,

j = 1, . . . , n,
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â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 1.1, ìîæåò èìåòü áîëåå øèðîêîå ìíîæå-

ñòâî ðåøåíèé, âêëþ÷àþùåå ðåøåíèå z1 = · · · = zr = 0. Â ýòîì ñëó÷àå

êîììóòàòèâíûå îáðàçû èñõîäíûõ ñòðîê ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè,

ñëåäîâàòåëüíî,

rank(ci(A)) ≤ rank(A).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî òåîðåìå 1.1 ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4. Åñëè êîììóòàòèâíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.5) íå

èìååò ðåøåíèÿ, ãîëîìîðôíîãî â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî íåêîììóòàòèâ-

íàÿ ñèñòåìà (1.3) íåñîâìåñòíà.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.3) òàê-

æå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ â òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è ãðàììàòèê.

Êîíå÷íî, íàèáîëüøèé èíòåðåñ äëÿ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿþò óñëî-

âèÿ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû íåêîììóòàòèâíûõ ñèì-

âîëüíûõ óðàâíåíèé (1.3), à òàêæå åäèíñòâåííîñòü å¼ ðåøåíèÿ.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.2, òàêèì óñëîâèåì íå ìîæåò áûòü ñóùåñòâîâà-

íèå ãîëîìîðôíîãî â íà÷àëå êîîðäèíàò ðåøåíèÿ ñèñòåìû êîììóòàòèâíûõ

óðàâíåíèé (1.5).

Òåì íå ìåíåå, ýòî óñëîâèå ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ òàêîãî èíñòðó-

ìåíòà, êàê ÿêîáèàí ñèñòåìû ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.3) â ñëó÷àå, êîãäà k = n.

Ïóñòü

J(z, x) = det

(
∂ci(Pi(z, x))

∂zj

)
=

= det((ci(Pi(z, x)))
′
zj
)

� ÿêîáèàí ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.3) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ z1, . . . , zn.
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Ñèìâîëüíûì, èëè äèñêðåòíûì àíàëîãîì èçâåñòíîé òåîðåìû î íåÿâíîì

îòîáðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.5. Åñëè äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé ãðàììàòèêè (íåêîììóòà-

òèâíîé ñèìâîëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé) (1.3) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

J(0, 0) ̸= 0

, òî îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â âèäå ÔÑÐ.

Çàìå÷àíèå 1.3. Íåðàâåíñòâî

J(0, 0) ̸= 0

ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì òåîðåìû î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè äëÿ êîììóòàòèâíîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.5) ñ ïåðåìåííûìè â Cn+m
z,x è âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå è

åäèíñòâåííîñòü å¼ ãîëîìîðôíîãî ðåøåíèÿ; òåì íå ìåíåå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ýòî íåðàâåíñòâî âëå÷¼ò òàêæå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

èñõîäíîé íåêîììóòàòèâíîé ñèìâîëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

L1(z), . . . , Ln(z)

ëèíåéíûå ÷àñòè ìíîãî÷ëåíîâ

P1(z, x), . . . , Pn(z, x)

ñîîòâåòñòâåííî, çàâèñÿùèå òîëüêî îò z1, . . . , zn:

Lj(z) = aj1z1 + · · ·+ ajnzn,

j = 1, . . . , n.

Äàëåå, îáîçíà÷àÿ ìíîãî÷ëåíû

Sj(z, x) = Lj(z)− Pj(z, x),
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çàïèøåì èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â âèäå:

aj1z1 + · · ·+ ajnzn = Sj(z, x); j = 1, . . . , n. (1.10)

Ðàññìîòðèì ÷èñëî J(0, 0); ëåãêî âèäåòü, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

J(0, 0) =

det((ci(Li(z)))
′
zj
) =

= det(((Li(z))
′
zj
) =

= det(aij).

Ïîñêîëüêó

det(aij) ̸= 0,

ìàòðèöó (aij) ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, óìíîæàÿ óðàâíå-

íèÿ ñèñòåìû (1.6) íà ÷èñëà è ñêëàäûâàÿ èõ [27].

Ïðè ýòîì ñèñòåìà (1.6) ïåðåéä¼ò â ýêâèâàëåíòíóþ ñîáñòâåííóþ ñèñòå-

ìó óðàâíåíèé Õîìñêîãî � Ùóòöåíáåðæå (1.1), â êîòîðîé ïðàâûå ÷àñòè

óðàâíåíèé íå ñîäåðæàò ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êî-

òîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé:

z(k+1)(x) = Q(z(k)(x), x),

k = 0, 1, . . . ;

z(0) = 0;

Q(z, x) = (Q1(z, x), . . . , Qn(z, x)),

z(x) = lim
k→∞

z(k)(x).
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Òåîðåìà 1.5 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.4. Íåðàâåíñòâî

J(0, 0) ̸= 0

îáóñëîâëåíî ñâîéñòâàìè ëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

L1(z), . . . , Ln(z),

à îíè ñîâïàäàþò ñî ñâîèìè êîììóòàòèâíûìè îáðàçàìè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå

íåðàâåíñòâî âëå÷¼ò ñîâìåñòíîñòü íå òîëüêî êîììóòàòèâíîé, íî è íåêîì-

ìóòàòèâíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.
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1.4 Ïîëèíîìèàëüíûå ãðàììàòèêè, ïîðîæäàþùèå

áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÿçûêîâ

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïîëèíîìèàëüíûõ ãðàììàòèêàõ, êîòîðûå ìîãóò ïî-

ðîæäàòü áîëåå îäíîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ÿçûêà.

Óðàâíåíèÿ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû ÷àñòî îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî

äëÿ íèõ èìååò ìåñòî àëüòåðíàòèâà: èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ëèáî

áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Ïðèìåíèòåëüíî ê ïîëèíîìèàëüíûì ãðàììàòèêàì, ñëó÷àþ åäèíñòâåí-

íîãî ðåøåíèÿ ïîñâÿù¼í ïðåäûäóùèé ðàçäåë.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîëèíîìèàëüíàÿ ãðàììàòèêà (ñèñòå-

ìà íåêîììóòàòèâíûõ óðàâíåíèé (1.3)) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé

(ïîðîæäàåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîëèíîìèàëüíûõ ÿçûêîâ).

Äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷èñëîâûìè íåèçâåñòíûìè íàëè÷èå áåñêîíå÷íîãî ÷èñ-

ëà ðåøåíèé îáû÷íî îçíà÷àåò, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàâèñèò

îò îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ

ãðàììàòèê ñèòóàöèÿ â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå àíàëîãè÷íàÿ, îäíàêî ñìûñë

ïàðàìåòðîâ èíîé.

Äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîëèíîìèàëüíàÿ ãðàììà-

òèêà (1.3) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé (ïîðîæäàåò áåñêîíå÷íî

ìíîãî ÿçûêîâ), åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (1.3) çàâèñèò õîòÿ

áû îò îäíîãî ïðîèçâîëüíîãî ÔÑÐ îò ñèìâîëîâ x1, . . . , xm.

Òàê, ñèñòåìà èç äâóõ îäèíàêîâûõ óðàâíåíèé

x1z1 − z2x2 = 0
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èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, ïîñêîëüêó å¼ ðåøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå

z1 = sx2, z2 = x1s

, ãäå s � ïðîèçâîëüíûé ÔÑÐ îò x1, x2.

Ïóñòü, êàê â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå,

J(z, x) = det

(
∂(ci(Pi(z, x)))

∂zj

)
.

� ÿêîáèàí ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.5) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ z1, ..., zn.

Äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé óðàâíåíèé êîìïëåêñíûìè ïåðåìåííûìè èçâåñò-

íà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà ([3], ñ. 39). Ïóñòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

det

(
∂(ci(Pi(z, x)))

∂zj

)
≡ 0,

òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.5) ëèáî íå èìååò ðåøåíèÿ äëÿ êàæäîãî

x â ïðîñòðàíñòâå Cn
z , ëèáî âñå å¼ ðåøåíèÿ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå �

íåèçîëèðîâàííûå.

Ïðåæäå âñåãî, ðàññìîòðèì âîïðîñ îá àíàëîãå ýòîé òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ

íåêîììóòàòèâíûõ ïåðåìåííûõ, â êîòîðîì ðåøåíèÿ ñèñòåìû � ïîëèíîìè-

àëüíûå ÿçûêè, ïðåäñòàâëåííûå ÔÑÐ.

Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ íåêîììóòàòèâíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.3) òàêàÿ

àëüòåðíàòèâà (íåò ðåøåíèé � áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé) íå èìååò ìåñòà,

÷òî ïîêàçûâàþò ñëåäóþùèå äâà ïðèìåðà.

Ïðèìåð 1.2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ îäèíàêîâûõ

óðàâíåíèé:

x1z1 + x2z2 − x1x2 − x2x1 = 0.
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Êîììóòàòèâíûé îáðàç ýòîé ñèñòåìû èìååò ÿêîáèàí, òîæäåñòâåííî

ðàâíûé íóëþ, òåì íå ìåíåå èñõîäíàÿ íåêîììóòàòèâíàÿ ñèñòåìà èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Â ñàìîì äåëå, çàïèñûâàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé â âèäå

x1(z1 − x2) + x2(z2 − x1) = 0,

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ýòîé ñóììå ïðèíàäëåæèò ëåâîìó

èäåàëó, ïîðîæä¼ííîìó x1, è âòîðîå ñëàãàåìîå ïðèíàäëåæèò ëåâîìó èäå-

àëó, ïîðîæä¼ííîìó x2. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà ýòèõ ñëàãàåìûõ ìîæåò áûòü

ðàâíîé íóëþ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà îáà ñëàãàåìûõ ðàâíû íóëþ:

z1 − x2 = 0, z2 − x1 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå

z1 = x2, z2 = x1.

Ïðèìåð 1.3. Ñèñòåìà èç äâóõ îäèíàêîâûõ óðàâíåíèé

x1(z1 − x1)(z1 − x2) + x2(z2 − x1)(z2 − x2) = 0,

èìåþùàÿ ÷åòûðå ðåøåíèÿ

z1 = x1, z2 = x1,

z1 = x1, z2 = x2,

z1 = x2, z2 = x1,

z1 = x2, z2 = x2,
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ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî ðåùåíèé íåêîììóòàòèâíîé ñèñòåìû (êîììóòàòèâ-

íûé îáðàç êîòîðîé èìååò ÿêîáèàí, òîæäåñòâåííî ðàâíûé íóëþ) ìîæåò

áûòü ëþáûì.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå.

Çàìå÷àíèå 1.5. Â ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàåìûé ÿêîáèàí òîäå-

ñòâåííî ðàâåí íóëþ, èñõîäíàÿ ñèñòåìà íåêîìóòàòèâíûõ óðàâíåíèé ìî-

æåò: íå èìåòü ðåøåíèé, èìåòü ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé, èìåòü

áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Êðîìå òîãî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñèñòåìà èç n îäèíàêîâûõ óðàâíåíèé ñ n

íåêîììóòàòèâíûìè íåèçâåñòíûìè z1, . . . , zn

f = 0,

. . .

f = 0,

èìåþùàÿ òîæäåñòâåííî ðàâíûé íóëþ ÿêîáèàí, ýêâèâàëåíòíà îäíîìó

óðàâíåíèþ f = 0, ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå.

Çàìå÷àíèå 1.6. Îäíî óðàâíåíèå ñ íåêîììóòàòèâíûìè íåèçâåñòíû-

ìè

P1(z.x) = 0

ìîæåò: íå èìåòü ðåøåíèé, à òàêæå èìåòü êîíå÷íîå è áåñêîíå÷íîå ÷èñëî

ðåøåíèé; â ýòîì ñîñòîèò ôóíäàìåíòàëüíîå îòëè÷èå îò îäíîãî óðàâíåíèÿ

íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, êîòîðîå âñåãäà èìååò ðåøåíèÿ.

Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ òîãî, ÷òî îäíî óðàâíåíèå ìîæåò íå èìåòü ðåøå-

íèé, ïðèâåä¼ì ñëåäóþùèé ïðèìåð.
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Ïðèìåð 1.4. Ðàñìîòðèì óðàâíåíèå

x1(z1 − x1) + x2(z1 − x2) = 0,

â êîòîðîì ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðèíàäëåæèò ëåâîìó èäåàëó, ïîðîæä¼ííîìó

x1, à âòîðîå � ëåâîìó èäåàëó, ïîðîæä¼ííîìó x2. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà

ýòèõ ñëàãàåìûõ ìîæåò áûòü ðàâíîé íóëþ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà îáà

ñëàãàåìûõ ðàâíû íóëþ:

z1 − x1 = 0,

z2 − x2 = 0.

Çíà÷èò, óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå

z1 = x1, z1 = x2,

÷òî íåâîçìîæíî, ò. å. óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé.

Ïðè÷èíà ýòîãî ýôôåêòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåêîììóòàòèâíîå ïîëèíî-

ìèàëüíîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ïîëèíîìèàëüíûõ

óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè, êàê áûëî ïîêàçàíî, óðàâíåíèå

x1A1 + x2A2 = 0

ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé A1 = A2 = 0.

Â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, òàêîãî

ýôôåêòà íåò.
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Ãëàâà 2

Ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç ÿçûêîâ

ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìåòîäîì

èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ñèíòàêñè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ

2.1 Ïðîáëåìà ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà êîíòåêñòíî�

ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ è ìåòîä ìîíîìèàëüíûõ ìåòîê

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ïðîáëåìó ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà

ïðîãðàìì, íàïèñàííûõ íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îòìåòèì ñëåäóþ-

ùåå.

Âî�ïåðâûõ, áîëüøèíñòâî ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ, êàê

îòìå÷àëîñü âûøå, êñ�ÿçûêàìè, ïîýòîìó èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î ïðî-

áëåìå ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà ìîíîìîâ êñ�ÿçûêà.

Âî�âòîðûõ, íåîáõîäèìî íàïîìíèòü, êàê ñòðîèòñÿ ñèñòåìà ïîëèíîìè-

àëüíûõ óðàâíåíèé Õîìñêîãî � Ùóòöåíáåðæå, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò êñ-
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ÿçûê.

Èòàê, ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ãðàììàòèêó êñ-ÿçûêà, êîòîðàÿ ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî ïðàâèë ïîäñòàíîâêè

zj → qj1(z, x), . . . , zj → qjpj(z, x), j = 1, . . . , n, (2.1)

ãäå qjk(z, x) ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîì îò íåêîììóòàòèâíûõ ñèìâîëüíûõ ïåðå-

ìåííûõ ñ ÷èñëîâûì êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì åäèíèöå.

Ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè ïðèìåíÿþòñÿ ê íà÷àëüíîìó ñèìâîëó z1, à çàòåì

ê äðóãèì ìîíîìàì â ëþáîì ïîðÿäêå è íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç, ÷òî

ïîçâîëÿþò âûâîäèòü íîâûå ¾ïðàâèëüíûå¿ ìîíîìû, îáðàçóþùèå êñ-ÿçûê.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ìíîãî÷ëåíû, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû

óðàâíåíèé Õîìñêîãî � Ùóòöåíáåðæå

zj = Qj(z, x), j = 1, . . . , n, (2.2)

îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè:

Qj(z, x) = qj1(z, x) + · · · + qjpj(z, x),

j = 1, . . . , n.

Èòàê, ïðîáëåìà ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà ìîíîìîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî-

áû îïðåäåëèòü, ïðèíàäëåæèò ëè ìîíîì äàííîìó êñ-ÿçûêó, ò.å. ìîæåò ëè

áûòü ïîëó÷åí èç íà÷àëüíîãî ñèìâîëà z1 ïðè ïîìîùè ïðàâèë ïîäñòàíîâêè

(2.1), à òàêæå óñòàíîâèòü, êàêèå ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè è ñêîëüêî ðàç èñ-

ïîëüçîâàëèñü ïðè âûâîäå ýòîãî ìîíîìà. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè ýòîì

ïîðÿäîê èñïîëüçîâàíèÿ ïðàâèë ïîäñòàíîâêè íå èìååò çíà÷åíèÿ [28].

Â ðàáîòå [76] ïðåäëîæåí ìåòîä ìîíîìèàëüíûõ ìåòîê, êîòîðûé ïîçâî-

ëÿåò ïðîâåñòè áåñòóïèêîâûé ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç ìîíîìà v îò òåðìè-

íàëüíûõ ñèìâîëîâ x1, . . . , xm.
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Ìåòîä ìîíîìèàëüíûõ ìåòîê ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ñíà÷àëà êàæäîå ïðàâèëî ïîäñòàíîâêè zj → qjk(z, x) çàìåíÿåòñÿ ïðà-

âèëîì zj → tjkqjk(z, x), èìåþùèì ìîíîìèàëüíóþ ìåòêó tjk, êîòîðàÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ ñèìâîëîì èç ðàñøèðåííîãî àëôàâèòà. Çàòåì äëÿ íîâûõ ïðàâèë

âûâîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Õîìñêîãî

� Ùóòöåíáåðæå:

zj = Q∗
j(z, x, t)

def
= tj1qj1(z, x) + · · · + tjpjqjpj(z, x), j = 1, . . . , n. (2.3)

Äàëåå, ðåøåíèå ñèñòåìû (2.3) ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, î êîòîðîì ãîâîðèëîñü â ãëàâå 1:

z(k+1)(x, t) = Q∗(z(k)(x, t), x, t);

k = 0, 1, . . . ; z(0) = 0.

Êàê ðåçóëüòàò, ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ â âèäå ÔÑÐ

zj = z∗j (x, t) =
∞∑
i=0

⟨z∗j , wi⟩ wi; j = 1, . . . , n, (2.4)

ãäå wi � ìîíîìû îò ñèìâîëîâ

x1, . . . , xm, t11, t12, . . . , tnpn

.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè êàæäûé ñèìâîë tjk çàìåíèòü ïóñòîé öåïî÷êîé e, òî

ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (2.2) è (2.3) ñîâïàäàþò:

z∗j (x, e) = zj(x); j = 1, . . . , n. (2.5)

Òåïåðü èòåðàöèè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ñèñòåìû

óðàâíåíèé (2.3) äàþò ìíîãî÷ëåíû âîçðàñòàþùåé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî
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âñåõ ñèìâîëîâ

x1, . . . , xm, t11, t12, . . . , tnpn,

ïðè ýòîì ìîíîìû ñòåïåíè íå âûøå degx(v) îòíîñèòåëüíî ñèìâîëîâ

x1, . . . , xm

ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà èòåðàöèé ñòàáèëèçèðóþòñÿ, íå ìåíÿÿñü ïðè ïîñëå-

äóþùèõ èòåðàöèÿõ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîëó÷èòü íà÷àëüíûå ÷ëåíû

ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.3) â âèäå ÔÑÐ (2.4) äî ëþáîé, ñêîëü óãîäíî âûñîêîé

ñòåïåíè, â òîì ÷èñëå ÷ëåíû ÔÑÐ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ïåðâóþ êîìïîíåíòó

ýòîãî ðåøåíèÿ:

z1 = z∗1(x, t) =
∞∑
i=0

⟨z∗j , wi⟩ wi (2.6)

Íàêîíåö, ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç ìîíîìà v êñ-ÿçûêà z1(x) ìîæíî ïðî-

âåñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñ÷èòûâàÿ ìîíîìû ñòåïåíè degx(v) îòíîñè-

òåëüíî ñèìâîëîâ x1, . . . , xm è ïðîïóñêàÿ ñèìâîëû tjk, ìîæíî óñòàíîâèòü,

åñòü ëè ñðåäè íèõ ìîíîì v, à çíà÷èò, ìîæíî ëè âûâåñòè åãî ñ ïîìîùüþ

ñèñòåìû ïðîäóêöèé (2.1).

Ïðè ýòîì êàæäàÿ ìîíîìèàëüíàÿ ìåòêà tjk, ñîäåðæàùàÿñÿ â òàêîì ìî-

íîìå, ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè åãî âûâîäå èñïîëüçîâàëîñü ïðàâèëî

zj → tjk qjk(z, x)

. Â ñàìîì äåëå, èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.3) è ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïðèáëèæåíèé íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî, ïðèìåíÿÿ ýòî ïðàâèëî âûâîäà ê ìî-

íîìó, ìû óìíîæàåì åãî ñëåâà íà ñèìâîë tjk.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîíîìèàëüíûå ìåòêè ìîíîìà ðåøàþò ïðîáëåìó åãî

ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà, ïîêàçûâàÿ, êàêèå ïðàâèëà âûâîäà êñ-ÿçûêà è
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ñêîëüêî ðàç èñïîëüçîâàëèñü ïðè âûâîäå ýòîãî ìîíîìà, ñ òî÷íîñòüþ äî

ïîðÿäêà èõ ïðèìåíåíèÿ.

Êàê èòîã, áûëî äîêàçàíî [76], ÷òî ìåòîä ìîíîìèàëüíûõ ìåòîê ïîçâî-

ëÿåò ïðîâåñòè çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ áåñòóïèêîâûé ñèíòàêñè÷åñêèé

àíàëèç ëþáîãî ìîíîìà (ïðîãðàììû) êñ-ÿçûêà, çàäàííîãî ãðàììàòèêîé

(2.1).

Î÷åâèäíî, ÷òî íåäîñòàòêîì ìåòîäà ìîíîìèàëüíûõ ìåòîê ÿâëÿåòñÿ

áîëüøîå ÷èñëî ãðîìîçäêèõ èòåðàöèé ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-

æåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíûõ ÷ëåíîâ ÔÑÐ (2.5), ïðè-

÷¼ì ýòî ÷èñëî âîçðàñòàåò âìåñòå ñ ðîñòîì ñòåïåíè ìîíîìà v.

Â ñâÿçè ñ ýòèì íèæå ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ïóòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìîíî-

ìèàëüíûõ ìåòîê íåêîììóòàòèâíîãî ìîíîìà.
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2.2 Ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ

ÿçûêîâ è ñèíòàêñè÷åñêèé ïîëèíîì ïðîãðàììû

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëî ñêàçàíî, êàê ïîëó÷èòü ìîíîìèàëüíûå ìåò-

êè ìîíîìà, ðåøàþùèå âîïðîñ î åãî ñèïòàêñè÷åñêîì àíàëèçå. Äëÿ ýòîãî

íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü áîëüøîå ÷èñëî ìîíîìîâ êñ-ÿçûêà, ðàñòóùåå âìåñòå

ñî ñòåïåíüþ äàííîãî ìîíîìà, ÷òî òðóäíî îñóùåñòâëÿòü íà ïðàêòèêå.

Â ñâÿçè ñ ýòèì öåëåñîîáðàçíî íàéòè ñïîñîá ¾èçâëå÷ü¿ èç ãðàììàòèêè

êñ-ÿçûêà ìîíîìèàëüíûå ìåòêè äàííîãî ìîíîìà, íå âûïèñûâàÿ ìíîæå-

ñòâî äðóãèõ ìîíîìîâ.

Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíûé îáðàç ÔÑÐ (2.6). Ñãðóïïèðóåì åãî â

êðàòíûé ðÿä Ãàðòîãñà ïî ñòåïåíÿì xα ñ êîýôôèöèåíòàìè îò t:

ci(z∗1(x, t)) =
∑
α

sα(t) x
α . (2.7)

Ñèìâîëû t, îò êîòîðûõ çàâèñÿò êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ãàðòîãñà (2.7),

ÿâëÿþòñÿ ìîíîìèàëüíûìè ìåòêàìè íåêîòîðûõ ìîíîìîâ èç ÔÑÐ (2.6).

Âûÿñíèì, êàêóþ èíôîðìàöèþ íåñóò â ñåáå êîýôôèöèåíòû sα(t).

Ñíà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 2.1. Ïðè âñåõ ìóëüòèèíäåêàõ α ãîëîìîðôíûå â íóëå êîýôôè-

öèåíòû ðÿäà Ãàðòîãñà sα(t) ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê îòìå÷åíî âûøå, ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé (2.3) ðàâíû åäèíèöå, ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû ÔÑÐ (2.6)

ÿâëÿþòñÿ öåëûìè è ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êî-

ýôôèöèåíòû êàæäîãî ñòåïåííîãî ðÿäà òàêæå ÿâëÿþòñÿ öåëûìè è ïîëî-

æèòåëüíûìè ÷èñëàìè, à ÷èñëî sα(e) ðàâíî ñóììå ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ.
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Èç ðàâåíñòâ (9) è (11) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

ci(z1(x)) =
∑
α

sα(e) x
α ,

êîòîðîå âëå÷¼ò íåðàâåíñòâî sα(e) < ∞ .

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóììà íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ êîýôôèöèåíòîâ ñòå-

ïåííîãî ðÿäà ôóíêöèè sα(e) êîíå÷íà, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëèíîìîì. Ëåììà 2.1 äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñèíòàêñè÷åñêèì ïîëèíîìîì ìîíîìà v îòíîñè-

òåëüíî êñ-ÿçûêà z1(x) = z∗1(x, e) íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíò sα(t) ðÿäà

Ãàðòîãñà (2.7), òàêîé, ÷òî xα = ci(v).

Äàëåå ðàññìîòðèì, ìîæåò ëè èñ÷åçíóòü èíôîðìàöèÿ, êîòîðóþ íåñóò

ìîíîìèàëüíûå ìåòêè, ñîäåðæàùèåñÿ â íåêîììóòàòèâíûõ ìîíîìàõ ÔÑÐ

(2.6), ïðè ïåðåõîäå ê åãî êîììóòàòèâíîìó îáðàçó (2.7), èìåþùåìó â êà-

÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ñèíòàêñè÷åñêèå ïîëèíîìû.

Òàê, åñëè áû ÔÑÐ (2.6) ñîäåðæàë, ê ïðèìåðó, ìîíîìû

5t1x1t2x2

è

−5t2x2t1x1,

òî ïðè ïåðåõîäå ê êîììóòàòèâíîìó îáðàçó ñóììû ýòèõ ìîíîìîâ

ci(5t1x1t2x2 − 5t2x2t1x1) = 0

îíè áû ñîêðàòèëèñü, à èíôîðìàöèÿ î ñèíòàêñè÷åñêîì àíàëèçå ýòèõ ìîí-

ìîâ, çàëîæåííàÿ â ìîíîìèàëüíûå ìåòêè, èñ÷åçëà.

Îäíàêî, â ñëó÷àå êñ-ãðàììàòèê è êñ-ÿçûêîâ ïîëíîé ïîòåðè ìîíî-

ìèàëüíûõ ìåòîê ïðîèñõîäèòü íå ìîæåò. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî,
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êàê îòìå÷àëîñü âûøå, âñå êîýôôèöèåíòû ÔÑÐ (2.6), ïîðîæä¼ííîãî êñ-

ãðàììàòèêîé, ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè è ïðè ïåðå-

õîäå ê êîììóòàòèâíîìó îáðàçó ìîíîìû íå ñîêðàùàþòñÿ.

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñèíòàêñè÷åñêèé ïîëèíîì ìîíî-

ìà îòíîñèòåëüíî êñ-ÿçûêà ðàâåí íóëþ, òî ìîíîì íå ïðèíàäëåæèò ýòîìó

ÿçûêó.

Òåì íå ìåíåå, ÷àñòè÷íàÿ ïîòåðÿ èíôîðìàöèè î ñèíòàêñè÷åñêîì àíà-

ëèçå ìîíîìîâ ìîæåò ïðîèñõîäèòü.

Òàê, åñëè êîýôôèöèåíò ðÿäà Ãàðòîãñà (2.7) ïðè ìîíîìå x1x2 (ò. å.

ñèíòàêñè÷åñêèé ïîëèíîì íåêîòîðîãî ìîíîìà, èìåþùåãî êîììóòàòèâíûé

îáðàç x1x2) ðàâåí

s11(t1, t2) = 3t1t2,

òî ýòî çíà÷èò, ÷òî t1 è t2 � ìîíîìèàëüíûå ìåòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ìî-

íîìó x1x2, ëèáî ìîíîìó x2x1, ëèáî îáîèì ìîíîìàì îäíîâðåìåííî.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà ìîíîìà v,

òàêîãî, ÷òî

ci(v) = xα

, ñëåäóåò íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèé ñèíòàêñè÷åñêèé ïîëèíîì sα(t).

Äàëåå, êàæäûé ìîíîì ïîëèíîìà sα(t) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìî-

íîìèàëüíûõ ìåòîê ïðàâèë ïîäñòàíîâêè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü

íåêîòîðûå ìîíîìû, èìåþùèå òîò æå êîììóòàòèâíûé îáðàç xα.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ çàâåðøåíèÿ ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà ìîíîìà v

îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ìîæíî ëè åãî äåéñòâèòåëüíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ

ïðàâèë ïîäñòàíîâêè, ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì ìîíîìàì ñèíòàêñè÷åñêîãî

ïîëèíîìà sα(t).
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Òàêàÿ ïðîöåäóðà ýôôåêòèâíî âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ñâîäòñÿ ê ïî-

ñëåäîâàòåëüíîìó ïðèìåíåíèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðàâèë âûâîäà è ñðàâíå-

íèþ ïîëó÷åííîãî ìîíîìà ñ òåì, êîòîðûé àíàëèçèðóåòñÿ.

Âîçíèêàåò çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñèíòàêñè÷åñêîãî ïîëèíîìà äëÿ ëþáîãî

ìîíîìà äàííîãî êñ-ÿçûêà.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñèíòàêñè÷åñêèé ïîëèíîì,

ñîäåðæàùèé èíôîðìàöèþ î ìîíîìèàëüíûõ ìåòêàõ ìîíîìà, ìîæíî ïîëó-

÷èòü â âèäå (n + m)-êðàòíîãî èíòåãðàëà ïî öèêëó, ãäå ÷èñëà n è m

íå çàâèñÿò îò ñòåïåíè ìîíîìà è ðàâíû ÷èñëó íåòåðìèíàëüíûõ è òåðìè-

íàëüíûõ ñèìâîëîâ ãðàììàòèêè êñ-ÿçûêà ñîîòâåòñòâåííî.
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2.3 Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñèíòàêñè÷åñêîãî

ïîëèíîìà

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ñèí-

òàêñè÷åñêèå ïîëèíîìû sα(t) â âèäå êðàòíîãî èíòåãðàëà ïî öèêëó, êîòî-

ðûé ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñ ïîìîùüþ ìíîãîìåðíûõ âû÷åòîâ.

Òåîðåìà 2.2. Ïðè âñåõ t, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íóëþ, è âñåõ ìóëü-

òèèíäåêñàõ α ñèíòàêñè÷åñêèé ïîëèíîì sα(t) çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì

sα(t) =
1

(2πi)n+m

∫
γz×Γx

z1 det
(
δij − (ci(Q∗

i (z, x, t)))
′
zj

)
dz ∧ dx

(z − ci(Q∗(z, x, t))) xα+I
, (2.8)

ãäå

γz = {|z1| = · · · = |zn| = ϵ}

è

Γx = {|x1| = · · · = |xm| = δ}

� öèêëû èíòåãðèðîâàíèÿ, 0 < δ ≪ ϵ ≪ 1,

dz = dz1 ∧ · · · ∧ dzn,

dx = dx1 ∧ · · · ∧ dxm,

xα+I = xα1+1
1 · · · · · xαm+1

m ,

(z − ci(Q∗(z, x, t))) =

= (z1 − ci(Q∗
1(z, x, t))) · · · · · (zn − ci(Q∗

n(z, x, t))),

è δij � äåëüòà Êðîíåêåðà.

Åù¼ îäíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèíòàêñè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

äà¼ò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2.3. Ïðè âñåõ t, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íóëþ, è âñåõ ìóëü-

òèèíäåêñàõ α ñèíòàêñè÷åñêèé ïîëèíîì sα(t) çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì

sα(t) =
1

(2πi)nα!

∫
γz

∂∥α∥

∂xα

(z1 det(δij − (ci(Q∗
i (z, x, t))

)′
zj
)

(z − ci(Q∗(z, x, t)))

)∣∣∣
x=0

dz, (2.9)

ãäå

γz = {|z1| = · · · = |zn| = ϵ}

� öèêë èíòåãðèðîâàíèÿ, 0 < ϵ ≪ 1,

dz = dz1 ∧ · · · ∧ dzn,

α! = α1! · · · · · αm!,

(z − ci(Q∗(z, x, t))) =

= (z1 − ci(Q∗
1(z, x, t))) · · · · · (zn − ci(Q∗

n(z, x, t))),

∂∥α∥

∂xα
=

∂α1+···+αm

∂xα1
1 · · · · · ∂xαm

m
,

è δij � äåëüòà Êðîíåêåðà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 2.2 è 2.3 íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåì-

ìà.

Ëåììà 2.4. Ïðè âñåõ (x, t), äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íóëþ, ãîëîìîðô-

íàÿ â íóëå àëãåáðàè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ci(z∗1(x, t)), ïðåäñòàâëåííàÿ ðÿäîì

Ãàðòîãñà (2.7), çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

ci(z∗1(x, t)) =
1

(2πi)n

∫
γz

z1 det
(
δij − (ci(Q∗

i (z, x, t)))
′
zj

)
(z − ci(Q∗(z, x, t)))

dz. (2.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî�ïåðâûõ, îòìåòèì, ÷òî

det
(
δij − (ci(Q∗

i (z, x, t)))
′
zj

)
=
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= J1(z, x)

� ÿêîáèàí ñèñòåìû ôóíêöèé

(
z1 − ci(Q∗

1(z, x, t)), . . . , zn − ci(Q∗
n(z, x, t)

)
ïî ïåðåìåííûì z1, . . . , zn.

Òàê êàê

det
(
(ci(Q∗

i (0, 0, 0)))
′
zj

)
= 0,

òî J1(0, 0) = 1, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè, ñè-

ñòåìà óðàâíåíèé

zj − ci(Q∗
j(z, x, t)) = 0;

j = 1, . . . , n,

èìååò â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò åäèíñòâåííîå è ãîëîìîðôíîå ðå-

øåíèå

zj = ci(z∗j (x, t)) = ci
( ∞∑

i=o

⟨z∗j , wj⟩wj

)
;

j = 1, . . . , n.

Äàëåå, åñëè z ∈ γz, òî ïðè âñåõ (x, t), äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íóëþ, âû-

ïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|zj| ≥ |ci(Q∗
j(z, x, t))|;

j = 1, . . . , n,

ïîýòîìó íà öèêëå èíòåãðèðîâàíèÿ çíàìåíàòåëü ïîäûíòåãðàëüíîé ðàöèî-

íàëüíîé ôóíêöèè â èíòåãðàëå (2.10) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Íàêîíåö, èç ôîðìóëû ìíîãîìåðíîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî âû÷åòà ñëåäó-

åò [?, 45, 94], ÷òî ôîðìóëà (2.10) âåðíà. Ëåììà 2.4 äîêàçàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 2.2 è 2.3. Êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ãàð-

òîãñà, ñõîäÿùåãîñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ôîð-

ìóëîé Êîøè

sα =
1

(2πi)n

∫
Γx

ci(z∗1(x, t)) dx

xα+I
, (2.11)

ëèáî ôîðìóëîé Òåéëîðà

sα =
1

α!

∂∥α∥

∂xα
(ci(z∗1(0, t))). (2.12)

Èç ôîðìóë (2.10), (2.11) è (2.12) ñ ó÷åòîì òåîðåìû Ôóáèíè, óòâåðæäà-

þùåé ðàâåíñòâî êðàòíîãî è ïîâòîðíîãî èíòåãðàëà, ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëû

(2.8) è (2.9) âåðíû. Òåîðåìû 2.2 è 2.3 äîêàçàíû.
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2.4 Ïðèìåð ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà ïðîãðàììû ìå-

òîäîì èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèíòàêñè÷å-

ñêîãî ïîëèíîìà

Ñëåäóÿ ìîíîãðàôèè Ãëóøêîâà Â. Ì., Öåéòëèíà Ã. Å., Þùåíêî Å. Ë. [28],

ðàññìîòðèì êñ-ÿçûê àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé, ïîðîæä¼ííûé ãðàì-

ìàòèêîé ñ ñèñòåìîé ïðàâèë ïîäñòàíîâêè

z1 → (z1 ∗ z2), (2.13)

z1 → (a+ b), (2.14)

z2 → b. (2.15)

Â ìîíîãðàôèè [28] ðàññìîòðåíî òàêæå âûðàæåíèå

(((a+ b) ∗ b) ∗ b)

êàê ïðîãðàììà, íàïèñàííàþ íà ýòîì ÿçûêå, è ïðîâåä¼í å¼ ñèíòàêñè÷åñêèé

àíàëèç.

Èçâåñòíûå ìåòîäû ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà (ñâ¼ðòêîé è ðàçâ¼ðòêîé)

ïîêàçûâàþò [28, ñ. 247], ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîé ïðîãðàììû íåîáõîäè-

ìî äâà ðàçà èñïîëüçîâàòü ïðàâèëî ïîäñòàíîâêè (2.13), îäèí ðàç ïðàâèëî

(2.14) è äâà ðàçà ïðàâèëî (2.15).

Òàê, ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç ïðîãðàììû ìîæíî ïðîâåñòè èçâåñòíûì

ìåòîäîì ñâ¼ðòêè [28, ñ. 247]. Äëÿ ýòîãî ñ÷èòûâàåòñÿ ïðîãðàììà

(((a+ b) ∗ b) ∗ b)

è îïðåäåëÿåòñÿ êàêàÿ-ëèáî ãðóïïà ñèìâîëîâ, ñîâïàäàþùàÿ ñ ïðàâîé ÷à-

ñòüþ îäíîãî èç ïðàâèë âûâîäà (2.13) � (2.15). Òàêîé ãðóïïîé ñèìâîëîâ
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ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå (a + b), ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè ïðàâèëà âûâîäà

(2.14); çàìåíÿåì å¼ â ïðîãðàììå ëåâîé ÷àñòüþ ýòîãî ïðàâèëà, ò. å. âûðà-

æåíèåì z1.

Ñ÷èòûâàÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå

((z1 ∗ b) ∗ b)

è ñíîâà âûÿâëÿÿ â í¼ì ïðàâûå ÷àñòè ïðàâèë âûâîäà (2.13) � (2.15), óñòà-

íîâèì, ÷òî òàêîé ïðàâîé ÷àñòüþ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûé ñëåâà ñèìâîë b.

Çàìåíÿÿ åãî íà ëåâóþ ÷àñòüþ ïðîäóêöèè (2.15), ò. å. íà ñèìâîë z2,

ïîëó÷èì íîâóþ ïðîãðàììó

((z1 ∗ z2) ∗ b).

Äàëåå, ñîäåðæàùååñÿ â ïðåîáðàçîâàííîé ïðîãðàììå âûðàæåíèå

z1 ∗ z2

ñâîðà÷èâàåòñÿ äî ñèìâîëà z1. Òîãäà ïîëó÷åííàÿ íà ýòîì øàãå ïðîãðàììà

z1 ∗ b

çàìåíÿåòñÿ ñíà÷àëà íà

z1 ∗ z2,

à çàòåì íà íà÷àëüíûé ñèìâîë âûâîäà z1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîãðàììà

(((a+ b) ∗ b) ∗ b)

ïðàâèëüíà, âûâîäèòñÿ â äàííîì ÿçûêå àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé, è å¼

ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç ïîêàçàë, êàêèå ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè èñïîëüçîâà-

íû äëÿ å¼ âûâîäà.
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Êðîìå òîãî, èçâåñòåí ìåòîä ðàçâ¼ðòêè, â êîòîðîì èç íà÷àëüíîãî ñèì-

âîëà âûâîäÿòñÿ âñåâîçìîæíûå öåïî÷êè, ñðåäè êîòîðûõ îòûñêèâàåòñÿ

äàííàÿ ïðîãðàììà [28, c. 247].

Òåì íå ìåíåå, ïðîáëåìà ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà, ñîñòîÿùàÿ â ðàç-

ðàáîòêå áåñòóïèêîâîãî (áåçîñòàíîâî÷íîãî) àëãîðèòìà, îñóùåñòâëÿþùåãî

ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç ëþáîé ïðîãðàììû, íàïèñàííîé íà ïðîèçâîëüíîì

êñ-ÿçûêå, àêòóàëüíà è â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàññìîòðåííûå ìåòîäû ñâ¼ðòêè è ðàçâ¼ðòêè

èñïîëüçóþò áîëüøîå ÷èñëî îïåðàöèé, êîòîðîå ðàñò¼ò âìåñòå ñ äëèíîé

ìîíîìà, ÷òî çàòðóäíÿåò ðàçðàáîòêó áåñòóïèêîâîãî àëãîðèòìà. Â ëþáîì

ñëó÷àå, ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç ìåòîäîì ñâ¼ðòêè èëè ðàçâ¼ðòêè ÿâëÿåòñÿ

âåñüìà ãðîìîçäêèì.

Ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ ñèíòàêñè÷åêîãî àíàëèçà ìåòîäîì ñèíòàêñè-

÷åñêîãî ïîëèíîìà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî èíòåãðàë (2.8), èìåþùèé îäíó è òó

æå ðàçìåðíîñòü n+m, ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü ìîíîìû ñ íåîãðàíè÷åí-

íûìè ñòåïåíÿìè (äëèíàìè), ðàññìîòðèì îáîáùåíèå óêàçàííîé ïðîãðàì-

ìû, äëèíà êîòîðîé òåïåðü ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé.

Ïðèìåð 2.1. Ïðîâåä¼ì ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç îáîáù¼ííîé ïðîãðàì-

ìû

(· · · ((a+ b) ∗ b) · · · ∗ b), (2.16)

ãäå ñèìâîë ∗ èñïîëüçîâàí q ðàç, à ñèìâîë ( èñïîëüçîâàí q + 1 ðàç.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ïðîãðàììà ñîäåðæèò âñåãî 4q + 5 ñèìâîëîâ.

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùåé ïðîãðàììîé ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî îáîáùåí-

íóþ ïðîãðàììó (2.16) ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè
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(2.13) è (2.15) ïî q ðàç êàæäîå, à ïðàâèëî (2.14) îäèí ðàç.

Ñíà÷àëà ìû ïåðåîáîçíà÷èì òåðìèíàëüíûå ñèìâîëû

+, ∗, (, ), a, b

ñèìâîëàìè

x1, x2, x3, x4, x5, x6

ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé Õîìñêîãî � Ùóòöåíáåðæå äëÿ

ýòîãî êñ-ÿçûêà ïðèìåò âèä

z1 = t11x3z1x2z2x4 + t12x3x5x1x6x4,

z2 = t21x6.

Òåïåðü ïåðåïèøåì ïðîãðàììó (2.16) êàê ìîíîì

x3 · · · x3x3x5x1x6x4x2x6x4 · · · x2x6x4,

èìåþùèé ñòåïåíü 4q + 5, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé.

Êîììóòàòèâíûé îáðàç ýòîãî ìîíîìà ðàâåí

x1x
q
2x

q+1
3 xq+1

4 x5x
q+1
6 , (2.17)

ïîýòîìó ìóëüòèèíäåêñ α â ôîðìóëå (2.8) ðàâåí

(1, q, q + 1, q + 1, 1, q + 1).

Äàëåå, ÿêîáèàí êîììóòàòèâíîãî îáðàçà ñèñòåìû óðàâíåíèé

z1 = t11x3z1x2z2x4 + t12x3x5x1x6x4,

z2 = t21x6.
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ðàâåí

det(δij − (ci(Q∗
i (z, x, t)))

′
zj
) =

= 1− t11x2x3x4z2.

Òåïåðü ìû âû÷èñëèì êðàòíûé èíòåãðàë (2.8) êàê ïîâòîðíûé, ñíà÷àëà

âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë (2.10), à çàòåì èíòåãðàë (2.11).

À èìåííî, èíòåãðàë (2.10) â íàøåì ñëó÷àå ðàâåí

1

(2πi)2

∫
|z1|=|z2|=ϵ

z1(1− t11x2x3x4z2) dz1 ∧ dz2
(z1 − t11x2x3x4z1z2 − t12x1x3x4x5x6)(z2 − t21x6)

. (2.18)

Âû÷èñëèì ýòîò èíòåãðàë ïî ôîðìóëå Êîøè ïî ïåðåìåííîé z2:

ci(z∗1(x, t)) =

=
1

(2πi)2

∫
|z1|=|z2|=ϵ

z1(1− t11x2x3x4z2) dz1 ∧ dz2
(z1 − t11x2x3x4z1z2 − t12x1x3x4x5x6)(z2 − t21x6)

=

=
1

2πi

∫
|z1|=ϵ

z1(1− t11t21x2x3x4x6) dz1
z1 − t11t21x2x3x4x6z1 − t12x1x3x4x5x6

.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü ïîëó÷åííûé èíòåãðàë ïî ôîðìóëå Êîøè

ïî ïåðåìåííîé z1, ïðåîáðàçóåì åãî:

ci(z∗1(x, t)) =

=
1

2πi

∫
|z1|=ϵ

z1(1− t11t21x2x3x4x6) dz1
z1 − t11t21x2x3x4x6z1 − t12x1x3x4x5x6

=

=
1

2πi

∫
|z1|=ϵ

z1(1− t11t21x2x3x4x6) dz1
z1(1− t11t21x2x3x4x6)− t12x1x3x4x5x6

=

=
1

2πi

∫
|z1|=ϵ

z1(1− t11t21x2x3x4x6) dz1

(z1 − t12x1x3x4x5x6

1−t11t21x2x3x4x6
)(1− t11t21x2x3x4x6)

.
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Ñîêðàòèâ ìíîæèòåëü â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå, ìîæíî âû÷èñëèòü

ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïî ôîðìóëå Êîøè ïî ïåðåìåííîé z1:

ci(z∗1(x, t)) =
1

2πi

∫
|z1|=ϵ

z1 dz1

(z1 − t12x1x3x4x5x6

1−t11t21x2x3x4x6
)
=

=
t12x1x3x4x5x6

1− t11t21x2x3x4x6
.

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ∣∣∣ t12x1x3x4x5x6
1− t11t21x2x3x4x6

∣∣∣ < ϵ,

åñëè òî÷êè (x, t) äîñòàòî÷íî áëèçêè ê íà÷àëó êîîðäèíàò.

Òåïåðü ìû âû÷èñëèì èíòåãðàë (2.11), ãäå

α = (1, q, q + 1, q + 1, 1, q + 1),

Γx = {|x1| = · · · = |x6| = δ},

t = (t11, t12, t21),

ò. å. âû÷èñëèì èíòåãðàë

sα(t) =
1

(2πi)6

∫
Γx

t12x1x3x4x5x6 dx1 ∧ · · · ∧ dx6

(1− t11t21x2x3x4x6) x21x
q+1
2 xq+2

3 xq+2
4 x25x

q+2
6

.

Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì ïîäèíòåãðàëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ â

êðàòíûé ñòåïåííîé ðÿä, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ñóììû áåñêîíå÷íî óáûâà-

þùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

t12x1x3x4x5x6
1− t11t21x2x3x4x6

=

=
∞∑
k=0

tk11t12t
k
21x1x

k
2x

k+1
3 xk+1

4 x5x
k+1
6 .
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Ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â èíòåãðàë, ïðåäñòàâëÿþùèé sα(t), è

ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðóåì:

1

(2πi)6

∫
Γx

( ∞∑
k=0

tk11t12t
k
21x1x

k
2x

k+1
3 xk+1

4 x5x
k+1
6

) dx1 ∧ · · · ∧ dx6

x21x
q+1
2 xq+2

3 xq+2
4 x25x

q+2
6

=

=
∞∑
k=0

tk11t12t
k
21

(2πi)6

∫
Γx

xk−q
2 xk−q

3 xk−q
4 xk−q

6

dx1 ∧ · · · ∧ dx6
x1 · · · · · x6

.

Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðàëû îò âñåõ ñëàãàåìûõ ðàâíû íóëþ, êðîìå ñëó-

÷àÿ k = q, êîãäà èíòåãðàë ðàâåí (2πi)6.

Èòàê, ñèíòàêñè÷åñêèé ïîëèíîì ìîíîìîâ, èìåþùèõ êîììóòàòèâíûé

îáðàç (2.17), ðàâåí

tq11t12t
q
21.

Òåïåðü, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü åäèíñòâåí-

íûé ïóòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàøåé ïðîãðàììû: q ðàç èñïîëüçîâàòü ïðàâèëî

ïîäñòàíîâêè

z1 → (z1 ∗ z2),

îäèí ðàç ïðàâèëî

z1 → (a+ b)

è q ðàç ïðàâèëî

z2 → b,

íà÷èíàÿ ñ èñõîäíîãî ñèìâîëà z1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ïóòü â ñàìîì äåëå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðîãðàììó

(2.16), ÷òî è çàâåðøàåò å¼ ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

óêàçàííàÿ ïðîâåðêà íå ïðåäñòàëÿåò òðóäíîñòè.

86



Òàêèì îáðàçîì, ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç ìåòîäîì èíòåãðàëüíîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ñèíòàêñè÷åñêîãî ïîëèíîìà (èíòåãðàë ôèêñèðîâàííîé êðàò-

íîñòè) ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç ìîíîìîâ (ïðî-

ãðàìì), ñòåïåíè (äëèíû) êîòîðûõ íåîãðàíè÷åíû.
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîÿò â ñëå-

äóþùèì.

Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ìíîæåñòâàìè ðåøåíèé ïîëèíîìèàëüíîé

ãðàììàòèêè è å¼ êîììóòàòèâíîãî îáðàçà (Îïðåäåëåíèå 1.1, Òåîðåìû

1.1 � 1.4, Ïðèìåð 1.1, Çàìå÷àíèÿ 1.1 è 1.2).

Òåì ñàìûì â òåîðèþ ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è ãðàììàòèê ïðèâëå÷åíû

íîâûå äëÿ ýòîé òåîðèè ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû: êîìïëåêñíîãî àíàëèçà è

àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Íàéäåíî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïîëèíîìèàëüíîãî

ÿçûêà, ïîðîæä¼ííîãî ïîëèíîìèàëüíîé ãðàììàòèêîé (ñèñòåìîé óðàâíå-

íèé ñ íåêîììóòàòèâíûìè ñèìâîëüíûìè ïåðåìåííûìè) â òåðìèíàõ å¼

êîììóòàòèâíîãî îáðàçà (Òåîðåìà 1.5, Çàìå÷àíèÿ 1.2 è 1.3).

Óñëîâèå ôîðìóëèðóåòñÿ êàê òåîðåìà î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè, êîòîðàÿ

îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ â ñëó÷àå êîììóòàòèâíûõ ïåðåìåííûõ.

Ââåäåíî è èññëåäîâàíî ïîíÿòèå ïîëèíîìèàëüíîé ãðàììàòèêè, ïîðîæ-

äàþùåé áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÿçûêîâ, à òàêæå ïîëó÷åíû íîâûå ñâîéñòâà

íåñîâìåñòíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ãðàììàòèê, íå èìåþùèå àíàëîãîâ äëÿ

êîììóòàòèâíîãî ñëó÷àÿ (Îïðåäåëåíèå 1.2, Ïðèìåðû 1.2 � 1.4, Çà-

ìå÷àíèå 1.5 è 1.6).
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Òàêèì îáðàçîì, ðàñøèðÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ïîëèíîìèàëüíûõ ãðàììà-

òèê, èññëåäóåìûõ â òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è ãðàììàòèê.

Ðàçðàáîòàí ìåòîä ñèíòàêñè÷åñêîãî ïîëèíîìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèí-

òàêñè÷åñêîãî àíàëèçà ìîíîìîâ êîíòåêñòíî�ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ (Ëåììû 2.1 è 2.4, Îïðåäåëåíèå 2.1, Òåîðåìû 2.2 è 2.3,

Ïðèìåð 2.1).

Ñèíòàêñè÷åñêèé ïîëèíîì ïîëó÷åí â âèäå èíòåãðàëà ïî öèêëó îò ðà-

öèîíàëüíîé ôóíêöèè è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí íà ïðàêòèêå â ïðîöåññå

ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà ïðîãðàìì.

Òàêèì îáðàçîì, âñå çàäà÷è äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ðåøåíû,

öåëü äîñòèãíóòà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò âåñòè äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ â

òåðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è ãðàììàòèê â ñëåäóþùèõ íàïðàâëåíèÿõ:

� âûÿâëåíèÿ íîâûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ÿçûêîâ

è èçó÷åíèÿ èõ ñâîéñòâ, âêëþ÷àÿ ïîèñê êðèòåðèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ

ïîëèíîìèàëüíûõ ãðàììàòèê â âèäå ÔÑÐ;

� ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà ôîðìàëüíûõ

ÿçûêîâ, êîòîðûå ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ êàê â òåîðåòè÷åñêîì ïðîãðàììèðî-

âàíèè, òàê è ïðè ïðàêòè÷åñêîì îñóùåñòâëåíèè ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà.

89



Ëèòåðàòóðà

[1] Àäàìåíêî À. Í., Êó÷óêîâ À. Ì. Ëîãè÷åñêîå óïðàâëåíèå ïðîãðàì-

ìèðîâàíèå è Visual Prolog. � ÑÏá.: ÁÕÂ�Ïåòåðáóðã. 2003. 992 c.

[2] Àëåêñååâà À. Ã. Ïðèìåíåíèå èòåðàöèé êîíå÷íûõ ÿçûêîâ â àëãîðèò-

ìè÷åñêèõ çàäà÷àõ òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ: äèññ. ... êàíä. ôèç.

� ìàòåì. íàóê. � 2012. Òîëüÿòòè. 123 ñ.

[3] Àéçåíáåðã Ë. À., Þæàêîâ À. Ï. Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ è âû-

÷åòû â ìíîãîìåðíîì êîìïëåêñíîì àíàëèçå. � Íîâîñèáèðñê: Íàóêà.

1979. 366 ñ.

[4] Àðóòþíîâà Í. Ä. Ïðåäëîæåíèå è åãî ñìûñë. Ëîãèêî-ñåìàíòè÷åñêèå

ïðîáëåìû. � Ì.: Íàóêà. 1976. 380 ñ.

[5] Àõî À., Óëüìàí Äæ. Òåîðèÿ ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà, ïåðåâîäà è

êîìïèëÿöèè. � Ì.: Ìèð. 1978. 352 ñ.

[6] Àõî À., Õîïôîðò Ä. Ý., Óëüìàí Äæ. Ñòðóêòóðà äàííûõ è àëãîðèò-

ìû. � Ì.: Âèëüÿìñ. 2000. Ñ. 225�257.

[7] Àõî À., Ñåòè Ð., Óëüìàí Äæ. Êîìïèëÿòîðû. Ïðèíöèïû, òåõíîëî-

ãèè, èíñòðóìåíòû. � Ì.: Âèëüÿìñ. 2001. 135 ñ.

90



[8] Áàð-Õèëëåë È., Êàøåð À., Øàìèð Å. Ìåðû ñèíòàêñè÷åñêîé ñëîæ-

íîñòè. Êèáåðíåòè÷åñêèé ñáîðíèê. Íîâ. ñåðèÿ. Âûï. 4. � Ìèð. 1967.

Ñ. 219�227.

[9] Áàóýð Ô. Ë., Ãîîç Ã. Èíôîðìàòèêà. Ò. 1. � Ì: Ìèð. 1990. 324 ñ.

[10] Áàóýð Ô. Ë., Ãîîç Ã. Èíôîðìàòèêà. Ò. 2. � Ì: Ìèð. 1990. 410 ñ.

[11] Áåéòìåí Ã., Ýðäåéè À. Âûñøèå òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè. Ò. 2. �

Ì.: Íàóêà. 1965. 294 ñ.

[12] Áåëåöêèé Ì. È. Áåñêîíòåêñòíûå è äîìèíàöèîííûå ãðàììàòèêè è

ñâÿçàííûå ñ íèìè àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû. // Êèáåðíåòèêà.

Âûï. 4. � 1967. Ñ. 90�97.

[13] Áåëîíîãîâ Ã. Ã., Êóçíåöîâ Á. À. ßçûêîâûå ñðåäñòâà àâòîìàòèçèðî-

âàííûõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì. � Ì.: Íàóêà. 1983. 380 ñ.

[14] Áðàóýð Â. Ââåäåíèå â òåîðèþ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. � Ì.: Ðàäèî è

ñâÿçü. 1987. 122 ñ.

[15] Âàí-äåð-Âàðäåí Á. Ë. Àëãåáðà. � Ì.: Íàóêà. 1973. 368 ñ.

[16] Âèðò Í. Àëãîðèòì + ñòðóêòóðû äàííûõ = ïðîãðàììû. � Ì.: Ìèð.

1985. 342 ñ.

[17] Ãèíçáóðã Ñ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ.

� Ì. Ìèð. 1970. 325 ñ.

[18] Ãèíçáóðã Ñ., ÃðåéáàõØ. Îá èíâàðèàíòíîñòè êëàññîâ Íñ-ÿçûêîâ îò-

íîñèòåëüíî íåêîòîðûõ îòîáðàæåíèé // Êèáåðíåòè÷åñêèé ñáîðíèê.

Íîâ. ñåðèÿ. Âûï. 5. � Ì.: Ìèð. 1968. Ñ. 167�188.

91



[19] Ãèíçáóðã Ñ., Ðàéñ Õ. Äâà êëàññà ÿçûêîâ òèïà ÀËÃÎË // Êèáåðíå-

òè÷åñêèé ñáîðíèê. Íîâ. ñåðèÿ. Âûï. 6. 1969. Ñ. 114�145.

[20] Ãëàäêèé À. Â. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðèðîäà èíâàðèàíòíûõ ñâîéñòâ

ãðàììàòèê íåïîñðåäñòâåííî ñîñòàâëÿþùèõ // Àëãåáðà è ëîãèêà.

�- 1964. Ò. 3. Âûï. 2. Ñ. 17�32.

[21] Ãëàäêèé À. Â. Î ñëîæíîñòè âûâîäîâ â ãðàììàòèêàõ íåïîñðåäñòâåí-

íî ñîñòàâëÿþùèõ // Àëãåáðà è ëîãèêà. � 1964. Ò. 3. Âûï. 5�-6. Ñ.

29�44.

[22] Ãëàäêèé À. Â. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ íåðàñïîçíàâàåìîñòü ñóùåñòâåííîé

íåîïðåäåëåííîñòè ÊÑ-ÿçûêîâ // Àëãåáðà è ëîãèêà. � 1965. Ò. 4.

Âûï. 4. Ñ. 53�64.

[23] Ãëàäêèé À. Â. Íåêîòîðûå àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû äëÿ ÊÑ-

ãðàììàòèê // Àëãåáðà è ëîãèêà. � 1965. Ò. 4. Âûï. 1. Ñ. 3�13.

[24] Ãëàäêèé À. Â. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ëèíãâèñòèêå äëÿ ñòóäåí-

òîâ ÍÃÓ. � Íîâîñèáèðñê: ÍÃÓ. 1966. 256 ñ.

[25] Ãëàäêèé À. Â., Ìåëü÷óê È.À. Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîé ëèíãâè-

ñòèêè. � Ì.: Íàóêà. 1969. 436 ñ.

[26] Ãëàäêèé À. Â. Ôîðìàëüíûå ãðàììàòèêè è ÿçûêè. � Ì.: Íàóêà.

1973. 337 ñ.

[27] Ãëóõîâ Ì. Ì., Åëèçàðîâ Â. Ï., Íå÷àåâ À. À. Àëãåáðà. � ÑÏá., Ì.,

Êðàñíîäàð: Ëàíü, 2015. 608 ñ.

92



[28] Ãëóøêîâ Â. Ì., Öåéòëèí Ã. Å., Þùåíêî Å. Ë. Àëãåáðà, ÿçûêè, ïðî-

ãðàììèðîâàíèå. � Êèåâ: Íàóêîâà äóìêà. 1974. 328 ñ.

[29] Ãðèôèòñ Ô., Õàððèñ Äæ. Ïðèíöèïû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ò.

1, 2. � Ì.: Ìèð. 1982. 852 ñ.

[30] Äåìüÿíêîâ Â. Ç. Óíèâåðñàëüíàÿ ãðàììàòèêà. Êðàòêèé ñëîâàðü êî-

ãíèòèâíûõ òåðìèíîâ / Êóáðÿêîâà Å.Ñ., Äåìüÿíêîâ Â.Ç., Ïàíêðàö

Þ.Ã., Ëóçèíà Ë. Ã. / Ïîä îáù. ðåä. Å.Ñ. Êóáðÿêîâîé. � Ì.: ÌÃÓ.

1997. 245 ñ.

[31] Åãîðóøêèí Î.È., Êîëáàñèíà È.Â., Ñàôîíîâ Ê.Â. Ñèíòàêñè÷åñêèé

àíàëèç ïðîãðàìì ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé / Ìàòåðè-

àëû 17 Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ñèáèðñêàÿ íàó÷íàÿ øêîëà-

ñåìèíàð ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì "Êîìïüþòåðíàÿ áåçîïàñíîñòü

è êðèïòîãðàôèÿ"¿ � SIBECRYPT'18. Àáàêàí. � 2018 // Ïðèêëàä-

íàÿ äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. Ïðèëîæåíèå. � 2018. � 11. Ñ. 128�

130.

[32] Åãîðóøêèí Î. È., Êîëáàñèíà È. Â., Ñàôîíîâ Ê. Â. Î ïðèìåíåíèè

ìíîãîìåðíîãî êîìïëåêñíîãî àíàëèçà â òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ

è ãðàììàòèê // Ïðèêëàäíàÿ äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. � 2017. Ò. 36.

� 2. Ñ. 76�89.

[33] Åãîðóøêèí Î. È., Êîëáàñèíà È. Â., Ñàôîíîâ Ê. Â. Àíàëîã òåîðå-

ìû î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè äëÿ ôîðìàëüíûõ ãðàììàòèê / Ìàòå-

ðèàëû 16 Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ñèáèðñêàÿ íàó÷íàÿ øêîëà-

ñåìèíàð ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì "Êîìïüþòåðíàÿ áåçîïàñíîñòü

93



è êðèïòîãðàôèÿ"¿ � SIBECRYPT'17. Íîâîñèáèðñê. � 2017 // Ïðè-

êëàäíàÿ äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. Ïðèëîæåíèå. � 2017. � 10. Ñ.

149�151.

[34] Åãîðóøêèí Î. È., Êîëáàñèíà È. Â., Ñàôîíîâ Ê. Â. Èíòåãðàëü-

íîå ïðåäñòàâëåíèå ñèíòàêñè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà // Ìàòåðèàëû

XXI Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ðåøåò-

í¼âñêèå ÷òåíèÿ¿. Ò. 2. Êðàñíîÿðñê. � 2017. Ñ. 75�76.

[35] Åãîðóøêèí Î. È., Êîëáàñèíà È. Â., Ñàôîíîâ Ê. Â. On solvability

of systems of symbolic polynomial equations // Æóðíàë Ñèáèðñêîãî

ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà è ôèçèêà. � 2016. Ò. 9. �

2. Ñ. 166�172.

[36] Åãîðóøêèí Î. È., Êîëáàñèíà È. Â., Ñàôîíîâ Ê. Â. Î ñîâìåñòíîñòè

ñèñòåì ñèìâîëüíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé è èõ ïðèëîæåíèè

/ Ìàòåðèàëû 15 Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ñèáèðñêàÿ íàó÷íàÿ

øêîëà-ñåìèíàð ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì "Êîìïüþòåðíàÿ áåç-

îïàñíîñòü è êðèïòîãðàôèÿ"¿ � SIBECRYPT'16. Íîâîñèáèðñê. �

2016 // Ïðèêëàäíàÿ äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. Ïðèëîæåíèå. � 2016.

� 9. Ñ. 119�121.

[37] Åãîðóøêèí Î. È., Êîëáàñèíà È. Â., Ïîïîâ À. Ì., Ïîïîâ Í. À.,

Ñàôîíîâ Ê. Â. Ñèìâîëüíûé àíàëîã òåîðåìû î íåÿâíîì îòîáðàæå-

íèè è åãî ïðèëîæåíèÿ â òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå // Ìàòåðè-

àëû XX Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ðå-

øåòí¼âñêèå ÷òåíèÿ¿. Ò. 2. Êðàñíîÿðñê. � 2016. Ñ. 98�99.

94



[38] Åãîðóøêèí Î. È., Êîëáàñèíà È. Â., Ïîïîâ À. Ì., Ïîïîâ Í. À.,

Ñàôîíîâ Ê. Â. Îá îäíîì ïîäõîäå ê ðåøåíèþ ñèñòåì íåêîììóòàòèâ-

íûõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé // Ìàòåðèàëû XX Ìåæäóíàðîä-

íîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ðåøåòí¼âñêèå ÷òåíèÿ¿. Ò.

2. Êðàñíîÿðñê. � 2016. Ñ. 100�102.

[39] Åãîðóøêèí Î. È., Êîëáàñèíà È. Â., Íàñûðîâ È. Ð., Ñàôîíîâ Ê.

Â. Î ðåøåíèè ñèñòåì íåêîììóòàòèâíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíå-

íèé è ïðèëîæåíèè ðåçóëüòàòîâ // Ìàòåðèàëû XIX Ìåæäóíàðîä-

íîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ðåøåòí¼âñêèå ÷òåíèÿ¿. Ò.

2. Êðàñíîÿðñê. � 2015. Ñ. 124�125.

[40] Åãîðóøêèí Î. È., Êîëáàñèíà È. Â., Ñàôîíîâ Ê. Â. Óñëîâèÿ ñîâìåñò-

íîñòè ñèñòåì ñèìâîëüíûõ óðàâíåíèé è ïðèëîæåíèÿ // Ìàòåðèàëû

Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Àêòóàëüíûå

ïðîáëåìû àâèàöèè è êîñìîíàâòèêè¿. Ò. 1. Êðàñíîÿðñê. � 2016. Ñ.

504�506.

[41] Åãîðóøêèí Î. È., Êàëóãèí-Áàëàøîâ Ä. À., Ñàôîíîâ Ê. Â. Î ðàç-

ðåøèìîñòè ñèñòåì íåêîììóòàòèâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé,

ïîðîæäàþùèõ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ÿçûêè // Âåñòíèê Ñèáèðñêî-

ãî ãîñóäàðñòâåííîãî àýðîêîñìè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. àêàäåìèêà

Ì.Ô. Ðåøåòí¼âà. 2009. � 2 (23). Ñ. 21�24.

[42] Åãîðóøêèí Î. È. Êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ÿçûêè â íîðìàëüíîé ôîð-

ìå Ãðåéáàõ: àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä // Âåñòíèê Ñèáèðñêîãî ãîñó-

äàðñòâåííîãî àýðîêîñìè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. àêàäåìèêà Ì.Ô.

Ðåøåòí¼âà. � 2008. � 2 (19). Ñ. 24�25.

95



[43] Åãîðóøêèí Î. È. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçû-

êîâ / Ìàòåðèàëû III Âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîíôåðåí-

öèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ìîëîäåæü è íàóêà:

íà÷àëî XXI âåêà¿. Êðàñíîÿðñê. � 2007. Ñ. 65�67.

[44] Åãîðóøêèí Î. È. Î ñâîéñòâàõ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ / Ìà-

òåðèàëû IV Âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ñòó-

äåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ìîëîäåæü è ñîâðåìåííûå

èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè¿. Òîìñê. � 2006. Ñ. 94�95.

[45] Åãîðû÷åâ Ã. Ï. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå è âû÷èñëåíèå êîìáè-

íàòîðíûõ ñóìì. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà. 1977. 285 ñ.

[46] Åðøîâ À. Ï. Ïðîãðàììèðóþùàÿ ïðîãðàììà äëÿ áûñòðîäåéñòâóþ-

ùåé ýëåêòðîííîé ñ÷åòíîé ìàøèíû. Ì.: Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑÐ. 1958.

325 ñ.

[47] Çíàìåíñêèé Ñ. Â., Ìàéåðãîéç Ë. Ñ. Î ñòåïåííûõ ðÿäàõ îò ìíîãèõ

êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ / Ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè ìíîãèõ êîì-

ïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ: Ñáîðíèê íàó÷íûõ òðóäîâ. Êðàñíîÿðñê: Èí-

ñòèòóò ôèçèêè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1972. Ñ. 185�195.

[48] Èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò. Êíèãà 2. Ìîäåëè è ìåòîäû: Ñïðàâî÷íèê

/ Ïîä ðåä. Ä. À. Ïîñïåëîâà. Ì.: Ðàäèî è ñâÿçü. 1990. 304 ñ.

[49] Êàðïîâ Þ. Ã. Òåîðèÿ è òåõíîëîãèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îñíîâû ïî-

ñòðîåíèÿ òðàíñëÿòîðîâ. � ÑÏá.: ÁÕÂ-Ïåòåðáóðã. 2005. 272 ñ.

[50] Êèáðèê À. Å. Ïðîáëåìà ñèíòàêñè÷åñêèõ îòíîøåíèé â óíèâåðñàëü-

íîé ãðàììàòèêå. Âûï. XI. Ì.: Ïðîãðåññ. 1982. Ñ. 5�36.

96



[51] Êëèíè Ñ. Ê. Ïðåäñòàâëåíèå ñîáûòèé â íåðâíûõ ñåòÿõ è êîíå÷íûõ

àâòîìàòàõ / Àâòîìàòû: ñáîðíèê íàó÷íûõ òðóäîâ. Ì.: ÈË. 1956. Ñ.

15�67.

[52] Êîìïàíèåö Ð. È., Ìàíüêîâ Å. Â., Ôèëåòîâ È. Å. Ñèñòåìíîå ïðî-

ãðàììèðîâàíèå. Îñíîâû ïîñòðîåíèÿ òðàíñëÿòîðîâ. � ÑÏá: Êîðî-

íàïðèíò. 2000. 256 ñ.

[53] Êóçíåöîâ Ñ. Ë. Î ïðåîáðàçîâàíèè êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ãðàììà-

òèê â ãðàììàòèêè Ëàìáåêà // Òðóäû ÌÈÀÍ. � 2015. Ò. 290. Ñ.

72�79.

[54] Êóçíåöîâ Ñ. Ë., Ðûæêîâà Í. Ñ. Ôðàãìåíò èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà ñ

èòåðàöèåé // Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ 2015. Òåçèñû äîêëàäîâ. Íîâîñè-

áèðñê. � 2015. Ñ. 213.

[55] Êóðîø À. Ã. Êóðñ âûñøåé àëãåáðû. � Ì.-Ë.: Ãîñòåõèçäàò. 1962.

347 ñ.

[56] Ëàìáåê È. Ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû ïðåäëîæåíèé.

Ïåð. ñ àíãë. // Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëèíãâèñòèêà: ñá. ïåð. / Ïîä ðåä.

Þ. À. Øðåéäåðà è äð. � Ì.: Ìèð, 1964. Ñ. 47�68.

[57] Ëåòè÷åâñêèé À. À. Ïðåäñòàâëåíèå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ â

àâòîìàòàõ ñ ïàìÿòüþ òèïà push-down / Êèáåðíåòèêà. Âûï. 2. �

1965. Ñ. 80�84.

[58] Ëåòè÷åâñêèé À. À. Ñèíòàêñèñ è ñåìàíòèêà ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ /

Êèáåðíåòèêà. Âûï. 4. � 1968. Ñ. 71�79.

97



[59] Ëüþèñ Ô., Ðîçåíêðàíö Ä., Ñòðèíç Ð. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ïðîåê-

òèðîâàíèÿ êîìïèëÿòîðîâ. � Ì.: Ìèð. 1979. 288 ñ.

[60] Ìàðòûíåíêî Á.È. ßçûêè òðàíñëÿöèè. � ÑÏá.: ÑÏáÃÓ. 2004. 234

ñ.

[61] Ìýòüþç Ä. Ðàçðûâíîñòü è àñèììåòðèÿ â ãðàììàòèêàõ íåïîñðåä-

ñòâåííî ñîñòàâëÿþùèõ / Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëèíãâèñòèêà. � Ì.: Ìèð.

1964. Ñ. 150�159.

[62] Íàóð Í. Àëãîðèòìè÷åñêèé ÿçûê ÀËÃÎË-60 / Ïåðåñìîòðåííîå ñî-

îáùåíèå. � Ì.: Ìèð. 1965. 245 ñ.

[63] Íèêèòèíà Ñ. Å. Ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç ÿçûêà íàóêè. � Ì.: Íàóêà.

1987. 128 ñ.

[64] Îïàëåâà Ý. ßçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ìåòîäû òðàíñëÿöèè. �

ÑÏá.: BHV. 2005. 480 ñ.

[65] Ïåíòóñ À. Å., Ïåíòóñ Ì. Ð. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ôîðìàëüíûõ

ÿçûêîâ: Ó÷åáíîå ïîñîáèå. � Ì.: ÌÃÓ. 2004. 80 ñ.

[66] Ïåíòóñ Ì. Ð. Ïîëíîòà ñèíòàêñè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ Ëàìáåêà //

Ôóíä. è ïðèêë. ìàòåìàòèêà. � 1999. Ò. 5. � 1. Ñ. 193�219.

[67] Ïåíòóñ Ì. Ð. Èñ÷èñëåíèå Ëàìáåêà è ôîðìàëüíûå ãðàììàòèêè //

Ôóíä. è ïðèêë. ìàòåìàòèêà. � 1995. Ò. 1. � 3. Ñ. 729�751.

[68] Ïîëÿêîâ Â. Í. Ñèíòåç ôîðìàëüíûõ ìîäåëåé ÿçûêà è ñìûñëà êàê

ïðîáëåìà ñåìàíòè÷åñêîé îáðàáîòêè åñòåñòâåííîãî ÿçûêà // Íîâî-

ñòè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà. � 1997. � 1. Ñ. 6�63.

98



[69] Ïîñïåëîâ Ä. À. Ïðèêëàäíàÿ ñåìàíòèêà è èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò

// Ïðîãðàììíûå ïðîäóêòû è ñèñòåìû. � 1996. � 3. Ñ. 24�28.

[70] Ïîñïåëîâ Ä. À., Îñèïîâ Ã.Ñ. Ââåäåíèå â ïðèêëàäíóþ ñåìèîòèêó //

Íîâîñòè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà. � 2002. � 6. Ñ. 28�35.

[71] Ñàâàòååâ Þ. Â. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ôðàãìåíòîâ èñ÷èñëå-

íèÿ Ëàìáåêà: äèññ. ... êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê. Ì.: ÌÃÓ, 2009. 75 ñ.

[72] Ñàâàòååâ Þ. Â. Ðàñïîçíàâàíèå âûâîäèìîñòè äëÿ èñ÷èñëåíèÿ Ëàì-

áåêà ñ îäíèì äåëåíèåì // Âåñòí. Ìîñêîâñê. óí-òà. Ñåð. 1. Ìàòåì.

ìåõàí. � 2009. � 2. Ñ. 59�62.

[73] Ñàôîíîâ Ê. Â. Î óñëîâèÿõ àëãåáðàè÷íîñòè è ðàöèîíàëüíîñòè ñóì-

ìû ñòåïåííîãî ðÿäà // Ìàòåì. çàìåòêè. � 1987. Ò. 41. Âûï. 3. Ñ.

325�332.

[74] Ñàôîíîâ Ê. Â. Î âîçìîæíîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ

êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ // Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè. �

2005. Ò. 10. � 4. Ñ. 91�98.

[75] Ñàôîíîâ Ê. Â. Î ñèíòàêñè÷åñêîì àíàëèçå è ñâîéñòâàõ ôîðìàëüíûõ

ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ // Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè. � 2005.

Ò. 10. Ñïåöèàëüíûé âûïóñê. Ñ. 9�15.

[76] Ñàôîíîâ Ê. Â., Åãîðóøêèí Î. È. Î ñèíòàêñè÷åñêîì àíàëèçå è ïðî-

áëåìå Â. Ì. Ãëóøêîâà ðàñïîçíàâàíèÿ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçû-

êîâ Õîìñêîãî // Âåñòíèê Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.

Ïðèëîæåíèå. � 2006. � 17. Ñ. 63�66.

99



[77] Ñàôîíîâ Ê. Â., Åãîðóøêèí Î. È. Ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé, ïîðîæäàþùèõ êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå ÿçûêè // Ìàòåðèàëû

Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ðåøåòí¼âñêèå ÷òåíèÿ¿. Ò. 2. � 2009.

Êðàñíîÿðñê. Ñ. 535.

[78] Ñàôîíîâ Ê. Â. Êðèòåðèé àëãåáðàè÷íîñòè ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà

(îáîáùåíèå êðèòåðèÿ Êðîíåêåðà) è åãî ïðèìåíåíèå // Äîêëàäû

Àêàäåìèè íàóê. � 2009. Ò. 424. � 1. Ñ. 19�21.

[79] Ñåì¼íîâ À. Ë. Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû äëÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ è

êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ãðàììàòèê // Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1973.

Ò. 212. Ñ. 50�52.

[80] Ñòîöêèé Ý. Ä. Î íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ñïîñîá âûâîäà íåïî-

ñðåäñòâåííî ñîñòàâëÿþùèõ / Íàó÷íî-òåõíè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ. Ñå-

ðèÿ 2. Âûï. 7. � 1967. Ñ. 35�38.

[81] Ñòîöêèé Ý. Ä. Óïðàâëåíèå âûâîäîì â ôîðìàëüíûõ ãðàììàòèêàõ //

Ïðîáëåìû ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè. � 1971. Ò. 7. Âûï. 3. Ñ. 87�102.

[82] Ñòîöêèé Ý. Ä. Ïîíÿòèå èíäåêñà â îáîáùåííûõ ãðàììàòèêàõ //

Íàó÷íî-òåõíè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ. Ñåðèÿ 2. Âûï. 4. � 1969. Ñ. 45�

48.

[83] Õåðö Ì. Ì. Ýíòðîïèÿ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìàÿ àâòîìàòíîé èëè

êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêàìè ñ îäíîçíà÷íûì âûâîäîì //

Íàó÷íî-òåõíè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ. Ñåðèÿ 2. Âûï. 4. � 1969. Ñ. 89�

92.

100



[84] Õåðö Ì. Ì. Ýíòðîïèÿ ÿçûêîâ, ïîðîæäàåìàÿ àâòîìàòíîé èëè

êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêàìè ñ îäíîçíà÷íûì âûâîäîì //

Íàó÷íî-òåõíè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ. Ñåðèÿ 2. Âûï. 4. � 1969. Ñ. 89�

92.

[85] Õîìñêèé Í. Òðè ìîäåëè îïèñàíèÿ ÿçûêà: Ïåð. ñ àíãë. // Êèáåðíå-

òè÷åñêèé ñáîðíèê. Âûï. 2. � 1961. Ñ. 237�266.

[86] Õîìñêèé Í. Î íåêîòîðûõ ôîðìàëüíûõ ñâîéñòâàõ ãðàììàòèê // Êè-

áåðíåòè÷åñêèé ñáîðíèê. Íîâ. ñåðèÿ. Âûï. 5. 1962. Ñ. 279�311.

[87] Õîìñêèé Í. Çàìåòêà î ãðàììàòèêàõ íåïîñðåäñòâåííî ñîñòàâëÿþ-

ùèõ // Êèáåðíåòè÷åñêèé ñáîðíèê. Íîâ. ñåðèÿ. Âûï. 5. � Ì.: Ìèð.

1962. Ñ. 312�316.

[88] Õîìñêèé Í. Ñèíòàêñè÷åñêèå ñòðóêòóðû // Íîâîå â ëèíãâèñòèêå.

Âûï. 2. Ñ. 412�527.

[89] Õîìñêèé Í., Øþòöåíáåðæå Ì.Í. Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ

êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ // Êèáåðíåòè÷åñêèé ñáîðíèê.

Íîâ. ñåðèÿ. Âûï. 3. � 1966. Ñ. 195�242.

[90] Õîìñêèé Í., Ùþòöåíáåðæå Ì. Ï. Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ

êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ // Êèáåðíåòè÷åñêèé ñáîðíèê. Íîâ.

ñåðèÿ. Âûï. 2. � 1966. Ñ. 121�230.

[91] Õîìñêèé Í. Ëîãè÷åñêèå îñíîâû ëèíãâèñòè÷åñêîé òåîðèè. � Áèðî-

áèäæàí: ÈÏ Òðèâèóì. 2000. 146 ñ.

101



[92] ×èðêà Å. Ì. Êîìïëåêñíûå àíàëèòè÷åñêèå ìíîæåñòâà. � Ì.: Íàóêà.

1985. 272 ñ.

[93] Øàáàò Á. Â. Ââåäåíèå â êîìïëåêñíûé àíàëèç. ×. 2. � Ì.: Íàóêà.

1976. 400 ñ.

[94] Þæàêîâ À. Ï. Î ïðèìåíåíèè êðàòíîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî âû÷åòà

äëÿ ðàçëîæåíèÿ íåÿâíûõ ôóíêöèé â ñòåïåííûå ðÿäû // Ìàòåìàòè-

÷åñêèé ñáîðíèê. � 1975. Ò. 97. � 2. C. 177�192.

[95] Bar-Hillel Y., Gaifman C., Shamir E. On the categorial and

phrasestructure grammars. Bull. Res. Council Israel. Section F. � 1960.

Vol. 9F. P. 1�16.

[96] Belov A. Y., Chernyat'ev A. L. Description of normal bases of boundary

algebras and factor languages of slow growth // Mathematical Notes.

2017. V. 101. � 1-2. P. 203-207.

[97] Give'on Y. On some properties of the free monoids with applications

to automata theory // J. of Computer and System Sciences. � 1977.

� 2. P. 65�70.

[98] Graham R. Subsemigroups of 0-simple semigroups // Mathemetical

System Theory. � 1967. � 3. P. 41-=-47.

[99] Give'on Y. On some properties of the free monoids with applications

to automata theory. � J. of Computer and System Sciences. � 1977.

� 2. P. 65�70.

102



[100] Graham R. Subsemigroups of 0-simple semigroups // Mathemetical

System Theory. � 1967. � 3. P. 41�47.

[101] Heller A. Stohastic transformations and automata. � Mathemetical

System Theory. � 1967. � 3. P. 68�73.

[102] Hibbard N., Gray J. and Harrison M. Scan limited automata and

context limited grammars // Information and Control. � 1969. V.

11. � 1. P. 5�14.

[103] Morrill G. Categorial grammar. Logical Syntax, Semantics, and

Processing. � Oxford: Oxford Univ. Press. 2011. 236 p.

[104] Pentus M. A polynomial-time algorithm for Lambek grammars of

bounded order // Linguistic Analysis. � 2010. V. 36. � 1�4. P.

441�471.

[105] Pentus M. Lambek calculus is NP-complete // Theor. Comput. Sci. �

2006. V. 357. P. 186�201.

[106] Podolskii V. V. Circuit complexity meets ontology-based data access //

Proc. 10th Intl. Comput. Sci. Symp. in Russia. � 2015. Berlin: Springer.

P. 7�26. (Lect. Notes Comput. Sci. V. 9139).

[107] Rosenberg A. L. A machine realization of the linear context-free

languages // Information and Control. � 1977. V. 10. P. 175�188.

[108] Rosenkrants D. Matrix equations and normal forms for context-free

grammars // J. Assoc. Computing Machinery. V. 14. � 1967. P.

501�507.

103



[109] Safonov K. V. On power series of algebraic and rational functions in

Cn // Journal of Math. Analysis and Applications. � 2000. V. 243.

P. 261�277.

[110] Salomaa A., Soittola M. Automata-Theoretic Aspects of Formal Power

Series. � N.Y.: Springer-Verlag. 1978. 288 p.

[111] Savateev Yu. Lambek grammars with one division are decidable in

polynomial time // Computer Science Theory and Applications. Berlin:

Springer. � 2008. P. 273�282. (Lect. Notes Comput. Sci. V. 5010).

[112] Savateev Yu. Product-free Lambek calculus is NP-complete // Ann.

Pure Appl. Log. � 2012. V. 163. Iss. 7. P. 775�788.

[113] Sch�utzenberger M. � P. On context-free languages and pushdown

automata // Information and Control. � 1963. V. 6. � 3. P. 246�264.

[114] Scheinberg S. On property of context-free languages // Information and

Control. � 1960. � 3. P. 372�375.

[115] Shamir E. A remark on discovery algorithms for grammars //

Information and Control. � 1962. V. 5. P. 246�251.

[116] Shamir E. A. A presentation theorem for algebraic and context-free

power series in non-commuting variables // Information and Control.

� 1967. � 11. P. 65�78.

[117] Soitola M. Positive rational sequences // Theoretical Computer

Science. � 1976. V. 2. P. 313�321.

104



[118] Thatcher J. W. Characterizing derivation trees of context-free

grammars through a generalization of �nite automata theory // J.

Computer and System Sciences. � 1968. � 1. P. 132�138.

[119] Ullman J. D. Pushdown automata with bounded back-track / System

Development Corp. Rept. � 1966. V. 9. P. 61�65.

[120] Ullman J. D. Partial algorithm problems for context-free languages //

Information and Control. � 1967. V. 11. P. 80�101.

[121] Valiant L. G. General context-free recognition in less than cubic time

// J. Comp. Syst. Sci. � 1975. V. 10. P. 308�315.

[122] Yntema M. K. Inclusion relations among families of context-free

languages // Information and Control. � 1967. V. 10. P. 572�597.

[123] Younger D. H. Recognition and parsing of context-free languages in

time // Information and Control. � 1967. V. 10. P. 598�605.

105


