
На правах рукописи

Давлетшин Максим Николаевич

Метод коэффициентов и его приложения

01.01.09 – дискретная математика и математическая
кибернетика

Автореферат
диссертации на соискание ученой степени

кандидата физико-математических наук

Красноярск – 2012



Работа выполнена на кафедре математического обеспечения дискретных
устройств и систем Института фундаментальной подготовки Сибирского
федерального университета

Научный руководитель: доктор физико-математических наук,
профессор Егорычев Георгий Петрович

Официальные оппоненты: Лейнартас Евгений Константинович,
доктор физико-математических наук, доцент,
Сибирский федеральный университет,
профессор кафедры теории функций;

Шлепкин Анатолий Константинович,
доктор физико-математических наук, профессор,
Красноярский государственный аграрный университет,
заведующий кафедрой прикладной математики
и информационно-компьютерной безопасности.

Ведущая организация: Восточно-Сибирская государственная
академия образования (г. Иркутск).

Защита состоится 22 марта 2012 г. в 16.00 часов на заседании
диссертационного совета ДМ 212.099.18 при Сибирском федеральном
университете по адресу: 660074, г. Красноярск, ул. Киренского, 26, ИКИТ
СФУ, ауд. УЛК-115.

С диссертацией можно ознакомиться в библиотеке Сибирского федерального
университета.

Автореферат разослан " " 2012 года.

Ученый секретарь
диссертационного совета

Кириллов
Кирилл Анатольевич



Общая характеристика работы
Актуальность темы. Проблема вычисления и оценки

комбинаторных сумм возникает в различных разделах дискретной
математики и компьютерной алгебры – комбинаторном анализе, теории
графов, оценке сложности алгоритмов, а также в алгебре, теории функций,
и других областях математики и статистической физики. Особый интерес
представляет изучение этой проблемы при решении задач перечисления
в рамках комбинаторного анализа. Здесь ряд замечательных результатов
принадлежит П. Ферма, Б. Паскалю, Г.В. Лейбницу, Л. Эйлеру, К.Ф.
Гиндебургу, Я. Бернулли, Я. Штейнеру, К.Ф. Гауссу, К.Г.Я. Якоби, А.
Мёбиусу, Дж. Сильвестру, А. Кэли, П.А. Мак-Магону, С. Рамануджану, Г.
Харди, Ф. Холлу, Дж. Пойя, Н. де Брёйну, Ф. Харари, П. Эрдешу, Дж.-К.
Рота, Д. Зейлбергеру и другим ученым, многие из которых сыграли также
выдающуюся роль в развитии алгебры и математического анализа.

При вычислении комбинаторных сумм исследователи применяют
обширный набор методов и приемов – от математической индукции,
метода включения-исключения, свойств биномиальных коэффициентов
и других комбинаторных чисел, операторов и символических методов
типа умбрального исчисления Рота-Стенли, формулы суммирования
гипергеометрических рядов, разностных и интегро-дифференциальных
уравнений, производящих функций, контурных интегралов, – до
комбинаторной интерпретации сумм (тождеств) в рамках различных
комбинаторных схем, обычно используемых совместно с методом
производящих функций в алгебре формальных степенных рядов. В их
числе как классические схемы: перестановки, сочетания, размещение частиц
по ячейкам и т.п. и их унификации в рамках общих комбинаторных схем
(В.Н. Сачков, М.Л. Платонов и др.), так и более общие методы: теоретико-
групповой метод перечисления Пойя, алгебра инциденций и функции
Мёбиуса на частично упорядоченных множествах (Дж.-Я. Рота, Р. Стенли и
др.) и др.

В последние годы наблюдается интенсивное развитие комбинаторного
анализа, во многом связанное с применением аналитических методов при
изучении комбинаторных схем. Из достижений российских ученых можно
отметить, например, систематическое использование аппарата производящих
функций в теории вероятностей и математической статистике, особенно в
комбинаторной теории случайных процессов, задачах размещения частиц по
ячейкам и случайных разбиениях, а также задачах, связанных со случайными
отображениями и графами (В.Л. Гончаров, Г.И. Ивченко, В.Ф. Колчин, В.А.
Малышев, Б.А. Севастьянов, В.Е. Степанов, В.П.Чистяков и др.).
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Результаты вычисления комбинаторных выражений порождают
соответствующие комбинаторные тождества, которые, как правило,
допускают содержательное истолкование на языке перечисляемого
множества объектов. Интерес к изучению комбинаторных сумм и методов
их вычисления заметно повысился в последнее время. Книги Дж. Риордана,
Г. Гульда, Г.П. Егорычева, Й. Кауцки, В.К. Леонтьева, М. Петковшека, Г.
Вильфа и Д. Зейлбергера, Ф. Флайджелета и другие целиком посвящены
этой области исследования, лежащей на стыке дискретной и непрерывной
математики. В этих книгах сделаны попытки систематизации огромного
материала, приведена история вопроса, и различные методы вычисления
комбинаторных сумм и доказательства комбинаторных тождеств, включая
современные методы компьютерной алгебры для проверки справедливости
комбинаторных тождеств (Б. Госпер, Д. Зейлбергер, и др.).

Цель работы
− развитие метода коэффициентов Егорычева для вычисления

комбинаторных сумм на различные типы производящих функций, включая
ряды Фурье и q-ряды;

− применение метода коэффициентов при решении перечислительных
проблем и вычислении комбинаторных сумм различного типа в теории групп
и колец, теории интегральных представлений в Cn, компьютерной алгебре и
других разделах математики.

Научная новизна. Основные результаты диссертации являются
новыми.

Положения, выносимые на защиту
1. Построение метода коэффициентов (правила вывода, лемма о

полноте) для рядов Фурье обычного типа и q-рядов.
2. Нахождение комбинаторного решения и явной формулы для числа

идеалов кольца Rn(K, J).

3. Решение проблемы обращения и нахождение в явном виде формулы
для числа всех идеалов определенного типа для лиевой алгебры (кольца)
N (Φ, K) классического типа Φ над конечным полем K = GF (q).

4. Вычисление в замкнутом виде несколько новых и известных
кратных комбинаторных сумм, и нахождение нового доказательства ряда
комбинаторных тождеств из теории интегральных представлений в Cn,
теории групп и колец, q-рядов и рядов Фурье.

Теоретическая и практическая ценность. Полученные
результаты имеют теоретическое и прикладное значение, которые могут
найти непосредственное применение в комбинаторном анализе, алгебре и
теории функций, компьютерной алгебре и их приложениях.
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Методы исследований. В диссертации используются методы и
результаты комбинаторного анализа, теории голоморфных функций, теории
групп и колец, компьютерной алгебры.

Апробация работы. Основные результаты диссертации
обсуждались и докладывались на следующих всероссийских и
международных конференциях: международная конференция "Алгебра
и ее приложения"(Красноярск, 2007); международная конференция
"Аналитические функции многих комплексных переменных"(Красноярск,
2009); международная конференция "Мальцевские чтения"(Новосибирск,
2009); 3-я Российская школа-семинар "Синтаксис и семантика логических
систем"(Иркутск, 2010); международная научная конференция "Алгебра
и математическая логика"(Красноярск, 2010); всероссийская конференция
"Алгебра, логика и методика обучения математике"(Красноярск, 2010),
а также на нескольких семинарах ведущих научно-исследовательских
институтов и университетов.

Публикации. По теме диссертации опубликовано 6 научных
публикаций [1]–[6], отражающих основное содержание диссертации, включая
три работы (две в соавторстве) в журналах, рекомендованных ВАК РФ.
Доля авторского участия в совместных публикациях составляет 50-70%,
причем доказательство основных научных положений принадлежит лично
диссертанту.

Структура и объем работы. Диссертация изложена на 82
страницах и состоит из введения, трех глав и списка литературы,
содержащего 52 наименования, включая работы диссертанта.

Содержание работы

Во введении дается краткий обзор исследований по теме диссертации
и описываются основные результаты работы.

Первая глава посвящена построению в нескольких вариантах метода
коэффициентов Егорычева интегрального представления и вычисления
комбинаторных сумм (правила вывода, лемма о полноте).

В первом параграфе этой главы изложен метод коэффициентов
Егорычева для степенных рядов и голоморфных функций в Cn, а также
несколько примеров его применения.

Во втором параграфе приводится построение метода
коэффициентов для формальных рядов Фурье (правила вывода), включая
установление полноты предлагаемого исчисления (лемма о полноте).
Указывается также его связь с теорией аналитических функций, и приведены
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примеры вычисления нескольких бесконечных сумм. Остановимся подробнее
на изложении результатов второго параграфа.

Пусть Φ – множество формальных рядов Фурье вида F (x) =∑∞
n=−∞ cne

inx с комплексными коэффициентами. Величина cn называется
коэффициентов Фурье функции f(x) и определяется по формуле

ck =
1

2π

∫ π

−π
f (z) e−ikzdt, k = 0, 1, 2, ....

Для F (x) ∈ Φ определим понятие коэффициента

c0 =
a0

2
= Coefz[f (z)],

то есть
ck = Coefz[f (z) e−ikz], k = 1, 2, ...,

Два ряда A(w) =
∑

k ake
iwk и B(w) =

∑
k bke

iwk из Φ равны тогда и
только тогда, когда ak = bk для всех k. Мы можем ввести в Φ операции
сложения, умножения, подстановки, обращения, дифференцирования и
интегрирования.

Из определения оператора Coefz и свойств операций над
формальными рядами Фурье вытекают следующие простые свойства
(правила вывода) для этого оператора.

Правило 1 (снятия).

CoefwA (w) e−ikw = CoefwB (w) e−ikw для всех k ⇔ A(w) = B(w).

Правило 2 (линейности). Если α,β ∈ C, то

α CoefwA (w) e−ikw + β CoefwB (w) e−ikw = Coeft((αA(t) + βB(t))e−ikt).

Правило 3 (подстановки).∑
k

eikwCoefz[A (z) e−ikz] = [A(z)]z=w = A(w).

Правило 4 (дифференцирования).

ikCoefz[f (z) e−ikz] = Coefz[f
′ (z) e−ikz+1].

Правило 5 (интегрирования).

1

ik
Coefz[f (z) e−ikz] = Coefz[

∫
f (z) e−ikzdz].
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Правило 6 (Парсеваля). Если f конечная функция на интервале
[0, T ] , то cn = 1

T

∫ T
0 f(t)e−in

2π
T tdt, n ∈ Z, и классическое правило Парсеваля

a20
4 + 1

2

∑∞
n=1(a

2
n + b2

n) = ||f(t)||2принимает вид
∞∑

n=−∞

∣∣Coefz[f (z) e−ikz]
∣∣2 = ||f(t)||2 .

В третьем параграфе первой главы рассматривается метод
коэффициентов для q-рядов и указывается его связь с известным
умбральным исчислением Рота-Стенли. Остановимся подробнее на описании
результатов этого параграфа.

Пусть q - фиксированное действительное число, q 6= 0, 1., ...; [n]q :=

(qn − 1)/(q − 1), q-факториал [n]q! := (1− q)n
∏n

j=1(1− qj), q-биномиальный
коэффициент обычного типа[

n

k

]
q

:=
[n]q!

[k]q![n− k]q!
, n, k = 0, 1, . . . ,

q-числа Каталана Cq (n) , n = 0, 1, . . . , и q-числа Нарайяна Nq (n, k) , n =

0, 1, . . . , k = 0, 1, . . . , n− 1,

Cq (n) =
1

[n+ 1]q

[
2n

n

]
q

, Nq (n, k) :=
1

[n]q

[
n

k

]
q

[
n

k + 1

]
q

qk+k2.

С помощью метода коэффициентов проведено также вычисление
нескольких конечных комбинаторных q-сумм. Например, доказано
следующее новое тождество для q-чисел Каталана и Нарайяна.

Лемма ([3]).
n−1∑
k=0

Nq (n, k) = Cq (n) , n = 0, 1, . . . .

Вторая глава посвящена приложениям метода коэффициентов в
алгебре.

Решение перечислительных комбинаторных проблем в алгебре
проводится достаточно давно. Точкой отсчета можно считать нахождение
известных нижних оценок для числа подгрупп Силова, числа упорядоченных
подгрупп в конечной p-группе (Г. Фробениус, Ф. Холл, и др.), и особенно
вычисление ранга факторовMq(n) для нижнего центрального ряда свободной
группы Φ с q образующими M. Hall1:

Mq(n) =
1

n

∑
d|n

µ(d)qn/d.

1Hall M.Jr. The theory of groups. MacMillan, NY, (1959).
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В первом параграфе второй главы рассматриваются некоторые
перечислительные задачи в теории идеалов кольца Rn(K, J), где Rn(K, J)

– кольцо всех n × n матриц над ассоциативным кольцом K с элементами
из идеала J на K выше главной диагонали. Автоморфизмы для различных
K и идеалов J кольца Rn(K, J) давно привлекали внимание исследователей.
Так Р. Дюбиш и С. Перлис дали однородную конструкцию идеалов алгебры
NTn(K) над конечным K, где NTn(K) – кольцо (нижних) нильтреугольных
матриц степени n над K. Позднее, В.М. Левчук описал все идеалы кольца
Rn(K, J) над произвольным полем K, и рассмотрел случай Rn(K, J) =

NTn(K). Это позволило ему при |K| > 2 дать комбинаторное описание
всех идеалов, инвариантных относительно подгруппы D всех диагональных
автоморфизмов, а Г.П. Егорычев дал комбинаторное описание и указал, что
их число равно (1/n) в случае Rn(K, J) = NTn(K). Если коммутативное
кольцо главных идеалов кольца NTn(K) есть область целостности, то
каждый максимальный идеал этого кольца строго максимален. С другой
стороны, если множество Ωn(R, J) всех D-инвариантных идеалов кольца
Rn(K, J) (n ≥ 2) конечно, то решетка всех идеалов кольца K тоже конечна.
Число |Ωn(K, J)| конечно тогда и только тогда, когда решетка всех идеалов
кольца K тоже конечна. Обозначим через Ω(n) число всех множеств углов
(L,L′) степени n, а через Ω+(n) число всех множеств углов (L,L′) степени n
с i > j для всех (i, j) ∈ L.

Г.П. Егорычев и В.М Левчук рассматривали проблему нахождения
числа всех D-инвариантов идеалов кольца Rn(K, J) (n ≥ 2), где K

есть локальное кольцо с главным максимальным идеалом J, который
нильпотентен ступени s. В результате ими была получена формула

Ω(n, s) = s(2n− 1)

(
2n− 2

n− 1

)
+ |Ω+(n)|, s > 2. (1)

В этом параграфе путем перечисления путей определенного типа на
решетках найдено комбинаторное выражение для чисел Ω+(n), и с помощью
метода коэффициентов проведено его вычисление ([4], см. ниже, Теорема 4),
что позволило в (1) завершить вычисление числа Ω(n, s).

Теорема 4.

Ω+ (n) =
∑
r≥1

{
r−1∑
k1=0

k1∑
k2=0

2r−k1−k2−2∑
s=r−k2−1

(
i−1
k1

)(
j−i
s

)(
n−j
k2

)(
s

2r−s−k1−k2−2

)
× k1 − k2 + 1

s− r + k1 + 2
×

×
(

2s−2r+k1+k2+2
s−r+k2+1

)
+

r−1∑
k1=0

k1∑
k2=0

2r−k1−k2−2∑
s=r−k2−1

(
i−1
k1

)(
j−i
s

)(
n−j
k2

)(
s

2r−s−k1−k2−2

)
×

8



× k2 − k1 + 1

s− r + k2 + 2

(
2s−2r+k1+k2+2

s−r+k1+1

)
} =

= 22n−1+ (n− 1)

(
2n− 2

n− 1

)
−4

n

(
2n

n− 2

)
−
(

2n

n

)
.

Во втором параграфе второй главы решается задача нахождения
в явном виде для числа всех идеалов определенного типа для лиевой
алгебры (кольца) N (Φ, K). В 2001 году Г.П. Егорычевым и В.М. Левчуком2

была рассмотрена проблема нахождения числа всех идеалов лиевой алгебры
(кольца) N (Φ, K) классического типа Φ над конечным полем K = GF (q),

и доказано следующее утверждение: если K = GF (q), то число αn(Φ, q)

идеалов алгебры NTn (K) равно

αn(Φ, q) = 1 +
1

n

n−1∑
m=1

(
n

m

)(
n

m+ 1

)
Q (m, q) , (2)

где Q (0, q) := 1, а числа Q (m, q) , n = 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . , n − 1, заданы
системой линейных рекуррентных соотношений вида

m∑
j=0

(
m

j

)
Q(j, q) =

m∑
k=0

[
m

k

]
q

. (3)

В этом параграфе, исходя из (2), (3), с помощью матричных обращений
различного типа и метода коэффициентов найдены [3]: явная формула,
интегральное представление и несколько новых соотношений (тождеств) для
чисел αn(Φ, q) и Q(j, q).

В третьей главе рассматривается задача вычисления ряда кратных
комбинаторных сумм в теории голоморфных функций и комбинаторном
анализе.

В первом параграфе третьей главы с помощью метода
коэффициентов приводится вычисление серии нескольких кратных сумм
с биномиальными коэффициентами. Это позволило, в частности, найти
новое доказательство нескольких комбинаторных тождеств, полученных с
помощью теории интегральных представлений для голоморфных функций
в ограниченных линейно-выпуклых областей D ⊂ Cn с кусочно-регулярной
границей.

В. П. Кривоколеско и А.К, Цих3 нашли интегральное представление
для голоморфных функций в ограниченных линейно-выпуклых областях

2Egorychev G.P., Levchuk V.M. Enumeration in the Chevalley algebras, ACM SIGSAM Bulletin, 35, (2001),
20-34.

3Krivokolesko V., Tsikh A. Integral Representations in Linearly Convex Polyhedra, Siberian Mathematical
Journal, 46(3), (2005), 579-593.
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D ⊂ Cn с кусочно-регулярной границей. Граница этой области является
объединением граней разных размерностей, и голоморфная функция
представляется в виде суммы интегралов по этим граням. В статье4

рассмотрено несколько примеров областей в C2 и C3 и получена серия
новых комбинаторных тождеств для параметров рассматриваемых областей.
В этом параграфе с помощью метода коэффициентов вычислено ряд кратных
комбинаторных сумм, что позволило найти независимое и единообразное
доказательство тождеств Кривоколеско. В частности, доказаны следующие
тождества.

Лемма.Следующее тождество справедливо

S (s1, s2,m) :=
s1∑
k=m

(−1)k

s2 + k + 1

(
s1

k

)(
k

m

)
= (−1)m

(s2 +m)!s1!

m!(s1 + s2 + 1)!
.

Теорема 6. ([6]) Для αj ∈ C; sj ∈ Z+, j = 1, 2, 3, то верно следующее
тождество

(1− α2 − α3)
s1+1

s2∑
k=0

s3∑
l=0

(s1 + k + l)!

s1!k!l!
αk2α

l
3+

+(1− α1 − α3)s2+1
s1∑
k=0

s3∑
l=0

(s2 + k + l)!

s2!k!l!
αk1α

l
3+(1− α1 − α2)s3+1

s1∑
k=0

s2∑
l=0

(s3 + k + l)!

s3!k!l!
αk1α

l
2+

−(s2 + s3 + 1)!

s2!s3!

s3∑
m=0

(−1)m

s2 +m+ 1
·
(
s3

m

)
·
((

1− α3

1− α1

)s2+m+1

−
(

α2

1− α1

)s2+m+1
)
×

×(1− α1)
s2+s3+2

s1∑
k=0

(
s2 + s3 + k + 1

k

)
αk1+

−(s1 + s3 + 1)!

s1!s3!

s1∑
m=0

(−1)m

s3 +m+ 1
·
(
s1

m

)
·
((

1− α3

1− α3

)s3+m+1

−
(

α1

1− α2

)s3+m+1
)
×

×(1− α2)
s1+s3+2

s2∑
k=0

(
s1 + s3 + k + 1

k

)
αk2+

−(s1 + s2 + 1)!

s1!s2!

s2∑
m=0

(−1)m

s1 +m+ 1
·
(
s2

m

)
·
((

1− α2

1− α3

)s1+m+1

−
(

α1

1− α3

)s1+m+1
)
×

×(1− α3)
s1+s2+2

s3∑
k=0

(
s1 + s2 + k + 1

k

)
αk3+

+
(s1 + s2 + s3 + 2)!

s1!s2!s3!

∫ 1−α2−α3

α1

∫ 1−α3−x

α2

xs1ys2 (1− x− y)s3 dx ∧ dy ≡ 1. (4)

4Krivokolesko V. Integral Representations for Linearly Convex Polyhedra and Some Combinatorial Identities,
Journal Siberian Federal University. Mathematics & Physics, 2(2), (2009), 176-188 .
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В этом параграфе с помощью метода коэффициентов также найдено
новое короткое доказательство следующего комбинаторного тождества

j∑
k=0

(−1)k

(
j

k

)
(2n− 2− k)!

(n− 1− k)!
=

(2n− 2− j)!
(n− 1− j)!

,

ранее найденного А.М. Кытмановым и С.Г. Мысливец 5(Lemma 4) из теории
интегральных представлений в Cn.

Второй параграф третьей главы посвящен изучению пар обратимых
комбинаторных соотношений. В 1977 году Г.П. Егорычеву67 удалось впервые
полностью решить трудную проблему Риордана (1968) о классификации
известных пар обратных комбинаторных отношений с помощью матриц E-
типа.

Определение. Бесконечная нижняя треугольная матрица C =

(cmk)m,k∈0,∞ - E-типа, или что то же, типа E(αm, βk; ϕ, f, ψ), если ее общий
член задан следующей формулой

cmk =
βk
αm

resz(ϕ(z)fk(z)ψm(z)z−m+k−1),

где αm, βk 6= 0 комплексные числа, и ряды ϕ(z), f(z), 0, ψ(z) ∈ L0.
Г.П. Егорычевым показано, что E-матрицы образуют группу по

умножению матриц.
Утверждение3.12.
a) Группа Шефера и группа Риордана изоморфны 89.
b) Группа Шефера – подгруппа E-группы.
Конструкция E-матрицы может быть обобщена в нескольких

направлениях. В диссертации рассматривается следующее возможное
обобщений конструкции E-матрицы.

Определение. Если элементы бесконечной нижней треугольной
матрицы C = {cmk} с комплексными членами могут быть представлены в

5Kytmanov, Alexander M.; Myslivets, Simona G. On Asymptotic Expansion of the Conormal Symbol of
the Singular Bochner-Martinelli Operator on the Surfaces with Singular Points. Journal of Siberian Federal
University. Mathematics & Physics, 1, (2008), 3-12

6Egorychev, G. P. Integral Representation and the Computation of Combinatorial Sums, Nauka,Novosibirsk,
1977 (in Russian); Transl. of Math.Monographs, Vol. 59, Amer.Math. Soc., 1984, 2nd edn in 1989 (in English).

7Egorychev G.P. Method of coefficients: an algebraic characterization and recent applications, in: Labours
Waterloo Workshop on Computer Algebra, Waterloo, 5–7 May 2008, Springer Verlag, 2009, pp. 1–33.

8 He T. X., Hsu L. C., and Shiue P. J.-S.. The Sheffer Group and the Riordan Group. Discrete Applied.
Mathematics, 155 (2007) 1895-1909.

9 Wang W., Wang T., Generalized Riordan arrays, Discrete Mathematics (2008),
doi:10.1016/j.disc.2007.12.037
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следующем виде

cmk =
βk

αm2πi

∫
Γ(ρ)

{ϕ (z)Pm (z) fk (z) z−m+k−1dz}

=
βk
αm

resz{ϕ (z)Pm (z) fk (z) z−m+k−1},

где {Pm (z)} есть последовательность весовых полиномов степени m,
числа αm, βk 6= 0, f (z) - функция отображения, ϕ (0) f (0) 6= 0, то мы будем
говорить, что матрица C является матрицей типа (αm, βk; ϕ, f ,Pm) .

Теорема 10 (декомпозиции). Пусть ϕ1, ϕ2, ϕ3 ∈ L0, ϕ = ϕ1ϕ2ϕ3,

ϕ1(0)ϕ2(0)ϕ3(0) 6= 0, а {γm}, {λk}, {µk} – произвольные последовательности
чисел, отличных от нуля. Тогда выполнимо следующее разложение

(αm, βk; ϕ, f ,Pm) = (αm, γk; 1,1,Pm)× (γm, µk; ϕ1,1,1)× (µm, βk; ϕ3, f ,1) .

Автор глубоко признателен своему научному руководителю,
профессору, доктору физико-математических наук Георгию Петровичу
Егорычеву за постановку задач и постоянное внимание к работе.

Основные результаты

1. Построен метод коэффициентов (правила вывода, лемма о
полноте) для рядов Фурье обычного типа и q-рядов.

2. Найдено комбинаторное решение и явная формула для числа
идеалов кольца Rn(K, J).

3. Решена проблема обращения и найдена в явном виде формула
для числа всех идеалов определенного типа для лиевой алгебры (кольца)
N (Φ, K) классического типа Φ над конечным полем K = GF (q).

4. Вычислены в замкнутом виде несколько новых и известных
кратных комбинаторных сумм, и найдено новое доказательство ряда
комбинаторных тождеств из теории интегральных представлений в Cn,
теории групп и колец, q-рядов и рядов Фурье.
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