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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. Точные решения дифференциальных уравнений позволяют
глубже понять качественные особенности описываемых процессов и явлений, свойства
математических моделей, а также могут быть использованы в качестве тестовых приме-
ров для асимптотических, приближенных и численных методов. В диссертации рассмат-
риваются метод линейных определяющих уравнений и преобразования Эйлера-Дарбу
для построения точных решений уравнений в частных производных.

Линейные определяющие уравнения (ЛОУ) предложены 1 как расширение класси-
ческого группового анализа для определенных классов уравнений. В работе рассматри-
ваются инвариантные многообразия второго и третьего порядков, как решения ЛОУ,
при одновременном выборе коэффициента теплопроводности и функции источника, не
являющиеся решениями классического определяющего уравнения. Это позволяет нахо-
дить решения, которые не могут быть построены классическим групповым способом.

Исследованию и построению точных решений уравнения Фоккера-Планка, Клейна -
Гордона - Фока и Шредингера посвящна обширная литература. 2 Применение преобра-
зований Эйлера-Дарбу к указанным уравнениям дает новые примеры точных решений.

Целью работы является применение метода линейных определяющих уравнений
и преобразований Эйлера-Дарбу для построения точных решений уравнений математи-
ческой физики. Метод линейных определяющих уравнений используется для анализа
уравнения нелинейной теплопроводности с источником. Преобразования Эйлера-Дарбу
применены к уравнениям Фоккера-Планка, Клейна-Гордона-Фока и Шредингера.

Методы исследования. В диссертации применяются теория инвариантных мно-
гообразий, теория преобразований Эйлера-Дарбу, методы группового анализа, теория
обобщенных функций.

Научная новизна. Представленные в диссертации результаты являются новыми и
состоят в следующем:

для одномерного уравнения нелинейной теплопроводности с источником с помощью
линейных определяющих уравнений найдены инвариантные многообразия второго и
третьего порядков. Построено новое точное решение;

для одномерного уравнения Фоккера-Планка в представлении Ито построены пря-
мое и противоположное преобразования Эйлера-Дарбу, преобразование Эйлера-Дарбу

1Капцов О.В. Линейные определяющие уравнения для дифференциальных связей // Математиче-
ский сборник. 1998. Т. 189. №12. С. 103-118.

2Risken H. The Fokker-Planck equation. Methods of solution and applications. Springer-Verlag Berlin
Heidelberg, 1989; Лагно В.И., Спичак С.В., Стогний В.И. Симметрийный анализ уравнений эволюци-
онного типа. Москва-Ижевск: Институт компьютерных исследований, 2004.
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порядка k. Рассмотрено обобщение метода преобразования Эйлера-Дарбу на многомер-
ные уравнения частного вида. С помощью преобразования Эйлера-Дарбу построены
новые точные решения, удовлетворяющие заданным краевым условиям, являющиеся
одновременно фундаментальными решениями задачи Коши;

введено преобразование Эйлера-Дарбу для неоднородных дифференциальных урав-
нений с правой частью в виде обобщенных функций. В качестве примера построены
фундаментальные решения уравнений Клейна-Гордона-Фока и Шредингера с перемен-
ными коэффициентами, описывающих частицу во внешнем скалярном поле.

Теоретическая и практическая ценность. Диссертация носит теоретический
характер. Методы и результаты работы могут применяться в кинетической теории, при
тестировании численных алгоритмов и асимптотических методов.

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались и обсуждались на
следующих научных конференциях и семинарах:
Всероссийская конференция, посвященная памяти чл.-корр. РАН В.М. Тешукова "Нели-
нейные волны: теория и новые приложения"(Новосибирск, 2011);
XVI Международная научная конференция "Решетневские чтения"
(Красноярск, 2012);
Международная конференция "Алгебра и Логика: Теория и приложения"
(Красноярск, 2013);
Семинар Института вычислительного моделирования СО РАН "Математические моде-
ли и методы интегрирования" под руководством профессора О.В. Капцова (Красноярск,
2005, 2011, 2013, 2015);
Семинар Института вычислительного моделирования СО РАН "Математическое мо-
делирование в механике" под руководством профессора В.К. Андреева (Красноярск,
2015);
Семинар Института математики и фундаментальной информатики Сибирского феде-
рального университета "Обратные задачи" под руководством профессора Ю.Я. Белова
(Красноярск, 2015);
Семинар кафедры ПМиКБ Сибирского федерального университета под руководством
профессора С.П. Царева (Красноярск, 2015).

Публикации. По теме диссертации опубликовано 3 статьи в журналах из перечня
ВАК. Совместная работа выполнена в нераздельном соавторстве.

Объем и структура диссертации. Диссертационная работа состоит из введения,
трех основных глав, заключения и списка литературы. Объем диссертации составляет
77 страниц. Список литературы состоит из 49 наименований.
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СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении обоснована актуальность работы, сформулирована цель, приведен об-
зор методов, связанных с темой диссертации, изложены основные результаты диссер-
тации.

В первой главе рассмаривается уравнение нелинейной теплопроводности с источ-
ником (стоком)

ut = (uqux)x + f(u), q 6= 0, (1)

где q ∈ R, u - функция от пременных x и t, f - гладкая функция. При q = −2 и f = ku,
где k ∈ R уравнение (1) может быть линеаризовано и не рассматривается.

Линейное определяющее уравнение (ЛОУ) для уравнения (1) имеет вид

Dth− uqD2
xh− b1quxuq−1Dxh− (b3qu

q−1uxx + b2q(q − 1)uq−2u2x + b4fu)h = 0, (2)

где b1, . . . , b4 - неизвестные постоянные, которые нужно найти одновременно с h. Реше-
ния ЛОУ ищутся в форме, разрешенной относительно старшей производной

h = un + g(t, x, u, u1, . . . , un−1), n ≥ 2, (здесь и далее uk =
∂ku

∂xk
).

Процедура поиска решения линейного определяющего уравнения аналогична исполь-
зуемой в групповом анализе 3.

Теорема 1.1. 4 Линейное определяющее уравнение (2) имеет следующие решения
второго порядка

h = u2 −
u21
u
,

если q = −1, f = ku+ nu lnu, а b1 = 1, b2 = 5/2, b3 = 1, b4 = 1;

h = u2 +
qu21
u
,

если q 6= −1, f = su+ ru−q, а b1 = 1, b2 =
3q−2
q−1 , b3 = 1, b4 = 1;

h = u2 −
3u21
2u

,

если q = −2, f = su+ ru3, а b1 = 4, b2 = 2, b3 = 0, b4 = 1;

h = u2 + sertu−2u1 +
r

3
,

3Овсянников Л.В. Групповой анализ дифференциальных уравнений. М.: Наука, 1978.
4Kaptsov O.V., Verevkin I.V. Differential constraints and exact solutions of nonlinear diffusion equations

// J. Phys. A: Math. Gen. - 36. - 2003. P. 1401-1414.
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если q = 1, f = ru, а b1 = 4, b2 = 5, b3 = 3, b4 = 0;

h = u2 −
(q − 1)u21

u
,

если q произвольная константа, f = su + ru1−q, а b1 = 4, b2 = 3q+2
q
, b3 = q+2

q
, b4 =

1; r, s ∈ R.
В список решений теоремы не включены функции h, удовлетворяющие классиче-

ским определяющим уравнениям.
Теорема 1.2. 5 Линейное определяющее уравнение (2) имеет следующие решения

третьего порядка

h = u3 +
3(q − 1)

u
u1u2 + (q2 − 3q + 2)

u31
u2

+ nu1,

если q произвольная константа, f = su + ru1−q + n(q+1)
q2

uq+1, а b1 = 5, b2 = 7q+6
q
, b3 =

4 + 6
q
, b4 = 1;

h = u3 +
3q − 1

u
u1u2 + q(q − 2)

u31
u2

+ ru1,

если q 6= 0, 1, f = nu+ r
q
uq+1, а b1 = 5, b2 =

7q2−3q−2
q(q−1) , b3 =

4q+2
q
, b4 = 1;

h = u3 −
5u1u2
2u

+
5u31
4u2

+ re−3mt/2u5/2 + semt/2u1/2,

если q = −1
2
, f = mu, а b1 = 5, b2 = 5/3, b3 = 0, b4 = 1;

h = u3 −
15u1u2
2u

+
35u31
4u2

+ re−3nt/2u5/2,

если q = −3
2
, f = nu+mu5/2, а b1 = 5, b2 = 3, b3 = 0, b4 = 1;

h = u3 −
5u1u2
2u

+
5u31
4u2

+ ku1 + semt/2u1/2,

если q = −1
2
, f = mu− 2ku1/2, а b1 = 5, b2 = 5/3, b3 = 0, b4 = 1;

h = u3 −
15u1u2
2u

+
35u31
4u2

+ se−7nt/2u9/2 + re−3nt/2u5/2,

если q = −3
2
, f = nu, а b1 = 5, b2 = 3, b3 = 0, b4 = 1;

h = u3 −
4u1u2
u

+
3u31
u2

+ se−2mtu2u1,

если q = −1, f = mu, а b1 = 5, b2 = 4, b3 = 2, b4 = 1;

r, s,m, n ∈ R.
5Там же

6



Отметим, что решения ЛОУ с n = 1 также существуют, но приводят только к инва-
риантным решениям.

Общая схема применения линейного определяющего уравнения аналогична примене-
нию классических определяющих уравнений. Приведем примеры построения решений.

Рассмотрим функцию h = u2 + qu21/u, где q ∈ R. Приравняем h к нулю и получим
дифференциальную связь

u2 + qu21/u = 0. (3)

Уравнение (3) имеет при q 6= −1 решение

u = (c1x+ c2)
1

q+1 . (4)

Для уравнения
ut = (uqux)x + su+ ru−q

и для представления (4) находим решение

u = est
(
ax+ b− r

s(q + 1)
exp (−s(q + 1)t)

) 1
q+1

где a, b ∈ R. Если q удовлетворяет условию q > −1, то решение является регуляр-
ным. Приведенное решение может быть найдено обобщенным методом инвариантных
подпространств.

Рассмотрим дифференциальные связи третьего порядка. Уравнение

ut = (u−1/2ux)x +mu− 2k
√
u, m, k ∈ R (5)

и соответствующая дифференциальная связь

h = u3 −
5u1u2
2u

+
5u31
4u2

+ ku1 + semt/2u1/2

для функции u дает

u =
s(T +X)2

2T ′X ′
emt/2,

где T и X произвольные функции от t и x соответственно. Последнее представление
приводит к следующему виду решения уравнения (5)

u = (a1 + a2e
mt/2)2,

где a1, a2 есть функции x, которые должны удовлетворять системе уравнений

a1xx + a21m/2− a1k = 0, (6)

a2xx + a1a2m/2− a2k = 0. (7)

7



При произвольных m и k решения системы для a1 и a2 выражаются в терминах
функций Вейерштрасса и Ламе соответственно 6. Вместе с тем, если m = 12 и k = 4

функции
a1 =

1

ch2 (x)
,

a2 =
a

ch2 (x)
+

b

ch2 (x)

(
sh (4x)

32
+

sh (2x)

2
+

3x

8

)
, a, b ∈ R

удовлетворяют уравнениям (6) и (7).
Рассмотрим теперь уравнение (5) при k = 0 и соответствующую дифференциальную

связь
h = u3 −

5u1u2
2u

+
5u31
4u2

+ re−3mt/2u5/2 + semt/2u1/2.

При s = 0 функция u может быть записана в виде

u = − 2T ′X ′

(T +X)2
e3mt/2,

где T и X произвольные функции t и x соответственно. Функция u будет решением
исходного уравнения если функции T и X являются решениями дифференциальных
уравнений (

∂X

∂x

)3

= (c3X
3 + c2X

2 + c1X + c0)
2, (8)(

∂T

∂τ

)3

= A(−c3T 3 + c2T
2 − c1T + c0)

2, (9)

где c3, c2, c1 и c0 произвольные константы, A = −2r, а τ = − 2
m
e−mt/2. Уравнения (8) и

(9) могут быть сведены к уравнению вида

(Z ′)2 +
4B

9
Z3 +

B2(b1 − b2)2

9
= 0,

решение которого выражается через функцию Вейерштрасса (здесь B, b1, b2 - постоян-
ные, выражающиеся через исходные постоянные).

Во второй главе рассматриваются преобразования Эйлера-Дарбу для одномерного
уравнения Фоккера-Планка:

ut = (Fu)xx + (Gu)x (здесь и далее fx = f ′ =
∂f

∂x
). (10)

Коэффициенты G и F есть дифференцируемые необходимое число раз функции от x с
физическим ограничением F (x) > 0.

Справедлива следующая теорема.
6Уиттекер Э.Т., Ватсон Дж.Н. Курс современного анализа. Часть 2-я. Трансцендентные функции

(2-е изд.). М.: Физматлит, 1963.
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Теорема 2.1. 7 Преобразование Эйлера-Дарбу, заданное соотношением

v(x, t) =
(
G+ F ′ + F

wx
w

)(
ux −

wx
w
u
)
, (11)

переводит решения уравнения (10) в решения уравнения

vt = (Fv)xx + (G1v)x, (12)

где
G1 = G+ F ′ + 2F (lnP )x (13)

и
P =

w

Fwx + (F ′ +G)w
, (14)

а функция w(x) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению

(Fw)xx + (Gw)x + cw = 0, где c ∈ R. (15)

Если известно k решений w1, . . . , wk уравнения (15) для различных c1, . . . , ck, то
можно построить преобразование Эйлера-Дарбу порядка k.

Теорема 2.2. 8 Пусть w1, . . . , wk - решения уравнения (15), соответствующие раз-
личным постоянным c1, . . . , ck. Тогда преобразование

uk =
W (H1, . . . , Hk)

W (w1, . . . , wk)

W (u,w1, . . . , wk)

W (w1, . . . , wk)
(16)

переводит решения уравнения (10) в решения уравнения

(uk)t = (Fuk)xx + (Gkuk)x, (17)

здесь Hi = Fw′i + (F ′ + G)wi, а W (f1, . . . , fk) - определитель Вронского для функций
f1, . . . , fk. При этом коэффициент задается формулой

Gk = G+ kF ′ + 2F (lnP )x, (18)

где P =
W (w1, . . . , wk)
W (H1, . . . , Hk)

.

Замечание. Если некоторые параметры cj, . . . , cj+m стремятся к одной величине b,
то в соответствии с методом Даламбера 9, необходимо в соответствующих формулах
заменить hj+1, . . . , hj+m на ∂bhj, . . . , ∂mb hj.

7Веревкин И.В. Преобразование Эйлера-Дарбу для уравнения Фоккера-Планка // Теоретическая и
математическая физика. 2011. Т. 166. №1. С. 68-76.

8Там же
9Гурса Э. Курс математического анализа. М.; Л.: ГТТИ, 1933. Т. 2 Ч. 2.
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Преобразование Эйлера-Дарбу, переводящее уравнение (12) в уравнение (10) будем
называть противоположным преобразованию (11).

Теорема 2.3. 10 Пусть задано преобразование Эйлера-Дарбу, переводящее решения
уравнения (10) в решения уравнения (12). Тогда преобразование Эйлера-Дарбу, задава-
емое соотношением

u(x, t) =

(
G1 + F ′ + F

w′1
w1

)(
vx −

w′1
w1

v

)
(19)

переводит решения уравнения (12) в решения уравнения (10) если

w1 =
1

Fw

(
wx
w

+
F ′ +G

F

)
exp

(
−
∫
G

F
dx

)
, (20)

где G1 и P задаются соотношениями (13) и (14) соответственно.
Отметим, что композиция прямого преобразования Эйлера-Дарбу и противополож-

ного в общем случае не является тождественным преобразованием (что и объясняет
применение нестандартной терминологии). Вместе с тем, наличие противоположного
преобразования (19) позволяет разбить множество уравнений Фоккера-Планка на клас-
сы эквивалентности относительно преобразований Эйлера-Дарбу.

Преобразование Эйлера-Дарбу может быть использовано для построения решений
многомерных уравнений Фоккера-Планка некоторого частного вида. Справедливо сле-
дующее обобщение теоремы 2.1.

Теорема 2.4. 11 Преобразование Эйлера-Дарбу

v(x, t) =
(
G+ F ′ + F

wx
w

)(
ux −

wx
w
u
)

переводит решения уравнения

(Fu)xx + (Gu)x = B̂u

в решения уравнения
(Fv)xx + (G1v)x = B̂v,

где B̂ - дифференциальный оператор по переменным y1, . . . , yn вида B̂ =
N∑
|α|>0

bα(y)∂
α
y ,

∂αy =
∂|α|

∂α1
y1 . . . ∂αn

yn

, α = (α1, · · · , αn) - целочисленный мультииндекс, коэффициент G1

имеет вид (13) с функцией P , задаваемой соотношением (14), а функция w удовле-
творяет дифференциальному уравнению (15).

10Веревкин И.В. Преобразование Эйлера-Дарбу для уравнения Фоккера-Планка // Теоретическая и
математическая физика. 2011. Т. 166. №1. С. 68-76.

11Там же
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Условие теоремы 2.4 подсказывает, что группировкой соответствующих членов урав-
нения и последовательным применением преобразований Эйлера-Дарбу по различным
переменным можно строить решения многомерных уравнений Фоккера-Планка, имею-
щих вид

ut =
n∑
i=1

(Fi(x)u)xixi + (Gi(x)u)xi ,

при этом функции Fi и Gi могут зависеть только от переменной xi.
Используя теорему 2.1, построим решение одномерного уравнения Фоккера-Планка,

удовлетворяющее заданным начально-краевым условиям.
В качестве исходного уравнения берется уравнение диффузии

ut = a2uxx.

Преобразованное уравнение имеет вид

vt = a2vxx + (G1v)x. (21)

Потребуем, чтобы искомое решение уравнения (21) удовлетворяло следующим кра-
евым условиям:

v(x, 0) = δ(x− x0), (22)

v(x, t)|x→∞ = 0,

(a2vx +G1v)|x=0 = 0,

(a2vx +G1v)|x→∞ = 0,

где δ(x−x0) - δ-функция Дирака. При этом считаем, что при x < 0 функция v(x, t) = 0.
Для коэффициента

G1 =
2a2c2
c1 + c2x

выражение для функции v(x, t) при x > 0 следующее

v(x, t) =
1

2a
√
πt

c1 + c2x0
c1 + c2x

(
exp

(
−(x− x0)2

4a2t

)
+ exp

(
−(x+ x0)

2

4a2t

))
−

−ac
2
2√
π

√
t

(c1 + c2x)2

(
exp

(
−(x− x0)2

4a2t

)
− exp

(
−(x+ x0)

2

4a2t

))
+

2c1c2√
π(c1 + c2x)2

∞∫
x+x0
2a
√
t

e−y
2

dy.

Для коэффициента

G1 = −
8a2nc1c2

c21 exp(2nx)− c22 exp(−2nx)
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решение v(x, t) имеет вид

v =
2nc1c2e

a2n2tσ√
πw0w

 ∞∫
y1

e−y
2

dy +

∞∫
y2

e−y
2

dy −
∞∫
y3

e−y
2

dy −
∞∫
y4

e−y
2

dy

+

+
c1 + c2√
πw0

σ(β + σ)(enx0 + e−nx0)e(−β(x+x0)+a
2β2t)

∞∫
y5

e−y
2

dy+

+
σ

2a
√
πtw0

(c1e
nx0 + c2e

−nx0)

(
e−

(x0−x)2

4a2t + e−
(x0+x)2

4a2t

)
,

где

σ =
wx
w

= n
c1e

nx − c2e−nx

c1enx + c2e−nx
, w0 = n(c1e

nx0 − c2e−nx0), β = −nc1 + c2

c1− c2
, y1 =

x0 − x
2a
√
t
− an

√
t,

y2 =
x0 + x

2a
√
t
+ an

√
t, y3 =

x0 − x
2a
√
t
+ an

√
t, y4 =

x0 + x

2a
√
t
− an

√
t, y5 =

x0 + x

2a
√
t
− aβ

√
t.

Замечание. Построенные решения, вследствие выполнения условия (22) являются
фундаментальными решениями задачи Коши 12.

В третьей главе рассматриваются преобразования Эйлера-Дарбу для неоднород-
ных уравнений (их класс обозначается EK,M) и их обобщенных решений следующего
вида

Lu = Au+Bu = f, где A =
K∑
i=0

ai(x)D
i
x и B =

M∑
|α|≥0

bα(y)D
α
y (23)

дифференциальные операторы по переменной x и переменным y1, . . . , yn соответствен-
но, f(x, y1, . . . , yn) - обобщенная функция, α = (α1, . . . , αn) - целочисленный мультиин-

декс, а Di
x =

∂i

∂xi
, Dα

y =
∂|α|

∂y1α1 . . . ∂ynαn
- операции обобщенного дифференцирования.

Все функции считаются дифференцируемыми нужное количество раз. Если h(x), g(y)
- классические решения уравнений

Ah = ch, Bg + cg = 0, где c ∈ R, (24)

то функция u1 = gh удовлетворяет однородному уравнению (23). Функция u1 порождает
преобразование уравнения (23).

Теорема 3.1. 13 Класс уравнений EK,M обладает следующими свойствами.
1. Если γ - гладкая функция вида γ = p(x)q(y) 6= 0, то преобразование

u→ v = u/γ

12Полянин А.Д. Справочник по линейным уравнениям математической физики. М.: Физматлит, 2001.
13Веревкин И.В. Обобщенные решения и преобразования Эйлера-Дарбу // Уфимский математиче-

ский журнал. 2014. Т. 6. №4. С. 63-70.
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переводит обобщенные решения уравнения (23) в обобщенные решения уравнения

L̂v = vL(γ)/γ + A1v +B1v = f/γ,

где

A1 =
K∑
i=1

a1i (x)D
i
x, B1 =

M∑
|α|≥1

b1α(y)D
α
y .

При γ = u1 6= 0 уравнение L̂v = f/γ имеет вид

L1v = A1v +B1v = f/γ. (25)

2. Преобразование v → w = vx переводит обобщенные решения уравнения (25) в обоб-
щенные решения уравнения

L2w =
K∑
i=1

(Dx(a
1
i )D

i−1
x w + a1iD

i
xw) +

M∑
|α|≥1

b1αD
α
yw = Dx(f/γ).

Следствие. Пусть h - нетривиальное решение уравнения (24), r - гладкая функция
от x. Тогда преобразование

v =
1

r
(Dxu−

h′

h
u) (26)

переводит обобщенные решения уравнения (23) в обобщенные решения уравнения того
же класса EK,M .

Если h1, . . . , hk - решения уравнения (24) при различных c1, . . . , ck, то справедлива
Лемма 1. 14 Преобразование

uk =Mku =
W (h1, . . . , hk, u)

W (h1, . . . , hk)
(27)

переводит обобщенное решение уравнения (23) в обобщенное решение уравнения того
же класса EK,M . Здесь W - определитель Вронского для функций h1, . . . , hk.

Рассмотрим уравнение из класса E2,M

FD2
xu+GDxu+Hu = Bu+ f, (28)

где F,G,H - гладкие функции от x, f - обобщенная функция, а B - линейный оператор
вида (23).

14Там же
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Теорема 3.2. 15 Преобразование Эйлера-Дарбу, заданное соотношением (26) пере-
водит обобщенные решения уравнения (28) в обобщенные решения уравнения

FD2
xv +G1Dxv +H1v = Bv + f1,

где
G1 = G+ F ′ + 2F

r′

r
, (29)

H1 = H +
(Fr′ +Gr)′

r
+ F ′(lnh)′ + 2F (lnh)′′, (30)

f1 =
1

r
(Dxf −

h′

h
f), (31)

а функция h(x) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению

Fhxx +Ghx + (H + c)h = 0, где c ∈ R. (32)

Если известно k решений h1, . . . , hk уравнения (32) для различных c1, . . . , ck, то мож-
но построить преобразование Эйлера-Дарбу порядка k.

Теорема 3.3. 16 Пусть h1, . . . , hk - решения уравнения (32), соответствующие
различным постоянным c1, . . . , ck. Тогда преобразование (27) переводит обобщенные
решения уравнения (23) в обобщенные решения уравнения

D2
x(Fuk) +Dx(Gkuk) +Hkuk = Buk + fk.

При этом коэффициенты и функция fk задаются формулами

Gk = G+ kF ′, Hk = H + kG′ +
k(k − 1)

2
F ′′ + F ′(lnW )′ + 2F (lnW )′′, (33)

а
fk =Mkf =

W (h1, . . . , hk, f)

W (h1, . . . , hk)
, (34)

здесь W - определитель Вронского для функций h1, . . . , hk.
Используя теоремы 3.2 и 3.3, можно построить фундаментальные решения уравне-

ний Клейна-Гордона-Фока (КГФ) и Шредингера с переменными коэффициентами. Для
простоты ограничимся одной пространственной переменной.

Уравнение КГФ имеет вид 17

D2
t u+m2u = a2D2

xu, где a,m ∈ R. (35)
15Там же
16Там же
17Боголюбов Н.Н., Ширков Д.В. Введение в теорию квантованных полей. М.: Наука, 1984.

14



Для построения фундаментального решения рассмотрим обобщенную задачу Коши 18

для уравнения (35) с источником

D2
t u+m2u = a2D2

xu+ f(x, t), (36)

где функция f(x, t) имеет вид (ниже точка обозначает прямое призведение функций)

f = u0(x) · δ′(t) + u1(x) · δ(t).

При преобразовании Эйлера-Дарбу уравнение (36), согласно теореме 3.2, переходит
в уравнение

D2
t v +m2v = a2D2

xv +H1(x)v + f1 (37)

с функцией f1(x, t)

f1 = Dxf −
h′

h
f.

Функция H1(x) находится по формуле (30). Для того, чтобы решение обобщенной за-
дачи Коши уравнения (35) преобразовывалось в фундаментальное решение уравнения
(37) потребуем выполнение следующего условия

Dxf −
h′

h
f = δ(x− y) · δ(t).

Указанное условие можно переписать в виде обыкновенных дифференциальных урав-
нений на функции u0 и u1

u′0 −
h′

h
u0 = 0, (38)

u′1 −
h′

h
u1 = δ(x− y). (39)

Решения уравнений (38) и (39) соответственно выберем следующими

u0 = 0, (40)

u1(x, y) =
θ(x− y)h(x)

h(y)
, (41)

где θ(x − y) - функция Хевисайда. Решение обобщенной задачи Коши уравнения (35)
при выборе функции u0 = 0 есть свертка фундаментального решения уравнения (35) и
функции u1. Фундаментальное решение уравнения КГФ можно выбрать в виде 19

E(x, y, t, τ) =
1

2a
θ(at− |x− y|)J0

(m
a

√
a2(t− τ)2 − (x− y)2

)
, (42)

18Владимиров В.С. Уравнения математической физики. - М.: Наука, 1981. 512 с.
19Там же
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где J0 - функция Бесселя. Решение обобщенной задачи Коши есть

u(x, t) =

∞∫
−∞

u1(ξ)E(x, ξ, t, 0)dξ.

Подставляя выражения (41) и (42) получим решение обобщенной задачи Коши уравне-
ния КГФ в виде

u(x, y, t) =
1

2ah(y)

at∫
−at

θ(x− y − z)h(x− z)J0
(m
a

√
a2t2 − z2

)
dz.

Фундаментальное решение уравнения (37) находим по формуле

E1(x, y, t) = Dxu(x, y, t)−
h′(x)

h(x)
u(x, y, t). (43)

После несложных вычислений получаем

E1(x, y, t) =



0, если x− y < −at,
1
2a
J0(

m
a

√
a2t2 − (x− y)2)+

+ 1
2ah(y)

x−y∫
−at

(h′(x− z)− h′(x)
h(x)

h(x− z))J0(ma
√
a2t2 − z2)dz,

если −at ≤ x− y ≤ at,

1
2ah(y)

at∫
−at

(h′(x− z)− h′(x)
h(x)

h(x− z))J0(ma
√
a2t2 − z2)dz,

если x− y > at.

В последних формулах штрих у функции означает дифференцирование по соответству-
ющему сложному аргументу, выписанному в скобках.

Приведенные формулы легко обобщаются для высших преобразований Эйлера-Дарбу.
Для этого необходимо взять функцию u1 удовлетворяющую уравнению

W (h1, . . . , hk, u1)

W (h1, . . . , hk)
= δ(x− y).

Решение последнего уравнения дается формулой

u1(x, y) =
θ(x− y)

Wy(h1, . . . , hk)

k∑
i=1

Wy(h1, . . . , hi−1, hi+1, . . . , hk)hi(x).

Здесь введено обозначение Wy(h1, . . . , hk) = W (h1(y), . . . , hk(y)). Коэффициенты преоб-
разованного уравнения определяются по теореме 3.3 формулой (33).
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Построение фундаментального решения для уравнения Шредингера с переменными
коэффициентами проводится так же, как и для уравнения КГФ. Стартуя с исходного
уравнения

iDtu = −D2
xu, (44)

рассмотрим обобщенную задачу Коши

iDtu = −D2
xu+ u0(x) · δ(t).

Потребуем, чтобы функция u0, в соответствии с формулой (31) теоремы 3.2, преоб-
разовывалась в δ-функцию Дирака. Это будет выполнено, если указанная функция
удовлетворяет следующему уравнению

u′0 −
h′

h
u0 = δ(x− y),

решение которого задается формулой (41). Фундаментальное решение уравнения (44)
есть 20

E(x, ξ, t) =
θ(t)

2
√
πt

exp

(
i(x− ξ)2

4t
− iπ

4

)
.

Тогда решение обобщенной задачи Коши можно записать в виде свертки

u(x, t) =
θ(t)

2
√
πt

e−iπ/4

h(y)

∞∫
−∞

θ(ξ − y)h(ξ) exp
(
i(x− ξ)2

4t

)
dξ.

Решение обобщенной задачи Коши уравнения (44) преобразуется в фундаментальное
решение уравнения

iDtv = −D2
xv +H1(x)v (45)

по формуле (26). Коэффициент H1(x), так же, как и в случае уравнения КГФ, вычисля-
ется по формуле (30). Выпишем фундаментальное решение преобразованного уравнения
(45)

E1(x, y, t) =
θ(t)

2
√
πt

e−iπ/4

h(y)

∞∫
y

h(ξ)

[
i
x− ξ
2t
− h′(x)

h(x)

]
exp

(
i(x− ξ)2

4t

)
dξ.

Очевидно, что последняя формула задает фундаментальное решение только в случае
существования соответствующих интегралов.

Построение фундаментального решения для уравнения Шредингера так же обобща-
ется для высших преобразований Эйлера-Дарбу.

20Там же
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Основные результаты

1. Для одномерного уравнения нелинейной теплопроводности с источником с помощью
линейных определяющих уравнений найдены инвариантные многообразия второго и
третьего порядков. Построено новое точное решение.
2. Для одномерного уравнения Фоккера-Планка в представлении Ито построены пря-
мое и противоположное преобразования Эйлера-Дарбу, преобразование Эйлера-Дарбу
порядка k. Рассмотрено обобщение метода преобразования Эйлера-Дарбу на многомер-
ные уравнения частного вида. С помощью преобразования Эйлера-Дарбу построены
новые точные решения, удовлетворяющие заданным краевым условиям, являющиеся
одновременно фундаментальными решениями задачи Коши.
3. Введено преобразование Эйлера-Дарбу для неоднородных дифференциальных урав-
нений с правой частью в виде обобщенных функций. В качестве примера построены
фундаментальные решения уравнений Клейна-Гордона-Фока и Шредингера с перемен-
ными коэффициентами, описывающих частицу во внешнем скалярном поле.

Автор выражает благодарность научному руководителю, доктору физико-математи-
ческих наук, профессору Капцову Олегу Викторовичу за предложенные темы исследо-
ваний, постоянное внимание, неоценимую помощь и поддержку в процессе работы над
диссертацией.

ПУБЛИКАЦИИ ПО ТЕМЕ ДИССЕРТАЦИИ

1. Kaptsov, O.V. Differential constraints and exact solutions of nonlinear diffusion equations
/ O.V. Kaptsov, I.V. Verevkin // J. Phys. A: Math. Gen. - 36. - 2003, P. 1401-1414.
2. Веревкин, И.В. Преобразование Эйлера-Дарбу для уравнения Фоккера-Планка / И.В.
Веревкин // Теоретическая и математическая физика. - 2011. - Т. 166. - №1. - С. 68-76.
3. Веревкин, И.В. Обобщенные решения и преобразования Эйлера-Дарбу / И.В. Верев-
кин // Уфимский математический журнал. - 2014. - Т. 6. - №4. - С. 63-70.

18


