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Общая характеристика работы

Постановка задачи и актуальность темы исследования
Диссертация посвящена нахождению порождающих множеств инво-

люций с различными свойствами для матричных групп и групп Шевал-
ле над кольцом целых чисел и кольцом целых гауссовых чисел.

Вопрос о минимальном количестве и порядках порождающих эле-
ментов группы постоянно вызывал большой интерес и изучался для
разнообразных классов групп: конечных и бесконечных, абстрактных,
групп подстановок, матричных групп и других. Порождающие тройки
инволюций конечных групп используются при нахождении гамильто-
новых циклов в графах Кэли [22], при описании групп автоморфизмов
карт на плоскости [17], а также при решении обратной задачи теории
Галуа [1].

Еще в 1890 году Ф. Клейн и Р. Фрике доказали [16], что гомоморф-
ные образы модулярной группы 𝑃𝑆𝐿2(Z), за исключением трех цик-
лических групп Z1, Z2, Z3, — это в точности (2, 3)-порожденные груп-
пы (то есть группы, порожденные двумя элементами порядка 2 и 3).
Этим в определенной степени объясняется важность изучения (2, 3)-
порожденных групп.

Хорошо известно, что классические группы порождаются своими
простейшими элементами. Например, симметрические группы порож-
даются транспозициями, а простые классические линейные группы или
более обобщенно — простые группы лиева типа — порождаются кор-
невыми элементами (см. [3, 4, 14, 18]). В обоих случаях мощность по-
рождающего множества растет вместе с ростом мощности самой груп-
пы. Особый интерес вызывают порождающие множества минимальной
мощности относительно некоторых свойств.

Л. Диксон в 1901 г. доказал, что для любого нечетного 𝑞 ̸= 9, явля-
ющегося степенью простого числа, группа 𝑆𝐿2(𝑞) порождается двумя
матрицами (︂

1 0
𝑡 1

)︂
и

(︂
1 1
0 1

)︂
,

если 𝑡 порождает основное поле [15].
В XX веке вопрос о (2, 3)-порождении удалось положительно решить

для многих конечных простых групп и классических матричных групп
над конечно порожденными коммутативными кольцами.

Еще в 1901 году Дж. Миллер доказал в работе [20], что знакопе-
ременные группы 𝐴𝑛, за исключением 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴6, 𝐴7, 𝐴8, могут
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быть порождены инволюцией 𝛼 и элементом 𝛽 порядка 3. Для про-
стых знакопеременных групп, то есть групп 𝐴𝑛 при 𝑛 ≥ 5, из (2, 3)-
порождаемости следует и порождаемость тремя инволюциями, так как
⟨𝛼, 𝛼𝛽 , 𝛼𝛽2⟩ ▷ ⟨𝛼, 𝛽⟩. В действительности этот факт справедлив для лю-
бой конечной неабелевой простой группы.

Вопрос о (2, 3)-порождаемости групп 𝐺𝐿𝑛(Z), 𝑆𝐿𝑛(Z) и их фактор-
групп активно исследовался М. А. Всемирновым [28–30] и M. C. Тамбу-
рини [23–25]. В результате удалось показать [27], что среди вышеупомя-
нутых групп (2, 3)-порожденными группами являются только группы

∙ 𝑃𝑆𝐿2(Z),

∙ 𝑃𝑆𝐿𝑛(Z), 𝑃𝐺𝐿𝑛(Z), 𝑆𝐿𝑛(Z), 𝐺𝐿𝑛(Z), если 𝑛 ≥ 5.

Отметим, что в общем случае из (2, 3)-порождаемости конкретной груп-
пы не следует ее порождаемость тремя инволюциями.

В 1980 году В.Д. Мазуров поставил следующий вопрос [7, в. 7.30]:
Какие конечные простые группы порождаются тремя инволюция-

ми, две из которых перестановочны?
Для знакопеременных групп и групп лиева типа над конечными по-

лями ответ на вопрос 7.30 дал Я. Н. Нужин [9], [10], [11], [12], [21]. Спо-
радические группы рассматривались рядом авторов различными мето-
дами. В работе [6] В. Д. Мазуров единообразно методами теории харак-
теров получил ответ на вопрос 7.30 для всех спорадических групп.

В 1999 году Я.Н. Нужин записал в Коуровскую тетрадь следующий
вопрос [7, в. 14.69].

Для каждой простой неабелевой группы 𝐺 найти минимум чис-
ла (сопряженных) порождающих инволюций 𝑛(𝐺) (соответственно
𝑛𝑐(𝐺)) таких, что их произведение равно 1.

Из положительного решения вопроса 7.30 для конечной простой
группы 𝐺 следует равенство 𝑛(𝐺) = 5. В 2001 году Т.В. Моисеенкова
доказала [2], что, если 𝐺 = 𝑃𝑆𝐿3(2𝑚), 𝑃𝑆𝑈3(22

𝑚

), то 𝑛(𝐺) = 𝑛𝑐(𝐺) = 6.
В диссертации Дж. М. Уорда 2009 года [31] (cм. также [7, примечания к
вопросу 14.69]) число 𝑛𝑐(𝐺) найдено для знакопеременных, спорадиче-
ских групп и для групп 𝑃𝑆𝐿𝑛(𝑞) при нечетном 𝑞, а для 𝑛 ≥ 4 при допол-
нительном ограничении 𝑞 ̸= 9, кроме того, для 𝑛 = 6 при 𝑞 ̸≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 4).

Аналоги вопроса 7.30 и 14.69 представляют интерес и для линейных
групп и групп Шевалле над кольцами целых и целых гауссовых чисел.
В частности, в 2002 году Я.Н. Нужин поставил следующий вопрос.

Какие присоединённые группы Шевалле (нормального типа) над
кольцом целых чисел порождаются тремя инволюциями, две из ко-
торых перестановочны? [7, в. 15.67]
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В работе [26] М. С. Тамбурини и П. Цукка установлено, что специ-
альная линейная группа 𝑆𝐿𝑛(Z) над кольцом целых чисел Z при 𝑛 ≥ 14
порождается тремя инволюциями, две из которых перестановочны. Сле-
довательно, и проективная специальная линейная группа 𝑃𝑆𝐿𝑛(Z) при
𝑛 ≥ 14 обладает такой тройкой порождающих инволюций. Более того,
Я. Н. Нужин доказал, что 𝑃𝑆𝐿𝑛(Z) порождается тремя инволюциями,
две из которых перестановочны, тогда и только тогда, когда 𝑛 ≥ 5 [13].
На самом деле, в этой работе при 𝑛 ̸= 4𝑘 + 2 порождающие тройки ин-
волюций выбирались из 𝑆𝐿𝑛(Z), поэтому для группы 𝑆𝐿𝑛(Z) ответ на
аналог вопроса 15.67 неизвестен только для 𝑛 = 6, 10.

В работе [8] найдены порождающие тройки инволюций для групп
𝑆𝐿𝑛(Z), а, стало быть, и для 𝑃𝑆𝐿𝑛(Z), при 𝑛 = 3, 4, и на основе ре-
зультатов из [13,26] доказано, что, если 𝐺 = 𝑃𝑆𝐿𝑛(Z), то 𝑛(𝐺) = 6 при
𝑛 = 3, 4 и 𝑛(𝐺) = 5 при 𝑛 ≥ 5, а, если 𝐺 = 𝑆𝐿𝑛(Z), то 𝑛(𝐺) = 6 при
𝑛 = 3, 4 и 𝑛(𝐺) = 5 при 𝑛 ≥ 5, 𝑛 ̸= 6, 10.

В силу гомоморфизма 𝑃𝑆𝑝𝑛(Z) → 𝑃𝑆𝑝𝑛(Z𝑝) из непорождаемости
тремя инволюциями, две из которых перестановочны, проективной сим-
плектической группы 𝑃𝑆𝑝4(Z3) [12] следует непорождаемость тремя ин-
волюциями, две из которых перестановочны, группы 𝑃𝑆𝑝4(Z), которая
изоморфна присоединенной группе Шевалле 𝐵2(Z).

Отметим также, что в работах Д. В. Левчука и Я. Н. Нужина [5,
19] установлена порождаемость тремя инволюциями, две из которых
перестановочны, групп 𝑃𝑆𝐿𝑛(Z + Z𝑖) при 𝑛 ≥ 7.

Целью диссертации является рассмотрение следующих вопросов
для групп Шевалле Φ(Z) над кольцом целых чисел Z.

А) Порождается ли данная группа Φ(Z) тремя инволюциями?

Б) Порождается ли данная группа Φ(Z) тремя инволюциями, две
из которых перестановочны?

В) Каково минимальное число 𝑛(Φ(Z)) порождающих инволюций
группы Φ(Z), произведение которых равно 1.

Для линейных групп размерности 2 аналоги вопросов А), Б) рас-
сматриваются также и над кольцом целых гауссовых чисел.
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Основные результаты диссертации.

1. Даны ответы на вопросы о порождаемости тремя инволюциями
и тремя инволюциями, две из которых перестановочны, линей-
ных групп степени два 𝐺𝐿2, 𝑆𝐿2, 𝑃𝐺𝐿2, 𝑃𝑆𝐿2 над кольцами це-
лых чисел Z и целых гауссовых чисел Z + Z𝑖, исключая группу
𝑃𝑆𝐿2(Z+Z𝑖). Для групп 𝐺𝐿2(Z), 𝑃𝐺𝐿2(Z) найдено минимальное
число 𝑛(𝐺) порождающих группы 𝐺 инволюций, произведение ко-
торых равно 1.

2. Доказана порождаемость тремя инволюциями, две из которых пе-
рестановочны, групп Шевалле типа 𝐺2, 𝐸6, 𝐸7, 𝐸8 над кольцом
целых чисел. Все инволюции найдены в явном виде.

Научная новизна и значимость работы. Все результаты, пред-
ставленные в диссертации, являются новыми и могут найти применение
в теории групп и теории графов.

Методы исследования. В работе используются методы линейной
алгебры, методы теории групп. Для проверки выкладок, вычисляемых
в группах Шевалле, применялась программа, составленная автором в
системе компьютерной алгебры Wolfram Mathematica.

Апробация результатов. Результаты работы докладывались на
семи конференциях.

∙ 43-я Международная молодежная школа-конференция «Совре-
менные проблемы математики и ее приложений» (Екатеринбург,
2012) [36]

∙ Вторая ежегодная конференция для обмена математическими
идеями (Iowa, USA, 2013)

∙ 45-я Международная молодежная школа-конференция «Совре-
менные проблемы математики и ее приложений» (Екатеринбург,
2014) [38]

∙ Международная конференция по алгебре, анализу и геометрии
(Казань, 2016) [39]

∙ Международная конференция «Алгебра и логика: теория и при-
ложения» (Красноярск, 2013, 2016) [37,40]

∙ Международная конференция серии «Мальцевские чтения» (Но-
восибирск, 2016) [41]
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Публикации. Список публикаций по теме диссертации включает
10 работ [32–41] (9 без соавторов), из которых 4 статьи [32–35] опубли-
кованы в рецензируемых изданиях. Основные результаты диссертации
опубликованы в двух статьях [32,33] из перечня ВАК.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из вве-
дения, 3 глав, разбитых на 9 параграфов, заключения, списка лите-
ратуры (47 наименований) и приложения — код программы в системе
Wolfram Mathematica. Объем — 108 страниц. Вспомогательные утвер-
ждения (леммы, предложения) имеют тройную нумерацию, включаю-
щую номер главы, номер параграфа в главе и номер утверждения в
текущем параграфе. Теоремы имеют сквозную нумерацию.

Основное содержание диссертации

В главе 1 получены ответы на вопросы А) – В) для линейных групп
𝑆𝐿2, 𝑃𝑆𝐿2, 𝐺𝐿2, 𝑃𝐺𝐿2 над кольцом целых чисел Z. Кроме того, иссле-
дованы вопросы А), Б) для линейных групп размерности 2 над кольцом
целых гауссовых чисел Z + Z𝑖. В параграфе 1.1 приведены предвари-
тельные сведения, известные результаты и используемые обозначения.
В параграфе 1.2 доказывается

Теорема 1. Группа 𝐺𝐿2(Z) порождается тремя инволюциями, но
не порождается тремя инволюциями, две из которых перестановочны,
𝑛(𝐺𝐿2(Z)) = 6. Группа 𝑃𝐺𝐿2(Z) порождается тремя инволюциями,
две из которых перестановочны, 𝑛(𝑃𝐺𝐿2(Z)) = 5. Группы 𝑆𝐿2(Z) и
𝑃𝑆𝐿2(Z) не порождаются никаким множеством инволюций.

Теорема 1 получена в неразделимом соавторстве с научным руко-
водителем Я. Н. Нужиным в статье [34]. Результаты этой теоремы на-
глядно представлены в таблице 1, где + (−) означает положительное
(отрицательное) решение соответствующей задачи. В случае положи-
тельного ответа инволюции найдены явно.

Taблица 1 — Ответы А), Б), В)
𝑆𝐿2(Z) 𝑃𝑆𝐿2(Z) 𝐺𝐿2(Z) 𝑃𝐺𝐿2(Z)

А) (2, 2, 2) — — + +
Б) (2 × 2, 2) — — — +

В) 𝑛(𝐺) 0 0 6 5

Доказательство теоремы 1 существенно опирается на следующую
лемму, которая представляет и самостоятельный интерес.
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Лемма 1.2.7. Любая подгруппа 𝑀 , порожденная тремя нецентраль-
ными инволюциями из группы 𝐺𝐿2(C) над полем комплексных чисел
C, две из которых перестановочны, имеет следующую структуру:

𝑀 = ⟨𝛾, 𝛿⟩ · ⟨𝛼, 𝛽⟩,

где
𝛼2 = 𝛽2 = 𝛾2 = 𝛿2 = (𝛼𝛽)2 = 𝛼𝛾𝛼𝛿 = 𝛽𝛾𝛽𝛿 = 1.

Более того, группа 𝑀 либо конечна, либо 𝑀 = ⟨𝛾, 𝛿⟩h ⟨𝛼, 𝛽⟩.

В параграфе 1.3 решены задачи А) и Б) для линейных групп раз-
мерности 2 над кольцом целых гауссовых чисел. Решения задачи А)
для групп 𝑆𝐿2(Z + Z𝑖), 𝐺𝐿2(Z + Z𝑖), 𝑃𝐺𝐿2(Z + Z𝑖) представлены со-
ответственно предложениями 1.3.1, 1.3.2, 1.3.3. Задача Б) решена для
групп 𝑆𝐿2(Z + Z𝑖), 𝑃𝑆𝐿2(Z + Z𝑖), 𝐺𝐿2(Z + Z𝑖), 𝑃𝐺𝐿2(Z + Z𝑖) в пред-
ложениях 1.3.1, 1.3.7, 1.3.2, 1.3.6 соответственно. В предложении 1.3.8
показано, что группа 𝑆𝐿±

2 (Z + Z𝑖) порождается тремя инволюциями.
Доказательство этих результатов опирается на аналог леммы 1.2.7 для
группы 𝑃𝐺𝐿2(Z+Z𝑖) — лемму 1.3.5. Результаты этого параграфа опуб-
ликованы в статье [35].

Глава 2 содержит решение следующего вопроса для групп Шевалле
исключительных типов 𝐺2(Z), 𝐸6(Z), 𝐸7(Z), 𝐸8(Z).

Г) Какие присоединённые группы Шевалле (нормального типа) над
кольцом целых чисел порождаются тремя инволюциями, две из кото-
рых перестановочны?

В параграфе 2.1 представлены необходимые обозначения элементов
и подгрупп в группах Шевалле и некоторые вспомогательные результа-
ты. В параграфах 2.2 и 2.3 доказываются главные результаты диссер-
тации — теоремы 2 и 3, которые опубликованны в работах [32] и [33]
соответственно.

Теорема 2. Группа Шевалле 𝐺2(Z) над кольцом целых чисел Z
порождается инволюциями

𝛼 = 𝑥𝑎(1)ℎ𝑏(−1),
𝛽 = 𝑥−𝑏(1)ℎ𝑎(−1),
𝛾 = 𝑛𝑎𝑛3𝑎+2𝑏ℎ𝑏(−1),

первые две из которых перестановочны.
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Теорема 3. Присоединенные группы Шевалле типа 𝐸𝑙 над кольцом
целых чисел порождаются тремя инволюциями, две из которых пере-
становочны.

Порождающие инволюции групп 𝐸𝑙(Z) над кольцом целых чисел
представлены в таблице 3, 𝛼1 и 𝛼2 перестановочны.

Таблица 3 — Инволюции в 𝐸𝑙(Z)
Группа 𝛼1 𝛼2 𝛼3

𝐸6(Z) 𝑥𝑟1(1)𝑥𝑟1+𝑟2(1)ℎ𝑟2 𝑛𝑟2𝑛𝑟4𝑛𝑟6ℎ𝑟3 𝑛𝑟1𝑛𝑟3𝑛𝑟5ℎ𝑟2ℎ𝑟4ℎ𝑟6

𝐸7(Z) 𝑥𝑟1(1)𝑥𝑟1+𝑟2(1)ℎ𝑟2 𝑛𝑟2𝑛𝑟4𝑛𝑟6ℎ𝑟3ℎ𝑟5ℎ𝑟7 𝑛𝑟1𝑛𝑟3𝑛𝑟5𝑛𝑟7ℎ𝑟6

𝐸8(Z) 𝑥𝑟1(1)𝑥𝑟1+𝑟2(1)ℎ𝑟2 𝑛𝑟2𝑛𝑟4𝑛𝑟6𝑛𝑟8ℎ𝑟5ℎ𝑟1 𝑛𝑟1𝑛𝑟3𝑛𝑟5𝑛𝑟7ℎ𝑟6ℎ𝑟2

Для выбора инволюций в теоремах 2 и 3 используется метод, разра-
ботанный Я. Н. Нужиным для нахождения порождающих троек инво-
люций в простых группах лиева типа над конечными полями [9].

В главе 3 исследован вопрос А) для групп 𝑆𝐿6(Z) и 𝑆𝐿10(𝑝), где 𝑝 —
простое число. Предложения 3.2.1 и 3.3.1 указывают явно порождающие
тройки инволюций групп 𝑆𝐿6(Z) и соответственно 𝑆𝐿10(𝑝).

В приложении содержится код программы на языке Wolfram
Mathematica с комментариями. Данная программа использовалась для
проверки доказательства теоремы 3.

Автор выражает глубокую признательность своему научному руко-
водителю Я. Н. Нужину за поставленные задачи, неоценимую помощь в
работе и всестороннюю поддержку. Автор благодарен всему коллективу
кафедры алгебры и математической логики ИМиФИ СФУ за сотрудни-
чество и атмосферу, в которой была выполнена данная работа.

Работа поддержана РФФИ (грант 16-01-00707), а также Правитель-
ством Красноярского края, Красноярским краевым фондом поддержки
научной и научно-технической деятельности совместно с РФФИ (грант
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