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Общая характеристика работы

Актуальность темы

Теория решеток развилась в 30-е годы 20 века из приложений ча-
стично упорядоченных множеств к геометрическим и алгебраическим
свойствам подпространств, подмодулей, подгрупп. Один из создателей
теории решеток О. Оре применял решетки в вопросах, связанных с дели-
телями в некоммутативном кольце линейных обыкновенных дифферен-
циальных операторов [10] – [12]. Диссертация посвящена приложениям
общих результатов теории решеток к решеткам правых делителей ли-
нейных обыкновенных дифференциальных операторов.

В последнее время алгоритмические вопросы теории линейных обык-
новенных дифференциальных уравнений получили значительное раз-
витие. Некоторые из ранее полученных алгоритмов нахождения эле-
ментарных решений и решений, выражающихся в квадратурах, были
реализованы в имеющихся системах компьютерной алгебры Maple и
Mathematica в виде больших прикладных пакетов. Продолжается как
теоретическое исследование алгоритмов решения отдельных линейных
обыкновенных дифференциальных уравнений и систем, так и их реали-
зация (см. [1], [6]–[14]). Для решения конкретных уравнений часто полез-
но знать, как устроено множество правых делителей данного линейного
обыкновенного дифференциального оператора (ЛОДО).

В вопросах, связанных с поиском точных решений линейных диффе-
ренциальных уравнений в различных классах функций, разложение со-
ответствующего оператора на множители играет важную роль. В част-
ности, сведение поиска решения линейного обыкновенного дифферен-
циального уравнения к поиску решений уравнений меньших порядков
путем разложения соответствующего оператора широко используется в
компьютерной алгебре. Напомним, что необратимый (т.е. такой, для ко-
торого не существует обратного) элемент кольца называется неприво-
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димым, если в любом его разложении в произведение двух множителей
из данного кольца один из этих множителей оказывается обратимым, в
противном случае элемент называется приводимым.

Другими словами, линейный обыкновенный дифференциальный опе-
ратор P будем называть неприводимым, если он не факторизуется на
операторы более низкого порядка (подробнее см. [1], [6]–[12], [13]–[14]).

Для элементов кольца K[D] линейных обыкновенных дифференци-
альных операторов с коэффициентами из дифференциального поля K,
вообще говоря, не гарантируется единственность разложения на непри-
водимые множители. Пусть, например, K = C(x) (поле рациональных
функций), D = d

dx , тогда

D2 = (D +
1

x− c
) ◦ (D − 1

x− c
)

для любого c ∈ C; можно допустить равенство c = ∞, считая, что оба
множителя в правой части в этом случае равны D.

Рассматривая какое-то одно разложение фиксированного оператора
на неприводимые множители, приходится учитывать возможность тако-
го рода неоднозначности. Для решения некоторых задач важна степень
неоднозначности разложения, и желательно иметь представление о том,
чем могут отличаться другие возможные разложения от данного.

В настоящее время в литературе, и, в частности, в литературе по ком-
пьютерной алгебре, вместо термина «разложение на множители» часто
прибегают к термину факторизация. Разложение на неприводимые мно-
жители называют полной факторизацией. В диссертации мы будем для
краткости говорить просто о факторизации, подразумевая при этом пол-
ную факторизацию.

Множество работ 20 века, например, [1], [6]–[12], [13]–[14], посвящено
алгоритмам факторизации линейных дифференциальных операторов.
Известно ([13]), что произвольный линейный обыкновенный дифферен-
циальный оператор разлагается на неприводимые множители (фактори-
зуется) с конечным числом параметров.
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Два (для простоты неприводимых) оператора P и Q будем называть
перестановочными в произведении P ◦Q, если P ◦Q = Q1◦P1, Q1 6= P ,
P1 6= Q [13].

Ставится задача исследования алгебраических свойств множества
правых делителей заданного линейного обыкновенного дифференциаль-
ного оператора в случае отсутствия параметров в факторизациях и в
случае, когда все факторы перестановочны.

Относительно недавно был получен алгоритм ([13]), который пере-
числяет все возможные факторизации заданного линейного обыкновен-
ного дифференциального оператора с рациональными коэффициентами.
Но общая структура всех факторизаций операторов неизвестна. Тем са-
мым поставленная задача описания алгебраической структуры множе-
ства правых делителей является важной актуальной задачей.

Цель диссертации

Целью настоящей диссертационной работы является изучение алгеб-
раических свойств множества правых делителей заданного линейного
обыкновенного дифференциального оператора.

Методика исследования

В работе используются результаты алгебраической теории факто-
ризации линейных дифференциальных операторов, с помощью кото-
рых доказывается теорема второй главы диссертации. Для получения
остальных результатов используются результаты и методы теории ча-
стично упорядоченных множеств и модулярных решеток.

Научная новизна

Все основные результаты диссертации являются новыми.
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Практическая и теоретическая ценность

Результаты представляют теоретический интерес и могут быть при-
менены в теории решеток и в теории факторизации ЛОДО.

Апробация работы

По материалам диссертации делались доклады на
— международной конференции «Мальцевские чтения» (г. Новоси-

бирск, август 2009),
— Красноярском алгебраическом семинаре при СФУ (март 2009),
— семинаре «Интегрируемые уравнения и стохастические системы»

(г. Красноярск, КГПУ, рук. проф. В.М. Логинов, октябрь 2008),
— семинаре «Математические модели и методы интегрирования»

(г. Красноярск, ИВМ СО РАН, рук. проф. О.В. Капцов, март 2009).

Публикации

Основные результаты диссертации опубликованы в работах [15]–[19].
Работа [17] входит в перечень ведущих научных изданий, определенный
Высшей аттестационной комиссией.

Структура и объем работы

Диссертация состоит из введения и трех глав основного содержания.
Список литературы содержит 29 наименований. Работа изложена на 79
страницах. Нумерация утверждений включает последовательно номера
главы, параграфа и порядковый номер утверждения в главе.

Содержание работы

Во введении дается обзор известных результатов, даются необходи-
мые определения, кратко излагается содержание диссертации и ее ос-
новные результаты.
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Одним из самых старых результатов, касающихся факторизаций ЛО-
ДО, является следующая теорема Э. Ландау [7].

Предложение 1. Если L = P1 ◦ . . .◦Pk = P 1 ◦ . . .◦P k — две различ-
ные полные факторизации одного и того же оператора L, то k = k,
и между множителями, входящими в первую и вторую факториза-
ции можно установить взаимно однозначное соответствие Pi ↔ P ji

,
такое, что ord(Pi) = ord(P ji

), i = 1, . . . , k.
В некоторой конкретной факторизации могут встретиться совпада-

ющие множители. Мы, однако, различаем операторы, имеющие разные
порядковые номера.

В некоммутативном кольце ЛОДО есть правый (и левый) алгорит-
мы Евклида деления с остатком, а также для любых двух ЛОДО L и
P имеется их правое (левое) наименьшее кратное, то есть существуют
операторы M и N , такие, что M ◦ L = N ◦ P = rLCM(L, P ) и порядки
M и N минимально возможные. При этом все прочие общие кратные L

и P будут делиться справа на rLCM(L, P ).
Через rGCD(P1, P2) будем обозначать оператор, являющийся правым

наибольшим общим делителем ненулевых операторов P1.
Как известно (см. [1], [7]-[14]), для любых двух ЛОДО P1 и P2 суще-

ствуют и единственны rGCD(P1, P2) и rLCM(P1, P2).
Определение 1. [13] Будем говорить, что оператор P (справа)

преобразуется в оператор P1 оператором B и писать P
B−→ P1 ес-

ли rGCD(P,B) = 1 и K = rLCM(P,B) = P1 ◦ B = B1 ◦ P . В этом
случае операторы P и P1 будем называть сходными.

Отношение сходности является отношением эквивалентности
(см. [13]).

Также классическим результатом является следующая теорема Леви
[8, 9].

Предложение 2. Если оператор P = P1 ◦ P2, т. е. факторизуется
на два неприводимых оператора, то существуют три случая:
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1) Эта факторизация единственная, а операторы P1 и P2 являются
неперестановочными. Они могут быть как несходными, так и сход-
ными.

2) Существует еще одна, и только одна факторизация P1 ◦ P2 =

P2◦P1. В этом случае операторы P1 и P2 являются перестановочными,
но не сходными.

3) Существует бесконечно много факторизаций P = P̃1 ◦ P̃2 с опе-
раторами P̃i, зависящими от одного параметра. В этом случае опера-
торы P1 и P2 являются перестановочными и сходными.

В диссертации для исследования этой структуры используются ме-
тоды одного из важных разделов алгебры — теории частично упоря-
доченных множеств. Адекватным представлением структуры данных,
выдаваемых упомянутым выше алгоритмом нахождения всех фактори-
заций данного оператора, является решетка — частично упорядоченное
множество, в котором для любых двух элементов существует их точная
верхняя и точная нижняя грань.

Введем отношение частичного порядка на множестве всех правых де-
лителей произвольного ЛОДО P следующим образом: пусть P1 и P2 –
некоторые правые делители оператора P , будем говорить, что P1 6 P2,
если оператор P1 является правым делителем оператора P2.

Таким образом заданное частично упорядоченное множество правых
делителей произвольного ЛОДО P является решеткой с операциями
взятия точной нижней грани inf{P1, P2} = rGCD(P1, P2) и точной верх-
ней грани sup{P1, P2} = rLCM(P1, P2).

Определение 2. Будем говорить, что элемент x покрывается эле-
ментом y (или y покрывает x) и писать x ≺ y, если x < y, и для
любого z такого, что x 6 z 6 y, либо z = x, либо z = y. В этом
случае элемент x будем называть нижним покрытием элемента y, а
элемент y — верхним покрытием x.
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Через n будем обозначать n-элементную цепь, т. е. решетку, в кото-
рой любые 2 элемента сравнимы. Например, решетка 2 изображена
на рис. 1 в виде диаграммы Хассе (т. е. элементы решетки обозначе-
ны кружками и если x ≺ y, то элементы x и y соединены отрезком, и
элемент x находится ниже элемента y).

v

v

Pис. 1 Решетка 2.

Определение 3. Длиной конечной цепи будем называть число, на
единицу меньшее количества ее элементов.

Теоретико-решеточные операции будем обозначать следующим обра-
зом: sup{x, y} = x ∨ y = x + y, inf{x, y} = x ∧ y = xy.

Определение 4. Операцию взятия точной верхней грани множе-
ства элементов будем также называть объединением этого множе-
ства элементов, а операцию взятия точной нижней грани — соот-
ветственно пересечением множества элементов.

Будем обозначать наибольший элемент решетки L символом 1L, а
наименьший — символом 0L. Решетку правых делителей оператора P

будем обозначать LP .
Определение 5. Решетка L называется дистрибутивной, если для

любых x, y, z ∈ L выполняется тождество x(y + z) = xy + xz.

Определение 6. Решетка L называется модулярной, если для лю-
бых x, y, z ∈ L выполняется тождество x(y + xz) = xy + xz.

Целью первой главы диссертации является доказательство следу-
ющей теоремы.

Теорема 1.3.1. Для ЛОДО P следующие условия эквивалентны:
1. Дистрибутивное тождество x1(x2 + x3) = x1x2 + x1x3 выполня-

ется на решетке правых делителей ЛОДО P ;
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2. Все факторы оператора P непараметризованы (что эквивалент-
но конечности решетки правых делителей оператора P ).

Определение 7. Интервалом I = [x, y] называется множество
всех таких z ∈ L, что x 6 z 6 y.

Определение 8. Под высотой элемента x решетки L будем пони-
мать длину максимальной цепи в интервале [0L, x]

Высоту элемента x будем обозначать h(x).
Определение 9. Высотой ограниченной модулярной решетки L бу-

дем называть высоту элемента 1L.
Предложение 3. [4, стр. 225] (Жордан-Гельдер) В модулярной ре-

шетке конечной высоты любые две максимальные цепи имеют одина-
ковую длину.

Как очевидно, это предложение есть переформулировка на языке ре-
шеток результата Э. Ландау (предложение 1) о равенстве количества
неприводимых множителей в различных факторизациях одного и того
же оператора.

Высоту решетки L будем обозначать h(L).

@
@

@
@

@

¡
¡

¡
¡

¡@
@

@
@

@

¡
¡
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¡

¡v

v

v

v

v

Pис. 2 Решетка M3.

Доказана следующая лемма, представляющая самостоятельный интерес
в теории решеток.

Лемма 1.2.1. Пусть L — модулярная решетка конечной высоты.
Тогда, если решетка M3 вложима в решетку L, то M3 вложима в
некоторый интервал высоты 2 и решетка L не является дистрибу-
тивной.
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Во второй главе диссертации рассматриваются комбинаторные во-
просы и приводится алгоритм построения по заданному конечному ч. у.
множеству M дистрибутивной решетки его порядковых идеалов в необ-
ходимой нам интерпретации.

Определение 10. Оператор P называется Д’Аламберовым, если
все его неприводимые множители Pi являются операторами первого
порядка: Pi = D + ai(x), ai ∈ C(x).

Следующая теорема устанавливает, что любая дистрибутивная ре-
шетка является решеткой правых делителей некоторого ЛОДО.

Теорема 2.4.1. Пусть L – произвольная конечная дистрибутивная
решетка высоты n. Тогда существует Д’Аламберов линейный обык-
новенный дифференциальный оператор P порядка n (не обязательно
единственный) с коэффициентами из дифференциального поля рацио-
нальных функций такой, что решетка LP его правых делителей изо-
морфна L.

В третьей главе диссертации исследуются строение и алгебраиче-
ские свойства решетки правых делителей LP линейного обыкновенного
дифференциального оператора P , когда все факторы в любой фактори-
зации (т. е. в разложении на неприводимые множители) перестановочны.

Частично упорядоченное множество называется полной решеткой,
если всякое его непустое подмножество имеет как точную верхнюю, так
и точную нижнюю грань [5, стр. 42]. Пусть L – полная решетка. Элемент
a ∈ L называется компактным, если для любого подмножества A ⊆ L

из a 6
∨

A следует a 6
∨

K для некоторого конечного подмножества
K ⊆ A [3, стр. 27].

Определение 11. Элемент решетки L, покрывающий элемент 0L,
называется атомом, а элемент, покрываемый элементом 1L, называ-
ется коатомом.

Решетка L называется алгебраической, если L – полная решетка и
любой элемент из L есть точная верхняя грань некоторого множества
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компактных элементов [3, стр. 27]. Решетка L называется полумоду-
лярной, если она удовлетворяет условию покрываемости сверху, т. е.
a ≺ b ⇒ a + c ≺ b + c или a + c = b + c [4, стр. 224]. Решетка L

называется геометрической, если она алгебраическая, полумодулярная,
и компактными элементами которой являются конечные объединения
атомов и только они [4, стр. 233].

Следующий результат дает алгебраическую характеризацию решет-
ки правых делителей ЛОДО P в случае, когда в любой факторизации
оператора P все факторы перестановочны.

Теорема 3.2.1. Решетка LP является геометрической тогда и
только тогда, когда у оператора P порядка n все факторы переста-
новочны.

В следующей теореме рассматривается независимое (в терминах
теории решеток) подмножество атомов решетки правых делителей
ЛОДО P .

Элементы a1, . . . , an модулярной решетки L с 0L назовем независи-
мыми, если

(a1 + . . . ai−1 + ai+1 + . . . + an)ai = 0L

для всех i = 1, . . . , n [5, стр. 108].
Метод пузырьковой сортировки описан в Приложении к тексту дис-

сертации.
Теорема 3.2.11. Пусть P = P1 ◦ . . . ◦ Pn и все факторы переста-

новочны. Переместим Pi вправо до h(〈P̃i)) = 1 методом пузырьковой
сортировки (i = 1, . . . , n−1). Тогда 〈P̃1), . . . , 〈P̃n−1), 〈Pn) – независимое
множество атомов решетки Lp и подрешетка, порожденная этим
множеством конечна, дистрибутивна и булева.

Третий параграф посвящен доказательству теоремы о прямом раз-
ложении решетки LP в случае, когда все факторы перестановочны.
В следующей теореме описывается строение решетки LP в этом случае.
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Теорема 3.3.3. Пусть у оператора P все факторы перестановочны.
Тогда существует факторизация

P = P1 ◦P2 ◦ . . .◦Pl ◦Pk11
◦ . . .◦Pk1s1

◦Pk21
◦ . . .◦Pk2s2

◦ . . .◦Pkr1
◦ . . .◦Pkrsr

(в которой мы имеем l ( где l > 0) попарно несходных факторов и r

(где r > 0) множеств факторов, в каждом из которых все факторы
одного цвета, т. е. сходные) и решетка LP изоморфна прямому произ-
ведению l экземпляров 2 и r экземпляров решеток Mki∞ подпространств
ki-мерных векторных пространств, i = 1, . . . , r.

В силу принципа двойственности из теории частично упорядоченных
множеств [4, стр. 17] все результаты настоящей работы справедливы
для решеток левых делителей ЛОДО, для чего удобно рассматривать
сопряженные операторы, см. [2].

Основные результаты

1. Охарактеризованы в терминах теории решеток линейные обыкно-
венные дифференциальные операторы, в факторизациях которых от-
сутствуют параметры.

2. Доказано, что любая конечная дистрибутивная решетка является
решеткой правых делителей некоторого линейного обыкновенного диф-
ференциального оператора.

3. Описано строение решеток правых делителей линейных обыкно-
венных дифференциальных операторов в случае, когда в любой факто-
ризации оператора все факторы перестановочны.
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