
Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Íàñûáóëëîâ Òèìóð Ðèíàòîâè÷

ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ, ÂÎÇÍÈÊÀÞÙÈÅ
ÏÐÈ ÐÅØÅÍÈÈ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ßÍÃÀ-ÁÀÊÑÒÅÐÀ,

ÈÕ ÏÐÈËÎÆÅÍÈß È ÑÂÎÉÑÒÂÀ

01.01.06 � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë

Àâòîðåôåðàò äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè
äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Êðàñíîÿðñê � 2022



Ðàáîòà âûïîëíåíà â ôåäåðàëüíîì ãîñóäàðñòâåííîì áþäæåòíîì ó÷ðåæäåíèè
íàóêè ¾Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà¿ Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ
Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê.
Íàó÷íûé êîíñóëüòàíò:
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò
Áàðäàêîâ Âàëåðèé Ãåîðãèåâè÷

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû:
Ìàëþòèí Àíäðåé Âàëåðüåâè÷
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð
Ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþäæåòíîå ó÷ðåæäåíèå íàóêè ¾Ñàíêò-Ïåòåð-
áóðãñêîå îòäåëåíèå Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ¿,
äèðåêöèÿ, çàìåñòèòåëü äèðåêòîðà ïî íàó÷íûì âîïðîñàì.
Ìÿñíèêîâ Àëåêñåé Ãåîðãèåâè÷
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð
Òåõíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò Ñòèâåíñà, Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, Õîáî-
êåí, Íüþ-Äæåðñè, ÑØÀ, ïðîôåññîð.
Óìèðáàåâ Óàëáàé Óòìàõàíáåòîâè÷
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð
Óíèâåðñèòåò Óýéíà, Ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, Äåòðîéò, Ìè÷èãàí, ÑØÀ, ïðî-
ôåññîð.

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ:
Ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþäæåòíîå îáðàçîâàòåëüíîå ó÷ðåæäåíèå âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ ¾Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì. Â. Ëî-
ìîíîñîâà¿.

Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ ¾13¿ ìàÿ 2022 ãîäà â 14:00 ÷àñîâ íà çàñåäà-
íèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 212.099.25 ïðè ÔÃÀÎÓ ÂÎ ¾Ñèáèðñêèé ôå-
äåðàëüíûé óíèâåðñèòåò¿ ïî àäðåñó: 660041, ã. Êðàñíîÿðñê, ïð. Ñâîáîäíûé,
79/10, àóä. Ð8�06.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå è íà ñàéòå ÔÃÀÎÓ ÂÎ
¾Ñèáèðñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò¿ http://www.sfu-kras.ru/.

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí ¾ ¿ 2022 ãîäà.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü
äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà

Ìèõàëêèí
Åâãåíèé Íèêîëàåâè÷

2



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ è ñòåïåíü åå
ðàçðàáîòàííîñòè. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F . Ëèíåé-
íûé èçîìîðôèçì R : V ⊗ V → V ⊗ V òåíçîðíîãî êâàäðàòà V ⊗ V íàçûâàåòñÿ
ðåøåíèåì êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà, åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå
ðàâåíñòâî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà V ⊗ V ⊗ V

(R⊗ id)(id⊗R)(R⊗ id) = (id⊗R)(R⊗ id)(id⊗R).

Ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷èëî ñâîå èìÿ îò íåçàâèñèìûõ ðàáîò ßíãà [37] è Áàêñòå-
ðà [10, 11], îòíîñÿùèõñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå è ñòàòèñòè-
÷åñêîé ìåõàíèêå.

Äðèíôåëüä ââåë ïîíÿòèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàê-
ñòåðà, êîòîðîå îáîáùàåò êâàíòîâîå óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà. ÏóñòüX � ïðî-
èçâîëüíîå ìíîæåñòâî, à S : X2 → X2 � îáðàòèìîå îòîáðàæåíèå. Ãîâîðÿò,
÷òî îòîáðàæåíèå S ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíå-
íèÿ ßíãà-Áàêñòåðà íà X, åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

(S × id)(id× S)(S × id) = (id× S)(S × id)(id× S).

Ïóñòü S � ðåøåíèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà
íà X, è ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå ìíîæåñòâîì X.
Òîãäà îòîáðàæåíèå S : X2 → X2 ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî ëèíåéíîãî èçî-
ìîðôèçìà R : V ⊗ V → V ⊗ V . Îòîáðàæåíèå R : V ⊗ V → V ⊗ V â ýòîì
ñëó÷àå áóäåò ðåøåíèåì êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà, ò. å. ðåøåíèå
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà íà ìíîæåñòâå X âåäåò
ê ðåøåíèþ êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà íà V . Òàêèì îáðàçîì, êâàí-
òîâîå óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà è òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå óðàâíåíèå ßíãà-
Áàêñòåðà òåñíî ñâÿçàíû.

Äðèíôåëüä ñôîðìóëèðîâàë âîïðîñ î êëàññèôèêàöèè âñåõ ðåøåíèé òåî-
ðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà. Êàê ïðàâèëî, ïðè èçó÷å-
íèè ðåøåíèé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà â êà÷å-
ñòâå ìíîæåñòâà X áåðåòñÿ íå ïðîñòî ìíîæåñòâî, à íåêîòîðàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
ñèñòåìà. ×àñòî èñïîëüçóþòñÿ òàêèå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû êàê ãðóïïà, ìî-
äóëü, âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, öèêëè÷åñêîå ìíîæåñòâî, êâàíäë, áèêâàíäë,
áðýéñ, êîñîé áðýéñ è ò. ä. Â ðàáîòàõ Äðèíôåëüäà äëÿ èçó÷åíèÿ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà áûëè ââåäåíû òàêèå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû, êàê
êâàçèòðåóãîëüíûå (êâàçèêîêîììóòàòèâíûå) àëãåáðû Õîïôà è áèàëãåáðû Ëè.

Â äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, âîçíèêàþ-
ùèõ ïðè ðåøåíèè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà. Èçó-
÷àþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ýòèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì â ñëåäóþùèõ îáëàñòÿõ àë-
ãåáðû è òîïîëîãèè
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1. Ïîñòðîåíèå ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï (âèðòóàëüíûõ) êîñ;

2. Ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòîâ óçëîâ è çàöåïëåíèé;

3. Èçó÷åíèå ñâÿçåé ìåæäó àääèòèâíûìè è ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ãðóïïà-
ìè êîñûõ áðýéñîâ;

4. Èçó÷åíèå êëàññîâ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè â ëèíåéíûõ ãðóïïàõ.

Ñôîðìóëèðóåì äàëåå êîíêðåòíûå âîïðîñû, êîòîðûå èññëåäóþòñÿ â äèññåð-
òàöèè, à òàêæå ïðèâåäåì êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ïî êàæäîìó èç ýòèõ
âîïðîñîâ.

Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï êîñ. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïîé êîñ Bn íà n íèòÿõ
íàçûâàåòñÿ ãðóïïà ñ ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè σ1, σ2, . . . , σn−1 è îïðåäå-
ëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, i = 1, 2, . . . , n− 2, (b1)

σiσj = σjσi, |i− j| ≥ 2. (b2)

Ãðóïïîé âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn íà n íèòÿõ íàçûâàåòñÿ ãðóïïà ñ ïîðîæäàþ-
ùèìè ýëåìåíòàìè σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1, ñîîòíîøåíèÿìè (b1), (b2)
è äîïîëíèòåëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

ρiρi+1ρi = ρi+1ρiρi+1, i = 1, . . . , n− 2, (vb1)

ρiρj = ρjρi, |i− j| ≥ 2, (vb2)

ρ2i = 1, i = 1, . . . , n− 1, (vb3)

σiρj = ρjσi, |i− j| ≥ 2, (vb4)

ρiρi+1σi = σi+1ρiρi+1, i = 1, . . . , n− 2. (vb5)

Âàæíóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè ãðóïï (âèðòóàëüíûõ) êîñ èãðàþò èõ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï êîñ àâòîìîðôèçìàìè ñâîáîäíîé
ãðóïïû, à òàêæå ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï êîñ, áûëè óñòàíîâëåíû, íà-
ïðèìåð, ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ðàâåíñòâà â ãðóïïå êîñ è ôèíèòíàÿ àïïðîê-
ñèìèðóåìîñòü ãðóïï êîñ. Òàêæå ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï (âèðòóàëü-
íûõ) êîñ áûëè ïîñòðîåíû èíâàðèàíòû äëÿ êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ óç-
ëîâ. Ñëåäóþùèé âîïðîñ î ïðåäñòàâëåíèÿõ áûë ñôîðìóëèðîâàí Àðòèíîì [7]
äëÿ ãðóïï êëàññè÷åñêèõ êîñ è Êàóôôìàíîì [29] äëÿ âèðòóàëüíûõ êîñ.

(A.1) Ïîñòðîèòü òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï (âèðòóàëüíûõ) êîñ àâòî-
ìîðôèçìàìè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì âîïðîñà (A.1) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ,
ñôîðìóëèðîâàííûé Áóðàó [13] äëÿ êëàññè÷åñêèõ êîñ è Áàðäàêîâûì [3, Âî-
ïðîñ 19.7] äëÿ âèðòóàëüíûõ êîñ.
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(A.2) ßâëÿþòñÿ ëè ãðóïïû (âèðòóàëüíûõ) êîñ ëèíåéíûìè? Åñëè ÿâëÿ-
þòñÿ, òî ïîñòðîèòü òî÷íûå ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ýòèõ ãðóïï.

Ïåðâîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû êîñ àâòîìîðôèçìàìè ãðóïïû áûëî ñêîí-
ñòðóèðîâàíî Àðòèíîì. Îí ïîñòðîèë ïðåäñòàâëåíèå ϕA ãðóïïû êîñ Bn íà n
íèòÿõ â ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn ñ n ïîðîæäàþùèìè.
Ïðåäñòàâëåíèå Àðòèíà ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Áóðàó ïîñòðîèë ëèíåéíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ϕB : Bn → GLn(Z[t, t−1]). Äîëãîå âðåìÿ ñóùåñòâîâàëà ãèïîòåçà î
òîì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, îäíàêî ýòà ãèïîòåçà áûëà
îïðîâåðãíóòà äëÿ n ≥ 5. Âîïðîñ î òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ïðè n = 4
äî ñèõ ïîð îòêðûò. Â 1961 ãîäó Ãàññíåð ïîñòðîèëà ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû
êðàøåíûõ êîñ

ϕG : Pn → GLn(Z[t±11 , t±12 , . . . , t±1n ]),

êîòîðîå îáîáùàåò ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó. Íà äàííûé ìîìåíò âîïðîñ î òî÷íî-
ñòè ïðåäñòàâëåíèÿ Ãàññíåð îòêðûò. Îêîí÷àòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ î ëèíåé-
íîñòè ãðóïï êîñ áûë ïîëó÷åí íåçàâèñèìî Áèãåëîó è Êðàììåðîì, êîòîðûå
äîêàçàëè, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ϕLKB : Bn → GLn(n−1)/2(Z[q±1, t±1]), ïîñòðî-
åííîå Ëîóðåíö â [30], ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Ïðåäñòàâëåíèå ϕLKB íàçûâàåòñÿ
ïðåäñòàâëåíèåì Ëîóðåíö-Áèãåëîó-Êðàììåðà.

Ïîñòðîåíèåì è èçó÷åíèåì ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï âèðòóàëüíûõ êîñ àâòî-
ìîðôèçìàìè ãðóïï çàíèìàëèñü òàêèå èññëåäîâàòåëè êàê Áàðäàêîâ, Áîäåí,
Âåðøèíèí, Âèëüÿìñ, Ãåðëèíãñ, Ãîäðî, Äèåñ, Êàìàäà, Ìèõàëü÷èøèíà, Íåùà-
äèì, Íèêàñ, Ñèëüâåð, Õàðïåð. Ìíîãèå èç ïîñòðîåííûõ ïðåäñòàâëåíèé áû-
ëè èñïîëüçîâàíû âïîñëåäñòâèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðóïïîâûõ èíâàðèàíòîâ äëÿ
âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.

Â äèññåðòàöèè ââåäåíî ïîíÿòèå ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëÿ, êîòîðîå îáîáùàåò
ïîíÿòèå ðåøåíèÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà,
à òàêæå ðàçðàáîòàí ìåòîä ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëåé, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïî
ñïåöèàëüíûì ðåøåíèÿì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà
íà àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Bn, V Bn àâòîìîð-
ôèçìàìè ýòèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ïîñòðîåíû
íîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Bn, V Bn àâòîìîðôèçìàìè, à òàêæå óñòàíîâëåíî,
÷òî âñå èçâåñòíûå íà äàííûé ìîìåíò ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Bn, V Bn àâòîìîð-
ôèçìàìè ãðóïï ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòîäà.

Èíâàðèàíòû óçëîâ è çàöåïëåíèé. Äëÿ öåëîãî n ≥ 1 çàöåïëåíèåì ñ n
êîìïîíåíòàìè íàçûâàåòñÿ âëîæåíèå íåçàâèñèìîãî îáúåäèíåíèÿ n îêðóæíî-
ñòåé S1 â R3. Çàöåïëåíèå ñ îäíîé êîìïîíåíòîé íàçûâàåòñÿ óçëîì. Äàëåå ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëîâà ¾óçåë¿ è ¾çàöåïëåíèå¿ êàê ñèíîíèìû.

Îáû÷íî çàöåïëåíèÿ çàäàþòñÿ ïîñðåäñòâîì äèàãðàìì çàöåïëåíèé. Äèà-
ãðàììîé çàöåïëåíèÿ íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïðîåêöèÿ çàöåïëåíèÿ íà
íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü, ÷òî â êàæäîì ïåðåêðåñòêå çàäàíà èíôîðìàöèÿ î òîì,
êàêàÿ íèòü çàöåïëåíèÿ ïðîõîäèò ñâåðõó, à êàêàÿ ñíèçó.
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Äâà çàöåïëåíèÿ L1, L2 íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãî-
ìåîìîðôèçì ϕ : R3 → R3, ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ïðîñòðàíñòâà R3, òàêîé
÷òî ϕ(L1) = L2. Â 1927 ãîäó Ðàéäåìàéñòåð äîêàçàë, ÷òî äâå äèàãðàììû
çàäàþò ýêâèâàëåíòíûå çàöåïëåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ìîæíî ïî-
ëó÷èòü îäíó èç äðóãîé ñ ïîìîùüþ ïëîñêèõ èçîòîïèé è êîíå÷íîãî ÷èñëà òàê
íàçûâàåìûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ðàéäåìàéñòåðà [6, òåîðåìà 1.7].

Â 1999 ãîäó â ðàáîòå [29] Êàóôôìàí ââåë òåîðèþ âèðòóàëüíûõ óçëîâ.
Äèàãðàììîé âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ñ n-êîìïîíåíòàìè íàçûâàåòñÿ ñèñòå-
ìà èç n çàìêíóòûõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ íå èìååò òî÷åê êàñàíèÿ,
èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, â êàæäîé òî÷êå ïåðåñå÷å-
íèÿ ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî äâå êðèâûå, è êàæäûé ïåðåêðåñòîê ÿâëÿåòñÿ ëèáî
êëàññè÷åñêèì, ëèáî âèðòóàëüíûì.

Äèàãðàììû D1, D2 âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíû-
ìè, åñëè äèàãðàììà D1 ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà â äèàãðàììó D2 ïîñðåäñòâîì
ïëîñêèõ èçîòîïèé è òàê íàçûâàåìûõ îáîáùåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ðàéäåìàé-
ñòåðà. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè äèàãðàììû âèðòóàëüíîãî çàöåïëåíèÿ ñ n êîì-
ïîíåíòàìè íàçûâàåòñÿ âèðòóàëüíûì n-êîìïîíåíòíûì çàöåïëåíèåì.

Íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò, èñõîäÿ èç ðàçëè÷íûõ ñîîáðàæåíèé, áûëè ââå-
äåíû íîâûå îáîáùåíèÿ è óïðîùåíèÿ êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ óçëîâ:
ñèíãóëÿðíûå óçëû, óçëû ñî ñïàéêàìè, óçëû ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè, è ò. ä.
Âî âñåõ ýòèõ òåîðèÿõ çàöåïëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè äèàãðàìì, à
ýêâèâàëåíòíîñòü äèàãðàìì îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé, îáîáùàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàéäåìàéñòåðà. Îñíîâíûì âîïðîñîì â
êàæäîé èç ïåðå÷èñëåííûõ òåîðèé óçëîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ, èìåíó-
åìûé ïðîáëåìîé ðàñïîçíàâàíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè.

(B.1) Ïîñòðîèòü àëãîðèòì, êîòîðûé îïðåäåëÿåò ÿâëÿþòñÿ ëè äâå íà-
ïåðåä çàäàííûå äèàãðàììû óçëîâ/âèðòóàëüíûõ óçëîâ/óçëîâ ñî ñïàéêà-
ìè/óçëîâ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè ýêâèâàëåíòíûìè èëè íåò.

Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû (B.1) ÿâëÿåòñÿ ïî-
ñòðîåíèå èíâàðèàíòîâ äëÿ óçëîâ è çàöåïëåíèé. Ïóñòü A � íåêîòîðîå ìíîæå-
ñòâî. Îòîáðàæåíèå f èç ìíîæåñòâà âñåõ çàöåïëåíèé â ìíîæåñòâî A íàçûâà-
åòñÿ èíâàðèàíòîì çàöåïëåíèé, åñëè äëÿ ëþáûõ ýêâèâàëåíòíûõ çàöåïëåíèé
L1, L2 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f(L1) = f(L2). Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî
åñëè f(L1) 6= f(L2), òî çàöåïëåíèÿ L1, L2 íåýêâèâàëåíòíû. Òàêèì îáðàçîì,
ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòîâ èãðàåò î÷åíü âàæíóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè âîïðîñà
î ðàñïîçíàâàíèè ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ çàöåïëåíèé. Îòìåòèì, ÷òî åñëè f �
èíâàðèàíò çàöåïëåíèé, òî ðàâåíñòâî f(L1) = f(L2) íå îáÿçàòåëüíî âëå÷åò
ýêâèâàëåíòíîñòü çàöåïëåíèé L1, L2. Èíâàðèàíò f íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè
ðàâåíñòâî f(L1) = f(L2) âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L1 è L2

ýêâèâàëåíòíû. Âîïðîñ (B.1) ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì âèäå.
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(B.2) Ïîñòðîèòü ïîëíûé ëåãêî âû÷èñëèìûé èíâàðèàíò äëÿ óç-
ëîâ/âèðòóàëüíûõ óçëîâ/óçëîâ ñî ñïàéêàìè/óçëîâ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè.

Èíâàðèàíòû ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì èç íåêî-
òîðîé ôèêñèðîâàííîé êàòåãîðèè ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ, òàê êàê îáû÷-
íî ýòè èíâàðèàíòû ÿâëÿþòñÿ ñèëüíûìè (íàïðèìåð, ôóíäàìåíòàëüíûé êâàíäë
óçëà ÿâëÿåòñÿ ¾ïî÷òè ïîëíûì¿ èíâàðèàíòîì äëÿ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ), è ñ
ïîìîùüþ ýòèõ èíâàðèàíòîâ ìîæíî ñòðîèòü íîâûå èíâàðèàíòû, êîòîðûå ëåã-
êî âû÷èñëÿòü è ñðàâíèâàòü ìåæäó ñîáîé.

Â ðàáîòå [21] Ôåííà, Äæîðäàí-Ñàíòàíû è Êàóôôìàíà ïðèâåäåí ñïîñîá,
êàê ðåøåíèÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ öåëî÷èñëåííûõ èíâàðèàíòîâ âèðòóàëüíûõ óç-
ëîâ.

Â äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàí ìåòîä ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëåé, êîòîðûé ïîçâî-
ëÿåò ïî ñïåöèàëüíûì ðåøåíèÿì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-
Áàêñòåðà ñòðîèòü èíâàðèàíòû êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé, êî-
òîðûå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ïî-
ñòðîåíû íîâûå èíâàðèàíòû êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé, à òàê-
æå óñòàíîâëåíî, ÷òî ìíîãèå èçâåñòíûå èíâàðèàíòû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àë-
ãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû, èñïîëüçóÿ äàííûé ìåòîä.

Ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ óçëîâ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè èçó÷àëàñü,
íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [8, 23, 28]. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, óñòàíîâëåííûé Êàíå-
íîáó â ðàáîòå [28], ãîâîðèò î òîì, ÷òî ëþáîé óçåë (ò. å. çàöåïëåíèå ñ îäíîé
êîìïîíåíòîé) â òåîðèè óçëîâ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè òðèâèàëåí.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü K � óçåë ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè. Òîãäà K � òðèâèàëü-
íûé óçåë.

Ýòîò ðåçóëüòàò ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè ïðîáëåìû ýêâèâà-
ëåíòíîñòè äëÿ çàöåïëåíèé ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè ñòîèò îáðàùàòü âíèìàíèå
ëèøü íà çàöåïëåíèÿ ñ áîëåå ÷åì îäíîé êîìïîíåíòîé. Ôèø è Êåéìàí â ðàáî-
òå [23] óñòàíîâèëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé äàåò êëàññèôèêàöèþ óçëîâ
ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè, ó êîòîðûõ íåò âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ, èñïîëüçóÿ
î÷åíü ïðîñòîé èíâàðèàíò êëàññè÷åñêèõ óçëîâ � êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü K � çàöåïëåíèå ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè, êîòîðîå íå
èìååò âèðòóàëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ. Òîãäà K ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî êîýôôè-
öèåíòàìè çàöåïëåíèé ìåæäó ñâîèìè êîìïîíåíòàìè.

Â äèññåðòàöèè ïîñòðîåí ïîëíûé áûñòðî âû÷èñëèìûé èíâàðèàíò äëÿ óç-
ëîâ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè ñî çíà÷åíèÿìè â ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïå áåñ-
êîíå÷íîãî ðàíãà. Êîíñòðóêöèÿ ïîñòðîåííîãî èíâàðèàíòà âëå÷åò òåîðåìó 1 è
òåîðåìó 2.

Êàóôôìàí íàøåë ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ âèðòóàëüíûõ óçëîâ è
çàöåïëåíèé. Îí óñòàíîâèë, ÷òî âèðòóàëüíûå çàöåïëåíèÿ ìîæíî ïîíèìàòü
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ãåîìåòðè÷åñêè êàê çàöåïëåíèÿ âíóòðè óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòåé [29]. Ñ ðàç-
âèòèåì òåîðèè òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé âñå áîëüøå âíèìàíèÿ ñòàëî óäå-
ëÿòüñÿ çàöåïëåíèÿì â ðàçëè÷íûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ: ðàññëîåíèÿõ
Çåéôåðòà [24], â ÷àñòíîñòè, â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ (Êàòòàáðèãà, Ìàíôðå-
äè, Ìóëàöàíè, Ïøèòèöêèé, Õîñòå è ò. ä.), óòîëùåííûõ ïîâåðõíîñòÿõ (Èëüþò-
êî, Êàóôôìàí, Ëàìáðîïîëó, Ìàíòóðîâ è ò. ä.), ïðîèçâîëüíûõ òðåõìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèÿõ (Ëàìáðîïîëó, Ðóðê, Ôåíí è ò. ä.).

Îäíèì èç íàèáîëåå ñîäåðæàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé â òåîðèè óçëîâ â òðåõ-
ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ óçëîâ â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Ýòî ñâÿçàíî, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñ òåì, ÷òî ëèíçîâûå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþò-
ñÿ íàèáîëåå ïðîñòûìè (ïîñëå òðåõìåðíîé ñôåðû S3) òðåõìåðíûìè ìíîãî-
îáðàçèÿìè, à èìåííî, ëèíçîâîå ïðîñòðàíñòâî L(p, q) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî
èç òðåõìåðíîé ñôåðû S3 ïðè ïîìîùè õèðóðãèè Äýíà íà òðèâèàëüíîì óçëå,
â òî âðåìÿ êàê äðóãèå òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç
òðåõìåðíîé ñôåðû S3 ïðè ïîìîùè õèðóðãèè Äýíà íà ãîðàçäî áîëåå ñëîæ-
íûõ óçëàõ è çàöåïëåíèÿõ. Áîëåå òîãî, èçó÷åíèå çàöåïëåíèé â ëèíçîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ ìîòèâèðîâàíî òàêæå òåì ôàêòîì, ÷òî îíè ñâÿçàíû ñ äðóãèìè
íàóêàìè: â ðàáîòå [35] çàöåïëåíèÿ â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ èñïîëüçóþò-
ñÿ äëÿ îïèñàíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè ñòðóí, à â ðàáîòå [12] çàöåïëåíèÿ
â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû
áèîëîãè÷åñêîé ðåêîìáèíàöèè ÄÍÊ.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìíîãèå èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé â S3 ìîãóò áûòü
îáîáùåíû íà çàöåïëåíèÿ â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ìíîãèå èç ýòèõ èí-
âàðèàíòîâ âåñüìà ñëîæíî èñïîëüçîâàòü. Òàê, íàïðèìåð, ôóíäàìåíòàëüíûé
êâàíäë çàöåïëåíèÿ, êîòîðûé èìååò î÷åíü ïðîñòîå ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå
äëÿ çàöåïëåíèé â S3, åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ íà çàöåïëåíèÿ â
ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ L(p, q). Îäíàêî, ÿâíàÿ çàïèñü ýòîãî êâàíäëà ñ ïî-
ìîùüþ ïîðîæäàþùèõ è ñîîòíîøåíèé ïî äèàãðàììå êîíêðåòíîãî çàöåïëå-
íèÿ â L(p, q) èçâåñòíà ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà (p, q) = (2, 1) [2]. Äðóãîé ñó-
ùåñòâåííûé íåäîñòàòîê ôóíäàìåíòàëüíîãî êâàäëà äëÿ çàöåïëåíèé â ëèí-
çîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ L(p, q) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûé êâàíäë
çàöåïëåíèÿ K ⊂ L(p, q) èçîìîðôåí ôóíäàìåíòàëüíîìó êâàíäëó åãî ïîäíÿ-
òèÿ p−1(K) ⊂ S3, ãäå p : S3 → L(p, q) îáîçíà÷àåò óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå.
Òàêèì îáðàçîì, ôóíäàìåíòàëüíûé êâàíäë çàöåïëåíèé â L(p, q) íå îòëè÷àåò
çàöåïëåíèÿ ñ ýêâèâàëåíòíûìè íàêðûòèÿìè [15].

Â äèññåðòàöèè ïîñòðîåí âèðòóàëüíûé êâàíäë äëÿ çàöåïëåíèé â ëèíçîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîðîæäàþùèå è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ýòîãî âèðòó-
àëüíîãî êâàäëà ìîãóò áûòü íàïðÿìóþ íàéäåíû èç äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ â
L(p, q). Áîëåå òîãî, ýòîò âèðòóàëüíûé êâàíäë ìîæåò îòëè÷àòü çàöåïëåíèÿ ñ
ýêâèâàëåíòíûìè ïîäíÿòèÿìè. Âèðòóàëüíûå êâàíäëû áûëè ââåäåíû Ìàíòó-
ðîâûì â ðàáîòàõ [4,31], êàê îáîáùåíèå êâàíäëîâ [5,26] ñ òåîðèè êëàññè÷åñêèõ
óçëîâ íà âèðòóàëüíûå óçëû.
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Àääèòèâíàÿ è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïû êîñûõ áðýéñîâ. Êîñûì
áðýéñîì íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = (A,⊕,�) ñ äâóìÿ áèíàðíû-
ìè àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè ⊕, �, òàêèìè ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû
A⊕ = (A,⊕), A� = (A,�) ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè, è ðàâåíñòâî

a� (b⊕ c) = (a� b)	 a⊕ (a� c)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ a, b, c ∈ A, ãäå 	a îáîçíà÷àåò ýëåìåíò îáðàòíûé ê a â
A⊕. Ãðóïïà A⊕ íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé ãðóïïîé êîñîãî áðýéñà A, ãðóïïà A�
íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé êîñîãî áðýéñà A.

Åñëè àääèòèâíàÿ ãðóïïà A⊕ êîñîãî áðýéñà A àáåëåâà, òî êîñîé áðýéñ
A íàçûâàåòñÿ áðýéñîì. Áðýéñû âïåðâûå ïîÿâèëèñü â ðàáîòå Ðóìïà [32] êàê
èíñòðóìåíò äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ íåâûðîæäåííûõ èíâîëþòèâíûõ ðåøåíèé
òåîðåòèêî ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà. Êîñûå áðýéñû áûëè
ââåäåíû Ãóàðíèåðè è Âåíäðàìèíîì [25] êàê èíñòðóìåíò äëÿ êîíñòðóèðîâà-
íèÿ íåâûðîæäåííûõ ðåøåíèé òåîðåòèêî ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-
Áàêñòåðà, êîòîðûå íå îáÿçàòåëüíî èíâîëþòèâíû. Ïóñòü X � êîñîé áðýéñ,
òîãäà îòîáðàæåíèå S : X2 → X2, çàäàííîå ïðàâèëîì

S(x, y) =
(
	 x⊕ (x� y), (	x⊕ (x� y))−1 � x� y

)
äëÿ x, y ∈ X, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-
Áàêñòåðà.

Àêñèîìà êîñîãî áðýéñà äåëàåò àääèòèâíóþ ãðóïïó A⊕ è ìóëüòèïëèêà-
òèâíóþ ãðóïïó A� êîñîãî áðýéñà A òåñíî ñâÿçàííûìè äðóã ñ äðóãîì. Òàê,
Âåíäðàìèíîì, Ñìîêòóíîâè÷ è Ëåáåäü â Êîóðîâñêîé òåòðàäè áûëè ñôîðìó-
ëèðîâàíû ñëåäóþùèå âîïðîñû [3, âîïðîñû 19.49, 19.90].

(C.1) Ïóñòü A � êîñîé áðýéñ ñ ëåâîóïîðÿäî÷èâàåìîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïîé. Âåðíî ëè, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîñîãî áðýéñà A ëåâîóïîðÿäî-
÷èâàåìà?

(C.2) Ïóñòü A � êîñîé áðýéñ ñ ðàçðåøèìîé àääèòèâíîé ãðóïïîé. Âåðíî
ëè, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîñîãî áðýéñà A ðàçðåøèìà?

(C.3) Ïóñòü A � êîñîé áðýéñ ñ íèëüïîòåíòíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïîé. Âåðíî ëè, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîñîãî áðýéñà A ðàçðåøèìà?

Ñìîêòóíîâè÷ è Âåíäðàìèí â ðàáîòå [33, ñëåäñòâèå 1.23] ïîëó÷èëè ñëåäó-
þùèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê ïîëîæèòåëüíûé îòâåò
íà âîïðîñ (Ñ.2) â ÷àñòíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A � êîíå÷íûé êîñîé áðýéñ. Åñëè àääèòèâíàÿ ãðóïïà A⊕
êîñîãî áðýéñà A íèëüïîòåíòíà, òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà A� êîñîãî
áðýéñà A ðàçðåøèìà.
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Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò áûë ñôîðìóëèðîâàí Áüîòòîì è Âåíäðàìèíîì â ðà-
áîòå [33, òåîðåìà A.9] â òåðìèíàõ êîñûõ áðýéñîâ è äîêàçàí â ðàáîòå [14, òåî-
ðåìà 2] â òåðìèíàõ ñòðóêòóð Õîïôà-Ãàëóà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü A � êîíå÷íûé êîñîé áðýéñ. Åñëè ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
ãðóïïà A� êîñîãî áðýéñà A àáåëåâà, òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà A⊕ êîñîãî áðýéñà
A ðàçðåøèìà.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ
(Ñ.3) â ÷àñòíîì ñëó÷àå. Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ (Ñ.3) äëÿ êîíå÷-
íûõ êîñûõ áðýéñîâ áûë ïîëó÷åí Öàíã è Öèíü â ðàáîòå [36]. Îíè óñòàíîâèëè
ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü A � êîíå÷íûé êîñîé áðýéñ. Åñëè ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
ãðóïïà A� êîñîãî áðýéñà A íèëüïîòåíòíà, òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà A⊕ êîñîãî
áðýéñà A ðàçðåøèìà.

Â äèññåðòàöèè âîïðîñû [3, âîïðîñû 19.49, 19.90] èç Êîóðîâñêîé òåòðà-
äè èññëåäóþòñÿ äëÿ êîñûõ áðýéñîâ, êîòîðûå íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íû. Â îá-
ùåì ñëó÷àå ïîñòðîåíû ïðèìåðû, äàþùèå îòðèöàòåëüíûå îòâåòû íà âîïðîñû
(Ñ.1) è (Ñ.2). Â ñëó÷àå äâóñòîðîííèõ êîñûõ áðýéñîâ ïîëó÷åíû ïîëîæèòåëü-
íûå ðåçóëüòàòû.

Êëàññû ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïàõ. Ïóñòü G � ãðóïïà, ϕ
� àâòîìîðôèçì ãðóïïû G. Ýëåìåíòû x, y ãðóïïû G íàçûâàþòñÿ (ñêðó÷åííî)
ϕ-ñîïðÿæåííûìè, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà z ãðóïïû G âûïîëíåíî ðà-
âåíñòâî x = zyϕ(z−1). Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì R(ϕ) ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíò-
íîñòè îòíîøåíèÿ ϕ-ñîïðÿæåííîñòè. Ýòî ÷èñëî ëèáî êîíå÷íî è ïðèíàäëåæèò
N, ëèáî áåñêîíå÷íî, è â ýòîì ñëó÷àå ìû ïèøåì R(ϕ) =∞.

Îòíîøåíèÿ ϕ-ñîïðÿæåííîñòè âîçíèêàþò ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé òåîðå-
òèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà. Åñëè G � ãðóïïà, ϕ � àâòî-
ìîðôèçì ãðóïïû G, òî îòîáðàæåíèå S : G×G→ G×G, çàäàííîå ïðàâèëîì
S(x, y) = (xyϕ(x)−1, ϕ(x)) äëÿ x, y ∈ G, ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ðåøåíè-
åì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà. Âàðüèðóÿ ãðóïïó
G è àâòîìîðôèçì ϕ, ìîæíî ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ ðåøåíèé
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà, óäîâëåòâîðÿþùèõ òåì
èëè èíûì ñïåöèàëüíûì ñâîéñòâàì.

Ïîìèìî ðåøåíèé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà,
ñîîòíîøåíèÿ ϕ-ñîïðÿæåííîñòè âîçíèêàþò âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè.
Åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Áåðíñàéäà óòâåðæäàåò,
÷òî ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå G ðàâíî ÷èñëó êëàññîâ ýêâè-
âàëåíòíîñòè åå íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ (è, ñëåäîâàòåëüíî, óíèòàðíûõ)
ïðåäñòàâëåíèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî èçó÷àåòñÿ àíàëîã ýòîé òåîðåìû
äëÿ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè. Èùåòñÿ ñâÿçü ÷èñëà R(ϕ) c ÷èñëîì íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ, èíäóöèðîâàííîãî àâòîìîðôèçìîì ϕ íà ìíî-
æåñòâå âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G.
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Â ñâÿçè ñ ýòîé ïðîáëåìîé âîçíèêàåò çàäà÷à îá îïèñàíèè ãðóïï, ó êîòîðûõ
÷èñëî R(ϕ) áåñêîíå÷íî äëÿ âñÿêîãî àâòîìîðôèçìà ϕ. Ïðî òàêèå ãðóïïû ãî-
âîðÿò, ÷òî îíè îáëàäàþò ñâîéñòâîì R∞. Íåêîòîðûå àñïåêòû ñâîéñòâà R∞, à
èìåííî, ñâÿçü ñ íåàáåëåâûìè êîãîìîëîãèÿìè, ñâÿçü ñ êëàññàìè èçîãðàäèåíò-
íîñòè è ñâÿçü ñ òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé îïèñàíû â ðàáîòå [19].

Ñëåäóþùèé âîïðîñ î òîì, êàêèå ãðóïïû îáëàäàþò ñâîéñòâîì R∞ ñôîð-
ìóëèðîâàëè Ôåëüøòûí è Õèëë [20] â 1994 ãîäó.

(D.1) Êàêèå ãðóïïû îáëàäàþò ñâîéñòâîì R∞?

Äàííûé âîïðîñ ïðèâëåêàë ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé, ñðåäè êîòîðûõ ìîæíî
îòìåòèòü Ãîíçàëâåñà, Äåêèìïå, Êóêèíó, Ëåâèòòà, Ëþñòèãà, Ðîìàíüêîâà, Ñàí-
êàðàíà, Òðîèöêîãî, Ôåëüøòûíà, Õèëëà è ò. ä. Â ðàçíîå âðåìÿ ðàçíûìè àâ-
òîðàìè áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî íåýëåìåíòàðíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå (ïî Ãðîìî-
âó) ãðóïïû, ãðóïïû Áàóìñëàãà-Ñîëèòåðà è îáîáùåííûå ãðóïïû Áàìóñëàãà-
Ñîëèòåðà, ãðóïïû Ãðèãîð÷óêà è ãðóïïû Ãóïòû-Ñèäêè, íåêîòîðûå ñâîáîäíûå,
ñâîáîäíûå íèëüïîòåíòíûå è ñâîáîäíûå ðàçðåøèìûå ãðóïïû, êîíå÷íî ïîðîæ-
äåííûå ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìûå íåàìåíàáåëüíûå ãðóïïû âñå îáëàäàþò
ñâîéñòâîì R∞. Â ðàáîòå [18] âîïðîñ (D.1) ñôîðìóëèðîâàí äëÿ ëèíåéíûõ
ãðóïï â ñëåäóþùåì âèäå.

(D.2) Êàêèå êëàññè÷åñêèå ëèíåéíûå ãðóïïû îáëàäàþò ñâîéñòâîì R∞?

Â ñâîåé êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè àâòîð íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èçó÷àë
êëàññû ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè è ñâîéñòâî R∞ â ãðóïïàõ Øåâàëëå íàä
ïîëÿìè íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè êîòîðûõ íàä Q
êîíå÷íà. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ãðóïï Øåâàëëå ÿâëÿþòñÿ ìíîãèå êëàññè÷å-
ñêèå ãðóïïû ìàòðèö, òàêèå êàê SLn(R), SOn(R) è Sp2n(R). Èçó÷åíèåì ãðóïï
Øåâàëëå çàíèìàëèñü òàêèå èçâåñòíûå ìàòåìàòèêè, êàê Àáå, Áóíèíà, Âàâè-
ëîâ, Êîëåñíèêîâ, Ëåâ÷óê, Íóæèí, Ñòåéíáåðã, Õàìôðè, Øåâàëëå, è ìíîãèå
äðóãèå.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ñâîéñòâî R∞ èçó÷àåòñÿ äëÿ ðåäóêòèâíûõ ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, à òàêæå äëÿ ãðóïï Øåâàëëå íàä àëãåáðàè-
÷åñêè çàìêíóòûìè ïîëÿìè íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, ñòåïåíü òðàíñöåíäåíò-
íîñòè êîòîðûõ íàä Q áåñêîíå÷íà. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû ðåäóêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà îáëàäàëà ñâîéñòâîì
R∞. Òàêæå ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû
ãðóïïà Øåâàëëå îäíîé èç ñåðèé An, Bn, Cn, Dn îáëàäàëà ñâîéñòâîì R∞.

Öåëè äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ
Â äèññåðòàöèè ñòàâèòñÿ öåëüþ ðåøåíèå èëè ñóùåñòâåííîå ïðîäâèæåíèå

â ðåøåíèè ïðîáëåì è çàäà÷ (A) � (D).
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

11



1. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëåé ïîñòðîåíèÿ ïî ñïåöèàëüíûì
ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï (âèðòóàëü-
íûõ) êîñ àâòîìîðôèçìàìè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, è èíâàðèàíòîâ (âèð-
òóàëüíûõ) çàöåïëåíèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ïîñòðîåíû íîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï (âèð-
òóàëüíûõ) êîñ àâòîìîðôèçìàìè, è íîâûå èíâàðèàíòû (âèðòóàëüíûõ)
çàöåïëåíèé.

Äàííûé ðåçóëüòàò ÷àñòè÷íî ðåøàåò âîïðîñû (A.1), (A.2) äëÿ êëàññè-
÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ êîñ, à òàêæå ÷àñòè÷íî ðåøàåò âîïðîñû (Â.1),
(Â.2) äëÿ êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ óçëîâ.

2. Ïîñòðîåí ïîëíûé èíâàðèàíò äëÿ çàöåïëåíèé ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè.

Äàííûé ðåçóëüòàò ïîëíîñòüþ ðåøàåò âîïðîñû (Â.1), (Â.2) äëÿ óçëîâ
ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè.

3. Óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè A � òàêîé äâóñòîðîííèé êîñîé áðýéñ, ÷òî ìóëüòè-
ïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà A� íèëüïîòåíòíà ñòóïåíè k, òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà
A⊕ ðàçðåøèìà ñòóïåíè íå âûøå 2k.

Äàííûé ðåçóëüòàò ïîëíîñòüþ ðåøàåò âîïðîñ (Ñ.3) äëÿ äâóñòîðîííèõ
êîñûõ áðýéñîâ. Íà ïóòè ê ïîëó÷åíèþ ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîëíîñòüþ ðå-
øåíû âîïðîñû (Ñ.1), (Ñ.2).

4. Óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè G � ãðóïïà Øåâàëëå îäíîãî èç òèïîâ An, Bn,
Cn, Dn íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F íóëåâîé õàðàêòåðèñòè-
êè, òî G îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòåïåíü
òðàíñöåíäåíòíîñòè F íàä Q êîíå÷íà.

Äàííûé ðåçóëüòàò ïîëíîñòüþ ðåøàåò âîïðîñ (D.2) äëÿ ãðóïï Øåâàëëå
êëàññè÷åñêèõ ñåðèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è çíà÷èìîñòü ðàáîòû
Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåð-

òàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìîãóò íàéòè ïðè-
ìåíåíèå â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè ãðóïï, àëãåáðàè÷åñêîé òîïî-
ëîãèè è òåîðèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê Íèëüñåíà-Ðàéäåìàéñòåðà. Ìíîãèå äîêà-
çàííûå â äèññåðòàöèè óòâåðæäåíèÿ ìîãóò áûòü âêëþ÷åíû â ñïåöêóðñû äëÿ
ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ãðóïï, òåîðèè ëè-

íåéíûõ ãðóïï, óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû, ìàëîìåðíîé òîïîëîãèè, òåîðèè ìî-
äåëåé. Â õîäå ðàáîòû èñïîëüçóþòñÿ ìíîãèå êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû. Ïðè
ðàáîòå ñ ãðóïïàìè (âèðòóàëüíûõ) êîñ è èõ ïðåäñòàâëåíèÿìè èñïîëüçóþòñÿ
êàê ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ãðóïï ïðè ïîìîùè ïîðîæäàþùèõ è ñîîòíîøåíèé,
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òàê è ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýëåìåíòîâ ýòèõ ãðóïï. Ïðè ðàáîòå ñ
(âèðòóàëüíûìè) óçëàìè è çàöåïëåíèÿìè èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Ðàéäåìàé-
ñòåðà, êîòîðàÿ îïèñûâàåò äèàãðàììû ýêâèâàëåíòíûõ çàöåïëåíèé, à òàêæå
òåîðåìû Àëåêñàíäåðà è Ìàðêîâà, êîòîðûå ñâÿçûâàþò (âèðòóàëüíûå) çàöåï-
ëåíèÿ ñ ýëåìåíòàìè ãðóïï êîñ. Ïðè ðàáîòå ñ àâòîìîðôèçìàìè ãðóïï Øå-
âàëëå èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Ñòåéíáåðãà î ñòðîåíèè ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ
ãðóïïû Øåâàëëå íàä ïîëÿìè è åå àíàëîãè äëÿ ãðóïï Øåâàëëå íàä ðàçëè÷-
íûìè êîëüöàìè. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ îðèãèíàëüíûå ìåòîäû,
ðàçðàáîòàííûå àâòîðîì.

Àïðîáàöèÿ
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé

øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Àëãîðèòìè÷åñêèå âîïðîñû òåîðèè ãðóïï è ñìåæíûõ
îáëàñòåé¿ (2016, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ), ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè
¾Graphs and groups, spectra and symmetries¿ (2016, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ),
ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Nielsen theory and related topics¿ (2016, Ðèî
Êëàðî, Áðàçèëèÿ), ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Groups and graphs,
metrics and manifolds¿ (2017, Åêàòåðèíáóðã, Ðîññèÿ), ìåæäóíàðîäíîé êîí-
ôåðåíöèè ïî òåîðèè ãðóïï ¾Groups St Andrews 2017 in Birmingham¿ (2017,
Áèðìèíãåì, Âåëèêîáðèòàíèÿ), ñåäüìîé ìåæäóíàðîäíîé âîñòî÷íîàçèàòñêîé
êîíôåðåíöèè ïî àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè EACAT7 (2017, Ìîõàëè, Èíäèÿ),
ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé ñåìèäåñÿòèëåòèþ äèïëîìàòè÷å-
ñêèõ îòíîøåíèé ìåæäó Èíäèåé è Ðîññèåé (2017, Ìîõàëè, Èíäèÿ), ìåæäóíà-
ðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ¿ (2017, 2018, 2021, Íîâîñèáèðñê,
Ðîññèÿ), ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Braid groups, con�guration spaces and
homotopy theory¿ (2018, Ñàëüâàäîð, Áðàçèëèÿ), ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-êîí-
ôåðåíöèè ¾Graphs and groups, representations and relations¿ (2018, Íîâîñè-
áèðñê, Ðîññèÿ), ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Zeta functions of groups and
dynamical systems¿ (2018, Äþññåëüäîðô, Ãåðìàíèÿ), ìåæäóíàðîäíîé êîí-
ôåðåíöèè ¾Rings and associated structures¿ (2019, Ñïà, Áåëüãèÿ), ìåæäó-
íàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Nielsen theory and related topics in Kortrijk¿ (2019,
Êîðòðåéê, Áåëüãèÿ), îíëàéí êîíôåðåíöèè ¾Conference on Physical Knotting,
Vortices and Surgery in Nature¿, ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Äíè ãåîìåò-
ðèè â Íîâîñèáèðñêå¿ (2020, 2021, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ), ìåæäóíàðîäíîé êîí-
ôåðåíöèè ¾Groups and quandles in low-dimensional topology¿ (2020, Òîìñê,
Ðîññèÿ) à òàêæå íà ñåìèíàðå ¾Òåîðèÿ ãðóïï¿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì.
Ñ. Ë. Ñîáîëåâà, ñåìèíàðå ïî òåîðèè êîëåö èì. À. È. Øèðøîâà Èíñòèòóòà
ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà, ñåìèíàðå ¾Ýâàðèñò Ãàëóà¿ Íîâîñèáèðñêî-
ãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, òîïîëîãè÷åñêîì ñåìèíàðå óíèâåðñèòåòà
Áîëîíüè (Èòàëèÿ), ñåìèíàðå àñïèðàíòîâ óíèâåðñèòåòà Ôðàíø-Êîìòå (Ôðàí-
öèÿ), ñåìèíàðå ¾Knot theory¿ óíèâåðñèòåòà Æåíåâû (Øâåéöàðèÿ), ñåìèíàðå
èññëåäîâàòåëüñêîé ãðóïïû àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè è òåîðèè ãðóïï Êàòî-
ëè÷åñêîãî Óíèâåðñèòåòà Ëåâåíà (Áåëüãèÿ), ñåìèíàðå ¾Algebra and geometry¿
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óíèâåðñèòåòà Ñàí-Ïàóëó (Áðàçèëèÿ), ñåìèíàðå ¾Seminario do DMAT-UFBA¿
óíèâåðñèòåòà Ñàëüâàäîðà (Áðàçèëèÿ), ñåìèíàðå ¾Seminar Oberseminar Grup-
pen und Geometrie¿ óíèâåðñèòåòà Áèëåôåëüäà (Ãåðìàíèÿ), ìàòåìàòè÷åñêîì
ñåìèíàðå Èíäèéñêîãî Èíñòèòóòà íàóêè, îáðàçîâàíèÿ è èññëåäîâàíèé Ìîõàëè
(Èíäèÿ) è Êðàñíîÿðñêîì àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå (Êðàñíîÿðñê).

Ïóáëèêàöèè
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 12 ñòà-

òüÿõ [39,42,43,45�53].
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç âîñüìè ãëàâ, âêëþ÷àÿ ââåäåíèå, è ñïèñêà ëèòå-

ðàòóðû. Îíà èçëîæåíà íà 322 ñòðàíèöàõ è ñîäåðæèò 55 ðèñóíêîâ. Ñïèñîê
ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 138 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Îáùàÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ ðàçáèòà íà ãëàâû, ãëàâû íà ðàçäåëû, ðàçäåëû íà ïîäðàç-

äåëû. Ôîðìóëû èìåþò äâîéíóþ íóìåðàöèþ: ïåðâîå ÷èñëî � íîìåð ãëàâû,
âòîðîå � íîìåð ôîðìóëû â òåêóùåé ãëàâå.

Ïåðâàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèåì ê äèññåðòàöèè. Â íåé ïðèâåäåíà îá-
ùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû, â êîòîðîé îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû
èññëåäîâàíèÿ, îñâåùàåòñÿ ñòåïåíü åå ðàçðàáîòàííîñòè, èçëîæåíû öåëè, ìå-
òîäû èññëåäîâàíèÿ è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, îòðàæåíû íàó÷íàÿ
íîâèçíà è çíà÷èìîñòü ðàáîòû è ñâåäåíèÿ îá àïðîáàöèè, ïðèâåäåíû ñâåäåíèÿ
î ïóáëèêàöèè ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Áîëåå òîãî, â ïåðâîé ãëàâå ïðèâå-
äåíû îáîçíà÷åíèÿ èç îáùåé òåîðèè ãðóïï, èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè, à
òàêæå îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû èññëåäóåìûõ â äèññåðòàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ
ñèñòåì.

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàí ìåòîä ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëåé,
êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Bn, V Bn àâòîìîðôèçìà-
ìè ïðîèçâîëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, èñïîëüçóÿ ñïåöèàëüíûå ðåøåíèÿ
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà. Â ðàçåäëå 2.1 ïðèâå-
äåíû ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ãðóïïàõ êîñ. Â ðàçäåëå 2.2 ïðèâåäåí èç-
âåñòíûé ñïîñîá, êàê ïåðåêëþ÷àòåëè íà àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï (âèðòóàëüíûõ) êîñ àâòî-
ìîðôèçìàìè ýòèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ðàçäåëå 2.3 ââåäåíî îïðåäåëåíèå
ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëÿ à òàêæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëåé.
Â ðàçäåëå 2.4 ðàçðàáîòàí ìåòîä, êàê ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëè ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Bn, V Bn àâòîìîðôèçìàìè
àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Ðàçäåë 2.5 ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ è èçó÷åíèþ ëèíåé-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Bn, V Bn.

Ïóñòü X � íåêîòîðàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì
âòîðîé ãëàâû äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ãîâîðèò

14



î òîì, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕS,V , ÿâíî ïîñòðîåííîå ïî ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëþ
(S, V ) íà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå X â ðàçäåëå 2.4, ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì
ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ àâòîìîðôèçìàìè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû X.

Òåîðåìà 18. Ïóñòü X � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, (S, V ) � àâòîìîðôíûé
âèðòóàëüíûé (m+1)-ïåðåêëþ÷àòåëü íà X ïî îòíîøåíèþ ê ïîðîæäàþùåìó
ìíîæåñòâó {xij | i = 0, 1, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n}. Òîãäà îòîáðàæåíèå

ϕS,V : V Bn → Aut(X)

ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû âèðòóàëüíûõ êîñ V Bn.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû ïîñòðîåíî ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû âèðòóàëüíûõ
êîñ V Bn íà n íèòÿõ àâòîìîðôèçìàìè ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ FQn ∗ Tn
ñâîáîäíîãî êâàíäëà FQn ñ n ïîðîæäàþùèìè è òðèâèàëüíîãî êâàíäëà Tn íà
n ýëåìåíòàõ, à òàêæå ïîñòðîåí ðÿä ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû âèðòó-
àëüíûõ êîñ. Äàííûå ðåçóëüòàòû ÷àñòè÷íî ðåøàþò âîïðîñû (A.1), (A.2) äëÿ
êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ êîñ.

Ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû (òåîðåìû 17, 18, 21, 22, 23) îïóáëèêîâàíû â ðà-
áîòàõ [39,42,43] â ñîàâòîðñòâå ñ Â. Ã. Áàðäàêîâûì. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò (òåî-
ðåìà 18) ïðèíàäëåæèò äèññåðòàíòó, ïðè ýòîì èäåè è ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâ
îáñóæäàëèñü è ñîãëàñîâûâàëèñü ñ Â. Ã. Áàðäàêîâûì.

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàí ìåòîä, êàê ìóëüòè-ïåðåêëþ÷à-
òåëè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ äëÿ (âèðòóàëü-
íûõ) óçëîâ. Â ðàçäåëå 3.1 ïðèâåäåíû ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î êëàññè÷å-
ñêèõ è âèðòóàëüíûõ óçëàõ, à òàêæå îá èõ îáîáùåíèÿõ: ðàçäåë 3.1.1 ïîñâÿùåí
äèàãðàììàòè÷åñêîìó ïîäõîäó ê îïðåäåëåíèþ óçëîâ, â ðàçäåëå 3.1.2 ïðèâåäå-
íà ñâÿçü óçëîâ ñ ãðóïïàìè êîñ. Â ðàçäåëå 3.2 ðàçðàáîòàí îáùèé ìåòîä, êàê
ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàí-
òîâ äëÿ êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ óçëîâ. Êàê ñëåäñòâèå, â ðàçäåëå 3.2.4
ïîñòðîåí íîâûé êâàíäëîâûé èíâàðèàíò äëÿ âèðòóàëüíûõ óçëîâ.

Ïóñòü X � íåêîòîðàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì
âòîðîé ãëàâû äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ãîâîðèò
î òîì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà XS,V (D), ÿâíî ïîñòðîåííàÿ ïî àëãåáðàè-
÷åñêîé ñèñòåìå X, ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëþ (S, V ) íà X è äèàãðàììå âèðòó-
àëüíîãî çàöåïëåíèÿ D â ðàçäåëå 3.2, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì äëÿ âèðòóàëüíûõ
çàöåïëåíèé, ò. å. íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè îáîáùåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé
Ðàéäåìàéñòåðà ê äèàãðàììå D.

Òåîðåìà 28. Ïóñòü X � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, è (S, V ) � òàêîé âèð-
òóàëüíûé (m+ 1)-ïåðåêëþ÷àòåëü íà X, ÷òî S, V � áèêâàíäëîâûå ïåðåêëþ-
÷àòåëè íà ìíîæåñòâå X ×X1×X2×· · ·×Xm. Òîãäà XS,V (D) � èíâàðèàíò
âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé.

Ïîðîæäàþùèå è ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû XS,V (D), ïðåä-
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ñòàâëåííîé â òåîðåìå 28, ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ
ϕS,V , íàéäåííîãî â òåîðåìå 18, ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 29. Ïóñòü β ∈ V Bn � âèðòóàëüíàÿ êîñà, D = β̂ � çàìûêàíèå
êîñû β. Òîãäà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà XS,V (D) åñòü ôàêòîð àëãåáðàè÷åñêîé
ñèñòåìû X(n) ïî ñîîòíîøåíèÿì

ϕS,V (β)(xij) = xij

äëÿ i = 0, 1, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåì 28, 29 â äèññåðòàöèè ïîñòðîåí íîâûé êâàíäëîâûé èí-
âàðèàíò äëÿ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé, êîòîðûé îáîáùàåò èçâåñòíûå ðàíåå
êâàíäëîâûå èíâàðèàíòû äëÿ âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé. Äàííûå ðåçóëüòàòû
÷àñòè÷íî ðåøàþò âîïðîñû (B.1), (B.2) äëÿ êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ
óçëîâ.

Ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû (òåîðåìû 28, 29, 30, 31) îïóáëèêîâàíû â ðà-
áîòàõ [39, 42, 43] â ñîàâòîðñòâå ñ Â. Ã. Áàðäàêîâûì. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
(òåîðåìû 28, 29) ïðèíàäëåæàò Ò. Ð. Íàñûáóëëîâó.

×åòâåðòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ïîëíîãî èíâàðè-
àíòà äëÿ çàöåïëåíèé ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè ñî çíà÷åíèÿìè â áåñêîíå÷íî ïî-
ðîæäåííîé àáåëåâîé ãðóïïå. Â ðàçäåëå 4.1 ïðèâåäåíà êîíñòðóêöèÿ îòîáðàæå-
íèÿ %∗ : UV B∞ → UV P∞ < UV B∞, êîòîðîå íå ìåíÿåò çàìûêàíèÿ êîñû, ò. å.
òàêîãî îòîáðàæåíèÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé êîñû β ∈ UV Bn < UV B∞ çàöåïëåíèÿ β̂

è %̂∗(β) ýêâèâàëåíòíû êàê çàöåïëåíèÿ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè. Â ðàçäåëå 4.2
ñôîðìóëèðîâàíî è äîêàçàíî îñíîâíîå óòâåðæäåíèå ãëàâû, îïèñûâàþùåå ïîë-
íûé èíâàðèàíò äëÿ çàöåïëåíèé ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè.

Îáîçíà÷èì îáðàç êîñû α ∈ UV Pn îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ãîìîìîð-
ôèçìà

UV Pn → UV Pn/[UV Pn, UV Pn] = Zn(n−1)

ñèìâîëîì α. Ãðóïïà UV Pn/[UV Pn, UV Pn] ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè λi,j , λj,i
äëÿ 1 ≤ i < j ≤ n, è ãðóïïà Sn = 〈ρ1, ρ2, . . . , ρn−1〉 äåéñòâóåò íà ãðóïïå
UV Pn/[UV Pn, UV Pn], ïåðåñòàâëÿÿ èíäåêñû ïîðîæäàþùèõ λi,j , λj,i. Îñíîâ-
íûì ðåçóëüòàòîì ÷åòâåðòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 32. Ïóñòü α, β � êîñû ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè. Òîãäà çàìûêàíèÿ
α̂, β̂ ýêâèâàëåíòíû êàê çàöåïëåíèÿ ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ýëåìåíòû %∗(α), %∗(β) ñîïðÿæåíû ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî
ýëåìåíòà èç Sn.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç òåîðåìû 32.

Ñëåäñòâèå 5. Îòîáðàæåíèå α̂ → %∗(α)
Sn

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàí-
òîì äëÿ çàöåïëåíèé ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè.
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Îòîáðàæåíèå α̂ → %∗(α)
Sn
, ïðèâåäåííîå â ñëåäñòâèè 5, ÿâëÿåòñÿ ïîë-

íûì èíâàðèàíòîì äëÿ çàöåïëåíèé ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè. Åñëè çàöåïëåíèå

α̂ èìååò n êîìïîíåíò, òî çíà÷åíèå %∗(α)
Sn

ëåæèò â Zn(n−1). Òàêèì îáðàçîì,

èíâàðèàíò α̂→ %∗(α)
Sn

èìååò çíà÷åíèÿ â áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííîé àáåëåâîé
ãðóïïå Z∞. Ýëåìåíòû ãðóïïû Z∞ ëåãêî ñðàâíèâàòü ìåæäó ñîáîé, ÷òî äåëà-
åò ïîñòðîåííûé èíâàðèàíò èñêëþ÷èòåëüíî ýôôåêòèâíûì â èñïîëüçîâàíèè.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîëíîñòüþ ðåøàþò âîïðîñû (B.1), (B.2) äëÿ óçëîâ
ñ äâîéíûìè ñïàéêàìè.

Ðåçóëüòàòû ÷åòâåðòîé (òåîðåìà 32, ñëåäñòâèÿ 5, 6) ãëàâû îïóáëèêîâàíû
â ðàáîòå [53].

Â ïÿòîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïîñòðîåí âèðòóàëüíûé êâàíäë äëÿ çàöåïëå-
íèé â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ L(p, 1). Ïîðîæäàþùèå è îïðåäåëÿþùèå ñî-
îòíîøåíèÿ ýòîãî âèðòóàëüíîãî êâàíäëà ìîãóò áûòü íàïðÿìóþ íàéäåíû èç
äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ. Áîëåå òîãî, ýòîò âèðòóàëüíûé êâàíäë ìîæåò îòëè-
÷àòü çàöåïëåíèÿ ñ ýêâèâàëåíòíûìè ïîäíÿòèÿìè. Â ðàçäåëå 5.1 îïèñàí ñïîñîá,
êàê çàäàâàòü çàöåïëåíèÿ â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðè ïîìîùè äèàãðàìì.
Â ðàçäåëå 5.2 ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î âèðòóàëüíûõ êâàíäëàõ. Â
ðàçäåëå 5.3 ïðèâåäåíà êîíñòðóêöèÿ, êàê ïî çàäàííîìó çàöåïëåíèþ K â ëèí-
çîâîì ïðîñòðàíñòâå L(p, 1) ïîñòðîèòü âèðòóàëüíûé êâàíäë, à òàêæå óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî ïîëó÷åííûé âèðòóàëüíûé êâàíäë ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì çàöåïëå-
íèÿ K, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû. Íàêîíåö, â ðàçäåëå 5.4
óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîñòðîåííîãî èíâàðèàíòà. Ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû ÷àñòè÷íî ðåøàþò âîïðîñû (B.1), (B.2) äëÿ óçëîâ â ëèíçîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ.

Ðåçóëüòàòû ïÿòîé ãëàâû (òåîðåìà 33, ïðåäëîæåíèÿ 8, 9) îïóáëèêîâàíû â
ðàáîòå [45] â íåðàçäåëèìîì ñîàâòîðñòâå ñ À. Êàòòàáðèãà (Óíèâåðñèòåò Áî-
ëîíüè, Èòàëèÿ).

Øåñòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâÿçåé ìåæäó àääèòèâ-
íîé è ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïàìè êîñûõ áðýéñîâ. Â ðàçäåëå 6.1 ñêîíñòðó-
èðîâàíû ïðèìåðû êîñûõ áðýéñîâ, êîòîðûå äàþò îòðèöàòåëüíûå îòâåòû íà
(Ñ.1) è (Ñ.2). Â ðàçäåëå 6.2 ïðèâåäåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ
è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû î êîñûõ áðýéñàõ, íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû. Íàêîíåö, â ðàçäåëå 6.3 óñòàíîâëåíû
ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïî âîïðîñàì (Ñ.2), (Ñ.3). Îïèøåì äàëåå ýòè
ðåçóëüòàòû.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, óñòàíîâëåííîå â äèññåðòàöèè, îáîáùàåò ðåçóëü-
òàò òåîðåìû 3 â ñëó÷àå äâóñòîðîííèõ êîñûõ áðýéñîâ, è äàåò, â ÷àñòíîñòè,
ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ (Ñ.2) äëÿ êîíå÷íûõ äâóñòîðîííèõ êîñûõ
áðýéñîâ.

Òåîðåìà 34. Ïóñòü A � äâóñòîðîííèé êîñîé áðýéñ. Òîãäà

1. Åñëè |A| <∞ è ãðóïïà A⊕ ðàçðåøèìà, òî ãðóïïà A� ðàçðåøèìà,
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2. Åñëè A⊕ � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà, òî A� � ðàç-
ðåøèìàÿ ãðóïïà,

3. Åñëè A⊕ � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà, àïïðîêñèìèðóåìàÿ íèëüïî-
òåíòíûìè ãðóïïàìè, òî ãðóïïà A� àïïðîêñèìèðóåìà ðàçðåøèìûìè
ãðóïïàìè,

4. Åñëè A⊕ � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìàÿ ãðóïïà,
òî A� � ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìàÿ ãðóïïà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì øåñòîé ãëàâû äèñ-
ñåðòàöèè. Îíà ïîëîæèòåëüíî îòâå÷àåò íà âîïðîñ (Ñ.3) â ñëó÷àå äâóñòîðîí-
íèõ êîñûõ áðýéñîâ.

Òåîðåìà 35. Ïóñòü A � äâóñòîðîííèé êîñîé áðýéñ. Åñëè ãðóïïà A� íèëü-
ïîòåíòíà ñòóïåíè k, òî ãðóïïà A⊕ ðàçðåøèìà ñòóïåíè íå áîëåå 2k.

Èç òåîðåìû 35 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå îáîáùàåò òåî-
ðåìó 4.

Ñëåäñòâèå 9. Ïóñòü A � êîñîé áðýéñ. Åñëè ãðóïïà A� àáåëåâà, òî ãðóïïà
A⊕ ðàçðåøèìà ñòóïåíè íå áîëåå 2.

Ñëåäñòâèå 9 îáîáùàåò òåîðåìó 4 â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ: âî-ïåðâûõ, ñëåä-
ñòâèå 9 ñïðàâåäëèâî äëÿ êîñûõ áðýéñîâ ïðîèçâîëüíîé ìîùíîñòè, â òî âðåìÿ
êàê òåîðåìà 4 ñïðàâåäëèâà ëèøü äëÿ êîíå÷íûõ êîñûõ áðýéñîâ, âî-âòîðûõ,
ñëåäñòâèå 9 äàåò âåðõíþþ îöåíêó íà ñòóïåíü ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû A⊕ (ñòó-
ïåíü ðàçðåøèìîñòè íå ïðåâîñõîäèò 2). Áîëåå òîãî, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 35
(êîòîðîå âëå÷åò ñëåäñòâèå 9) ýëåìåíòàðíî, ò. å. îíî íå èñïîëüçóåò êëàññèôè-
êàöèþ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï è äðóãèå ñëîæíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè êîíå÷-
íûõ ãðóïï, èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå [14] ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.

Ðåçóëüòàòû øåñòîé ãëàâû (ïðèìåðû 35, 36, òåîðåìû 34, 35, ñëåäñòâèå 9)
îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [52].

Â ñåäüìîé ãëàâå äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ êëàññû ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåí-
íîñòè â ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïïàõ. Â ðàçäåëàõ 7.1, 7.2, 7.3 ïðèâåäåíû
ñîîòâåòñòâåííî ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î êëàññàõ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåí-
íîñòè è êëàññàõ èçîãðàäèåíòíîñòè â ãðóïïàõ, ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç
òåîðèè êîëåö è ïîëåé è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ãðóïïàõØåâàëëå. Â ðàç-
äåëàõ 7.4, 7.5 óñòàíîâëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû î ñâîéñòâå R∞ äëÿ
ãðóïï Øåâàëëå: â ðàçäåëå 7.4 ðàññìîòðåíû ãðóïïû Øåâàëëå íàä ïîëåì F
íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ñ tr.degQF <∞, â ðàçäåëå 7.5 ðàññìîòðåíû ãðóïïû
Øåâàëëå íàä ïîëåì F íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ñ tr.degQF =∞. Â ðàçäåëå 7.6
óñòàíîâëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû î ñâîéñòâå R∞ äëÿ ðåäóêòèâíûõ ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Íàêîíåö, â ðàçäåëå 7.7 óñòàíîâëåíû îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû ãëàâû î ñâîéñòâå R∞ äëÿ ãðóïï óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö.
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Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñåäüìîé ãëàâû äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 52. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå íóëåâîé õàðàê-
òåðèñòèêè. Òîãäà ãðóïïà Øåâàëëå òèïà Φ ∈ {An, Bn, Cn, Dn} íàä ïîäåì F
îáëàäàåò ñâîéñòâîì R∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà tr.degQF <∞.

Äàííûé ðåçóëüòàò äàåò èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò íà âîïðîñ (D.2) äëÿ ãðóïï
Øåâàëëå êëàññè÷åñêèõ ñåðèé.

Ðåçóëüòàòû ñåäüìîé ãëàâû (òåîðåìû 41, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52,
54, 56) îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [46,48�51]. Ðàáîòà [46] îïóáëèêîâàíà â íåðàç-
äåëèìîì ñîàâòîðñòâå ñ À. Ë. Ôåëüøòûíûì (Óíèâåðñèòåò Ùåöèíà, Ïîëüøà),
ðàáîòû [48�51] îïóáëèêîâàíû äèññåðòàíòîì ëè÷íî. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äèñ-
ñåðòàöèè (òåîðåìà 52) ñëåäóåò èç ñîâîêóïíîñòè ðåçóëüòàòîâ [46, 48�51], îñ-
íîâíîé âêëàä â íàïèñàíèå êîòîðûõ ñäåëàë äèññåðòàíò.

Âîñüìàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ êëàññà ñêðó÷åííîé ñî-
ïðÿæåííîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà äëÿ ðàçëè÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ, à òàêæå
åãî ñâÿçè ñî ñòðîåíèåì ãðóïïû. Â ðàçäåëå 8.1 ñôîðìóëèðîâàíû èçâåñòíûå
ðåçóëüòàòû î êëàññå ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà. Â ðàç-
äåëå 8.2 èçó÷àþòñÿ íèæíèå öåíòðàëüíûå ðÿäû ãðóïï, â êîòîðûõ êëàññ ñêðó-
÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè [e]ϕ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé äëÿ âñåõ àâòîìîðôèçìîâ
ϕ, â ÷àñòíîñòè, èçó÷àåòñÿ âåðáàëüíàÿ øèðèíà ÷ëåíîâ íèæíåãî öåíòðàëüíîãî
ðÿäà. Â ðàçäåëå 8.3 óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû êàñà-
òåëüíî ãèïîòåçû [3, ïðîáëåìà 18.14] ïðî êëàññû ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè
â îáùåì ñëó÷àå, à â ðàçäåëå 8.4 ãèïîòåçà [3, ïðîáëåìà 18.14] äîêàçàíà äëÿ
ãðóïï, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàñøèðåíèÿìè àáåëåâûõ ãðóïï ïðè ïîìîùè öèêëè-
÷åñêèõ. Íàêîíåö, â ðàçäåëå 8.5 èçó÷àåòñÿ êëàññ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè
åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà â îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïå.

Ðåçóëüòàòû âîñüìîé ãëàâû (òåîðåìû 58, 59, 60, 61, ñëåäñòâèÿ 18, 19, 20)
îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [47, 49]. Ðàáîòà [47] îïóáëèêîâàíà â íåðàçäåëèìîì
ñîàâòîðñòâå ñ Ä. Ë. Ãîíçàëâåñîì (Óíèâåðñèòåò Ñàí Ïàóëó, Áðàçèëèÿ), ðàáîòà
[49] îïóáëèêîâàíà äèññåðòàíòîì ëè÷íî.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, âîçíè-
êàþùèõ ïðè ðåøåíèè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà,
à òàêæå èçó÷åíû ïðèëîæåíèÿ ýòèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì è ðåøåíèé òå-
îðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà íà ýòèõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ â òàêèõ îáëàñòÿõ àëãåáðû è òîïîëîãèè, êàê ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï
êîñ è ãðóïï âèðòóàëüíûõ êîñ, èíâàðèàíòû óçëîâ, âèðòóàëüíûõ óçëîâ, óçëîâ ñ
äâîéíûìè ñïàéêàìè è óçëîâ â ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, àääèòèâíûå è ìóëü-
òèïëèêàòèâíûå ãðóïïû êîñûõ áðýéñîâ, êëàññû ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè â
ëèíåéíûõ ãðóïïàõ. Óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
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1. Ââåäåíî ïîíÿòèå ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëÿ, êîòîðîå îáîáùàåò ïîíÿòèå ïå-
ðåêëþ÷àòåëÿ, à òàêæå ðàçðàáîòàí ìåòîä ìóëüòè-ïåðåêëþ÷àòåëåé, êîòîðûé
ïîçâîëÿåò ïî ñïåöèàëüíûì ðåøåíèÿì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ
ßíãà-Áàêñòåðà ñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï (âèðòóàëüíûõ) êîñ àâòîìîð-
ôèçìàìè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, à òàêæå èíâàðèàíòû (âèðòóàëüíûõ) çàöåï-
ëåíèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ïîñòðîåíû íîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Bn, V Bn

àâòîìîðôèçìàìè, à òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå èçâåñòíûå íà äàííûé ìîìåíò
ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Bn, V Bn àâòîìîðôèçìàìè ãðóïï ìîãóò áûòü ïîñòðîå-
íû ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòîäà. Áîëåå òîãî, ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ïîñòðî-
åíû íîâûå èíâàðèàíòû êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ çàöåïëåíèé, à òàêæå
óñòàíîâëåíî, ÷òî ìíîãèå èçâåñòíûå èíâàðèàíòû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðà-
è÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû, èñïîëüçóÿ äàííûé ìåòîä.

Óêàçàííûé ðåçóëüòàò ÷àñòè÷íî ðåøàåò âîïðîñû (A.1), (A.2) äëÿ êëàññè-
÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ êîñ, à òàêæå ÷àñòè÷íî ðåøàåò âîïðîñû (Â.1), (Â.2)
äëÿ êëàññè÷åñêèõ è âèðòóàëüíûõ óçëîâ.

2. Ïîñòðîåí ïîëíûé áûñòðî âû÷èñëèìûé èíâàðèàíò äëÿ óçëîâ ñ äâîé-
íûìè ñïàéêàìè ñî çíà÷åíèÿìè â ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïå áåñêîíå÷íîãî
ðàíãà.

Äàííûé ðåçóëüòàò ïîëíîñòüþ ðåøàåò âîïðîñû (Â.1), (Â.2) äëÿ óçëîâ ñ
äâîéíûìè ñïàéêàìè.

3. Ïîñòðîåí âèðòóàëüíûé êâàíäë äëÿ çàöåïëåíèé â ëèíçîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ L(p, q), ïîðîæäàþùèå è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ êîòîðîãî ìîãóò
áûòü íàïðÿìóþ íàéäåíû èç äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ â L(p, q). Ýòîò âèðòóàëü-
íûé êâàíäë ìîæåò îòëè÷àòü çàöåïëåíèÿ ñ ýêâèâàëåíòíûìè ïîäíÿòèÿìè.

Äàííûé ðåçóëüòàò ÷àñòè÷íî ðåøàåò âîïðîñû (Â.1), (Â.2) äëÿ óçëîâ â
ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

4. Èññëåäîâàíû ñâÿçè ìåæäó àääèòèâíîé è ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïàìè
äâóñòîðîííèõ êîñûõ áðýéñîâ. Â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè A � òàêîé
äâóñòîðîííèé êîñîé áðýéñ, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà A� íèëüïîòåíòíà
ñòóïåíè k, òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà A⊕ ðàçðåøèìà ñòóïåíè íå âûøå 2k. Áîëåå
òîãî, óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè A � òàêîé êîíå÷íûé äâóñòîðîííèé êîñîé áðýéñ,
÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà A⊕ ðàçðåøèìà, òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà A�
òàêæå ðàçðåøèìà.

Äàííûé ðåçóëüòàò ïîëíîñòüþ ðåøàåò âîïðîñ (Ñ.3) äëÿ äâóñòîðîííèõ êî-
ñûõ áðýéñîâ. Íà ïóòè ê ïîëó÷åíèþ ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîëíîñòüþ ðåøåíû âî-
ïðîñû (Ñ.1), (Ñ.2).

5. Èññëåäîâàíû êëàññû ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè è ñâîéñòâî R∞ â ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïïàõ. Â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå ðåäóê-
òèâíûå ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû íàä ïîëåì F íóëåâîé õàðàêòåðè-
ñòèêè ñ tr.degQF <∞ îáëàäàþò ñâîéñòâîì R∞, à ãðóïïû Øåâàëëå òèïîâ An,
Bn, Cn,Dn íàä ïîëåì F íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ñ tr.degQF =∞ íå îáëàäàþò
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ñâîéñòâîì R∞. Áîëåå òîãî, èçó÷åíû ñâîéñòâà êëàññà ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåí-
íîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà â ðàçëè÷íûõ ãðóïïàõ è èõ ñâÿçü ñî ñâîéñòâàìè
ñàìîé ãðóïïû è åå ñòðîåíèåì.

Äàííûé ðåçóëüòàò ïîëíîñòüþ ðåøàåò âîïðîñ (D.2) äëÿ ãðóïï Øåâàëëå
êëàññè÷åñêèõ ñåðèé.

Áëàãîäàðíîñòè

ß âûðàæàþ èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó êîíñóëüòàíòó Âà-
ëåðèþ Ãåîðãèåâè÷ó Áàðäàêîâó çà íåèçìåííóþ âñåñòîðîííþþ ïîìîùü è ïîä-
äåðæêó. Åãî âêëàä â ìîå ðàçâèòèå êàê ìàòåìàòèêà, à òàêæå ïîñòîÿííàÿ ïîä-
äåðæêà íåîöåíèìû. ß òàêæå èñêðåííå áëàãîäàðþ Åâãåíèÿ Ïåòðîâè÷à Âäî-
âèíà çà ðåãóëÿðíóþ ïîìîùü è êîíñóëüòàöèè â õîäå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû, à
òàêæå çà óâëåêàòåëüíûå áåñåäû î ìàòåìàòèêå â öåëîì. Á�îëüøàÿ ÷àñòü ðà-
áîòû áûëà âûïîëíåíà âî âðåìÿ ìîåé ñòàæèðîâêè â óíèâåðñèòåòå Áîëîíüè
(Èòàëèÿ) è Êàòîëè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå Ëåâåíà (Áåëüãèÿ), è ÿ áëàãîäàðåí
ýòèì óíèâåðñèòåòàì, âñåì ñîòðóäíèêàì è ñòóäåíòàì êàôåäð àëãåáðû, ãåîìåò-
ðèè è òîïîëîãèè ýòèõ óíèâåðñèòåòîâ è, îñîáåííî, ïðîôåññîðó Ì. Ìóëàöàíè
(óíèâåðñèòåò Áîëîíüè) è ïðîôåññîðó Ê. Äåêèìïå (Êàòîëè÷åñêèé óíèâåðñè-
òåò Ëåâåíà) çà èõ ïîìîùü è ïîääåðæêó. ß òàêæå ïðèçíàòåëåí âñåì ñîòðóä-
íèêàì ëàáîðàòîðèè àëãåáðû Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà è
êàôåäðû àëãåáðû è ëîãèêè Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòå-
òà. Ïðèñóùàÿ ýòèì êîëëåêòèâàì òâîð÷åñêàÿ è áëàãîæåëàòåëüíàÿ àòìîñôåðà
ðàñïîëàãàåò ê ïëîäîòâîðíîé íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè.
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