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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. Диссертация посвящена изучению подгрупп групп
Шевалле, определяемых системой корней и наборами аддитивных подгрупп.

Далее кольцо коэффициентов K всегда предполагается ассоциативным и
коммутативным. По определению набор аддитивных подгрупп кольца K

A = {Aij | 1 ≤ i, j ≤ n} (1)

с условиями
AirArj ⊆ Aij, 1 ≤ i, r, j ≤ n, (2)

называется полным матричным ковром. Убрав из набора (1) все диагональ-
ные подмножества Aii, мы получим элементарный матричный ковер. Всякий
элементарный ковер A определяет элементарную ковровую подгруппу

En(A) =
〈
tij(Aij) | 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j

〉
⊆ SLn(K),

где tij(u) — элементарные трансвекции.
Ковры и ковровые подгруппы нашли различные применения в теории групп.

В частности, они применялись при решении следующих задач: описание цен-
тральных и коммутаторных рядов, силовских p-подгрупп некоторых матрич-
ных групп (Ю.И. Мерзляков [23], 1964 г.); групп, лежащих между матричны-
ми группами над кольцом и его подкольцом (Н.С. Романовский [30], 1970 г.);
параболических подгрупп и надгрупп диагональных подгрупп в общей и специ-
альной линейных группах (З.И. Боревич [1], [2], 1976 г.).

Понятия ковра и ковровой подгруппы, начиная с 1976 г., переносятся на
группы Шевалле разными способами.

Элементарная группа Шевалле типа An−1 над коммутативным кольцом K

изоморфна подгруппе специальной линейной группы SLn(K), порожденной все-
ми трансвекциями tij(u), u ∈ K. При этом изоморфизме корневым элементам
xr(u) определенным образом соответствуют трансвекции tij(u). Учитывая дан-
ный изоморфизм, К. Сузуки для каждой системы корней Φ называет ковром
типа Φ над кольцом K всякий набор его идеалов A = {Ar | r ∈ Φ} с условием

ArAs ⊆ Ar+s, при r, s, r + s ∈ Φ, (3)

и описывает в терминах ковровых подгрупп параболические подгруппы групп
Шевалле над локальными кольцами с некоторыми ограничениями на их муль-
типликативные группы [34]. Перенося эти результаты на полулокальные кольца,
Н.А. Вавилов называет наборы идеалов с условиями (3) сетями, а затем, опи-
сывая параболические подгруппы скрученных групп Шевалле, вводит аналог
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понятия сети для данных групп [5], [6]. В 1982 В.М. Левчук заменил условия
(3) в определении ковра на следующие включения

Cij,rsA
i
rA

j
s ⊆ Air+js, при r, s, ir + js ∈ Φ, i > 0, j > 0, (4)

где Cij,rs — структурные константы из коммутаторной формулы Шевалле

[xs(u), xr(t)] =
∏
i,j>0

xir+js(Cij,rs(−t)iui), ir + js ∈ Φ, (5)

которые могут принимать значения ±1,±2,±3, а Ai
r = {ai | a ∈ Ar} [19]. При

этом набор {Ar | r ∈ Φ} не обязан состоять только из идеалов, его элемен-
тами являются аддитивные подгруппы. Данное определение оказалось более
естественным и позволило снять возникающие ранее ограничения на мульти-
пликативную группу основного кольца в различных задачах, в частности, при
описании параболических подгрупп. Отметим, что в случае, когда в системе
корней, ассоциированной с группой Шевалле, все корни имеют одинаковую дли-
ну, то условия (3) и (4) совпадают, а также, что З. И. Боревич впервые в работе
[3] использовал понятие матричного ковра аддитивных подгрупп при описании
подгрупп линейных групп, богатых трансвекциями.

В диссертации ковром лиева типа называется набор аддитивных
подгрупп

A = {Ar | r ∈ Φ},

кольца K с условием (4), а ковровой подгруппой группы Шевалле типа Φ —
подгруппа

E(Φ,A) = ⟨xr(Ar) | r ∈ Φ⟩.

Изначально, определения ковра и ковровой подгруппы возникали как ин-
струмент при вычислении центральных и коммутаторных рядов определенных
матричных групп над кольцами, а также при описании различных промежу-
точных подгрупп в группах Шевалле. Например, при описании параболических
подгрупп, надгрупп диагональной подгруппы и групп, лежащих между груп-
пами лиева типа над кольцом и его подкольцом. Так же, ковровые подгруппы
можно рассматривать как обобщение исходных групп Шевалле и изучать их
структуру. Условие ковровости (4) дает следующее полезное свойство ковро-
вых подгрупп: при коммутировании корневых элементов из ковровой подгруп-
пы каждый сомножитель в правой части коммутаторной формулы Шевалле (5)
лежит в этой же ковровой подгруппе.

Основополагающими понятиями для ковров являются неприводимость и за-
мкнутость. По определению ковер называется замкнутым, если его ковровая
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подгруппа не содержит новых корневых элементов, и он является неприводи-
мым, если все его аддитивные подгруппы ненулевые.

В приложениях ковров и ковровых подгрупп при решении различных задач
возникали собственные вопросы ковровой тематики, некоторые из которых ре-
шались по мере их поступления, а некоторые остаются открытыми до сих пор.
Например, следующие два вопроса В. М. Левчука из коуровской тетради [18].

Вопрос 7.28. Какие условия на элементарный ковер (в терминах Ar)
необходимы и достаточны для того, чтобы ковровая подгруппа E(Φ,A) группы
Шевалле E(Φ, K) пересекалась с подгруппой xr(K) по xr(Ar)?

Вопрос 15.46. Редуцируется ли вопрос 7.28 об условиях замкнутости
элементарного ковра A = {Ar | r ∈ Φ} к лиеву рангу 1, когда K — поле? Более
точно, верно ли, что для допустимости ковра A необходима и достаточна
допустимость подковров {Ar,A−r}, r ∈ Φ ранга 1?

Большой вклад в изучение собственно ковров и ковровых подгрупп внесли
З.И. Боревич ([1] – [4]), Н.А. Вавилов ([4] – [9]) и В.М. Левчук ([19] – [22]).
Последнее время в этом направлении активно работают В.А. Койбаев ([10] –
[17], [49]) и Я.Н. Нужин ([24] – [29]).

Целью диссертационной работы является описание неприводимых ков-
ров аддитивных подгрупп лиева типа Bl, Cl, F4 над полями.

Основные результаты работы.

1. Построены примеры неприводимых незамкнутых ковров любого лиева ти-
па над широкими классами коммутативных колец.

2. Доказано, что любой неприводимый ковер аддитивных подгрупп, ассоции-
рованный с группой Шевалле лиева ранга больше единицы над локально
конечным полем, с точностью до сопряжения диагональным элементом
совпадает с ковром, все аддитивные подгруппы которого равны некото-
рому фиксированному подполю основного поля. Аналогичный результат
получен для матричного полного ковра.

3. Описаны неприводимые ковры типа Bl, Cl, F4 при l ≥ 2 над полем F ха-
рактеристики 0 и 2, хотя бы одна аддитивная подгруппа которых является
R-модулем, в случае, когда F — алгебраическое расширение поля R. Дока-
зано, что такие ковры являются замкнутыми и могут параметризоваться
парой аддитивных подгрупп только при p = 2, причем для типов Bl и Cl

одна из этих двух аддитивных подгрупп может не быть полем.
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Методы исследования. В работе используются методы линейной алгебры,
методы теории полей, методы теории групп.

Научная новизна. В работе впервые указаны примеры неприводимых
незамкнутых ковров любого лиева типа, в которых все подковры ранга 1, за
исключением одного, замкнутые. Завершено описание неприводимых ковров
ранга больше 1 над полем F , хотя бы одна аддитивная подгруппа которых яв-
ляется R-модулем, где F — алгебраическое расширение поля R, в частности,
когда F — локально конечное поле.

Практическая и теоретическая ценность. Результаты диссертации
представляют теоретический интерес и могут быть применены в теории групп
лиева типа. Вместе с тем, полученные результаты можно ввести в учебный
процесс в виде материалов для проведения специальных курсов для студентов,
магистрантов и аспирантов кафедры алгебры и математической логики Инсти-
тута математики и фундаментальной информатики Сибирского федерального
университета и других университетов и математических центров.

Апробация работы. Основные результаты диссертации обсуждались и до-
кладывались на Красноярском алгебраическом семинаре (Сибирский федераль-
ный университет, 2016–2023 гг.) и следующих конференциях.

1. Международная конференция «Мальцевские чтения» (Новосибирск,
2016 г.).

2. XI школа-конференция по теории групп, посвященная 70-летию со дня
рождения А.Ю. Ольшанского (Красноярск, 2016 г.).

3. Российская научная конференция «Алгебра, анализ и смежные вопросы
математического моделирования» (Владикавказ, 2017 г.).

4. Международная алгебраическая конференция, посвященная 110-летию со
дня рождения профессора А. Г. Куроша (Москва, 2018 г.).

5. Международная конференция «Алгебра и динамические системы», посвя-
щенная 110-летию со дня рождения С. Н. Черникова (Нальчик, 2022 г.).

6. XIV Международная школы-конференция по теории групп, посвященная
памяти В. А. Белоногова, В.А. Ведерникова и Л.А. Шеметкова (Брянск,
2022 г.).
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Публикации. Результаты диссертации опубликованы в работах [35] — [48].
Основные результаты диссертации опубликованы в статьях [35] — [38] в издани-
ях из перечня ВАК рецензируемых научных журналов, в которых должны быть
опубликованы основные результаты диссертации на соискание ученой степени
кандидата наук.

Структура и объем работы.
Работа состоит из введения, трех глав, заключения, глоссария и списка ли-

тературы. Главы подразделяются на параграфы. Основные результаты сфор-
мулированы в виде теорем. Номер теоремы, леммы и др. включает номер пара-
графа, главы и порядковый номер. Список цитированной литературы состоит
из 42 наименований, а список работ автора по теме диссертации из 14 наимено-
ваний. Вся работа изложена на 71 страницах и включает в себя 14 рисунков.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Глава 1 содержит основные определения, необходимые для дальнейшей рабо-
ты. В ней строятся примеры незамкнутых ковров над различными классами
коммутативных колец. В §§ 1.1 – 1.3 приводятся определения ковра, ковровой
подгруппы, вводятся необходимые технические леммы. Примеры 1.3.4 и 1.3.5
дают отрицательный ответ на вопрос: будет ли подгруппа M, порождённая сво-
ими пересечениями M ∩ Xr, r ∈ Φ, ковровой? В § 1.4 приводится основная
теорема главы и её доказательство.

Теорема 1.4.1. Пусть K — коммутативное кольцо с единицей 1,
Z — его аддитивная подгруппа, порожденная единицей 1, и в K существу-
ют ненулевой идеал I такой, что Z+I ̸= K. Тогда для любой системы корней
Φ существует неприводимый незамкнутый ковер типа Φ над K.

Теорема 1.4.1 получена в неразделимом соавторстве с Я.Н. Нужиным
и С.К. Франчук (С.К. Куклиной) [35]. Доказательство теоремы для типов
Bl, Cl, F4 проведено автором диссертации лично.

В главе 2 рассматриваются ковры лиева типа над локально конечными
полями. В §§ 2.1 – 2.2 рассматриваются случаи, когда ранг системы равен 1 и
2. В частности, доказывается базовая лемма, необходимая для доказательства
основной теоремы этой главы

Лемма 2.2.1. Пусть {a, b} — фундаментальная система корней для
системы корней Φ типа A2, B2 или G2, A = {Ar | r ∈ Φ} —
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неприводимый ковер типа Φ над локально конечным полем K, причем
1 ∈ A−a ∩ A−b. Тогда Ar = P , r ∈ Φ, для некоторого подполя P поля K.

В § 2.3 рассматривается случай, когда ранг системы больше 2. Здесь же
приводится основная теорема главы и её доказательство

Теорема 2.3.1.Пусть A = {Ar | r ∈ Φ} — неприводимый ковер типа Φ ран-
га l ≥ 2 над локально конечным полем K. Тогда с точностью до сопряжения
диагональным элементом из расширенной группы Шевалле Ê(Φ, K) все адди-
тивные подгруппы Ar, r ∈ Φ, совпадают с некоторым подполем P поля K, в
частности, ковер A замкнут.

Утверждение теоремы 2.3.1 отмечается в [20, следствие 3.2], исключая сле-
дующие случаи: 1) Φ типа Bl (l ≥ 2), Cl (l ≥ 2), F4 и charK равна 0 или 2; 2) Φ
типа G2 и charK равна 0, 2 или 3.

В § 2.4 рассматриваются полные неприводимые матричные ковры над ло-
кально конечными полями. Приводится доказательство теоремы

Теорема 2.4.1. Пусть A = {Aij | 1 ≤ i, j ≤ n} — полный неприводимый
матричный ковер степени n ≥ 2 над локально конечным полем K. Тогда с точ-
ностью до сопряжения диагональным элементом из GLn(K) все аддитивные
подгруппы Aij, 1 ≤ i, j ≤ n, совпадают с некоторым подполем P поля K.

Теоремы 2.3.1 и 2.4.1 получены в неразделимом соавторстве с В.А. Койба-
евым, Я.Н. Нужиным и С.К. Франчук (С.К. Куклиной) [36]. Доказательство
теоремы 2.3.1 для типов Bl, Cl, F4 проведено автором диссертации лично.

Глава 3 посвящена описанию ковров типа Bl, Cl, F4 над полями. В § 3.1
рассматриваются промежуточные подгруппы групп лиева типа. В § 3.2 даются
все необходимые леммы для доказательства основной теоремы главы. В § 3.3
приводится основная теорема главы и ее доказательство.

Теорема 3.3.1. Пусть A = {Ar | r ∈ Φ} — неприводимый ковер типа
Bl (l ≥ 2), Cl (l ≥ 2) или F4 над полем F , причем хотя бы одна аддитивная
подгруппа Ar является R-модулем, где F — алгебраическое расширение поля R.
Тогда с точностью до сопряжения диагональным элементом либо Ar = P при
всех r ∈ Φ, для некоторого подполя P поля F , либо charF = 2, существует
несовершенное подполе K поля F и

Ar =

{
P, если r − короткий корень
Q, если r − длинный корень

для двух различных бесконечных аддитивных подгрупп P и Q поля K, удовле-
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творяющих включениям
K2 ≤ Q < P ≤ K. (6)

и равенствам
P = P−1, Q = Q−1. (7)

Кроме того, ковер A = {Ar | r ∈ Φ} является замкнутым.

Теорема 3.3.1 получена в неразделимом соавторстве с научным руководи-
телем Я.Н. Нужиным [37]. Случай F4 рассмотрен автором диссертации лично
[38]. Ранее В.М. Левчук [20] описал неприводимые ковры ранга больше 1 над
полем F , хотя бы одна аддитивная подгруппа которых является R-модулем, где
F — алгебраическое расширение поля R, в предположении, что характеристика
поля F отлична от 0 и 2 для типов Bl, Cl, F4, а для типа G2 отлична от 0, 2
и 3. Оказалось, что с точностью до сопряжения диагональным элементом все
аддитивные подгруппы этих ковров совпадают с одним промежуточным подпо-
лем между R и F . Назовем такие ковры константными. В этой главе решается
аналогичная задача для ковров типа Bl, Cl, F4 над полем характеристики 0 и 2.
Выяснилось, что неконстантные ковры появляются только в характеристике 2
и они параметризуются парой аддитивных подгрупп, причем для типов Bl и Cl

одна из этих двух аддитивных подгрупп может не быть полем, примеры таких
ковров указаны в [28]. Появление неконстантных ковров для типов Bl, Cl, F4

в характеристике 2 и для типа G2 в характеристике 3 не было неожиданно-
стью, это следует из работы Я.Н. Нужина [25], где для данных типов описаны
группы, лежащие между группами Шевалле над различными несовершенными
полями, большее из которых является алгебраическим расширением меньшего
(см. также замечание на стр. 84 в монографии Р. Стейнберга [32], где указаны
подгруппы в группе Шевалле, которые параметризуются двумя несовершенны-
ми полями). Тип G2 в характеристиках 0, 2 и 3 рассмотрен в работах [31, 33].
Таким образом, в данной главе завершается описание неприводимых ковров
ранга больше 1 над полем F , хотя бы одна аддитивная подгруппа которых яв-
ляется R-модулем, где F — алгебраическое расширение поля R. Для ранга 1
условие ковровости (4) вырождается, а ковровая подгруппа будет изоморфна
некоторой подгруппе из SL2(F ) или PSL2(F ), порожденной элементарными
трансвекциями, и в этом случае общие методы уже не работают.
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