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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 1

Актуальность темы. Известно, что конечная дезаргова проективная плос-
кость всегда координатизируется полем, а ее группа коллинеаций неразрешима,
по основной теореме проективной геометрии. Понятие проективной плоскости
сформировалось еще в 19-м веке, см. монографию М. Холла [1], глава 20 и
дополнение к ней на стр. 459.

В диссертации исследуются конечные недезарговы проективные плоскости
трансляций вместе с их группами коллинеаций. Для координатизации таких
плоскостей с начала прошлого века применяют понятия полуполя (отказываясь
в понятии поля от коммутативности и ассоциативности) и квазиполя (ослабля-
ется также двусторонняя дистрибутивность до односторонней).

Центральной для диссертационного исследования является гипотеза 1959 го-
да Д. Хьюза [2] о разрешимости группы коллинеаций конечной недезарговой
полуполевой плоскости. С 1960-х годов и ранее гипотеза подтверждалась для
плоскостей ранга два над двумя из трех полу-ядер, для p-примитивных полу-
полевых плоскостей порядка p4 и других специфических классов полуполевых
плоскостей, Д. Кнут [3], Д. Хьюз и М. Каллахер [4], Т. Остром [5], М. Ганли
и В. Джа [6, 7], Х. Хуанг и Н. Джонсон [8], М. Кордеро [9]. Гипотеза редуци-
руется к вопросу о разрешимости группы автотопизмов (то есть коллинеаций,
фиксирующих треугольник), см. монографию Д. Хьюза и Ф. Пайпера [10].

Недезарговы проективные плоскости и неассоциативные алгебраические
системы находят применение в криптографии и теории кодирования (см.
В. Т. Марков, А. В. Михалев, А. А. Нечаев [11], Н. Д. Подуфалов [12]).

Результаты исследования конечных квазиполей и ассоциированных плоско-
стей, полученные к 2007 году, отражает объемный обзор Н. Джонсона, В. Джа
и М. Билиотти [13]. Они систематически используют методы компьютерной ал-
гебры, начиная с работ Д. Кнута и Э. Клейнфилда [14, 15].

С другой стороны, с 1980-х годов Н. Д. Подуфалов акцентировал важность
использования регулярных множеств при построении и изучении проективных
плоскостей и записал проблему Хьюза в Коуровской тетради [16] (вопросы
9.43, 10.48, 11.76, 11.77 и 12.66). В 2003 году У. Кантор [17] записал: «Иссле-
дование конечных коммутативных полуполей начато Диксоном почти столетие
назад . . . . Удивительно, что до сих пор о них так мало известно».

1Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(проекты 12-01-00968 А, 15-01-04897 А, 16-01-00707 А, 19-01-00566 А) и Красноярского мате-
матического центра, финансируемого Минобрнауки РФ в рамках мероприятий по созданию
и развитию региональных НОМЦ (Соглашение 075-02-2022-876).
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Ясно, что если неразрешимая группа коллинеаций существует, то ее мини-
мальная неразрешимая подгруппа G либо сама, либо ее фактор-группа являет-
ся минимальной простой неабелевой группой. Давний интерес вызывал случай,
когда G – простая неабелева группа наименьшего возможного порядка, то есть

G ' A5 ' SL(2, 4) ' PSL(2, 5).

По теореме Томпсона [18], минимальная конечная простая неабелева группа
изоморфна одной из групп SL(2, 2p) или PSL(2, 3p) (p – простое число), групп
PSL(2, p) (p > 3), групп Судзуки Sz(2p) (p > 2) или группе PSL(3, 3).

Отметим, что данная теорема и метод регулярного множества представляют
реальный путь исследования контрпримера к гипотезе Хьюза.

Предположение о разрешимости группы коллинеаций любой конечной
недезарговой плоскости трансляций не верно. Плоскости, допускающие простые
неабелевы группы Sz(2p), PSL(2, p) и другие, см., например, [19, 20].

Мультипликативную лупу ненулевых элементов квазиполя Q обозначим че-
рез Q∗. Если ее исчерпывают левоупорядоченные степени фиксированного эле-
мента, то Q и Q∗ называют левопримитивными; аналогично вводят правопри-
митивность.

С 1991 года известна гипотеза Г. Венэ [21]: Всякое конечное полуполе ле-
вопримитивно или правопримитивно.

В 2004 году контрпример к гипотезе Венэ – полуполе Кнута–Руа – нашел
И. Руа [22], пользуясь классификацией Д. Кнута полуполей порядка 32. Другой
контрпример дает полуполе Хентзела–Руа порядка 64, указанное в 2007 году
в [23]. Гипотеза подтверждена в [24] для полуполей порядков 81, 125, 243, более
общие результаты получены И. Руа, Р. Гау, Д. Шики, М. Кордеро и В. Джа.
Контрпримеры полуполей нечетного порядка до сих пор не найдены. Работы по
гипотезе Венэ и проблеме Хьюза для плоскостей малых порядков, как правило,
используют вычислительную технику.

Вопросы строения полуполей и квазиполей возникали в той или иной степе-
ни с 1970-х годов. Следующие вопросы В. М. Левчук выделил в 2013 году на
семинаре кафедры высшей алгебры МГУ и в 2014 году на конференции [25] и
в статье [26].

(A) Перечислить максимальные подполя квазиполя Q, найти их число и
возможные порядки.

(B) Выявить конечные квазиполя Q с неоднопорожденной лупой Q∗.

Гипотеза: лупа Q∗ всякого конечного полуполя Q однопорождена.

4



Теоретико-групповое понятие порядка элемента переносится на лупы в [26];
там же введены левый и правый порядки элемента, спектр, левый и правый
спектры лупы.

(C) Выявить возможные спектры лупы Q∗ конечного полуполя и квазипо-
ля Q.

Для квазиполей и полуполей Х. Цассенхауз, Д. Кнут, А. А. Альберт и другие
(см. обзоры [10], [13]) исследовали автоморфизмы, в частности, вопрос

(D) Найти порядок группы автоморфизмов AutQ.

Известно, что ядро конечного квазиполя является подполем и поэтому со-
держит простое подполе [10]. В случае полуполя простое подполе лежит в цен-
тре, но это не всегда верно даже для ассоциативного квазиполя (почти-поля).

В [1] выделено квазиполе Холла как квазиполе Q степени 2 над центром F ,
совпадающим с ядром, характеризуемое также квадратичным неприводимым
многочленом f над центром. Из теоремы М. Холла [1, Теорема 20.4.7] сразу
же следует, например, когда коэффициенты многочлена f лежат в простом
подполе, что единственным максимальным подполем в Q является центр F .

Вопросы (A)–(C) решены П. К. Штуккерт в кандидатской диссертации (см.
[68], [26], а также [27], [54]) полностью для полуполей наименьшего порядка 16
(согласно [26] и Э. Клейнфилду [15], их всего 16, с точностью до изоморфизмов
и антиизоморфизмов) и для представителей классов изотопизма полуполей и
квазиполей порядка 32.

Отметим, что теоремы Лагранжа, Силова и другие классические теоретико-
групповые теоремы удается переносить на бинарно ассоциативные лупы или
лупы Муфанг. (А. Н. Гришков, А. В. Заварницин [28, 29], С. М. Гагола [30]
и др.). По теореме Артина–Цорна, альтернативное или бинарно ассоциативное
конечное полуполе является полем. Более того, как доказал А. А. Альберт [31],
конечное полуполе характеристики > 2 с ассоциативными степенями является
полем, если порядок его центра больше пяти.

Л. Диксон выделил широкий класс почти-полей DF (pl, n) (почти-поля Дик-
сона) с центром GF (pl), где n – степень расширения почти-поля над центром.
В 1936 году Х. Цассенхауз [32] доказал, что кроме почти-полей Диксона суще-
ствует только семь исключительных конечных почти-полей.

По аналогии с конечными полями, для любого почти-поля Q ∈ DF (pl, n) в
1971 году С. Данкс [33] установила биективное соответствие между под-почти-
полями и делителями числа ln. Для любого конечного почти-поля У. Фелгнер
[34] в 1978 году доказал единственность максимального подполя, содержащего
центр. Естественны вопросы о возможном числе максимальных подполей и об
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ограниченности их числа в совокупности. В 2019 году на семинаре кафедры
высшей алгебры МГУ В. М. Левчук поставил вопрос:

(A1) Существует ли такое натуральное число N , что число максималь-
ных подполей в произвольном конечном почти-поле меньше, чем N?

Вопрос о существовании квазиполей, мультипликативная лупа которых есть
лупа Муфанг, отмечал А. В. Заварницин на Мальцевских чтениях в 2020 году.

Отметим, что ослабление ассоциативности до условия ассоциативности сте-
пеней элементов квазиполя является предельным, когда известные методы ис-
следования кольца многочленов продолжают работать.

Целью диссертации является развитие направления:
– исследования групп коллинеаций проективных плоскостей и разработка

решения проблемы Хьюза на основе метода регулярного множества и теоремы
Томпсона о минимальных конечных простых неабелевых группах;

– решение или существенное продвижение в решении вопросов (A)–(D),
(A1) для конечных полуполей и квазиполей с ослабленной ассоциативностью.

Основные методы исследования. С 2000-х годов автор развивала метод
регулярного множества как для построения проективных плоскостей, так и для
построения координатизирующих полуполей и квазиполей. Наряду с методами
компьютерной алгебры используются общие методы линейной алгебры, теории
групп, колец и конечных полей.

Научная новизна. Основные результаты диссертации являются новыми.

Теоретическая и практическая ценность. Диссертация носит теорети-
ческий характер. Полученные результаты могут использоваться в развитии на-
правления проективных плоскостей трансляций и координатизирующих квази-
полей, криптографии и информационной безопасности, а также в специальных
курсах для бакалавров, магистрантов и аспирантов математических направле-
ний подготовки.

Апробация диссертации. Результаты диссертации апробировались на ал-
гебраических семинарах в МГУ (2019), ИМ СО РАН (Новосибирск, 2019-2020),
ИМФИ СФУ (2015–2022). Они были представлены на Международных алгебра-
ических конференциях (Москва, 1998, 2018, 2019; Екатеринбург, 2021), на меж-
дународной конференции по алгебре, анализу и геометрии (Казань, 2016, 2021)
и на Международных конференциях «Group theory in Ankara» (Анкара, 2019),
«Алгебра и ее приложения» (Красноярск, 2002, 2007), «Алгебра и математиче-
ская логика: теория и приложения» (Казань, 2014), «Группы и графы», G2A2
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(Екатеринбург, 2015; Новосибирск, 2016), «Алгебра и логика: теория и прило-
жения» (Красноярск, 2010, 2013, 2016), «Математика в современном мире» (Но-
восибирск, 2017), «Алгебра, теория чисел и дискретная геометрия: современные
проблемы и приложения» (Тула, 2018), «Мальцевские чтения» (Новосибирск,
2020, 2021), «Алгебра, теория чисел, дискретная геометрия и многомасштаб-
ное моделирование: современные проблемы, приложения и проблемы истории»
(Тула, 2021, 2022), на XIII школе-конференции по теории групп (Екатеринбург,
2020), на Всероссийских конференциях по математике и механике (Томск, 2018)
и «Алгебра и теория алгоритмов» (Иваново, 2018), на Всесибирском Конгрессе
женщин-математиков (Красноярск, 2004, 2006, 2012).

Основные публикации. Список публикаций по теме диссертации вклю-
чает 25 статей [45]–[69] в рецензируемых журналах. Все основные результаты
диссертации опубликованы в 23 статьях [45]–[67] изданий перечня ВАК.

Структура и объем работы. Диссертация изложена на 225 страницах.
Она состоит из введения, семи глав и списка литературы из 193 наименований.
Номер теоремы, леммы и др. включает последовательно номер главы, парагра-
фа и порядковый номер в параграфе; нумерация таблиц сквозная.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Продвижение в диссертации решения проблемы Хьюза соответствует клас-
сификации Томпсона минимальных конечных простых неабелевых групп.

Пусть π – недезаргова полуполевая проективная плоскость порядка pN , где
p – простое число и N = 2m · s, где s нечетно. Размерность N координатизиру-
ющего полуполя над его простым подполем в дальнейшем называется рангом.

К основным результатам диссертации относятся следующие.

1. Доказано, что при p > 2 в группе автотопизмов плоскости π нет подгрупп,
изоморфных A5. Если p ≡ 1(mod 4), причемm ≤ 1 илиN = 4, то нет и подгрупп,
изоморфных SL(2, 5).

2. Доказано, что при p > 2 в группе автотопизмов плоскости π нет подгрупп,
изоморфных группе Судзуки Sz(2n) для всех n > m.

3. Доказано, что при p ≡ 1 (mod 4) в группе автотопизмов плоскости π нет
диэдральной группы порядка 8 без гомологий.

4. Доказано, что при p 6≡ −1 (mod 4) в группе автотопизмов плоскости π

нет подгрупп, изоморфных PSL(2, q), где q ≡ 1 (mod 2m+2).
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5. Вопросы (A)–(D) строения конечных квазиполей завершены для полу-
полей порядка 16 и решены:

– для полуполей Кнута–Руа и Хентзела–Руа,
– для полуполей порядков 34, 54, 134 с ограничениями.

6. Для квазиполей порядка 25 дан отрицательный ответ на вопрос А. В. За-
варницина о существовании квазиполей, мультипликативная лупа которых есть
лупа Муфанг.

7. Вопросы (A)–(D), в основном, решены для всех конечных почти-полей.
Доказано существование минимальных собственных почти-полей произвольной
простой степени расширения n > 2 над центром. Вопрос (A1) об ограничен-
ности, в целом, числа максимальных подполей конечного почти-поля решен
отрицательно даже в классе минимальных собственных почти-полей.

Другие результаты, имеющие самостоятельное значение, следующие.

8. Построено матричное представление регулярного множества и примеры
конечных квазиполей и полуполевых проективных плоскостей с ограничениями,
в том числе новые примеры 3-примитивных полуполевых плоскостей порядка
81, дополняющие список М. Кордеро. Примеры найдены с помощью авторских
компьютерных программ.

9. Разработан метод односторонне упорядоченных минимальных многочле-
нов в конечных полуполях, обобщающий классическое понятие минимального
многочлена элемента конечного поля.

Глава 1 содержит, главным образом, основные определения и технические
результаты, необходимые для дальнейшей работы.

В § 1.1 вводятся определения квазиполя, полуполя, почти-поля, лево- и пра-
воупорядоченных степеней элементов мультипликативной лупы, левых и пра-
вых порядков, левых и правых спектров.

В § 1.2 приводится используемая терминология, в соответствии, в основном,
с монографией Д. Хьюза и Ф. Пайпера [10]. Перечисляются основные понятия
проективной геометрии, кратко описывается схема координатизации конечной
проективной плоскости, устанавливается связь геометрических свойств плоско-
сти и алгебраических свойств координатизирующего множества.

Основные задачи диссертационной работы перечисляются в § 1.3.
Глава 2 содержит предварительное обсуждение предлагаемой программы

решения проблемы Хьюза и описание основного применяемого метода.
В § 2.1 вводится основное для дальнейших исследований понятие регуляр-

ного множества (spread set) плоскости трансляций и, соответственно, коорди-
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натизирующего квазиполя. Устанавливается естественная взаимосвязь между
свойствами регулярного множества и свойствами квазиполя. Приводится обос-
нование представления регулярного множества над простым подполем квази-
поля (так называемого «гиперкуба», в случае полуполя).

В § 2.2 кратко описываются особенности строения группы коллинеаций по-
луполевой проективной плоскости. Вводятся понятия ядер полуполя, группы
автотопизмов, приводится матричное представление центральных коллинеаций
в группе автотопизмов.

§ 2.3 посвящен обсуждению гипотезы разрешимости недезарговой полупо-
левой проективной плоскости конечного порядка, с обоснованием редукции к
разрешимости группы автотопизмов и, далее, к случаю существования бэров-
ской инволюции в группе автотопизмов. Перечислены некоторые известные ре-
зультаты, в том числе доказанные автором в кандидатской диссертации (тео-
рема 2.3.2, подробно обзор [46]). Предложена программа дальнейшего исследо-
вания проблемы.

Результаты, приведенные в главах 1–2, являются, в-основном, известными
фактами. Лемма 2.1.5 доказана автором в [53], лемма 2.2.6 опубликована в сов-
местной работе [46] (соавторы Н. Д. Подуфалов, Б. К. Дураков, Е. Б. Дураков)
в нераздельном соавторстве.

В главе 3 рассматривается проблема Хьюза. В предположении неразре-
шимости группы автотопизмов недезарговой полуполевой плоскости конечно-
го порядка среди композиционных факторов должны быть простые неабелевы
группы [35, гл. 5, § 16]. Представленная программа исследований заключается
в исключении из списка подгрупп группы автотопизмов некоторых минималь-
ных простых групп. Особое внимание уделяется знакопеременной группе A5 и
диэдральной группе D8 – подгруппам значительного количества простых неа-
белевых групп.

Основным результатом главы 3 является доказательство для любой недез-
арговой полуполевой плоскости нечетного порядка отсутствия в группе авто-
топизмов подгруппы, изоморфной A5, и при условии на характеристику ос-
новного поля – изоморфной D8. Для доказательства потребовалось построить
матричное представление регулярного множества для полуполевых плоскостей
с ограничениями на группу автотопизмов.

В § 3.1 построено матричное представление бэровской инволюции в группе
автотопизмов полуполевой плоскости конечного порядка, а также матричное
представление регулярного множества плоскости, допускающей бэровскую ин-
волюцию – отдельно для четного и для нечетного порядков.
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Основными результатами этого параграфа являются теоремы 3.1.2, 3.1.3,
3.1.5, обобщающие двумерный случай, рассмотренный М. Билиотти и другими
в [36], на случай линейного пространства произвольной размерности над полем
простого порядка.

В § 3.2 получено матричное представление элементарной абелевой
2-подгруппы в группе автотопизмов полуполевой плоскости, единообразное для
случаев четного и нечетного порядка (теорема 3.2.1). Если такая подгруппа
порядка 2m порождена бэровскими инволюциями, фиксирующими поточечно
различные бэровские подплоскости, то ранг N плоскости π делится на 2m. К
основным результатом параграфа также относится

Теорема 3.2.4. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость порядка pN

(p > 2 – простое). Если N не делится на 22m+1, то группа автотопизмов
плоскости π не содержит подгрупп, изоморфных Sz(22n+1) для всех n ≥ m.

Для случая полуполевой плоскости четного порядка теорема 3.2.8 и пред-
ложение 3.2.9 обсуждают возможность существования подгруппы, изоморфной
знакопеременной группе A4, в группе автотопизмов.

Метод регулярного множества применен в § 3.3 для установления естествен-
ного ограничения на порядок 2-элементов в группе автотопизмов, а также для
записи матричного представления автотопизмов порядка 4. Основной результат
представлен в следующей теореме.

Теорема 3.3.3. Пусть π – полуполевая плоскость порядка pN , p – простое,
p 6≡ −1 (mod 4). Если α – автотопизм порядка 2n плоскости π и группа 〈α〉
не содержит гомологий, то N делится на 2n.

Следствие 3.3.8 выделяет группы PSL(2, q), которые не могут быть подгруп-
пами автотопизмов полуполевой плоскости данного порядка.

Следствие 3.3.8. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость порядка
pN , где p = 2 или p ≡ 1 (mod 4), N = 2m · s, s нечетно. Группа автотопизмов
Λ плоскости π не содержит подгрупп, изоморфных PSL(2, q), где q−1 делится
на 2m+2.

Сочетание с результатами предыдущего параграфа выявляет еще один класс
полуполевых плоскостей с разрешимой группой коллинеаций (следствие 3.3.7).

Матричное представление регулярного множества полуполевой плоскости
нечетного порядка, допускающей подгруппу автотопизмов, изоморфную A4,
найдено в § 3.4 (теорема 3.4.2). Для плоскости нечетного порядка ранга 2 над
ядром показано, что такая подгруппа автотопизмов отсутствует (лемма 3.4.1).

Параграф 3.5 посвящен доказательству основного результата.
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Теорема 3.5.2. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость нечетного
порядка pN (p > 2 – простое). Тогда ее группа автотопизмов Λ не может
содержать подгруппу, изоморфную знакопеременной группе A5.

Эта теорема доказана на основе матричного представления регулярного мно-
жества, полученного в теореме 3.5.1. Непосредственно из теоремы 3.5.2 следует,
что группа автотопизмов недезарговой полуполевой плоскости произвольного
нечетного порядка не может содержать также знакопеременные и симметри-
ческие группы An и Sn для всех n ≥ 5, проективные специальные линейные
группы PSL(2, 22n), PSL(2, 5n) для всех n ≥ 1, а также и некоторые другие
неабелевы группы.

Основные результаты § 3.6 доказаны с применением теорем из § 3.2 и 3.3.

Теорема 3.6.1. Недезаргова полуполевая плоскость π порядка pN , где p > 2

– простое, p ≡ 1 (mod 4), не допускает подгруппы автотопизмов, изоморфной
диэдральной группе порядка 8 и не содержащей гомологий.

К числу основных относится и вытекающая из этого результата теоре-
ма 3.6.3. Результаты Д. Голдшмидта о сильно замкнутых подгруппах ([37], см.
также Д. Горенстейн [38]) выделяют простые неабелевы группы, не содержащие
диэдральной группы D8.

Теорема 3.6.3. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость порядка pN ,
где p > 2 – простое, p ≡ 1 (mod 4). Тогда ее группа автотопизмов Λ не содер-
жит простых неабелевых подгрупп, за исключением, возможно, следующих:
PSL(2, 2n), n ≥ 2, PSU(3, 2n), n ≥ 2, Sz(2n), n нечетно, n > 1, PSL(2, q),
q ≡ ±3 (mod 8), J1 или 2G2(3

n), n нечетно, n > 1.

Параграф 3.7 посвящен обсуждению возможности существования A5 как
фактор-группы в группе автотопизмов недезарговой полуполевой плоскости
нечетного порядка. Так как A5 изоморфна фактор-группе группы SL(2, 5) по
центру, и силовская 2-подгруппа в SL(2, 5) изоморфна группе кватернионов Q8,
то поставлена задача построения матричного представления регулярного мно-
жества полуполевой плоскости, допускающей Q8 в группе автотопизмов. Задача
решена в теореме 3.7.1 для полуполевой плоскости нечетного порядка pN , где
p− 1 делится на 4. Изучение случая N = 4 приводит к следующему результату.

Теорема 3.7.2. Пусть π – недезаргова полуполевая плоскость нечетного
порядка pN , p > 2 – простое, p ≡ 1 (mod 4). Если N = 4 или N не делится на 4,
то ее группа автотопизмов Λ не может содержать подгруппу, изоморфную
SL(2, 5).

В § 3.8 метод регулярного множества применяется для изучения полупо-
левых плоскостей ранга 2 над ядром, допускающих подгруппу автотопизмов,
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изоморфную S3. Основные результаты этого параграфа (теоремы 3.8.1, 3.8.3 и
3.8.4) допускают дальнейшее обобщение на многомерный случай.

Результаты третьей главы, относящиеся к бэровской инволюции и группе
A4, опубликованы автором в [50] и [52]; относящиеся к двумерному случаю для
A4 – совместно с дипломницей В. О. Прамзиной в [48], автору принадлежит идея
доказательства для группы автотопизмов, дипломнице – перенесение техники
на трансляционное дополнение. Основные результаты, связанные с группой A5,
опубликованы совместно с Б. К. Дураковым в [56], а также в [62] без соавторов.
Б. К. Дуракову в [56] принадлежит постановка задачи и обсуждение результа-
тов, все результаты доказаны диссертантом лично. Результаты, относящиеся к
группе Q8, опубликованы автором в [63]; об элементарной абелевой 2-подгруппе
и группах Судзуки – в [64], о 2-элементах в группе автотопизмов – в [65]. Тео-
ремы о диэдральной группе D8 представлены в [67]. Результаты, связанные с
группой S3, опубликованы в [58] (соавтор Т. В. Моисеенкова) в нераздельном
соавторстве.

В главе 4 рассматриваются примеры полуполевых плоскостей, иллюстри-
рующие теоретические результаты главы 3. Запись в общем виде матричного
представления регулярного множества полуполевой плоскости при определен-
ных ограничениях на коллинеации не является достаточным условием суще-
ствования таких плоскостей. Поэтому важно показать, что множество изуча-
емых объектов не пусто либо, напротив, доказать его пустоту (см. теоремы о
подгруппе, изоморфной A5, 3.5.1 и 3.5.2).

В § 4.1 перечислены минимальные примеры полуполевых плоскостей ранга 2
над ядром, допускающие S3 в группе автотопизмов (примеры к теоремам 3.8.1 и
3.8.4.) Представлены примеры к теореме 3.1.2 полуполевых плоскостей четного
порядка, допускающих бэровскую инволюцию (теорема 4.1.1). Приложениями
к теореме 3.7.1 являются примеры полуполевых плоскостей порядков 54 и 134,
допускающих подгруппу автотопизмов, изоморфную группе кватернионов Q8

(теорема 4.1.2). Кратко описан алгоритм построения полуполевых плоскостей
на основе матричного представления их регулярного множества с применением
вычислительной техники.

В § 4.2 также обсуждается использование методов компьютерной алгебры
для доказательства изоморфизма двух полуполевых плоскостей. Описана воз-
можность оптимизации алгоритма проверки, за счет сокращения перебора, в
случае, когда хотя бы одно из ядер координатизирующего полуполя отлично от
простого подполя.

Параграф 4.3 посвящен построению примеров полуполевых плоскостей по-
рядка 81, допускающих бэровскую инволюцию (к теореме 3.1.2). Основной ре-
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зультат (теорема 4.3.1) показывает, что все построенные примеры являются
3-примитивными плоскостями. Понятие p-примитивных полуполевых плоско-
стей возникло в работе Й. Хирамин, M. Maцумото и T. Oяма [39]. Иссле-
дование было продолжено М. Кордеро [40], построившей примеры четырех
3-примитивных плоскостей порядка 81. С использованием результатов
И. В. Шевелевой (Бусаркиной) [41] показано существование еще четырех
3-примитивных плоскостей вне перечня М. Кордеро.

Результаты главы 4 о полуполевых плоскостях, допускающих S3, опублико-
ваны в совместной работе [58] (соавтор Т. В. Моисеенкова) в нераздельном соав-
торстве. Результаты о полуполевых плоскостях порядков 16 и 81, допускающих
бэровскую инволюцию, опубликованы автором в [50, 52], о полуполевых плос-
костях, допускающих Q8 – в [63]. Результаты о 3-примитивных полуполевых
плоскостях опубликованы в совместной работе [60] (соавтор И. В. Шевелева),
компьютерные вычисления и доказательства основных результатов проведены
диссертантом.

Глава 5 посвящена решению вопросов (A)–(D) для некоторых конечных
полуполей. Подчеркнем «аномальность» свойств полуполей даже малых по-
рядков в сравнении с конечными полями. Так, на мультипликативную лупу
полуполя не переносится теорема Лагранжа (в отличие от лупы Муфанг), в
полуполе возможны несколько подполей одного порядка, причем полуполе не
всегда является линейным пространством над своим подполем.

В § 5.1 перечисляются известные классификационные результаты, обсуж-
дается взаимосвязь автотопизмов полуполевой проективной плоскости с авто-
топизмами и автоморфизмами конечного полуполя (теорема 5.1.7), матричное
представление автотопизмов и автоморфизмов с использованием регулярного
множества.

В § 5.2 описан геометрический смысл инволютивного автоморфизма конеч-
ного полуполя (теорема 5.2.1) и на основе этого результата определен стабили-
затор инволютивного автоморфизма (теоремы 5.2.3, 5.2.4). Изучается понятие
внутреннего автоморфизма полуполя, введенное Г. Венэ [42]. Лемма 5.2.6 вводит
матричное представление внутреннего автоморфизма, теорема 5.2.7 выделяет
элементы полуполя, которые не могут порождать нетривиальный внутренний
автоморфизм.

Параграф 5.3 вводит понятие лево- и правоупорядоченного минимальных
многочленов конечного полуполя, на основе классического понятия минималь-
ного многочлена элемента конечного поля, с использованием лево- и правоупо-
рядоченных степеней элемента лупы. Свойства односторонне упорядоченных
минимальных многочленов, в сравнении с классическими, демонстрируют тео-
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ремы 5.3.5 и 5.3.6. Теорема 5.3.8 выявляет связь правоупорядоченного мини-
мального многочлена элемента с минимальным многочленом ассоциированной
матрицы регулярного множества. Следствие 5.3.12 выделяет в конечном полу-
поле, с использованием минимальных многочленов, объединение всех подполей
порядка p2. При помощи техники минимальных многочленов доказывается так-
же теорема 5.3.13 о минимальных собственных полуполях.

В § 4.5 представлено полное решение вопросов (A)–(D) для полуполей по-
рядка 16; это минимальный возможный порядок конечного полуполя. Автор
дополняет теорему 5.4.1, доказанную П. К. Штуккерт и В. М. Левчуком [27],
более подробной информацией о строении таких полуполей. Эта информация, в
том числе об «аномальных» внутренних автоморфизмах, представлена в теоре-
мах 5.4.5, 5.4.6 и табл. 10–13. Кроме записи умножения с помощью регулярного
множества, автором предложен способ умножения элементов полуполя, опре-
деленный на парах элементов подходящего конечного поля (теорема 5.4.7).

Параграф 5.5 представляет обсуждение гипотезы лево-(право-)примитив-
ности конечного полуполя, выдвинутой Г. Венэ в 1991 г., ее контрпримеров
и обобщений. Автор использует введенную технику минимальных многочленов
для доказательства лево-(право-)цикличности некоторых полуполей порядка p4

(теорема 5.5.8).
В § 5.6 и 5.7 представлено полное решение вопросов (A)–(D) для исключи-

тельных непримитивных полуполей Кнута–Руа порядка 32 и Хентзела–Руа по-
рядка 64, опровергающих гипотезу Венэ, дополненное информацией о внутрен-
них автоморфизмах и минимальных многочленах. Основные результаты этих
параграфов изложены в теоремах 5.6.2, 5.6.3, 5.7.1 и табл. 14–15.

Параграф 5.8 содержит решение вопросов (A)–(D) для некоторых полу-
полей порядка p4, p = 3, 5, 13, построенных для иллюстрации теоретических
результатов главы 3 (подробнее эти примеры описаны в главе 4). Основными
результатами параграфа являются теоремы 5.8.1, 5.8.2, 5.8.3, информация обоб-
щена в табл. 16–19.

Теоремы об автотопизмах, автоморфизмах и минимальных многочленах
опубликованы автором в [53] и [55]. Результаты о полуполях порядка 16 и ис-
ключительных полуполях порядков 32 и 64 получены автором лично и опуб-
ликованы в совместной работе [54] (соавтор В. М. Левчук), а также в [69] – о
полуполе Хентзела–Руа. Результаты о полуполях порядка 81 опубликованы в
[52], а также, с дополнениями, в совместной работе [60] (соавтор И. В. Шевеле-
ва), результаты получены автором лично. Результаты о полуполях порядков 54

и 134 опубликованы в [63].
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Глава 6 содержит решение вопросов (B)–(D) для конечных почти-полей.
Параграф 6.1 напоминает способ построения конечных почти-полей на осно-
ве 2-транзитивных групп, а также конструкцию Диксона–Цассенхауза. Теоре-
ма 6.1.6 устанавливает связь между центром, ядром и простым подполем, она
демонстрирует, в качестве исключений, точно четыре почти-поля Цассенхауза,
в которых простое подполе не лежит в центре.

Параграф 6.2 представляет спектр групповых порядков мультипликативной
группы (теорема 6.2.4) и известные результаты Цассенхауза об автоморфизмах
почти-полей. Параграф 6.3 предлагает необходимый признак регулярного мно-
жества почти-поля порядка q2 с ядром порядка q (теорема 6.3.2). В § 6.4 кратко
представлена взаимосвязь бесконечных точно дважды транзитивных групп с
почти-областями и почти-полями. С учетом новых результатов К. Тент и дру-
гих авторов [43, 44], не каждая почти-область является почти-полем.

Выполнение ассоциативного закона умножения при определенном поряд-
ке записи элементов конечной лупы приводит к переносу некоторых важных
групповых свойств на лупы Муфанг. Параграф 6.5 представляет обсуждение
вопроса А.В. Заварницина (Мальцевские чтения, 2020, устная постановка) о
существовании нетривиальных конечных квазиполей с мультипликативной лу-
пой Муфанг. Теорема 6.5.1 использует метод регулярного множества и дает
отрицательный ответ для квазиполей порядка 25.

Глава 7 решает, в-основном, вопрос (A) о максимальных подполях в конеч-
ных почти-полях (§ 7.1, теоремы 7.1.3 и 7.1.4). Решение существенно использует
соответствие С. Данкс под-почти-полей и делителей степени расширения почти-
поля над простым подполем [33].

В § 7.2 обсуждаются минимальные собственные почти-поля, т.е. нетриви-
альные почти-поля Q, в которых каждое под-почти-поле H 6= Q является под-
полем. Теорема 7.2.3 демонстрирует существование минимальных собственных
почти-полей в классе почти-полей ДиксонаDF (q, n) для любого простого n > 2.

Теорема 7.2.3. Для любого простого числа n > 2 существует бесконечно
много конечных почти-полей степени расширения n над своим центром, в
каждом из которых все под-почти-поля являются подполями.

Для минимальной степени расширения n = 2 этот результат, в общем случае,
неверен, что показывает теорема 7.2.2. Теорема 7.2.4 представляет отрицатель-
ное решение вопроса (A1) об ограниченности числа максимальных подполей
даже для минимальных собственных почти-полей Диксона.

Теорема 7.2.4. Для любого натурального числа s существует минималь-
ное собственное почти-поле Диксона, имеющее более чем s максимальных под-
полей.
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Основные теоремы параграфов 6.2, 7.1 опубликованы в совместной работе
[59] (соавтор В. М. Левчук); В. М. Левчуку принадлежит постановка задачи,
автору – доказательства результатов. Все теоремы § 7.2 опубликованы авто-
ром в [61]. Результаты параграфов 6.3 и 6.5 представлены в совместной работе
[66] (соавтор Д. С. Скок, магистрант); автору принадлежат основные теоремы,
Д. С. Скок – построение примеров.
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