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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 1

Актуальность темы. Теория продолжения аналитических объектов (в
частности, голоморфное продолжение голоморфных функций) в случае раз-
мерности больше 1 существенно отличается от соответствующей теории в од-
ном переменном. Многомерный комплексный анализ выделился в отдельную
область исследований, в первую очередь, благодаря работе Гартогса [32] (1906
г.). Один из основных результатов Гартогса — это утверждение об устране-
нии компактных особенностей голоморфных функций в областях комплексного
пространства Cn, где (n > 1) [32].

Теорема. Пусть Ω — область в Cn, n > 1, K — компакт в Ω такой, что
Ω \ K является связным. Тогда гомоморфизм ограничения O(Ω) → O(Ω \ K)

является изоморфизмом.

Наиболее известное доказательство этой теоремы использует теорию инте-
гральных представлений Бохнера и Мартинелли [12, 44, 45]. Другое известное
доказательство основано на работе Эренпрайза о разрешении ∂̄-задачи с ком-
пактными носителями для Cn [25] (см. также [35, с. 30]). Еще одно доказа-
тельство принадлежит Фичера (1957 г.), которое основано на решении задачи
Дирихле для голоморфных функций нескольких переменных [26]. Существует
также геометрическое доказательство теоремы Гартогса, основанное на методах
теории Морса [46].

Можно выделить следующие направления для обобщения классической тео-
ремы Гартогса:

1. Голоморфное продолжение CR-объектов (к примеру, CR-функций, опре-
деленных на границе относительно компактной области в Cn) (см., к при-
меру, [5, 6, 17, 18, 21, 38, 41]).

2. Устранение компактных особенностей решений систем дифференциаль-
ных уравнений (см. [25, 31, 36, 54, 55]).

3. Устранение компактных особенностей голоморфных отображений (см. [3,
4, 30, 64]).

4. Устранение компактных особенностей сечений аналитических пучков на
комплексных аналитических пространствах (к примеру, пучков голоморф-
ных функций) (см. обзор со ссылками в главе 1, параграф 1.1).

1Работа выполнена при поддержке Красноярского математического центра, финансируе-
мого Минобрнауки РФ (Соглашение 075-02-2023-936)
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В диссертации исследуется феномен устранения компактных особенностей
для голоморфных функций в некоторых комплексных аналитических простран-
ствах.

Определение 1.1. Пусть X — некомпактное связное комплексное анали-
тическое пространство и OX — пучок голоморфных функций на X.

• Пусть W ⊂ X — открытое и связное множество (т.е. область) и K ⊂
W — компакт. Назовем пару (K,W ) парой Гартогса, если W \K связно.

• Будем говорить, что пара Гартогса (K,W ) допускает феномен Гартогса,
если гомоморфизм ограничения

OX(W )→ OX(W \K)

является изоморфизмом.

• Будем говорить, что комплексное аналитическое пространство X до-
пускает феномен Гартогса, если каждая пара Гартогса (K,W ) допускает
феномен Гартогса.

В диссертации рассматриваются только приведенные, неприводимые ком-
плексные аналитические пространства, которые будем называть комплексными
аналитическими многообразиями.

Возникает естественный вопрос: при каких условиях связное некомпактное
комплексное аналитическое многообразие допускает феномен Гартогса?

Ж.-П. Серр (в 1953 году) сформулировал когомологическое условие при ко-
тором многообразие X допускает феномен Гартогса, а именно, тривиальность
H1
c (X,OX) — первой группы когомологий с компактными носителями с коэф-

фициентами в структурном пучке [62]. В работе Серра рассматривались только
неособые многообразия Штейна, но используемая когомологическая техника
допускает применение в более общей ситуации. В работе Харви [33] (1969) и в
работе Банич и Станасила [11, 10] (1969, 1976) используется данная когомоло-
гическая техника для доказательства некоторых утверждений об устранении
компактных особенностей сечений когерентных аналитических пучков на мно-
гообразиях Штейна.

В случае структурного пучка на неособом комплексном многообразии кого-
мологическое условие Серра допускает трактовку в терминах ∂̄-задачи, так как
H1
c (X,OX) ∼= H0,1

c (X) (где справа стоит группа когомологий Дольбо с компакт-
ными носителями). Это позволяет применить технику Эренпрайза для устра-
нения компактных особенностей голоморфных функций (см., к примеру, [35]).
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Если комплексное многообразие имеет особенности, то также можно применить
метод Эренпрайза, но с некоторыми изменениями и с дополнительными усло-
виями на многообразие. Существует несколько подходов и соответствующих
результатов в этом направлении:

1. Разрешение особенностей нормальных когомологически (n − 1)-полных
многообразий и применение некоторых стандартных теорем о поведении
пучков и их групп когомологий при собственных голоморфных отображе-
ниях [19, 20, 60, 61] (2008-2009).

2. Применение L2-теории для ∂̄-операторов на нормальных когомологиче-
ски (n− 1)-полных многообразиях [58, 59, 53] (2011-2014) и на кэлеровых
многообразиях [50, 51, 52] (2007-2012).

3. Использование метода интегральных формул Коппельмана и теории вы-
четных потоков для ∂̄-уравнений на многообразиях Штейна [8, 9] (2011-
2012).

В случае нормальных многообразий Штейна существует также метод спе-
циальных аналитических полиэдров Бишопа и оболочек голоморфности (Росси
[57] (1963 год), Лауфер [39] (1966)). Кроме того, Меркер и Портен использова-
ли метод аналитических дисков и теорию Морса в случае нормальных (n− 1)-
полных многообразий [47] (2007-2009 г.)

Кроме штейновых или (n − 1)-полных комплексных многообразий, фе-
номен Гартогса изучался в расслоениях и в некоторых алгебраических G-
многообразиях. В работе [23] Двилевич изучает феномен Гартогса и ∂̄-задачу в
комплексных локально тривиальных расслоениях, а в [24] он полностью описал
векторные расслоения над комплексными торами, в которых имеет место фено-
мен Гартогса. В торических многообразиях вопрос об устранении компактных
особенностей голоморфных функций, вероятно, впервые изучался в работах
Марчиняк [42, 43] (2009-2011). Позже в 2021 году, в работе автора (совместно с
А. В. Щуплевым)[75] был получен выпукло-геометрический критерий для про-
извольных торических многообразий. В 2022 году этот результат был обобщен
автором в более общую ситуацию (в частности, для сферических многообразий)
в работе [74].

Сферические (в частности, торические) многообразия представляют со-
бой частный случай почти однородных комплексных аналитических G-
многообразий.

Пусть X — комплексное аналитическое многообразие, G — связная ком-
плексная группа Ли, действующая голоморфно на X. Многообразие X с за-
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данной на нем структурой голоморфного действия группы G будем называть
комплексным аналитическим G-многообразием.

Определение 2.5. Комплексное аналитическое G-многообразие X называ-
ется почти однородным, если X имеет открытую G-орбиту Ω.

Отметим, что открытая G-орбита является единственной и связной, а до-
полнение E = X \ Ω является аналитическим подмножеством в X [7, Section
1.7, Proposition 4].

Понятие почти однородного комплексного аналитического G-многообразия
было введено Реммертом и ван де Веном [56], которое является обобщением
понятия однородного G-многообразия (для последних, E = ∅).

Каждое сферическое (в частности, торическое) многообразие является (b, 0)-
компактифицируемыми многообразием (где b — число связных компонент в
дополнении к многообразию в некоторой подходящей его компактификации) в
смысле определения 1.4.

Определение 1.2. Пусть F — пучок C-векторных пространств на топо-
логическом пространстве X. Иррегулярностью пучка F называется число

σ(X,F) := dimC(H1(X,F)).

Если X — комплексное аналитическое многообразие, то его иррегулярностью
называется число σ(X) := σ(X,OX).

Пусть C — некоторая подкатегория категории комплексных аналитических
многообразий (например, подкатегория многообразий с нормальными особен-
ностями или подкатегория G-многообразий).

Определение 1.4. Пусть X — некомпактное комплексное аналитическое
многообразие из категории C. Пусть X ′ — компактное комплексное анали-
тическое многообразие из категории C. Будем говорить, что многообразие X
является (b, σ)-компактифицируемым при помощи X ′, если в категории C су-
ществуют открытое комплексное подмногообразие U ⊂ X ′ и биголоморфизм
i : X ∼= U , причем выполняются следующие условия:

1) X ′ \U — собственное аналитическое подмножество, имеющее b связных
компонент;

2) σ(X ′) = σ.

В той или иной форме понятие компактифицируемого многообразия хоро-
шо известно. К примеру, в работе [37] (1977 г.) вводится понятие мероморфной
структуры на некомпактном неособом комплексном многообразии (это класс
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бимероморфной эквивалентности неособых компактификаций этого многообра-
зия); некомпактное многообразие вместе с мероморфной структурой называется
компактифицируемым комплексным многообразием.

Заметим, что в категории всех алгебраических многообразий любое много-
образие допускает компактификацию (теорема Нагаты, см. [49]); более того,
если многообразие является неособым, то разрешение особенностей позволяет
выбрать компактификацию неособой.

Пусть C — категория всех алгебраических многообразий, оснащенных ал-
гебраическим действием алгебраической группы G. В некоторых ситуациях за-
дача о компактифицируемости многообразий в категории C также решена. К
примеру, если группа G является редуктивной, то нормальное G-многообразие
допускает нормальную G-эквивариантную компактификацию (Сумихиро, см.
[65]). Если G — произвольная группа, то нормальное квазипроективное G-
многообразие допускает нормальную G-эквивариантную компактификацию
(Брион, см. [15]).

Как правило, мы не будем упоминать выбранную категорию C, но при-
мем следующее соглашение: если X является нормальным (соответственно
неособым, соответственно G-многообразием), то X ′ также является нормаль-
ным (соответственно неособым, соответственно G-многообразием) и в случае
G-многообразий — отображение i является G-эквивариантным.

Иногда мы будем писать «(b, σ)-компактифицируемость» вместо «(b, σ)-ком-
пактифицируемость при помощи», если не имеет значения, при помощи какого
многообразия производится компактификация, либо если это ясно из контекста.

Целью диссертации является изучение феномена продолжения Гартогса
для (1,0)-компактифицируемых нормальных почти однородных комплексных
алгебраических G-многообразий (где G – редуктивная группа Ли), а также по-
лучение выпукло-геометрического критерия в сферических многообразиях, и в
таких частных случаях, как орисферические многообразия, торические много-
образия.

К основным результатам диссертации относятся следующие.
1. Получен когомологический критерий феномена Гартогса в некомпактных

связных на границе комплексных аналитических многообразиях, допускающих
открытое вложение в некоторое топологическое пространство, причем струк-
турный пучок является сужением некоторого пучка C-векторных пространств
с нулевой иррегулярностью. В частности, установлен критерий феномена Гар-
тогса для (1, 0)-компактифицируемых комплексных многообразий.

2. В случае нормальных (1, 0)-компактифицируемых почти однородных ал-
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гебраических G-многообразий, где G — редуктивная группа Ли, получен крите-
рий в терминах доминантных характеров максимального алгебраического тора
группы G.

3. В случае сферических многообразий получен выпукло-геометрический
критерий в терминах цветных вееров. Также рассмотрен случай орисфериче-
ских и торических многообразий.

Основные методы исследования. В диссертации используются методы
комплексного и функционального анализа (теорема единственности для голо-
морфных функций, теорема Хариш-Чандра о разложении в ряд Фурье в про-
странствах Фреше), методы гомологической алгебры и теории пучков (точная
последовательность относительных групп когомологий, лемма вырезания, точ-
ная последовательность групп когомологий для пары пространств), методы тео-
рии представлений редуктивных групп Ли (каноническое разложение на непре-
водимые представления алгебры регулярных функций), методы выпуклой гео-
метрии (решетки, системы корней, конус нормирований, цветные вееры).

Научная новизна. Основные результаты диссертации являются новыми.

Теоретическая и практическая ценность. Результаты, полученные ав-
тором, являются теоретическими. Их ценность состоит в том, что они могут
быть использованы в многомерном комплексном анализе, в комплексной ана-
литической и алгебраической геометрии. Практическое применение получен-
ных результатов состоит в их внедрении в учебный процесс в виде материала
для проведения специальных курсов по современным проблемам многомерно-
го комплексного анализа кафедры теории функций Института математики и
фундаментальной информатики Сибирского федерального университета.

Апробация диссертации. Основные результаты диссертации докладыва-
лись и обсуждались:

1) на VIII школе-конференции «Алгебры Ли, алгебраические группы и тео-
рия инвариантов» (Москва, 27 января – 1 февраля 2020);

2) на семинаре по многомерному комплексному анализу (Семинар Витушки-
на) (Москва, 10 марта 2021, 2 марта 2022);

3) на десятой летней математической школе «Алгебра и геометрия» (Яро-
славль, 24 – 31 июля 2021);

4) на Конференции международных математических центров мирового уров-
ня. Секция «Комплексный анализ» (Сочи, 9 – 13 августа 2021);
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5) на IX школе-конференции «Алгебры Ли, алгебраические группы и теория
инвариантов» (Самара, 21 – 26 августа 2021);

6) на Второй конференции Математических центров России. Секция «Ал-
гебраическая геометрия» (Москва, 7 – 11 ноября 2022);

7) на Конференции по математическому анализу и дифференциальным
уравнениям (Армения, г. Цахкадзор, 19 – 23 сентября 2022);

8) на Красноярском городском семинаре по многомерному комплексному
анализу и алгебраической геометрии (Красноярск, 18 февраля 2021, 29
сентября 2022).

Публикации и личный вклад. Основные результаты опубликованы в
двух научных статьях и 5 тезисах докладов. Статья [75] опубликована в журна-
ле, индексируемом в наукометрической базе данных SCOPUS и Web of Sciences.
Ее результаты получены в соавторстве с А.В. Щуплевым, в диссертации это
частные случаи Теоремы 1.1 и Теоремы 3.6 для торических многообразий (част-
ный случай Теоремы 3.6 оформлен в тексте как Следствие 3.10). Все остальные
результаты диссертации получены автором самостоятельно, в том числе опуб-
ликованные в [74] в издании из Перечня рекомендованных ВАК.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трех глав
и заключения. Полный объём диссертации составляет 97 страниц, включая 6
рисунков. Список литературы содержит 107 наименований.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

В первой главе приведен краткий обзор результатов о классической теоре-
ме Гартогса и ее обобщениях, введены все необходимые определения и доказы-
вается когомологический критерий феномена Гартогса. Полученные результаты
применяются к (1, 0)-компактифицируемым многообразиям.

Основными инструментами первой главы являются точная последователь-
ность относительных групп когомологий, лемма вырезания (см. [10] или [29]),
теорема единственности для голоморфных функций.

Для каждого компакта K ⊂ X определим его топологическую оболочку
µ(K) как объединение компакта K со всеми связными относительно компакт-
ными компонентами в X \ K (см. [68], [28, Chapter VII, Section D], [48, pp.
234-236]).
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Определение 1.3. Комплексное аналитическое многообразие X называ-
ется связным на границе, если для каждого компакта K ⊂ X множество
X \ µ(K) является связным (т.е. (µ(K), X) — пара Гартогса).

Сформулируем первый основной результат диссертации.

Теорема 1.1. Пусть X — некомпактное комплексное аналитическое мно-
гообразие. Предположим, что выполняются следующие условия:

1) X связно на границе;

2) OX = i−1F ′ для некоторого открытого вложения i : X ↪→ X ′ в топологи-
ческое пространство X ′ и некоторого пучка C-векторных пространств
F ′ на X ′ с нулевой иррегулярностью.

Многообразие X допускает феномен Гартогса тогда и только тогда, когда
H1
c (X,OX) = 0.

Для (1,0)-компактифицируемых многообразий получаем следующий резуль-
тат, являющийся следствием длинной точной последовательности групп кого-
мологий для пары пространств [16, Chapter II, Section 10.3]:

Следствие 1.2. Пусть X — (1, 0)-компактифицируемое комплексное ана-
литическое многообразие, X ′ — соответствующая компактификация. Много-
образие X допускает феномен Гартогса тогда и только тогда, когда

OX′(Z) ∼= C,

где Z := X ′ \X.

Вторая глава посвящена нормальным (1,0)-компактифицируемым почти
однородным алгебраическим G-многообразиям и феномену Гартогса в них. В
ней приводятся необходимые сведения из теории редуктивных и компактных
групп Ли и их рациональных представлений.

Рассматриваются только нормальные почти однородные алгебраические G-
многообразия, на которых алгебраически действует связная комплексная ре-
дуктивная группа ЛиG (заметим, что всякая связная комплексная редуктивная
группа Ли имеет единственную структуру линейной алгебраической группы с
тривиальным унипотентным радикалом).

Пусть G — связная комплексная редуктивная группа Ли с веществен-
ной компактной формой K, Ω — комплексное алгебраическое однородное G-
многообразие и C[Ω] — алгебра регулярных функций на Ω. Пусть W ⊂ Ω —
K-инвариантная область. Тогда из теоремы Хариш-Чандра о разложении в
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ряд Фурье [7, Section 5.1, Theorem 5] следует, что алгебра C[Ω] всюду плот-
на в OΩ(W ) (см. [7, Section 5.3, Theorem 2]). Этот факт допускает следующее
обобщение на случай почти однородных многообразий.

Лемма 2.6. Пусть W — K-инвариантная область в нормальном по-
чти однородном алгебраическом G-многообразии X, пересекающая каждый G-
стабильный дивизор X. Тогда пространство C[X] всюду плотно в OX(W ).

Отметим, что еслиX не имеет G-стабильных дивизоров, то codim(X\Ω) ≥ 2.
Поэтому C[X] ∼= C[Ω], OX(W ) ∼= OX(W ∩ Ω), и лемма также справедлива.

Данная лемма обобщает известный факт из многомерного комплексного
анализа о том, что любая голоморфная функция в полной области Рейнхарта
W ⊂ Cn с центром в нуле допускает разложение в степенной ряд вида

∑
I∈Zn

≥0

aIz
I ,

равномерно сходящийся на компактах в этой области (где I = (i1, · · · , in), zI =

zi11 · · · zinn ).
Пусть X — некомпактное нормальное почти однородное алгебраическое

G-многообразие, G — комплексная редуктивная алгебраическая группа. По тео-
реме Сумихиро [65] и по свойству универсальности нормализации, многообразие
X допускает нормальную G-эквивариантную компактификацию X ′. Обозначим
Z := X ′ \ X и предположим, что X является (1,0)-компактифицируемым при
помощи X ′.

Пусть G(X ′) — множество G-стабильных простых дивизоров X ′. Определим
следующее многообразие

Y0 := X ′ \
⋃

D∈G(X′),D⊂X

D. (2.1)

Очевидно, что многообразие Y0 является нормальным, открытым по Зарис-
скому алгебраическим подмногообразием в X ′, являющимся почти однородным
относительно группы G. Заметим также, что Z ⊂ Y0.

Пусть C[Y0] — алгебра регулярных функций на Y0. Используя лемму 2.6 и
факт существования базы системы окрестностей множества Z, состоящей из
K-инвариантных открытых множеств (лемма 2.5), получаем, что канонический
гомоморфизм

C[Y0]→ OX′(Z)

является инъективным и имеет всюду плотный образ. Таким образом, получаем
следующий результат.

Теорема 2.3. Пусть G — связная комплексная редуктивная группа Ли,
X — нормальное (1,0)-компактифицируемое почти однородное алгебраическое
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G-многообразие, X ′ — соответствующая компактификация, Y0 — многооб-
разие, определенное формулой (2.1). Многообразие X допускает феномен Гар-
тогса тогда и только тогда, когда C[Y0] = C.

Сформулируем весовой критерий феномена Гартогса. Напомним, что раци-
ональное представление V редуктивной группы G допускает следующее разло-
жение на неприводимые представления:

V ∼=
⊕

λ∈X+(T )

V
(B)
λ ⊗ V (λ),

где X+(T ) — множество доминантных характеров максимального алгебраиче-
ского тора T ⊂ B ⊂ G (B — некоторая фиксированная борелевская подгруппа),
V (λ) — неприводимое представление группы G, соответствующее характеру λ,
V

(B)
λ := {v ∈ V | b.v = λ(b)v} — множество B-полуинвариантов, соответствую-

щих характеру λ (см. раздел 2.2.1). Подпространство векторов, инвариантных
относительно B, обозначим стандартным образом: V B.

Так как алгебра регулярных функций C[Y0] является рациональным пред-
ставлением группы G [13, Lemma 1.5], то получаем следующее каноническое
разложение

C[Y0] ∼=
⊕

λ∈X+(T )

C[Y0]
(B)
λ ⊗ V (λ).

Определение 2.8. Пусть X — почти однородное алгебраическое G-мно-
гообразие, где G — комплексная редуктивная группа Ли. Определим весовой
моноид многообразия X следующим образом:

Λ+(X) := {λ ∈ X+(T ) | C[X]
(B)
λ 6= 0}.

Заметим, что если Ω ∼= G/H, то C[Y0]B ⊂ C[Ω]B ∼= C[G]B×H = C, так как
G/B — проективное многообразие. Тогда C[Y0]B = C.

Сформулируем второй основной результат диссертации.

Теорема 2.4. Пусть G — связная комплексная редуктивная группа Ли,
X — нормальное (1,0)-компактифицируемое почти однородное алгебраическое
G-многообразие, X ′ — соответствующая компактификация, Y0 — многооб-
разие, определенное формулой (2.1). Многообразие X допускает феномен Гар-
тогса тогда и только тогда, когда Λ+(Y0) = 0.

Помимо многообразия Y0 полезно также рассматривать многообразие Y1,
которое определяется следующим образом. Пусть OGk(X ′) — множество всех
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G-орбит в X ′ коразмерности k, и

OG(X ′) :=
dimX′⋃
k=1

OGk(X ′).

Тогда определим
Y1 := X ′ \

⋃
O∈OG(X′),O⊂X

O, (2.2)

где O — замыкание G-орбиты O в X ′.
Многообразие Y1 также является открытым по Зарисскому в X ′ и является

нормальным почти однородными G-многообразием, кроме того, Z ⊂ Y1.
Имеются канонические изоморфизм C[Y0] ∼= C[Y1] и биекция между множе-

ствами простых B-стабильных дивизоров Y0 и Y1, т.е. B(Y0) = B(Y1) (где через
B(Yi) обозначено множество всех простых B-стабильных дивизоров многооб-
разия Yi). Все доказанные выше утверждения для Y0 справедливы также для
Y1.

В третьей главе используются результаты главы 2 (а именно, теорема 2.4)
для получения выпукло-геометрического критерия феномена Гартогса в сфе-
рических многообразиях. Также этот критерий применяется к некоторым ори-
сферическим и торическим многообразиям.

Сферическое G-многообразие — это нормальное почти однородное алгеб-
раическое G-многообразие, где G — комплексная редуктивная алгебраическая
группа, причем борелевская подгруппа B ⊂ G действует на X с открытой ор-
битой.

К сферическим многообразиям относятся: аффинное пространство An

(однородно относительно общей аффинной группы GAn), проективное про-
странство Pn (однородно относительно GLn+1), комплексифицированная
сфера Sn = SOn/SOn−1, грассманианы Grk(Pn) и многообразия фла-
гов (однородны относительно GLn+1), пространство невырожденных ко-
ник Qn = PGLn+1/POn+1, пространство (m × n)-матриц ранга r

(однородно относительно GLm ×GLn). Отметим, что сферические однородные
многообразия естественным образом возникают в теории представлений ком-
пактных групп Ли [1] и в исчислительной геометрии [67]. Подробнее о сфериче-
ских многообразиях, другие ссылки и связанные с ними темы см. в [2, 40, 66, 67].

Открытой орбите Ω соответствует весовая решетка M , которая определя-
ется как M := {λ ∈ X(T ) | C(Ω)

(B)
λ 6= 0}, и двойственная весовая решетка,

определяемая как N := Hom(M,Z). Обозначим MR := M ⊗ R и NR := N ⊗ R.
Определим следующую мультипликативную подгруппу в C(Ω) \ {0}:

C(Ω)(B) := {f ∈ C(Ω) \ {0} | ∃λ ∈ X(T ) : b.f = λ(b)f, ∀b ∈ B}.
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Имеет место изоморфизм групп C(Ω)(B)/C∗ ∼= M , заданный по формуле
C(Ω)

(B)
λ 3 f → λ ∈M .

Определим конус нормирований (подробности см. [27, Sections 4, 10] или
[66, Chapter 4 and Appendix B]). Пусть v : C(Ω) \ {0} → Q — дискретное
Q-значное нормирование. Нормирование v называется G-инвариантным, если
v(g.f) = v(f) для всех f ∈ C(Ω) и g ∈ G. Множество G-инвариантных норми-
рований поля C(Ω) обозначается через V(Ω).

Можно рассматривать множество V(Ω) как подмножество в NQ [27, Corollary
4.9]. Оно является конечно-порожденным выпуклым рациональным конусом
максимальной размерности [27, Corollary 10.6] и называется конусом норми-
рований Ω. Обозначим через VR(Ω) конус, порожденный множеством V(Ω) в
NR.

Каждое сферическое многообразие с открытой G-орбитой Ω кодируется
цветным веером — набором строго выпуклых конусов (цветных конусов) в веще-
ственном векторном пространстве, которые имеют общую вершину и пересека-
ются в пределах конуса нормирований только вдоль общих граней (подробности
см. в разделе 3.1). Будем обозначать через ΣX цветной веер, соответствующий
многообразию X, а через XΣ сферическое многообразие, соответствующее цвет-
ному вееру Σ.

Многие свойства сферических многообразий могут быть сформулированы
на языке цветных вееров. Перечислим некоторые примеры этого соответствия
([27, 66, 67]):

1. Существует биекция между множеством G-орбит многообразия XΣ и мно-
жеством цветных конусов соответствующего цветного веера Σ.

2. Свойство компактности многообразия XΣ эквивалентно полноте соответ-
ствующего веера (т.е. носитель |Σ| :=

⋃
(σ,F)∈Σ

σ содержит конус VR(Ω)).

3. Эквивариантная компактификация многообразия XΣ соответствует по-
полнению цветного веера Σ цветными конусами до некоторого полного
цветного веера Σ′.

4. Если XΣ′ — эквивариантная компактификация XΣ, то множество

Z := XΣ′ \XΣ

допускает описание на языке вееров (лемма 3.7). Если O(σ,F) — G-орбита,
соответствующая цветному конусу (σ,F) ∈ Σ′, то имеем:

Z =
⋃

(σ,F)∈Σ′\Σ

O(σ,F).
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Так как для компактного сферического многообразия XΣ′ группа когомо-
логий H1(XΣ′ ,OX′Σ) тривиальна [14, Corollaire 1], то любое сферическое G-мно-
гообразие XΣ является (b, 0)-компактифицируемым при помощи XΣ′ для неко-
торого полного цветного веера Σ′, где b число связных компонент дополнения
XΣ′ \ XΣ. Заметим, что b = 1 тогда и только тогда, когда VR(Ω) \ |Σ| связно
(лемма 3.8). Следовательно, получаем

Предложение 3.2. Пусть XΣ — некомпактное сферическое G-
многообразие с цветных веером Σ. Тогда следующие утверждения эквивалент-
ны:

1) XΣ является (1,0)-компактифицируемым;

2) VR(Ω) \ |Σ| связно.

Рассмотрим сферическое многообразие Y1, определенное выше (по формуле
(2.2)). Цветной веер этого многообразия устроен следующим образом (лемма
3.9):

ΣY1 = {(τ,F ′) ∈ Σ′ | (τ,F ′) — цветная грань цветного конуса из Σ′ \ Σ}.

Носитель цветного веера ΣY1 в пределах конуса нормирований устроен сле-
дующим образом (лемма 3.10): |ΣY1| ∩ VR(Ω) = VR(Ω) \ |Σ|.

Пусть XΣ — некомпактное сферическое G-многообразие с открытой G-ор-
битой Ω и открытой B-орбитой O, причем VR(Ω) \ |Σ| связно. Пусть XΣ′ —
компактное сферическое G-многообразие, являющееся компактификацией XΣ.

Опишем весовой моноид Λ+(Y1) многообразия Y1. Во-первых, каждому
B-стабильному дивизору D ∈ B(Y1) соответствует нормирование

vD : C(Ω) \ {0} → Z.

В свою очередь, нормирование vD определяет точку в двойственной весовой
решетке aD ∈ N = Hom(M,Z) по формуле 〈aD, λ〉 := vD(f) для f ∈ C(Ω)

(B)
λ .

Рассмотрим конус L := {λ ∈ MR | 〈aD, λ〉 ≥ 0,∀D ∈ B(Y1)}. Описание
множества B-полуинвариантных векторов алгебры C[Y1] (лемма 3.11) влечет,
что Λ+(Y1) = L ∩M.

Рассмотрим конус C := R≥0

〈
aD | D ∈ B(Y1)

〉
в пространстве NR. Заметим,

что C∨ = L, где C∨ — двойственный конус к конусу C.
Следующая лемма описывает конус C в терминах носителя веера Σ и век-

торов, соответствующих B-стабильным дивизорам открытой G-орбиты Ω.

Лемма 3.12. C = R≥0

〈
VR(Ω) \ |Σ| ∪ {aD | D ∈ B(Ω)}

〉
.
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Наконец, получаем следующий выпукло-геометрический критерий, являю-
щийся третьим основным результатом.

Теорема 3.6. Пусть XΣ — некомпактное сферическое G-многообразие с
открытой G-орбитой Ω и с цветным веером Σ таким, что VR(Ω) \ |Σ| яв-
ляется связным множеством. Многообразие XΣ допускает феномен Гартогса
тогда и только тогда, когда

R≥0〈VR(Ω) \ |Σ| ∪ {aD | D ∈ B(Ω)}〉 = NR.

В частности, пусть XΣ — некомпактное орисферическое многообразие с от-
крытойG-орбитой Ω. Пусть U — унипотентный радикал борелевской подгруппы
B, S — множество простых корней относительно B и S∨ — множество двой-
ственных простых корней. Пусть H — стабилизатор некоторой точки o ∈ Ω,
причем H ⊃ U−. Рассмотрим параболическую подгруппу P ⊃ B такую, что
P− = NG(H). Напомним, что параболические подгруппы, содержащие фиксиро-
ванную борелевскую подгруппу B, параметризуются подмножествами простых
корней I ⊂ S. Пусть I — подмножество S, соответствующее параболической
подгруппе P .

Инъективное отображение ι : MR ↪→ X(T ) ⊗ R индуцирует сюръективное
отображение

ι∗ : X∗(T )⊗ R � NR := N ⊗ R.

Так как VR(Ω) = NR и {aD | D ∈ B(Ω)} = {ι∗(α∨) | α ∈ S \ I} (см. [66, Section
28.1]), то получаем

Следствие 3.6. Пусть XΣ — некомпактное орисферическое G-
многообразие с открытой G-орбитой Ω и с цветным веером Σ таким,
что NR \ |Σ| является связным множеством. Многообразие XΣ допускает
феномен Гартогса тогда и только тогда, когда

R≥0〈NR \ |Σ| ∪ ι∗((S \ I)∨)〉 = NR,

где (S \ I)∨ = {α∨ | α ∈ S \ I}.

Кроме того, почти все однородные сферические G-многообразия допускают
феномен Гартогса. А именно,

Следствие 3.7. Любое некомпактное сферическое однородное G-многообра-
зие допускает феномен Гартогса, за исключением C∗ ×G/P−.
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Наиболее простой вариант выпукло-геометрического критерия доставляет
теория торических многообразий. Торическое многообразие является орисфе-
рическим многообразием, где G = T — алгебраический тор, B = T , U = {e},
H = {e}, Ω = G/H = T , S = ∅, N = X(T ),M = X∗(T ).

Следствие 3.10. Пусть XΣ — некомпактное торическое многообразие с
веером Σ таким, что NR \ |Σ| является связным множеством. Многообразие
XΣ допускает феномен Гартогса тогда и только тогда, когда

R≥0〈NR \ |Σ|)〉 = NR.

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руководителю
Щуплеву Алексею Валерьевичу за постановку задачи и внимание к работе. Ав-
тор признателен постоянным участникам Красноярского городского семинара
по многомерному комплексному анализу и алгебраической геометрии за много-
кратные полезные обсуждения и замечания о результатах диссертации.
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