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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ è ñòåïåíü
åå ðàçðàáîòàííîñòè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ãðóïïû è êëàññû
êîíå÷íûõ ãðóïï. ×åðåç E îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ ãðóïï, F � ïðîèç-
âîëüíûé ïîäêëàññ êëàññà E, Fπ � êëàññ âñåõ π-ãðóïï, ñîäåðæàùèõñÿ â F. Ñðå-
äè êëàññîâ êîíå÷íûõ ãðóïï öåíòðàëüíîå ìåñòî çàíèìàþò ôîðìàöèè � êëàññû
ãðóïï, çàìêíóòûå îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ è êîíå÷íûõ ïîäïðÿ-
ìûõ ïðîèçâåäåíèé. Ôîðìàöèÿìè ÿâëÿþòñÿ òàêèå âàæíûå êëàññû ãðóïï, êàê
S,U,N,A � êëàññû âñåõ êîíå÷íûõ ðàçðåøèìûõ, ñâåðõðàçðåøèìûõ, íèëüïî-
òåíòíûõ, àáåëåâûõ ãðóïï ñîîòâåòñòâåííî, è ìíîãèå äðóãèå, ïðè÷åìS,U,N ÿâ-
ëÿþòñÿ íàñûùåííûìè ôîðìàöèÿìè. Ôîðìàöèè ÿâèëèñü ýôôåêòèâíûì ñðåä-
ñòâîì äëÿ èçó÷åíèÿ ïîäãðóïïîâîãî ñòðîåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï (ñì. [15]), ÷òî
îáóñëîâèëî èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå òåîðèè ôîðìàöèé â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ.

Â òåîðèè êëàññîâ êîíå÷íûõ ãðóïï âàæíóþ ðîëü èãðàþò ôóíêöèîíàëü-
íûå ìåòîäû. Óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ èçó÷åíèÿ ôîðìàöèé ÿâèëèñü ôóíê-
öèè, â êà÷åñòâå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ âûñòóïàåò ìíîæåñòâî P âñåõ
ïðîñòûõ ÷èñåë (èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ àáåëåâûõ
ãðóïï). Òàê, ïîíÿòèå ôîðìàöèè áûëî ââåäåíî Ãàøþöîì â 1963 ãîäó â ðàáîòå
[27]. Òàì æå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíûõ ìåòîäîâ Ãàøþöîì áûëè ïîñòðîåíû
ëîêàëüíûå ôîðìàöèè è óñòàíîâëåíî, ÷òî â óíèâåðñóìå âñåõ êîíå÷íûõ ðàç-
ðåøèìûõ ãðóïï âñÿêàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ íàñûùåííîé. Ïîçäíåå
(ñì. [23], òåîðåìà IV, 4.6) áûëà äîêàçàíà ðàâíîñèëüíîñòü ïîíÿòèé ëîêàëüíîé
è íàñûùåííîé ôîðìàöèé â óíèâåðñóìå âñåõ êîíå÷íûõ ãðóïï.

Ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé áûëè ðåøåíû ìíîãèå âàæíûå âîïðî-
ñû â òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè, ñ åäèíûõ ïîçèöèé èçëîæåíû ðå-
çóëüòàòû î ñèëîâñêèõ, õîëëîâûõ, êàðòåðîâûõ, ãàøþöåâûõ ïîäãðóïïàõ, î ñè-
ñòåìíûõ íîðìàëèçàòîðàõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï, î ãðóïïàõ Ìèëëåðà-Ìîðåíî,
ãðóïïàõ Øìèäòà è ìíîãèå äðóãèå (ñì. [15]). Ëîêàëüíûå ôîðìàöèè íàøëè
ïðèìåíåíèå â èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ äîïîëíÿåìîñòè â ãðóïïå åå íîðìàëü-
íûõ ïîäãðóïï. Â ýòîì íàïðàâëåíèè õîðîøî èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò
Ãàøþöà.

Òåîðåìà 1 (Ãàøþö, [26]). Ïóñòü N � íîðìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà

êîíå÷íîé ãðóïïû G. Ïîäãðóïïà N òîãäà è òîëüêî òîãäà äîïîëíÿåìà â ãðóïïå

G, êîãäà Np äîïîëíÿåìà â Gp äëÿ ëþáîãî p ∈ π(N).
Âèëàíäò â îáçîðíîì äîêëàäå íà Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîí-

ãðåññå â Ýäèíáóðãå â 1958 ãîäó ïîñòàâèë ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó (Âèëàíäò [41]):

(A) Îñëàáèòü óñëîâèå àáåëåâîñòè íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû N â Òåîðåìå 1.

Îäíîâðåìåííî Âèëàíäòîì áûëà îòìå÷åíà íåâîçìîæíîñòü èñêëþ÷èòü óñëîâèå
àáåëåâîñòè ïîëíîñòüþ (ïðèìåð, ïîäòâåðæäàþùèé äàííûé ôàêò, ñì. â [35], ñ.
131). Âàæíûé øàã â ðåøåíèè Ïðîáëåìû (A) ñäåëàë Ë.À. Øåìåòêîâ, äîêà-
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çàâøèé â 1974 ãîäó äëÿ ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F ñëåäóþùóþ òåîðåìó î äîïîë-
íÿåìîñòè â êîíå÷íîé ãðóïïå G åå F-êîðàäèêàëà N â ñëó÷àå, êîãäà ñèëîâñêèå
ïîäãðóïïû èç N ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè.

Òåîðåìà 2 (Øåìåòêîâ, [13]). Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G �

êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Åñëè äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, äåëÿùåãî |G : GF|,
ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà èç GF àáåëåâà, òî ïîäãðóïïà GF äîïîëíÿåìà â G.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé èç òåîðåìû 2 âûòåêàþò, ñòàâøèå óæå êëàññè÷åñêè-
ìè, òåîðåìà Ô. Õîëëà [32] î äîïîëíÿåìîñòè â êîíå÷íîé ðàçðåøèìîé ãðóïïå
G å¼ êîììóòàíòà G′ (A-êîðàäèêàëà ãðóïïû G) ñ àáåëåâûìè ñèëîâñêèìè ïîä-
ãðóïïàìè, òåîðåìà Õóïïåðòà [34] î äîïîëíÿåìîñòè âG íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû
Op(G) (Np-êîðàäèêàëà ãðóïïû G) ñ àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé.

Ïîíÿòèå F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïû, ââåäåííîå â ðàññìîòðåíèå Ãàøþ-
öîì â 1963 ãîäó [27], ÿâèëîñü åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèé õîëëîâîé
è êàðòåðîâîé ïîäãðóïï. Â óíèâåðñóìå âñåõ êîíå÷íûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï ïî-
íÿòèå F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïû ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì F-ïðîåêòîðà, êîòî-
ðîå áûëî ââåäåíî Ãàøþöîì ïîçäíåå, â 1969 ãîäó (ñì. [28]). Â ðàáîòå [27] Ãà-
øþö îáúåäèíèë è ðàñøèðèë èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû Õîëëà [29] è Êàðòåðà [21],
à èìåííî, Ãàøþöîì áûëè óñòàíîâëåíû ñóùåñòâîâàíèå è ñîïðÿæåííîñòü F-
ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï (F-ïðîåêòîðîâ) â ðàçðåøèìîé ãðóïïå äëÿ íàñûùåí-
íîé (ëîêàëüíîé) ôîðìàöèè F. Â ðàáîòå Øóíêà [38] òåîðåìà Ãàøþöà áûëà
ðàñïðîñòðàíåíà äëÿ êëàññà F, ÿâëÿþùåãîñÿ ïðèìèòèâíî çàìêíóòûì ãîìîìîð-
ôîì. Øìèä è Ý.Ô. Øìèãèðåâ â [37] è [18] ñîîòâåòñòâåííî ðàñïðîñòðàíèëè ðå-
çóëüòàòû Ãàøþöà [27] íà ïðîèçâîëüíûå ãðóïïû ñ ðàçðåøèìûì F-êîðàäèêàëîì
GF, à Ë.À. Øåìåòêîâûì â [14] óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè F-êîðàäèêàëà GF áûëî
îñëàáëåíî äî π(F)-ðàçðåøèìîñòè. Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå ðåçóëüòàòû ðàáîò
[14], [18], [27], [37], [38] ïîëó÷èëè â ðàáîòå Ýðèêñîíà [24] äëÿ ïðèìèòèâíî çà-
ìêíóòîãî ãîìîìîðôà (êëàññà Øóíêà), ñîäåðæàùåãîñÿ â SQ-çàìêíóòîì óíè-
âåðñóìå. Ô¼ðñòåð â [25] ê èññëåäîâàíèþ âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è ñîïðÿæåí-
íîñòè F-ïðîåêòîðîâ â ãðóïïàõ äëÿ êëàññà Øóíêà F, ñîäåðæàùåãîñÿ â SQEΦ-
çàìêíóòîì óíèâåðñóìå, ïðèìåíèë ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè Q-
ãðàíèöû êëàññà Øóíêà (ñì. òàêæå [23], ãëàâû III è VI). Â ðÿäå ðàáîò áûëè
óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ F-ïîäãðóïïà
ÿâëÿåòñÿ F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé (F-ïðîåêòîðîì) ãðóïïû G èëè ñîäåð-
æèòñÿ â å¼ F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïå (F-ïðîåêòîðå), â ÷àñòíîñòè, âûÿâëåíû
óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ F-ïðîåêòîð ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ å¼ F-ïîêðûâàþùåé ïîä-
ãðóïïîé (ñì. [22], [33]).

Â êíèãå [23] Äåðê è Õîóêñ ïîñòàâèëè ñëåäóþùóþ îáùóþ ïðîáëåìó
(Äåðê, Õîóêñ [23], ãëàâà III, � 3, ïðîáëåìà Â):

(B) Ìîæåò ëè óíèâåðñóì, äëÿ êîòîðîãî ðàáîòàåò òåîðèÿ ïðîåêòîðîâ, ðàñ-

øèðåí çà ïðåäåëû êëàññà S âñåõ êîíå÷íûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï?

Ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ îòíîñÿòñÿ óïîìÿíóòûå âûøå ðåçóëüòàòû Øìèäà, Ý.Ô.
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Øìèãèðåâà, Ë.À. Øåìåòêîâà, Ýðèêñîíà, Ô¼ðñòåðà.

Ô. Õîëë â ðàáîòàõ [30], [31] ââåë ïîíÿòèÿ ñèëîâñêîé ñèñòåìû è ñèñòåì-
íîãî íîðìàëèçàòîðà ñ öåëüþ áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ ðàçðåøèìûõ ãðóïï.
Êàðòåð è Õîóêñ â ðàáîòå [22] äëÿ ëþáîé ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F â ðàçðå-
øèìîé ãðóïïå G âûäåëèëè ñîïðÿæåííûé êëàññ F-ïîäãðóïï, ïîëó÷èâøèõ â
[22] íàçâàíèå F-íîðìàëèçàòîðîâ, ïðè÷åì êëàññ F-íîðìàëèçàòîðîâ ñîâïàäàåò
ñ ñîïðÿæåííûì êëàññîì ñèñòåìíûõ íîðìàëèçàòîðîâ â G, êîãäà F ñîâïàäàåò
ñ êëàññîì N âñåõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï. Â ðàáîòå [22] óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ
F-íîðìàëèçàòîðîâ â ðàçðåøèìîé ãðóïïå G âûïîëíÿþòñÿ ìíîãèå ñâîéñòâà ñè-
ñòåìíûõ íîðìàëèçàòîðîâ â G, à èìåííî, â [22] äîêàçàíî, ÷òî â ðàçðåøèìîé
ãðóïïå G äëÿ ëþáîé ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F ñóùåñòâóþò F-íîðìàëèçàòîðû,
ëþáûå äâà F-íîðìàëèçàòîðà ãðóïïû G ñîïðÿæåíû â G, F-íîðìàëèçàòîð ãðóï-
ïû G ïîêðûâàåò êàæäûé F-öåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð è èçîëèðóåò êàæ-
äûé F-ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G (ñì. òàêæå [23], ãëàâà V).
Êðîìå òîãî, â [22] äëÿ F-íîðìàëèçàòîðà H ðàçðåøèìîé ãðóïïû G áûëà ïî-
ëó÷åíà åãî õàðàêòåðèçàöèÿ ïîñðåäñòâîì öåïè ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï, ñî-
åäèíÿþùèõ H ñ G. Ýòî ñâîéñòâî F-íîðìàëèçàòîðà H ðàçðåøèìîé ãðóïïû
G ïîñëóæèëî îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ F-íîðìàëèçàòîðà H äëÿ
êëàññà Øóíêà â ðàáîòå Ìàííà [36] è â ïðîèçâîëüíîé ãðóïïå äëÿ ëîêàëüíîé
ôîðìàöèè F â ðàáîòå Ë.À. Øåìåòêîâà [14]. Ïîíÿòèå F-íîðìàëèçàòîðà (ñè-
ñòåìíîãî íîðìàëèçàòîðà) ðàçðåøèìîé ãðóïïû G îêàçàëîñü òåñíî ñâÿçàííûì
ñ ïîíÿòèÿìè F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïû è ïîäãðóïïû Êàðòåðà ãðóïïû G (ñì.
[20], [22], [23], [27]). Òàê, â [22] óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáîé F-íîðìàëèçàòîð ðàçðå-
øèìîé ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïå èç G.
F-íîðìàëèçàòîðû òàêæå íàøëè ïðèìåíåíèå â èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ äîïîë-
íÿåìîñòè F-êîðàäèêàëîâ â ãðóïïàõ. Â [22] äîêàçàíî, ÷òî âñÿêîå äîïîëíåíèå ê
àáåëåâîìó F-êîðàäèêàëó ðàçðåøèìîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ F-íîðìàëèçàòîðîì
â G, ãäå F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G àíàëîãè÷íûé
ðåçóëüòàò ïîëó÷èë Ë.À. Øåìåòêîâ â [15].

Â ñâÿçè ñ êëàññèôèêàöèåé êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï àêòóàëüíîé â òåî-
ðèè êîíå÷íûõ ãðóïï ñòàëà çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ íåïðîñòûõ êîíå÷íûõ ãðóïï
ñ ïðîèçâîëüíûìè, íåîáÿçàòåëüíî àáåëåâûìè, êîìïîçèöèîííûìè ôàêòîðàìè.
Íàèáîëåå óäîáíûìè äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâèëèñü êîìïîçèöèîííûå ôîð-
ìàöèè, ââåäåííûå â ðàññìîòðåíèå Ë.À. Øåìåòêîâûì â 1974 ãîäó ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèé âèäà f : I → {ôîðìàöèè êîíå÷íûõ ãðóïï}, ãäå I � êëàññ âñåõ
êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï [13]. Íåçàâèñèìî îò Ë.À. Øåìåòêîâà êîìïîçèöèîí-
íûå ôîðìàöèè áûëè ïîñòðîåíû Áýðîì â òåðìèíàõ ðàçðåøèìî íàñûùåííûõ
ôîðìàöèé (ñì. [23]). Êîìïîçèöèîííûå ôîðìàöèè òàêæå íàøëè øèðîêîå ïðè-
ìåíåíèå â òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè, ïðè èçó÷åíèè ñóáíîðìàëüíûõ
ïîäãðóïï è èõ îáîáùåíèé (ñì. [2]).
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Òîò ôàêò, ÷òî òåîðèÿ ôîðìàöèé îêàçàëàñü äîñòàòî÷íî óäîáíûì ñðåä-
ñòâîì äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ âîïðîñîâ òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï, ïðèâåë ê íåîáõî-
äèìîñòè áîëåå òùàòåëüíîãî èçó÷åíèÿ ñàìèõ ôîðìàöèé. Â 1984 ãîäó Ë.À. Øå-
ìåòêîâ äëÿ íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà ω ìíîæåñòâà P ïîñòðîèë ω-ëîêàëüíûå
ôîðìàöèè [17], ðàñêðûâ íîâûå âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèé ïðè èçó-
÷åíèè êëàññîâ êîíå÷íûõ ãðóïï. Â ðàáîòå [11] À.Í. Ñêèáà è Ë.À. Øåìåòêîâ äî-
êàçàëè ðàâíîñèëüíîñòü ïîíÿòèé ω-ëîêàëüíîé è ω-íàñûùåííîé ôîðìàöèé. Àê-
òóàëüíîñòü ïðîáëåìû ïðèìåíåíèÿ ω-ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé ê èçó÷åíèþ ïîä-
ãðóïïîâîãî ñòðîåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï â ðàçíûå ãîäû íåîäíîêðàòíî îáñóæäà-
ëàñü íà Ãîìåëüñêîì Àëãåáðàè÷åñêîì Ñåìèíàðå. Â 1999 ãîäó À.Í. Ñêèáà è
Ë.À. Øåìåòêîâ â êà÷åñòâå îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ êîìïîçèöèîííîé ôîðìàöèè
ïîñòðîèëè Ω-êîìïîçèöèîííûå ôîðìàöèè, ãäå Ω � íåïóñòîé ïîäêëàññ êëàññà
I (ñì. [12]).

Êàê îòìå÷åíî â ìîíîãðàôèè À.Í. Ñêèáû [10], âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé
ôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â íåé òåõ èëè èíûõ ïîäôîðìàöèé è èõ âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå (ñì. [10], ñ. 9). Ïîñêîëüêó ïîíÿòèå ôîðìàöèè ÿâèëîñü åñòå-
ñòâåííûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ìíîãîîáðàçèÿ, òî ìíîãèå ìåòîäû â òåîðèè
ôîðìàöèé âîçíèêëè êàê àíàëîãè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäîâ òåîðèè ìíîãîîá-
ðàçèé. Â ÷àñòíîñòè, èññëåäîâàíèÿ ïîäôîðìàöèîííîãî ñòðîåíèÿ ëîêàëüíûõ
ôîðìàöèé ïðèâåëè ê íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè îñîáûõ ìåòîäîâ, ñâÿçàííûõ
ñ ïîíÿòèåì êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèè. Â 1978 ãîäó Ë.À. Øåìåòêîâûì íà VI Âñå-
ñîþçíîì ñèìïîçèóìå ïî òåîðèè ãðóïï âïåðâûå áûëà ïîñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ
îáùàÿ ïðîáëåìà (Ë.À. Øåìåòêîâ [16]):

(C) Èçó÷èòü Hθ-êðèòè÷åñêèå ôîðìàöèè, ãäå H � êëàññ ãðóïï, θ � íåêîòîðàÿ

ñîâîêóïíîñòü ôîðìàöèé.

Â ñåðèè ðàáîò (ñì. [7] � [9]) À.Í. Ñêèáà ïîëó÷èë ðåøåíèå Ïðîáëåìû
(C) â ñëó÷àå, êîãäà θ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé. À.Í. Ñêè-
áîé è Â.Ì. Ñåëüêèíûì èçó÷åíû êðèòè÷åñêèå íîðìàëüíî íàñëåäñòâåííûå è
íàñëåäñòâåííûå ëîêàëüíûå ôîðìàöèè (ñì., íàïðèìåð, [6]). Âàæíûì îáîáùå-
íèåì ïîíÿòèÿ ëîêàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå êðàòíîé ëîêàëüíîñòè, ââåäåííîå
â ðàññìîòðåíèå À.Í. Ñêèáîé â 1987 ãîäó [8]. Â ðàáîòå [5] Â.Ã. Ñàôîíîâ ïîëó-
÷èë îïèñàíèå ñòðîåíèÿ êðèòè÷åñêèõ n-êðàòíî ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé. Èññëå-
äîâàíèåì êðèòè÷åñêèõ ω-ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé çàíèìàëèñü À.Í. Ñêèáà, Â.Ì.
Ñåëüêèí, È.Í. Ñàôîíîâà è äð. Â ðàáîòå [42] èçó÷åíû êðèòè÷åñêèå êîìïîçè-
öèîííûå ôîðìàöèè. Â ïîñëåäíèå ãîäû íåðåäêî â êà÷åñòâå àïïàðàòà èññëåäî-
âàíèÿ ôîðìàöèé ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ ïîäãðóïïîâûå ôóíêòîðû, ò.å. ñîãëàñî-
âàííûå ñ èçîìîðôèçìàìè ãðóïï ôóíêöèè, âûäåëÿþùèå íåêîòîðûå ñèñòåìû
ïîäãðóïï (ñì. [2], [10]). Â ìîíîãðàôèè [10] ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ðåçóëü-
òàòû î êðèòè÷åñêèõ τ -çàìêíóòûõ n-êðàòíî ëîêàëüíûõ ôîðìàöèÿõ, ãäå τ �
ðåãóëÿðíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð (ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð Ñêèáû).
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Â 1999 ãîäó Â.À. Âåäåðíèêîâ ïðåäëîæèë ïðèíöèïèàëüíî íîâûé ôóíêöè-
îíàëüíûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ êëàññîâ ãðóïï, êîòîðûé ïðèâåë ê íåîáõîäèìîñòè
ðàññìîòðåíèÿ äëÿ ôîðìàöèé íàðÿäó ñ ôóíêöèÿìè-ñïóòíèêàìè íîâîé ôóíê-
öèè � íàïðàâëåíèÿ, îïðåäåëÿåìîé êàê îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà P âñåõ ïðîñòûõ
÷èñåë (êëàññà I âñåõ ïðîñòûõ êîíå÷íûõ ãðóïï) âî ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ
ôîðìàöèé Ôèòòèíãà ([68], [69]). Òàêèõ íàïðàâëåíèé ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî, à íàïðàâëåíèå ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè (Ω-êîìïîçèöèîííîé ôîð-
ìàöèè) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íèõ. Ïîýòîìó äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íåïóñòîãî ìíî-
æåñòâà ω ïðîñòûõ ÷èñåë (äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íåïóñòîãî êëàññà Ω ïðîñòûõ
êîíå÷íûõ ãðóïï) ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íîâûõ âèäîâ ôîð-
ìàöèé � ω-âååðíûõ ôîðìàöèé (Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé). Â.À. Âåäåðíèêî-
âûì â 1999 ãîäó áûëà ïîñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à (Â.À. Âåäåðíèêîâ [68],
[69]):

(D) Ðàçðàáîòàòü òåîðèè ω-âååðíûõ (çàäà÷à (D1)) è Ω-ðàññëîåííûõ (çàäà÷à
(D2)) ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï.

Ââèäó îòìå÷åííîé âûøå ñâÿçè ìåæäó F-ïðîåêòîðàìè, F-ïîêðûâàþùèìè
ïîäãðóïïàìè è F-íîðìàëèçàòîðàìè â êîíå÷íûõ ãðóïïàõ äëÿ ëîêàëüíîé ôîð-
ìàöèè F ïðè ðåøåíèè Ïðîáëåìû (B) ñ ïîìîùüþ ω-ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé
àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

(E) Ðàçðàáîòàòü òåîðèþ Fω-íîðìàëèçàòîðîâ, ãäå F � ïðîèçâîëüíàÿ ω-

ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ.

Öåëè äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ.
Â äèññåðòàöèè ñòàâèòñÿ öåëüþ ðåøåíèå ïðîáëåì è çàäà÷ (A) � (E).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

1. Ðåøåíà Ïðîáëåìà (A) (ïðîáëåìà Âèëàíäòà [41]) î äîïîëíÿåìîñòè â êî-
íå÷íîé ãðóïïå G F-êîðàäèêàëà GF áåç óñëîâèÿ àáåëåâîñòè åãî ñèëîâñêèõ
ïîäãðóïï äëÿ ω-ëîêàëüíîé (ëîêàëüíîé) ôîðìàöèè Ôèòòèíãà F.

2. Ðåøåíà Ïðîáëåìà (B) (ïðîáëåìà Äåðêà è Õîóêñà [23]) î ðàñøèðåíèè óíè-
âåðñóìà, â êîòîðîì ðàáîòàåò òåîðèÿ ïðîåêòîðîâ, çà ïðåäåëû êëàññà âñåõ
êîíå÷íûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï.

3. Ðåøåíà Ïðîáëåìà (C) (ïðîáëåìà Ë.À. Øåìåòêîâà [16]) èçó÷åíèÿ
Hθ-êðèòè÷åñêèõ ôîðìàöèé äëÿ n-êðàòíî ω-âååðíûõ, τ -çàìêíóòûõ ω-
âååðíûõ, τ -çàìêíóòûõ Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé.

4. Ðàçðàáîòàíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ω-âååðíûõ è òåîðèè Ω-
ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé (ðåøåíèå Çàäà÷è (D) Â.À. Âåäåðíèêîâà).

5. Ðàçðàáîòàíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè Fω-íîðìàëèçàòîðîâ, ãäå F �
ïðîèçâîëüíàÿ ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ (ðåøåíèå Çàäà÷è (E)).
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþò-
ñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè ãðóïï, à òàêæå ìåòîäû òåîðèè êëàññîâ ãðóïï
è òåîðèè ïîäãðóïïîâûõ ôóíêòîðîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ðàáîòà èìå-
åò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â èñ-
ñëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï è òåîðèè êëàññîâ êîíå÷íûõ ãðóïï,
ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ â
îáëàñòè àëãåáðû.

Ïóáëèêàöèè. Ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïî òåìå äèññåðòàöèè âêëþ÷àåò 29
ðàáîò [42] � [70], â òîì ÷èñëå 26 ñòàòåé [42] � [67] îïóáëèêîâàíû â ðåöåíçèðóå-
ìûõ èçäàíèÿõ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 16 ñòàòüÿõ
[42] � [57] â èçäàíèÿõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû äèññåðòàöèè àïðîáèðîâàëèñü:

� íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå êàôåäðû Âûñøåé àëãåáðû
Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà (2017 ã.,
Ìîñêâà);

� íà ñåìèíàðå ¾Àëãåáðà è ëîãèêà¿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èìåíè
Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ (2017 ã., Íîâîñèáèðñê);

� íà Êðàñíîÿðñêîì àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå (2017 ã., Êðàñíîÿðñê);
� íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå îòäåëà àëãåáðû è òîïîëîãèè

Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èìåíè Í.Í. Êðàñîâñêîãî ÓðÎ ÐÀÍ (2016
ã., Åêàòåðèíáóðã);

� íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Àëãåáðà è ëîãèêà: òåîðèÿ è ïðèëî-
æåíèÿ¿ (2016 ã., Êðàñíîÿðñê) � ïëåíàðíûé äîêëàä;

� íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Groups and Graphs, Metrics and
Menifolds"(2017 ã., Åêàòåðèíáóðã);

� íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû àëãåáðû è ãåîìåòðèè Áðÿíñêîãî ãîñóäàðñòâåí-
íîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè È.Ã. Ïåòðîâñêîãî (2014 � 2017 ãã., Áðÿíñê).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ìåæäóíàðîäíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ â Ìîñêâå (2003, 2008), Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå (2002),
Åêàòåðèíáóðãå (2001, 2015), Êðàñíîÿðñêå (2002, 2007, 2010, 2013, 2016), Ãîìå-
ëå (2000, 2005, 2007), Êèåâå (2002), Âëàäèêàâêàçå (2012, 2015), Êàçàíè (2016),
Íàëü÷èêå (2017).

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-
íèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ïåðå÷íÿ óñëîâíûõ îáîçíà÷åíèé è îïðåäåëå-
íèé, ñïèñêà ëèòåðàòóðû (132 íàèìåíîâàíèÿ), ñîñòàâëåííîãî â àëôàâèòíîì
ïîðÿäêå. Îáúåì äèññåðòàöèè � 229 ñòðàíèö.

8



Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå òåîðèè ω-âååðíûõ ôîðìàöèé êîíå÷íûõ
ãðóïï (Çàäà÷à (D1)) è åå ïðèìåíåíèþ ê èçó÷åíèþ âîïðîñîâ äîïîëíÿåìîñòè
êîðàäèêàëîâ â ãðóïïàõ. Öåëüþ äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèå Ïðî-
áëåìû (A) äëÿ ñëó÷àÿ ëîêàëüíîé ôîðìàöèè Ôèòòèíãà F.

Â � 1.1 ðåøàåòñÿ Çàäà÷à (D1). Ïóñòü f : ω ∪ {ω′} → {ôîðìàöèè
ãðóïï}, ãäå f(ω′) 6= Ø, g : P → {ôîðìàöèè ãðóïï}, δ : P → {íåïóñòûå
ôîðìàöèè Ôèòòèíãà} � ôóíêöèè, íàçûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî ωF -ôóíêöèåé,
PF -ôóíêöèåé è PFR-ôóíêöèåé. Ôîðìàöèþ ωF (f, δ) = ( G ∈ E | G/Oω(G) ∈
f(ω′) è G/Gδ(p) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(G) ) íàçûâàåì ω-âååðíîé ôîð-

ìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì δ è ω-ñïóòíèêîì f . Ôîðìàöèþ PF (g, δ) = ( G ∈
E | G/Gδ(p) ∈ g(p) äëÿ âñåõ p ∈ π(G) ) íàçûâàåì âååðíîé ôîðìàöèåé ñ íà-

ïðàâëåíèåì δ è ñïóòíèêîì g. Ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå δ ðàçëè÷íûå PFR-
ôóíöèè, ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå âèäû ω-âååðíûõ (âååðíûõ) ôîðìàöèé. Îäíèì
èç âàæíûõ âèäîâ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ÿâëÿþòñÿ ω-ïîëíûå ôîðìàöèè. ω-
Ïîëíîé íàçûâàåì ôîðìàöèþ F = ωF (f, δ0), ãäå δ0(p) = Ep′ äëÿ ëþáîãî p ∈ P.
Çíà÷åíèå ω-ïîëíûõ ôîðìàöèé â òåîðèè ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï îòðàæåíî
â òåîðåìå 1.1.1.

Òåîðåìà 1.1.1. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ íååäèíè÷íàÿ ôîðìàöèÿ è ω =
π(F). Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ ω-ïîëíîé ôîðìàöèåé.

Ñâÿçü ìåæäó ω-âååðíûìè è âååðíûìè ôîðìàöèÿìè óñòàíàâëèâàåò
Òåîðåìà 1.1.3. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ íååäèíè÷íàÿ ôîðìàöèÿ è π(F) ⊆

ω. Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ω-âååðíîé ñ íàïðàâëåíèåì δ è ω-ñïóòíèêîì f òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F � âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ñïóò-

íèêîì f1 òàêèì,÷òî f1(p) = f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ ω è f1(p) = Ø äëÿ âñåõ

p ∈ P \ ω.
Îäíèì èç âèäîâ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ÿâëÿþòñÿ õîðîøî èçâåñòíûå ω-

ëîêàëüíûå ôîðìàöèè. Â.À. Âåäåðíèêîâ â ðàáîòå [1] ââåë â ðàññìîòðåíèå äâà
âàæíûõ âèäà ω-âååðíûõ ôîðìàöèé � ω-ñïåöèàëüíûå è ω-öåíòðàëüíûå ôîð-
ìàöèè. Äëÿ íàïðàâëåíèé δ0, δ1, δ2, δ3 ñîîòâåòñòâåííî ω-ïîëíîé, ω-ëîêàëüíîé,
ω-ñïåöèàëüíîé è ω-öåíòðàëüíîé ôîðìàöèé ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå: δ0 ≤
δ1 ≤ δ2 ≤ δ3. Ñðåäè íàïðàâëåíèé δ ω-âååðíîé ôîðìàöèè òàêèõ, ÷òî δ0 ≤ δ,
âàæíîå ìåñòî çàíèìàþò p-íàïðàâëåíèÿ, ò.å. íàïðàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå
ðàâåíñòâó Ep′ · δ (p) = δ (p) äëÿ ëþáîãî p ∈ P. Â.À. Âåäåðíèêîâ â [1]
äëÿ ω-âååðíîé ôîðìàöèè ââåë â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèÿ a-íàïðàâëåíèÿ, b-
íàïðàâëåíèÿ, bp-íàïðàâëåíèÿ, ãäå p ∈ P, r-íàïðàâëåíèÿ è s-íàïðàâëåíèÿ. Äëÿ
ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ñ p-íàïðàâëåíèåì ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.1.4. Ïóñòü δ � p-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè. Åñëè F

� âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ, òî F ÿâëÿåòñÿ ω-âååðíîé ôîðìàöèåé

ñ íàïðàâëåíèåì δ äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë ω.
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Ïðè èññëåäîâàíèè ω-âååðíûõ ôîðìàöèé óäîáíî èñïîëüçîâàòü èõ ω-
ñïóòíèêè. Â � 1.1 ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå âàæíûå âèäû ω-ñïóòíèêîâ ω-
âååðíîé ôîðìàöèè. Â òåîðåìå 1.1.6 óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî
ìèíèìàëüíîãî ω-ñïóòíèêà ω-âååðíîé ôîðìàöèè ñ íàïðàâëåíèåì δ, óäîâëåòâî-
ðÿþùèì óñëîâèþ δ0 ≤ δ, à òàêæå ïîëó÷åíî îïèñàíèå åãî ñòðîåíèÿ. Èñïîëüçóÿ
îïèñàíèå ñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ω-ñïóòíèêà ω-âååðíîé ôîðìàöèè, ïîëó÷åí
ðÿä ðåçóëüòàòîâ îá ω-âååðíûõ ôîðìàöèÿõ.

Òåîðåìà 1.1.7. Ïóñòü δ � ps-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè. Ôîð-

ìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ω-âååðíîé ñ íàïðàâëåíèåì δ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
F ÿâëÿåòñÿ {q}-âååðíîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì δ äëÿ ëþáîãî q ∈ ω∩π(F).

Ïàðàãðàôû 1.2 � 1.4 ïîñâÿùåíû ïðèìåíåíèþ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé
ñ íàïðàâëåíèåì δ1 (ω-ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé) ê èññëåäîâàíèþ äîïîëíÿåìî-
ñòè êîðàäèêàëîâ â ãðóïïàõ. Â � 1.2 ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèÿ fω-
öåíòðàëüíîãî è fω-ýêñöåíòðàëüíîãî ãëàâíûõ ôàêòîðîâ ãðóïï, ñâîéñòâà êî-
òîðûõ â � 1.3 è � 1.4 ïðèìåíÿþòñÿ ê èññëåäîâàíèþ óêàçàííûõ âûøå âî-
ïðîñîâ. Ïóñòü f � ωF -ôóíêöèÿ. Ãëàâíûé ωd-ôàêòîð A/B ãðóïïû G íà-
çûâàåì fω-öåíòðàëüíûì â G, åñëè G/CG(A/B) ∈ f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈
ω ∩ π(A/B); fω-ýêñöåíòðàëüíûì â G, åñëè G/CG(A/B) 6∈ f(p) äëÿ íåêî-
òîðîãî p ∈ ω∩π(A/B). Â òåîðåìå 1.2.1 äëÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè Ôèòòèíãà
F óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ F-êîðàäèêàë ãðóïïû G íå ñîäåðæèò
îïðåäåëåííûõ G-ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ ôàêòîðîâ.

Òåîðåìà 1.2.1. Ïóñòü F = ωLF (f) � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèò-

òèíãà ñ ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì f è G = A1A2 · · ·An, ãäå

A1, A2, . . . , An � ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñóáíîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû

G. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ∈ ω ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû
AF

i ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n, òî GF = AF
1A

F
2 · · ·A

F
n è

GF íå ñîäåðæèò G-ãëàâíûõ fω-öåíòðàëüíûõ pd-ôàêòîðîâ.

Â � 1.3 èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ïðèìåíåíèÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F ê äî-
êàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ ω-äîïîëíåíèé è äîïîëíåíèé ê F-êîðàäèêàëó GF

â ãðóïïå G. Â òåîðåìàõ 1.3.1 � 1.3.3 ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ïîäîáíûå (íå
ðàâíîñèëüíûå) ðåçóëüòàòàì Ë.À. Øåìåòêîâà èç [39] (ñì. [39], òåîðåìû 4, 5,
ñëåäñòâèå òåîðåìû 5). Â òåîðåìå 1.3.4 óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
F-êîðàäèêàë GF â ëþáîì ðàñøèðåíèè ãðóïïû G îáëàäàåò ω-äîïîëíåíèåì,
íîðìàëèçóþùèì íåêîòîðóþ ñèëîâñêóþ ïîäãðóïïó èç GF.

Òåîðåìà 1.3.4. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, Γ � ðàñøèðåíèå

ãðóïïû G, ω1 � ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ïðîñòûõ ÷èñåë q ∈ ω, äëÿ êîòîðûõ

ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà èç GF ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Åñëè ω1 6= Ø, òî â Γ
ñóùåñòâóåò ω1-äîïîëíåíèå ê G

F, íîðìàëèçóþùåå íåêîòîðóþ ñèëîâñêóþ p-
ïîäãðóïïó èç GF, ãäå p � íàèìåíüøåå ÷èñëî èç ω1.

Èç òåîðåìû 1.3.4 ñëåäóåò ðåçóëüòàò Ë.À. Øåìåòêîâà èç [15] (ñì. [15],
òåîðåìà 11.10).
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Â � 1.4 ïîëó÷åíî ðåøåíèå Ïðîáëåìû (A). Ñ ýòîé öåëüþ çäåñü ââåäåíî
îïðåäåëåíèå ωF-íîðìàëèçàòîðà ãðóïïû G. Ñëåäóÿ [15] (ñì. [15], îïðåäåëå-
íèå 21.1), ïîäãðóïïó H ãðóïïû G íàçûâàåì ωF-íîðìàëèçàòîðîì ãðóïïû G,
åñëè H/Φ(H) ∩ Oω′(H) ∈ F è ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ öåïü ãðóïïû G âè-
äà H = Ht ⊂ Ht−1 ⊂ · · · ⊂ H1 ⊂ H0 = G, ãäå t ≥ 0, òàêàÿ, ÷òî Hi �
F-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Hi−1 äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , t. Â òåîðåìå
1.4.2 óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ω-äîïîëíÿåìîñòè F-êîðàäèêàëà ãðóï-
ïû G åå ωF-íîðìàëèçàòîðàìè.

Òåîðåìà 1.4.2. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà è

ãðóïïà G = A1A2 · · ·An, ãäå A1, A2, . . . , An � ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå

ñóáíîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Åñëè F-êîðàäèêàë AF
i ÿâëÿåòñÿ ω-

ðàçðåøèìûì äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n, à åãî ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû àáå-

ëåâû äëÿ ëþáîãî p ∈ ω, òî êàæäûé ωF-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ

ω-äîïîëíåíèåì â G ê F-êîðàäèêàëó GF.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé èç òåîðåìû 1.4.2 ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ î äî-
ïîëíÿåìîñòè â êîíå÷íîé ãðóïïå å¼ F-êîðàäèêàëà áåç óñëîâèÿ àáåëåâîñòè åãî
ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï, òåì ñàìûì äëÿ ëîêàëüíîé ôîðìàöèè Ôèòòèíãà F ïîëó-
÷åíî ðåøåíèå Ïðîáëåìû (A).

Ñëåäñòâèå 1.4.1. Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà è ãðóï-

ïà G = A1A2 · · ·An, ãäå A1, A2, . . . , An � ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñóá-

íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Åñëè F-êîðàäèêàë AF
i ÿâëÿåòñÿ π(F)-

ðàçðåøèìûì äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n, à åãî ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû àáåëåâû

äëÿ ëþáîãî p ∈ π(F), òî êàæäûé F-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ äî-

ïîëíåíèåì â G ê F-êîðàäèêàëó GF.

Ñëåäñòâèå 1.4.2. Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà è ãðóï-

ïà G = A1A2 · · ·An, ãäå A1, A2, . . . , An � ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñóáíîð-

ìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Åñëè F-êîðàäèêàë AF
i ÿâëÿåòñÿ àáåëåâûì äëÿ

ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n, òî êàæäûé F-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ äî-

ïîëíåíèåì â G ê å¼ F-êîðàäèêàëó GF.

Ñëåäñòâèå 1.4.4. Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà, ñî-

äåðæàùàÿ âñå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû, è ãðóïïà G = A1A2 · · ·An, ãäå

A1, A2, . . . , An � ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå ñóáíîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóï-

ïû G. Åñëè F-êîðàäèêàë AF
i ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì ñ àáåëåâûìè ñèëîâñêèìè

ïîäãðóïïàìè äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n, òî ïîäãðóïïà GF äîïîëíÿåìà â G.

Îñíîâíûå òåîðåìû 1.1.1, 1.1.3, 1.1.4, 1.1.6, 1.1.7, 1.2.1, 1.3.1 � 1.3.4, 1.4.2
ãëàâû 1 îïóáëèêîâàíû â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ [44], [55] (ñîàâòîð Â.À. Âåäåð-
íèêîâ) â íåðàçäåëèìîì ñîàâòîðñòâå. Äðóãèå ñâîéñòâà ω-âååðíûõ ôîðìàöèé è
èõ ω-ñïóòíèêîâ, ïðåäñòàâëåííûå â ãëàâå, îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [60], [67],
ñîâìåñòíûõ ñ äèïëîìíèêàìè Ì.Â. Êîòëÿðîâîé è Ð.À. Ìàêóõèíûì ñîîòâåò-
ñòâåííî; èì ïðèíàäëåæàò äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèé òåîðåì â [60] è [67].
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Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ê èçó÷åíèþ êëàñ-
ñè÷åñêèõ F-ïîäãðóïï â ãðóïïàõ. Â � 2.1 � � 2.3 ïîëó÷åíî ðåøåíèå Ïðîáëå-
ìû (B): ïîñòðîåíà òåîðèÿ Fω-ïðîåêòîðîâ, ãäå F � ïðîèçâîëüíûé íåïóñòîé
ω-ïðèìèòèâíî çàìêíóòûé ãîìîìîðô, ñîäåðæàùèé íåðàçðåøèìûå ãðóïïû, è,
â ÷àñòíîñòè, ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, ñîäåðæàùàÿ íåðàçðåøèìûå ãðóïïû. Ñ
ýòîé öåëüþ â � 2.1 èçó÷àþòñÿ ω-ïðèìèòèâíî çàìêíóòûå êëàññû ãðóïï è ω-
ïðèìèòèâíûå ãðóïïû. Çäåñü ïîëó÷åíû ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû, èñïîëü-
çóåìûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèé � 2.2 è � 2.3.

Ïóñòü F è X � íåïóñòûå êëàññû ãðóïï, F ⊆ X. Êëàññ ãðóïï F íàçûâàåì
ω-íàñûùåííûì â X, åñëè äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ∈ X è ëþáîé íîðìàëüíîé ïîä-
ãðóïïû N ãðóïïû G òàêîé, ÷òî N ≤ Φ(G)∩Oω(G), èç G/N ∈ F ñëåäóåò, ÷òî
G ∈ F. Êëàññ F íàçûâàåì ω-ïðèìèòèâíî çàìêíóòûì â X èëè, êîðîòêî, ωP -
çàìêíóòûì â X, åñëè äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ∈ X èç G/CoreG(M)∩Oω(G) ∈ F

äëÿ ëþáîé ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû M ãðóïïû G ñëåäóåò, ÷òî G ∈ F. ωP -
çàìêíóòûé â X ãîìîìîðô êîðîòêî áóäåì íàçûâàòü ωP -ãîìîìîðôîì â X. Â
ëåììàõ 2.1.1 � 2.1.3 ïîëó÷åíû ñâîéñòâà ωP -çàìêíóòûõ êëàññîâ ãðóïï.

Â � 2.1 òàêæå ââåäåíî â ðàññìîòðåíèå îïðåäåëåíèå ω-ïðèìèòèâíîé ãðóï-
ïû. Ãðóïïó G íàçûâàåì ω-ïðèìèòèâíîé, åñëè â G ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëü-
íàÿ ïîäãðóïïà M òàêàÿ, ÷òî CoreG(M) ∩ Oω(G) = 1, à M íàçûâàåì ω-
ïðèìèòèâàòîðîì ãðóïïû G. Öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì îá ω-ïðèìèòèâíûõ
ãðóïïàõ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1.1. Ïóñòü G � ω-ïðèìèòèâíàÿ ãðóïïà, M � åå ω-

ïðèìèòèâàòîð è Oω(G) 6= 1. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ

óòâåðæäåíèé:
1) ãðóïïà G ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ìèíèìàëüíóþ íîðìàëüíóþ ω-

ïîäãðóïïó N , CG(N) = N × CoreG(M) è G = [N ]M ;
2) ãðóïïà G ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ìèíèìàëüíóþ íîðìàëüíóþ ω-

ïîäãðóïïó N , CG(N) = CoreG(M) è G = NM ;
3) ãðóïïà G ñîäåðæèò òî÷íî äâå ìèíèìàëüíûå íîðìàëüíûå ω-

ïîäãðóïïû N1 è N2, ïðè÷åì G = [N1]M = [N2]M , N1
∼= N2

∼= N1N2 ∩M ,

CG(Ni) = N3−i × CoreG(M), i = 1, 2.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 2.1.1 ïîëó÷àåòñÿ èçâåñòíûé ðåçóëüòàò
Áýðà î ïðèìèòèâíûõ ãðóïïàõ èç [19].

Â � 2.2 ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèå Fω-ïðîåêòîðà êîíå÷íîé ãðóï-
ïû è èçó÷àþòñÿ åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà. Ïóñòü F � íåïóñòîé êëàññ ãðóïï. Ïîä-
ãðóïïó H ãðóïïû G íàçûâàåì Fω-ïðîåêòîðîì â G, åñëè äëÿ ëþáîé íîðìàëü-
íîé ω-ïîäãðóïïû N ãðóïïû G ïîäãðóïïà HN/N ÿâëÿåòñÿ F-ìàêñèìàëüíîé
ïîäãðóïïîé â G/N . Åñëè ω = π(G), òî Fω-ïðîåêòîð ãðóïïû G ñòàíîâèòñÿ
F-ïðîåêòîðîì â G [28]. Â òåîðåìàõ 2.2.1 è 2.2.2 óñòàíîâëåíû ñîîòâåòñòâåííî
äîñòàòî÷íîå è íåîáõîäèìîå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â ãðóïïå G Fω-ïðîåêòîðîâ
äëÿ íåïóñòîãî ωP -çàìêíóòîãî â X ãîìîìîðôà F.

12



Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô, F � íåïóñòîé

ωP -ãîìîìîðô â X è G ∈ X. Åñëè G îáëàäàåò F-êîðàäèêàëüíîé íîðìàëüíîé

ω-ïîäãðóïïîé, òî â G ñóùåñòâóåò Fω-ïðîåêòîð.

Òåîðåìà 2.2.2. Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô è F � íåïóñòîé

ïîäêëàññ êëàññà X. Åñëè êàæäàÿ ãðóïïà G ∈ X c Oω(G) 6= 1 îáëàäàåò Fω-

ïðîåêòîðîì, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) êëàññ F ÿâëÿåòñÿ ωP -çàìêíóòûì â X;
2) åñëè H ∈ F è N � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû H, òî H/N ∈ F.

Èç òåîðåì 2.2.1 è 2.2.2 ñëåäóåò ðåçóëüòàò Ýðèêñîíà [24].

Â � 2.3 èçó÷àþòñÿ Fω-ïîêðûâàþùèå ïîäãðóïïû êîíå÷íûõ ãðóïï è èõ
âçàèìîñâÿçü ñ Fω-ïðîåêòîðàìè. Ïóñòü F � êëàññ ãðóïï. Ïîäãðóïïó H ãðóïïû
G íàçûâàåì Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, åñëè H ∈ F è èç òîãî,
÷òî H ≤ U ≤ G, V � íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû U è U/V ∈ F ñëåäóåò,
÷òî U = HV . Ïðè ω = π(G) èç îïðåäåëåíèÿ Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïû
ïîëó÷àåì îïðåäåëåíèå F-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïû [27]. Â òåîðåìå 2.3.1 äëÿ
ãðóïïû G ñ àáåëåâîé ìèíèìàëüíîé íîðìàëüíîé ω-ïîäãðóïïîé A óñòàíàâëåíà
âçàèìîñâÿçü ìåæäó ìíîæåñòâàìè ProjFω(G), CovFω(G) è CompG(A) ñîîò-
âåòñòâåííî âñåõ Fω-ïðîåêòîðîâ ãðóïïû G, âñåõ Fω-ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï
ãðóïïû G è âñåõ äîïîëíåíèé ê ïîäãðóïïå A â G.

Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô, F � íåïóñòîé

ωP -ãîìîìîðô â X, G ∈ X \ F, A � àáåëåâà ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-

ïîäãðóïïà ãðóïïû G, G/A ∈ F. Òîãäà ProjFω(G) = CovFω(G) = CompG(A).

Â òåîðåìå 2.3.2 èññëåäóåòñÿ âîïðîñ âêëþ÷åíèÿ F-ïîäãðóïï ãðóïïû G â
åå Fω-ïîêðûâàþùóþ ïîäãðóïïó.

Òåîðåìà 2.3.2. Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô, F � íåïóñòîé

ωP -ãîìîìîðô â X, G ∈ X, N � íèëüïîòåíòíàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà
ãðóïïû G. Åñëè H � F-ïîäãðóïïà â G òàêàÿ, ÷òî G = HN , òî H ñîäåð-

æèòñÿ â íåêîòîðîé Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïå ãðóïïû G. Â ÷àñòíîñòè,

åñëè H � F-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî G = HN , òî H
� Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà â G.

Â òåîðåìå 2.3.4 äëÿ íåïóñòîãî ωP -çàìêíóòîãî â X ãîìîìîðôà F óñòàíîâ-
ëåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó Fω-ïðîåêòîðàìè è Fω-ïîêðûâàþùèìè ïîäãðóïïàìè.

Òåîðåìà 2.3.4. Ïóñòü X � íàñëåäñòâåííûé ãîìîìîðô, F � íåïó-

ñòîé ωP -ãîìîìîðô â X, G � X-ãðóïïà, îáëàäàþùàÿ π(F)-ðàçðåøèìîé F-

êîðàäèêàëüíîé íîðìàëüíîé ω-ïîäãðóïïîé. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåò-

ñÿ Fω-ïðîåêòîðîì â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H � Fω-ïîêðûâàþùàÿ

ïîäãðóïïà â G.

Â òåîðåìå 2.3.5 äëÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâà-
íèå è ñîïðÿæåííîñòü Fω-ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï (Fω-ïðîåêòîðîâ) â ãðóïïå ñ
π(F)-ðàçðåøèìûì F-êîðàäèêàëîì, ÿâëÿþùèìñÿ ω-ãðóïïîé.
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Òåîðåìà 2.3.5. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, F-êîðàäèêàë GF

ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ π(F)-ðàçðåøèìîé ω-ãðóïïîé. Òîãäà ãðóïïà G èìååò ïî

êðàéíåé ìåðå îäíó Fω-ïîêðûâàþùóþ ïîäãðóïïó (îäèí Fω-ïðîåêòîð) è ëþáûå
äâå Fω-ïîêðûâàþùèå ïîäãðóïïû (äâà Fω-ïðîåêòîðà) èç G ñîïðÿæåíû â G.

Â òåîðåìå 2.3.6 èçó÷àåòñÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó Fω-ïîêðûâàþùèìè è F-
àáíîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè â ãðóïïàõ.

Òåîðåìà 2.3.6. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà, GF � ω-
ãðóïïà è H < G. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ Fω-ïîêðûâàþùåé â G
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H ∈ F è H � F-àáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G.

Â òåîðåìå 2.3.7 äëÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâà-
íèå Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïû â îïðåäåëåííîé ïîäãðóïïå ãðóïïû G.

Ñëåäñòâèÿìè òåîðåìû 2.3.2 ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû Ë.À. Øåìåòêîâà ([15],
òåîðåìà 15.9(1)), Ãàøþöà (ñì. [23], ëåììà III, 3.14), Ýðèêñîíà [24]. Èç òåîðåìû
2.3.4 ïðè ω = π(G) íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ òåîðåìà Ýðèêñîíà [24]. Ñëåä-
ñòâèÿìè òåîðåìû 2.3.5 ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû Ë.À. Øåìåòêîâà ([15], òåîðåìà
15.7), Ý.Ô. Øìèãèðåâà [18], Øìèäà [37] (ñì. [15], òåîðåìà 15.6). Ñëåäñòâèåì
òåîðåìû 2.3.6 ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ë.À. Øåìåòêîâà ([15], òåîðåìà 15.1). Â êà-
÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 2.3.7 ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò Êàðòåðà è Õîóêñà
([22], òåîðåìà 5.12).

Â � 2.4 � � 2.6 ðåøåíà Çàäà÷à (E). � 2.4 ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ Fω-
ïðåäåëüíûõ è Fω-êðèòè÷åñêèõ ïîäãðóïï êîíå÷íûõ ãðóïï. Ðåçóëüòàòû, ïðåä-
ñòàâëåííûå çäåñü, èñïîëüçóþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé
� 2.5 è � 2.6. Ñëåäóÿ [15], íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó R ãðóïïû G íàçûâàåì Fω-

ïðåäåëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â G, åñëè R ≤ GF è R/R∩Φ(G)∩Oω(G)
ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ôàêòîðîì ãðóïïû G. Ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïó M ãðóï-
ïû G íàçûâàåì Fω-êðèòè÷åñêîé â G, åñëè G = MR äëÿ íåêîòîðîé Fω-
ïðåäåëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû R èç G. Â ëåììàõ 2.4.1 � 2.4.4 ïîëó÷åíû
ñâîéñòâà Fω-ïðåäåëüíûõ è Fω-êðèòè÷åñêèõ ïîäãðóïï.

Â � 2.5 ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèå Fω-íîðìàëèçàòîðà êîíå÷íîé
ãðóïïû è èçó÷àþòñÿ åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ
è G � ãðóïïà. F-ïîäãðóïïó H ãðóïïû G íàçûâàåì Fω-íîðìàëèçàòîðîì â G,
åñëè ñóùåñòâóåò öåïü ïîäãðóïï ãðóïïû G âèäà H = Ht ⊂ Ht−1 ⊂ . . . ⊂ H1 ⊂
H0 = G, ãäå t ≥ 0, òàêàÿ, ÷òî Hi � Fω-êðèòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå Hi−1

äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , t. Â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ ïðåäñòàâëåíû ñâîéñòâà Fω-
íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïï.

Òåîðåìà 2.5.1. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, G � ãðóïïà ñ

F-êîðàäèêàëîì GF, ÿâëÿþùèìñÿ ω-ãðóïïîé. Òîãäà â G ñóùåñòâóåò Fω-

íîðìàëèçàòîð H è G = GFH.

Òåîðåìà 2.5.2. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, π = π(F) è F-

êîðàäèêàë GF ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ π-ðàçðåøèìîé ω-ãðóïïîé. Òîãäà ëþáûå
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äâà Fω-íîðìàëèçàòîðà ãðóïïû G ñîïðÿæåíû â G.

Òåîðåìà 2.5.3. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ ñ âíóòðåííèì ω-
ñïóòíèêîì f , π = π(F), H � Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G. Òîãäà H ïîêðûâà-

åò êàæäûé fω-öåíòðàëüíûé è èçîëèðóåò êàæäûé fω-ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâ-
íûé ωd-ôàêòîð ãðóïïû G, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) GF � π-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà;
2) GF � ω-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà.

Ïðè ω = π(G) èç òåîðåìû 2.5.2 íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àþòñÿ ðåçóëü-
òàòû Ë.À. Øåìåòêîâà ([14]; ñì. òàêæå [15], òåîðåìà 21.4), Êàðòåðà è Õîóêñà
([22]; ñì. òàêæå [23], òåîðåìà V, 3.2). Ñëåäñòâèÿìè òåîðåìû 2.5.3 ÿâëÿþòñÿ
ðåçóëüòàòû Ë.À. Øåìåòêîâà ([14]; ñì. òàêæå [15], ñëåäñòâèå 21.1.1), Êàðòåðà
è Õîóêñà ([22]; ñì. òàêæå [23], òåîðåìà V, 3.2).

Â òåîðåìå 2.5.5 äëÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè Ôèòòèíãà F óñòàíîâëå-
íû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äîïîëíÿåìîñòè F-êîðàäèêàëà ãðóïïû G åå Fω-
íîðìàëèçàòîðàìè, òåì ñàìûì ïîëó÷åíî ðåøåíèå Ïðîáëåìû (A).

Òåîðåìà 2.5.5. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà, π =
π(F) è G = A1A2 · · ·An, ãäå A1, A2, . . . , An � ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íûå

ñóáíîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Åñëè F-êîðàäèêàë AF
i ÿâëÿåòñÿ π-

ðàçðåøèìîé ω-ãðóïïîé, à åãî ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû àáåëåâû äëÿ ëþáîãî

p ∈ ω, i = 1, 2, . . . , n, òî êàæäûé Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ

äîïîëíåíèåì ê F-êîðàäèêàëó GF â G.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû 1.4.2, 2.5.5 ÿâëÿþòñÿ ðàçâèòèåì îñíîâíûõ ðåçóëü-
òàòîâ ðàáîò Ñ.Ô. Êàìîðíèêîâà [3] è Ñ.Ô. Êàìîðíèêîâà, Î.Ë. Øåìåòêîâîé [4].

Â � 2.6 äëÿ ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè F ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ î âçàè-
ìîñâÿçè Fω-íîðìàëèçàòîðîâ ñ Fω-ïîêðûâàþùèìè ïîäãðóïïàìè â ãðóïïàõ. Â
òåîðåìå 2.6.1 ïðåäñòàâëåí öåíòðàëüíûé ðåçóëüòàò äàííîãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 2.6.1. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, π = π(F), G
� ãðóïïà è GF � π-ðàçðåøèìàÿ ω-ãðóïïà. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ:
1) âñÿêàÿ F-ñóáàáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñîäåðæèò, ïî êðàé-

íåé ìåðå, îäèí Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G;
2) âñÿêàÿ Fω-ïîêðûâàþùàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñîäåðæèò, ïî êðàéíåé

ìåðå, îäèí Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G;
3) êàæäûé Fω-íîðìàëèçàòîð ãðóïïû G ñîäåðæèòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå,

â îäíîé Fω-ïîêðûâàþùåé ïîäãðóïïå ãðóïïû G.

Â òåîðåìå 2.6.2 óñòàíîâëåíî, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ìíîæåñòâî Fω-
íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïïû ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ åå Fω-ïîêðûâàþùèõ
ïîäãðóïï.

Òåîðåìà 2.6.2. Ïóñòü F � ω-ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ, GF � íèëüïîòåíò-

íàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ Fω-íîðìàëèçàòîðîâ ãðóï-

15



ïû G ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ åå Fω-ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï.

Â òåîðåìå 2.6.3 äëÿ ω-ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé F1 è F2 ïîëó÷åí ðåçóëü-
òàò, õàðàêòåðèçóþùèé âëèÿíèå ñîâïàäåíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ Fω1 -ïîêðûâàþùèõ
ïîäãðóïï ãðóïïû G ñî ìíîæåñòâîì âñåõ åå Fω2 -ïîêðûâàþùèõ ïîäãðóïï íà ñîâ-
ïàäåíèå ìíîæåñòâà âñåõ Fω1 -íîðìàëèçàòîðîâ ãðóïïû G ñî ìíîæåñòâîì âñåõ åå
Fω2 -íîðìàëèçàòîðîâ.

Îòìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 2.6.1 ñëåäóåò ðåçóëüòàò Ë.À. Øåìåòêîâà ([15],
òåîðåìà 21.8). Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé èç òåîðåìû 2.6.2 ïîëó÷àþòñÿ ðåçóëüòàòû
Ë.À. Øåìåòêîâà ([14], ñì. òàêæå [15], ñëåäñòâèå 21.5.2) è Êàðòåðà è Õîóêñà
([22], òåîðåìà 5.6).

Îñíîâíûå òåîðåìû 2.1.1, 2.2.1, 2.2.2, 2.3.1, 2.3.2, 2.3.4 � 2.3.7, 2.5.1 �
2.5.3, 2.5.5, 2.6.1 � 2.6.3 ãëàâû 2 îïóáëèêîâàíû â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ [56], [57]
(ñîàâòîð Â.À. Âåäåðíèêîâ). Âñå ïåðå÷èñëåííûå òåîðåìû ïðèíàäëåæàò äèññåð-
òàíòó, ïðè ýòîì èäåè è ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâ îáñóæäàëèñü è ñîãëàñîâûâàëèñü
ñ Â.À. Âåäåðíèêîâûì.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ê èçó÷åíèþ ïîä-
ôîðìàöèîííîãî ñòðîåíèÿ ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ
Hθ-êðèòè÷åñêèõ ôîðìàöèé. Â äàííîé ãëàâå ðåøåíà Ïðîáëåìà (C) äëÿ n-
êðàòíî ω-âååðíûõ è τ -çàìêíóòûõ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé.

Ôîðìàöèÿ F íàçûâàåòñÿ Hθ-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé (èëè, èíà÷å, ìèíè-
ìàëüíîé íå H θ-ôîðìàöèåé), åñëè F 6⊆ H, íî âñå ñîáñòâåííûå θ-ïîäôîðìàöèè
èç F â êëàññå H ñîäåðæàòñÿ, ãäå H � íåêîòîðûé êëàññ ãðóïï, θ � ñîâîêóï-
íîñòü ôîðìàöèé, F ∈ θ (ñì., íàïðèìåð, [7], [16]). Hθ-êðèòè÷åñêóþ ôîðìàöèþ
â ñëó÷àå, êîãäà θ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ n-êðàòíî ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ñ íàïðàâ-
ëåíèåì δ, íàçûâàåì Hωδn-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé. Â ñëó÷àå, êîãäà n = 1,
Hωδn-êðèòè÷åñêóþ ôîðìàöèþ íàçûâàåì Hωδ-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé. Â � 3.1
è � 3.2 èçó÷àþòñÿ n-êðàòíî ω-âååðíûå ôîðìàöèè. Â òåîðåìàõ 3.1.1 è 3.1.2 ðå-
øàåòñÿ Ïðîáëåìà (C) äëÿ n-êðàòíî ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ñ bp-íàïðàâëåíèåì.

Òåîðåìà 3.1.1. Ïóñòü n ∈ N, δ � bp-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìà-

öèè, δ ≤ δ3, H � ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì

âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì h, F � n-êðàòíî ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëå-

íèåì δ è ìèíèìàëüíûì ωδ(n−1)-ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ

Hωδn-êðèòè÷åñêîé, òî F = ωFn(G, δ), ãäå G � ãðóïïà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà

èç F \ H ñ ìîíîëèòîì P = GH òàêèì, ÷òî åñëè π(P ) ⊆ ω, òî ôîðìà-

öèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)ωδ(n−1)-êðèòè÷åñêîé äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π(P ), à åñëè
π(P ) 6⊆ ω, òî f(ω′) ÿâëÿåòñÿ h(ω′)ωδ(n−1)-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Òåîðåìà 3.1.2.Ïóñòü n ∈ N, δ � bp-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè,
δ ≤ δ3, H � n-êðàòíî ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëü-

íûì âíóòðåííèì ω-ñïóòíèêîì h, F = ωFn(G, δ) � ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëü-

íûì ωδ(n−1)-ñïóòíèêîì f , ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì

P = GH òàêèì, ÷òî åñëè π(P ) ∩ ω 6= Ø, òî Φ(G) = 1, π(P ) = {p} è ôîð-
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ìàöèÿ f(p) ÿâëÿåòñÿ h(p)ωδ(n−1)-êðèòè÷åñêîé, à åñëè π(P )∩ω = Ø, òî f(ω′)
ÿâëÿåòñÿ h(ω′)ωδ(n−1)-êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé. Òîãäà ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ

Hωδn-êðèòè÷åñêîé.

Âñÿêîå br-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ bp-íàïðàâëåíèåì,
îáðàòíîå íåâåðíî. Ïîýòîìó â � 3.1 îòäåëüíî ðàññìîòðåíû êðèòè÷åñêèå n-
êðàòíî ω-âååðíûå ôîðìàöèè ñ br-íàïðàâëåíèåì δ ≤ δ3. Â � 3.2 èçó÷åíû êðè-
òè÷åñêèå n-êðàòíî ω-âååðíûå ôîðìàöèè â ñëó÷àå, êîãäà n = 1.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôîâ 3.1 è 3.2 îïóáëèêîâàíû â ñîâìåñò-
íûõ ðàáîòàõ [47], [48] (ñîàâòîð Ì.À. Êîðïà÷åâà). Îñíîâíûå òåîðåìû 3.1.1,
3.1.2 ãëàâû 3 ïðèíàäëåæàò Ì.Ì. Ñîðîêèíîé. Â [42], [59], [70] èññëåäîâàëèñü
ðàçëè÷íûå âèäû êðèòè÷åñêèõ ω-âååðíûõ è âååðíûõ ôîðìàöèé.

Â � 3.3 è � 3.4 èçó÷àþòñÿ τ -çàìêíóòûå ω-âååðíûå ôîðìàöèè, ãäå τ �
ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, ò.å. îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé
ãðóïïå G íåêîòîðóþ íåïóñòóþ ñèñòåìó τ(G) åå ïîäãðóïï, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ (τ(G))α = τ(Gα) äëÿ ëþáîãî èçîìîðôèçìà α êàæäîé ãðóïïû G
(ñì., íàïðèìåð, [2]). Ôîðìàöèÿ F íàçûâàåòñÿ τ -çàìêíóòîé, åñëè τ(G) ⊆ F

äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ∈ F [10]; ω-ñïóòíèê ω-âååðíîé ôîðìàöèè íàçûâàåì τ -

çàìêíóòûì, åñëè âñå åãî çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ τ -çàìêíóòûìè ôîðìàöèÿìè. Â
òåîðåìàõ 3.4.1 è 3.4.2 ðåøàåòñÿ Ïðîáëåìà (C) äëÿ τ -çàìêíóòûõ ω-âååðíûõ
ôîðìàöèé ñ bp-íàïðàâëåíèåì.

Òåîðåìà 3.4.1. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤
δ3, τ � ðåãóëÿðíûé δ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, H � τ -çàìêíóòàÿ

ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ω-

ñïóòíèêîì h, F � τ -çàìêíóòàÿ ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è

ìèíèìàëüíûì τ -çàìêíóòûì ω-ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ

Hτωδ-êðèòè÷åñêîé, òî F = τωF (G, δ), ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìî-

íîëèòîì P = GH, ïðè÷åì, åñëè π(P ) ⊆ ω, òî Φ(G) = 1 è ôîðìàöèÿ f(p)
ÿâëÿåòñÿ h(p)τ -êðèòè÷åñêîé äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π(P ), à åñëè π(P ) 6⊆ ω, òî
f(ω′) ÿâëÿåòñÿ h(ω′)τ -êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Òåîðåìà 3.4.2. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå ω-âååðíîé ôîðìàöèè, δ ≤
δ3, τ � ðåãóëÿðíûé δ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, H � τ -çàìêíóòàÿ

ω-âååðíàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì δ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì ω-
ñïóòíèêîì h, F = τωF (G, δ) � ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì τ -çàìêíóòûì
ω-ñïóòíèêîì f , ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH,

ïðè÷åì, åñëè π(P ) ∩ ω 6= Ø, òî Φ(G) = 1, π(P ) = {p} è ôîðìàöèÿ f(p) ÿâ-
ëÿåòñÿ h(p)τ -êðèòè÷åñêîé, à åñëè π(P )∩ ω = Ø, òî f(ω′) ÿâëÿåòñÿ h(ω′)τ -
êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé. Òîãäà ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Hτωδ-êðèòè÷åñêîé.

Èç òåîðåì 3.4.1 è 3.4.2 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò ðåçóëüòàòû äëÿ êðè-
òè÷åñêèõ τ -çàìêíóòûõ ω-ëîêàëüíûõ, ω-ñïåöèàëüíûõ è ω-öåíòðàëüíûõ ôîð-
ìàöèé.
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Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôîâ 3.3 è 3.4 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ
[49] (ñîàâòîð Ì.À. Êîðïà÷åâà) è [54]. Îñíîâíûå òåîðåìû 3.4.1, 3.4.2 ãëàâû
3 ïðèíàäëåæàò Ì.Ì. Ñîðîêèíîé. Â [65], [66] èññëåäîâàëèñü ðàçëè÷íûå âèäû
êðèòè÷åñêèõ τ -çàìêíóòûõ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ òåîðèè
ïîäãðóïïîâûõ ôóíêòîðîâ ê èññëåäîâàíèþ τ -çàìêíóòûõ ôîðìàöèé èçó÷àëîñü
â [53], [63].

Ãëàâà 4 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå òåîðèè Ω-ðàññëîåííûõ
ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï (Çàäà÷à (D2)) è åå ïðèìåíåíèþ ê èçó÷åíèþ ïîä-
ôîðìàöèîííîãî ñòðîåíèÿ ôîðìàöèé. Öåëüþ ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèå
Ïðîáëåìû (C) äëÿ τ -çàìêíóòûõ Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé.

Â � 4.1 ðàçðàáîòàíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìà-
öèé êîíå÷íûõ ãðóïï. Ïóñòü f : Ω∪{Ω′} → {ôîðìàöèè ãðóïï}, ãäå f(Ω′) 6= Ø,
g : I → {ôîðìàöèè ãðóïï}, ϕ : I → {íåïóñòûå ôîðìàöèè Ôèòòèíãà} �
ΩF -ôóíêöèÿ, F -ôóíêöèÿ è FR-ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèè f , g è ϕ
ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà èçîìîðôíûõ ãðóïïàõ èç îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ. Ôîðìàöèþ ΩF (f, ϕ) = (G ∈ E|G/OΩ(G) ∈ f(Ω′) è G/Gϕ(A) ∈ f(A)
äëÿ âñåõ A ∈ Ω∩K(G)) íàçûâàåì Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì
ϕ è Ω-ñïóòíèêîì f . Ôîðìàöèþ F (g, ϕ) = (G ∈ E|G/Gϕ(A) ∈ g(A) äëÿ âñåõ
A ∈ K(G)) íàçûâàåì ðàññëîåííîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è ñïóòíèêîì

g. Îäíèì èç âàæíûõ âèäîâ Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé ÿâëÿþòñÿ Ω-ñâîáîäíûå
ôîðìàöèè. Ôîðìàöèþ F = ΩF (f, ϕ0) íàçûâàåì Ω-ñâîáîäíîé ôîðìàöèåé, ãäå
ϕ0(A) = EA′ äëÿ ëþáîãî A ∈ I. Ðîëü Ω-ñâîáîäíûõ ôîðìàöèé ðàñêðûâàåòñÿ â
òåîðåìå 4.1.1.

Òåîðåìà 4.1.1. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ íååäèíè÷íàÿ ôîðìàöèÿ è Ω =
K(F). Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ Ω-ñâîáîäíîé ôîðìàöèåé.

Ñâÿçü ìåæäó Ω-ðàññëîåííûìè è ðàññëîåííûìè ôîðìàöèÿìè óñòàíàâëèâàåò

Òåîðåìà 4.1.2. Ïóñòü F � íåïóñòàÿ íååäèíè÷íàÿ ôîðìàöèÿ è

Ω = K(F). Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Ω-ðàññëîåííîé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è Ω-
ñïóòíèêîì f òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F � ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ íà-

ïðàâëåíèåì ϕ ñïóòíèêîì f1 òàêèì, ÷òî f1(A) = f(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ Ω è

f1(A) = Ø äëÿ âñåõ A ∈ I \ Ω.

Îäíèì èç âèäîâ Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé ÿâëÿþòñÿ õîðîøî èçâåñò-
íûå Ω-êîìïîçèöèîííûå ôîðìàöèè. Ôîðìàöèþ F = ΩF (f, ϕ′2) íàçûâàåì Ω-
êàíîíè÷åñêîé ôîðìàöèåé, ãäå ϕ′2(A) = EA′ · EA äëÿ ëþáîãî A ∈ I. Â.À. Âå-
äåðíèêîâ â [40] ââåë â ðàññìîòðåíèå Ω-áèêàíîíè÷åñêèå ôîðìàöèè. Äëÿ íà-
ïðàâëåíèé ϕ0, ϕ2, ϕ3 ñîîòâåòñòâåííî Ω-ñâîáîäíîé, Ω-áèêàíîíè÷åñêîé è Ω-
êîìïîçèöèîííîé ôîðìàöèé ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå ϕ0 ≤ ϕ2 ≤ ϕ3. Íà-
ïðàâëåíèå ϕ Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè íàçûâàåì ïðàâèëüíûì èëè, êîðîòêî,
r-íàïðàâëåíèåì, åñëè ϕ(A) = EA′ · ϕ(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ I. Â.À. Âåäåðíèêî-
âûì â [40] ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå òàêèå âèäû íàïðàâëåíèé Ω-ðàññëîåííîé
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ôîðìàöèè, êàê a-íàïðàâëåíèå, b-íàïðàâëåíèå, bA-íàïðàâëåíèåì, ãäå A ∈ I,
n-íàïðàâëåíèå. Äëÿ Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé ñ r-íàïðàâëåíèåì ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1.3. Ïóñòü ϕ � r-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè.

Åñëè F � ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ, òî F ÿâëÿåòñÿ Ω-
ðàññëîåííîé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî êëàññà Ω ⊆ I.

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå âàæíûå âèäû Ω-
ñïóòíèêîâ Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè. Â òåîðåìå 4.1.5 óñòàíîâëåíî ñóùåñòâî-
âàíèå åäèíñòâåííîãî ìèíèìàëüíîãî Ω-ñïóòíèêà Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè ñ
íàïðàâëåíèåì ϕ, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ ϕ0 ≤ ϕ, à òàêæå ïîëó÷åíî îïè-
ñàíèå åãî ñòðîåíèÿ. Èñïîëüçóÿ îïèñàíèå ñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî Ω-ñïóòíèêà
Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè, ïîëó÷åíû ñâîéñòâà Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé.

Òåîðåìà 4.1.6. Ïóñòü ϕ � nr-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè.

Ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ Ω-ðàññëîåííîé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ (Zp)-ðàññëîåííîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ äëÿ

ëþáîãî Zp ∈ Ω ∩K(F).

Â òåîðåìå 4.1.7 ïîëó÷åíî îïèñàíèå ñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîëóâíóò-
ðåííåãî Ω-ñïóòíèêà Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè ñ bAr-íàïðàâëåíèåì, ãäå A ∈ Ω.

Òåîðåìà 4.1.7. Ïóñòü F � Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ bAr-

íàïðàâëåíèåì ϕ, ãäå A ∈ Ω. Òîãäà F îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëü-

íûì ïîëóâíóòðåííèì Ω-ñïóòíèêîì f , óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ: åñëè

f(A) 6= E, òî f(A) = EAh(A), ãäå h � ïðîèçâîëüíûé ïîëóâíóòðåííèé Ω-
ñïóòíèê ôîðìàöèè F.

Îñíîâíûå òåîðåìû 4.1.1 � 4.1.3, 4.1.5, 4.1.6 ãëàâû 4 îïóáëèêîâàíû â ñîâ-
ìåñòíîé ðàáîòå [43] (ñîàâòîð Â.À. Âåäåðíèêîâ) â íåðàçäåëèìîì ñîàâòîðñòâå;
òåîðåìà 4.1.7 îïóáëèêîâàíà àâòîðîì â [52].

Â � 4.2 èçó÷àþòñÿ ìàêñèìàëüíûå ïîäôîðìàöèè Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìà-
öèé, à èìåííî, óñòàíàâëèâàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îäíîïîðîæäåííàÿ Ω-
ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ èìååò åäèíñòâåííóþ ìàêñèìàëüíóþ Ω-ðàññëîåííóþ
ïîäôîðìàöèþ. Îäíèì èç öåíòðàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2.1. Ïóñòü ϕ � br-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè

òàêîå, ÷òî ϕ ≤ ϕ3, G = [P ]H � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì

P , ãäå P = CG(P ) � p-ãðóïïà, Zp ∈ Ω, H � f -áàçèñíàÿ ãðóïïà è M

� ìàêñèìàëüíàÿ ïîäôîðìàöèÿ èç formH. Òîãäà Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ

F = ΩF (G,ϕ) îáëàäàåò åäèíñòâåííîé ìàêñèìàëüíîé Ω-ðàññëîåííîé ïîäôîð-
ìàöèåé ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è Ω-ñïóòíèêîì h, èìåþùèì ñëåäóþùåå ñòðîåíèå:
h(Ω′) = form(G/OΩ(G)), h(Zp) = M, h(A) = form(G/Gϕ(A)) äëÿ âñåõ

A ∈ (Ω ∩K(G)) \ (Zp), h(A) = Ø, åñëè A ∈ Ω \ K(G).

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 4.2 îïóáëèêîâàíû â ñîâìåñòíîé
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ðàáîòå [46] (ñîàâòîð Ì.À. Êîðïà÷åâà). Òåîðåìà 4.2.1 ïðèíàäëåæèò Ì.Ì. Ñî-
ðîêèíîé.

Â � 4.3 è � 4.4 èçó÷àþòñÿ τ -çàìêíóòûå Ω-ðàññëîåííûå ôîðìàöèè, ãäå
τ � ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð. Â � 4.3 ïðåäñòàâëåíû ñâîéñòâà τ -çàìêíóòûõ Ω-
ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé. Îäíèì èç öåíòðàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ çäåñü ÿâëÿåò-
ñÿ òåîðåìà 4.3.1, óñòàíàâëèâàþùàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó τ -çàìêíóòîñòüþ Ω-
ðàññëîåííîé ôîðìàöèè è τ -çàìêíóòîñòüþ åå Ω-ñïóòíèêà. Âñå îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû ïàðàãðàôà 4.3 îïóáëèêîâàíû â [51], [64]. Òåîðåìà 4.3.1 ïðèíàäëåæàò
äèññåðòàíòó.

Â � 4.4 èçó÷àþòñÿ êðèòè÷åñêèå τ -çàìêíóòûå Ω-ðàññëîåííûå ôîðìà-
öèè. Â òåîðåìàõ 4.4.1 è 4.4.2 ðåøàåòñÿ Ïðîáëåìà (C) äëÿ τ -çàìêíóòûõ Ω-
ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé ñ br-íàïðàâëåíèåì.

Òåîðåìà 4.4.1. Ïóñòü ϕ � br-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè,

ϕ ≤ ϕ3, τ � ðåãóëÿðíûé Ωϕ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, çàìêíóòûé
îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ, H � τ -çàìêíóòàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ
ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì Ω-ñïóòíèêîì
h, F � τ -çàìêíóòàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è ìèíè-

ìàëüíûì τ -çàìêíóòûì Ω-ñïóòíèêîì f . Åñëè ôîðìàöèÿ F ÿâëÿåòñÿ HτΩϕ-

êðèòè÷åñêîé, òî F = τΩF (G,ϕ), ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ τ -ìèíèìàëüíàÿ
íå H-ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì P = GH, ïðè÷åì åñëè K(P ) ⊆ Ω, òî ôîðìàöèÿ
f(A) ÿâëÿåòñÿ h(A)τ -êðèòè÷åñêîé äëÿ A ∈ K(P ), à åñëè K(P ) 6⊆ Ω, òî
f(Ω′) ÿâëÿåòñÿ h(Ω′)τ -êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé.

Òåîðåìà 4.4.2. Ïóñòü ϕ � br-íàïðàâëåíèå Ω-ðàññëîåííîé ôîðìàöèè,

ϕ ≤ ϕ3, τ � ðåãóëÿðíûé Ωϕ-ðàäèêàëüíûé ïîäãðóïïîâîé ôóíêòîð, çàìêíóòûé
îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ, H � τ -çàìêíóòàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ
ôîðìàöèÿ ñ íàïðàâëåíèåì ϕ è ìàêñèìàëüíûì âíóòðåííèì Ω-ñïóòíèêîì h,
F = τΩF (G,ϕ) � τ -çàìêíóòàÿ Ω-ðàññëîåííàÿ ôîðìàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì τ -
çàìêíóòûì Ω-ñïóòíèêîì f , ãäå G � ìîíîëèòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ ìîíîëèòîì

P = GH, ïðè÷åì åñëè K(P ) ⊆ Ω, òî Φ(G) = 1 è ôîðìàöèÿ f(A) ÿâëÿåòñÿ
h(A)τ -êðèòè÷åñêîé äëÿ A ∈ K(P ), à åñëè K(P ) 6⊆ Ω, òî f(Ω′) ÿâëÿåòñÿ

h(Ω′)τ -êðèòè÷åñêîé ôîðìàöèåé. Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ HτΩϕ-êðèòè÷åñêîé ôîð-

ìàöèåé.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 4.4 îïóáëèêîâàíû â ñîâìåñòíîé
ðàáîòå [51] (ñîàâòîð Ì.À. Êîðïà÷åâà). Îñíîâíûå òåîðåìû 4.4.1, 4.4.2 ãëà-
âû 4 ïðèíàäëåæàò Ì.Ì. Ñîðîêèíîé. Ïåðâûìè ðàáîòàìè àâòîðà î êðèòè-
÷åñêèõ Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèÿõ ÿâëÿþòñÿ ðàáîòû [45], [58], îïóáëèêîâàí-
íûå ñîâìåñòíî ñ Í.Â. Ñèëåíîê. Ïîçäíåå â ñåðèè ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [46],
[50]) àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Ì.À. Êîðïà÷åâîé èññëåäîâàëèñü êðèòè÷åñêèå Ω-
ðàññëîåííûå ôîðìàöèè êîíå÷íûõ ãðóïï ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé, à òàêæå
êðèòè÷åñêèå Ω-ðàññëîåííûå ôîðìàöèè ìóëüòèîïåðàòîðíûõ T -ãðóïï. Èññëå-
äîâàíèþ τ -çàìêíóòûõ Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé ïîñâÿùåíû ðàáîòû [61], [62].
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Çàêëþ÷åíèå

Âûâîäû. Â äèññåðòàöèè ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Ðåøåíà (ñîâìåñòíî ñ Â.À. Âåäåðíèêîâûì) Ïðîáëåìà (A) (ïðîáëåìà Âè-
ëàíäòà [41]) î äîïîëíÿåìîñòè â êîíå÷íîé ãðóïïå F-êîðàäèêàëà áåç óñëî-
âèÿ àáåëåâîñòè åãî ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï äëÿ ω-ëîêàëüíîé (ëîêàëüíîé)
ôîðìàöèè Ôèòòèíãà F.

2. Ðåøåíà Ïðîáëåìà (B) (ïðîáëåìà Äåðêà è Õîóêñà [23]) î ðàñøèðåíèè óíè-
âåðñóìà, â êîòîðîì ðàáîòàåò òåîðèÿ ïðîåêòîðîâ, çà ïðåäåëû êëàññà âñåõ
êîíå÷íûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï.

3. Ðåøåíà Ïðîáëåìà (C) (ïðîáëåìà Ë.À. Øåìåòêîâà [16]) èçó÷åíèÿ
Hθ-êðèòè÷åñêèõ ôîðìàöèé äëÿ n-êðàòíî ω-âååðíûõ, τ -çàìêíóòûõ ω-
âååðíûõ, τ -çàìêíóòûõ Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé.

4. Ðàçðàáîòàíû (ñîâìåñòíî ñ Â.À. Âåäåðíèêîâûì) òåîðèè ω-âååðíûõ è Ω-
ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï (ðåøåíèå Çàäà÷è (D)).

5. Ïîñòðîåíà òåîðèÿ Fω-íîðìàëèçàòîðîâ, ãäå F � ïðîèçâîëüíàÿ ω-ëîêàëüíàÿ
ôîðìàöèÿ (ðåøåíèå Çàäà÷è (E)).

ß âûðàæàþ ñåðäå÷íóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó ó÷èòåëþ � äîêòîðó
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Âèêòîðó Àëåêñàíäðîâè÷ó Âåäåð-
íèêîâó. ß ãëóáîêî ïðèçíàòåëüíà Âèêòîðó Àëåêñàíäðîâè÷ó çà öåííûå èäåè,
ðåàëèçîâàííûå â äèññåðòàöèè, çà ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó è íåèçìåííîå âíè-
ìàíèå ê ìîåé ðàáîòå.

ß áëàãîäàðíà ìîèì êîëëåãàì ïî êàôåäðå àëãåáðû è ãåîìåòðèè Áðÿíñêî-
ãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà çà ïîìîùü è ïîëåçíûå ñîâåòû â ïðîöåññå
ïîäãîòîâêè äèññåðòàöèè.

Âûðàæàþ èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ä.ô.-ì.í. Â.À. Àðòàìîíîâó, ä.ô.-
ì.í. À.À. Ìàõíåâó, ä.ô.-ì.í. Â.Ñ. Ìîíàõîâó, ä.ô.-ì.í. À.Í. Ñêèáå çà ïîä-
äåðæêó, öåííûå çàìå÷àíèÿ è ðåêîìåíäàöèè. ß áëàãîäàðíà âñåì ó÷àñòíèêàì
íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî ñåìèíàðà êàôåäðû Âûñøåé àëãåáðû ÌÃÓ, ñåìè-
íàðà "Àëãåáðà è ëîãèêà" ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî ñåìèíàðà
îòäåëà àëãåáðû è òîïîëîãèè ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ, Êðàñíîÿðñêîãî àëãåáðàè÷åñêîãî
ñåìèíàðà çà äîáðîæåëàòåëüíóþ àòìîñôåðó è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.
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